1. Egy egyszeri feladat: sikidom haromszogek kozé ,szendvicselve”

Adott egy korlatos konvex sikidom, K, amely zart, tehat a hatarolo gorbét is tartalmazza. Vegyiik az 6sszes K altal
tartalmazott haromszoget. Belathato (ezt hidd el), hogy ezek k6z6tt van (esetleg t6bb) maximalis teriiletd, legyen S
ilyen haromszog. Igazold, hogy ha S-et az s stlypontjabol (—2)-szeresére nagyitjuk (tehat kozéppontosan tiikrozziik
s-re, majd vessziik a képét a 2 aranyu, s kdzéppontt hasonlosagnal), akkor az igy kapott S’ héromszog tartalmazza
K-t. Ne olvass tovdbb, a megoldds kovetkezik!

Megoldas. Vegyiink egy S’-n kiviili p pontot. Ekkor S’ valamelyik oldalegyenese elvalasztja p-t S’-t6l. Jelolje a) és
a), az 5" haromszog ezen egyenesen fekvd két cstcsat, és ap, illetve as az S haromszog megfelels cstcsait. Konny latni,
hogy az ajasp haromszognek nagyobb a teriilete, mint S-é (azonos alap, nagyobb magassag). Ezért S valasztasabol
adédoan p nem lehet K pontja, amivel az allitast belattuk. O

Ennek a cikknek a célja, hogy kimondjuk és belassuk a fenti feladat d-dimenziés analogonjat. Ehhez elGszor roviden
bevezetjiik a d-dimenzids tér fogalméat, és geometridjanak néhany alapelemét.

2. Magasabb dimenzi6é — Bevezetés

Hogy néz ki a kérdés a haromdimenziés térben? Hasonld érveléssel belathato, hogy ha egy korlatos konvex test-
ben, amely zart, tehat a hatarolo feliiletet is tartalmazza, vesziink egy legnagyobb térfogata tetraédert, akkor annak
a sulypontjabol vett (—3)-szoros nagyitottja tartalmazza a testet. Ehhez két dolgot kell tudni. Egyrészt azt, hogy ha
a tér egy pontja nincs a tetraéderben, akkor annak egyik lapsikja a tetraédert a ponttél elvalasztja. Masrészt azt, hogy

a tetraéder térfogata egyenesen aranyos az alapteriilet és a magassag szorzatéval (az ardnyossagi tényezs 3’ de ez itt

nem fontos).

Mi torténik hdromndal magasabb dimenziéban? Ehhez egy-két dolgot tisztazni kell, leginkdbb azt, hogy mit jelent
a magasabb dimenzi6. Errdl részletesen irtunk a KoMaL 2018 szeptemberi szdméaban [1]. Roviden a d-dimenzids
euklideszi geometria felépitését igy (is) lehet kezdeni: Vegyilik a valds rendezett szam d-esek halmazat (d rogzitett
pozitiv egész), tehat azt a halmazt, melynek elemei d koordinatabol allo vektorok, (z1,za,...,24), ez geometriank
ponthalmaza, és R%-vel jeloljiik. Egy ilyen vektort tudok szorozni valds szdmmal (minden koordinatat megszorzok
vele), és megint egy vektort kapok, tovabbé Ossze is tudok adni két ilyen vektort a szokott moédon, koordinatanként.
Tudom most definidlni két pont (tehat vektor) altal meghatarozott szakaszt. Az (z1,...,24) és (y1,...,yq) pontok
altal meghatéarozott zart szakasz az (1 — A)(21,...,24) + AMy1,...,yq4) pontok halmaza, ahol A befutja a [0,1] valos
intervallumot. Gondold meg (tényleg!), hogy d = 2, illetve 3 esetén val6ban igy kapom meg a szakasz pontjait. Most
mér konnyi definialni R? konvez halmazait: azon ponthalmazok, amelyek tetszGleges két pontjukra az azok altal
meghatéarozott szakaszt is tartalmazzak.

Ap=(p1,...,p4) ésq=(q1,--.,q4) pontok tdvolsdgdt a sik- és térbeli esetek termeészetes altalanositasaként a

d(p,q) = \/(Pl )+ (P2 — )’ + ...+ (pa — qa)°

képlettel definialjuk.

Igy, hogy tavolsagfogalmunk is van, definidlhatjuk a zart halmazt. Egy R%beli K halmazt zdrtnek hivunk, ha
tartalmazza minden torldddsi pontjit, azaz minden olyan p pontot, amelyhez tetszéleges € > 0 tavolsadgra van p-t6l
legfeljebb € tavol lévé K-beli pont. Gondold meg, hogy példaul a sikon egy korlemez a hatarolé korvonal nélkiil nem
zart, azzal egyiitt viszont zart halmaz.

3. Konvex burok, hipersik, szimplex

Mi a tetraéder d-dimenziés megfelelgje? Ehhez érdemes megismerkedni a konvex burok és a hipersik fogalmaval.
Feladat. R%-ben tetszolegesen sok konvex halmaz metszete is konvex.

Rogzitsiink egy tetszoleges H ponthalmazt R-ben. Vegyiik az 6sszes H-t tartalmazé konvex halmaz metszetét,
jeloljik K-val. A fenti feladat szerint K konvex halmaz, amely tartalmazza H-t. Rdadasul K a legkisebb a H-t
tartalmaz6 konvex halmazok kozott, tehat minden H-t tartalmazé konvex halmaz tartalmazza K-t is. Ezt a K-t
hivjuk H konvex burkdnak. Példaul a sikon harom nem egy egyenesre esé pont konvex burka az a haromszoglemez,
amelynek csicsai az adott harom pont.

Hogyan lehet a konvex burok pontjait elsallitani? Legyen H véges ponthalmaz, H = {p1,pa,...,pn} C R? (az als6
indexek itt nem koordinatékat jelolnek, hanem a vektorok szamozasat).
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Feladat. Lassuk be, hogy H konvex burka a
(1) AMP1+ A2P2 + .+ Aubn

alakd pontok halmaza, ahol A1, A2,...,An > 0és A1 + Ao+ ...+ A\, = 1. Azt kell tehéat belatni, hogy az (1) alaka
pontok halmaza tartalmazza H-t (ez kénnyt), konvex, és tetsz6leges K-t tartalmazo konvex halmaz tartalmaz minden
(1) alaka pontot.

A sikon harom pont lehet egy egyenesen, vagy nem, utdbbi esetben azt mondhatjuk, hogy dltaldnos helyzetiek.
Ekkor a konvex burkuk egy haromszog. A térben négy pont eshet egy sikba, vagy nem, utobbi esetben, megintcsak
altalanos helyzettinek mondjuk Gket, és észrevehetjiik, hogy konvex burkuk egy (nem feltétlen szabélyos) tetraéder.
Hogy megyiink tovabb a dimenziéval?

Az R? térben hipersiknak nevezziik azon (1, ..., xq) € R? pontok halmazat, amelyek kielégitik az

a1 + ...+ agrqg = Qg

linearis egyenletet valamely ag, aq,...,aq € R szdmokra, ahol az aq, ..., aq szdmok nem mindegyike nulla. Gondold
meg, hogy a sikon minden egyenes ilyen alaki, a 3-dimenzios térben pedig minden sik ilyen alakt. Ha a fenti egyenletben
az egyenlségjelet <, illetve > jelre cseréljiik, akkor az egyenlStlenséget kielégité pontok halmaza a hipersik altal
hatarolt egyik, illetve masik zdrt féltér.

Végre megvélaszolhatjuk, mi a tetraéder d-dimenziés megfelelGje. Ha p1, P2, ..., Pay(a,...,xq)1 8ltaldnos helyzetd
pontok R%ben, tehat nem tartalmazza Gket hipersik, akkor ezen d + 1 pont konvex burkat szimpleznek nevezziik.

3.1. Szimplex mint félterek metszete. Egy konvex 6tszoget a sikon tekinthetiink gy, mint az 6t csticsanak
a konvex burka. De Ugy is nézhetiink ra, mint az 6t oldalegyenes altal meghatarozott zart félsikok metszete. Hasonléan,
egy kockat a térben megkapunk mint a 8 csicsanak a konvex burka, de Ggy is, hogy vessziik a 6 lapsikjat és az azok
altal meghatarozott (megfeleld iranyt) 6 féltér metszetét. Nem latjuk be, de nem megleps a kévetkezd allitas.

1. allitas. Legyenek p1,p2,...,Pa+1 dltaldnos helyzetd pontok R%-ben. Tudjuk, hogy minden i = 1,...,d + 1
indexre a {p1,P2,..-,Pd+1} \ {P:i} ponthalmaz egy hipersikot hatdroz meg. Jelélje H; az ezen hipersik dltal hatdrolt
azon zdrt félteret, amely tartalmazza p;-t. Ekkor a p1, P2, ..., Pa+1 pontok konvex burkaként kapott szimplexr megegyezik
a Hyi,...,Hgy1 félterek metszetével.

4. Térfogat

Az utols6 fogalom, amellyel még addsak vagyunk, ha a cikk elején feltett kérdést d-dimenzioban is fel akarjuk tenni,
d-dimenziés konvex halmaz térfogata.

Kozépiskolaban azt mondjak, hogy az a oldalhosszt négyzet teriilete a?, és minden konvex sikidomot ,kozelitiink”
véges sok paronként nem atfedd (mondjuk tengely-parhuzamos) négyzet uni6javal. Ahogy a kozelités egyre pontosabb,
gy tart a négyzetek Osszteriilete egy szdmhoz. Ezt a szdmot hivjuk a konvex sikidom teriiletének.

Ez egy jo felépitése a teriiletnek, de azért tudni kell, hogy itt néhany lukat majd csak az egyetemen (pl. matematika
szakon) fognak betomni: mit jelent az, hogy sok kis négyzet unidja kozel van a sikidomhoz? Ahogy finomodik a kozelités,
miért tart a négyzetek dsszteriilete egy szamhoz? Ez a munka szépen elvégezhets, de mi most ezt nem tessziik meg, mi is
Hhitelbe” dolgozunk: hidd el, kedves Olvaso, hogy egy d-dimenziés konvex testet ugyanigy lehet kis kockak uniéjaként
kozeliteni, és ezen uniok térfogata, ahogyan a kozelités egyre pontosabb, tart egy szdmhoz, amelyet a konvex test
d-dimenzids térfogatdnak hivunk.

4.1. Gula térfogata. Legyen A az R? tér egy hipersikjanak egy konvex részhalmaza, p € R? pedig ezen hipersikon
kiviil es6 pont. Ekkor az AU {p} halmaz konvex burkat A alapu, p cstcst guldnak hivjuk. A hipersikot azonosithatjuk
R4 Lgyel, és igy tudunk A-nak a (d — 1)-dimenziés térfogatarol beszélni. A hipersik és p tavolsaga (tehat az Gket
Osszekotd legrovidebb szakasz hossza) a gula magassdga. Belathato, hogy

1
(2) gula d-dimenzios térfogata = — x (alap (d — 1)-dimenzi6s térfogata) x magassag.

d
A képlet d = 2 és 3 esetben ismerds lehet. Most nem latjuk be (2)-t, ehhez egy kicsit kell tudni integrélni.

5. Szimplexek k6zott

Ha egy haromszoget a stlypontja koriil (—2)-szeresére nagyitunk, akkor egy 6t tartalmazo haromszoget kapunk.
Ha egy tetraédert a sulypontja koriil (—3)-szorosara nagyitunk, akkor egy 6t tartalmazo tetraédert kapunk. Most
végiggondoljuk mindezt d dimenzidéban.

Legyen S a p1,...,Pds1 altalanos helyzetd R%-beli pontok konvex burkaként kapott szimplex. A sulypontja az

S (p1+ ...+ Pat1)

T d+1



pont.

Feladat. Lassuk be, hogy S-nek az s kizéppontt (—d)-aranyt kdzéppontos nagyitottja, S, tartalmazza S-et. Ne
olvass tovdbb, segitség kivetkezik!

Segitség. Allitsuk el6 a p; pontot p; = AP} + ... + Ai—1P)_1 + Nit1Piy1 + - - + Aap1Pyq alakban, ahol a A,
egyiitthatok nemnegativak, és az Osszegiik 1.

Végiil kimondhatjuk a cikk bevezetGjében szerepld sikbeli feladat d-dimenzios véltozatéat.

2. tétel. Adott R%-ben egy zdrt, korldtos, konvex halmaz, K. Vegyiik az dsszes K dltal tartalmazott szimplexet.
Beldthato (ezt hidd el), hogy ezek kozott van (esetleg tobb) mawximdlis d-dimenzids térfogati, legyen S ilyen szimples.
Ekkor, ha S-et az s sulypontjabol (—d)-szeresére nagyitjuk, akkor az igy kapott S’ szimplex tartalmazza K-t.

Bizonyitas. A tétel bizonyitasa az eddigi el6késziiletekkel ugyanaz, mint a sikbeli eseté. Jelolje S csucsait ag, ..., a4+1,
az S cstcsait ay,..., a5, . Ekkor 1. allitds szerint minden S’-n kiviil es6 p ponthoz van egy i € {1,...,d + 1} in-
dex, hogy S’ az {a},...,ay,,} \ {a;} pontok &ltal meghatarozott hipersik egyik oldalan talalhat6, mig p a masikon.

A (2) képlet alapjan konnyt latni, hogy az

({al, R ,ad+1} \ {az}) U {p}

halmaz konvex burkaként kapott szimplex térfogata nagyobb S térfogatanal, ezért p nem lehet K pontja. g
Feladat. Lassuk be, hogy S-nek az s kozéppontu (d 4 1)-ardnyt kézéppontos nagyitottja tartalmazza K-t.
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