Mesterséges égitestek mozgasaval kapcsolatos problémak és
feladatok!

A szputnyikok, lunyikok, Vosztok-tirhajok és egyéb mesterséges égitestek a felszéllds és az esetleges
visszatérés rovid szakaszat leszamitva a tomegpontokra vonatkozé mechanikai torvények altal megszabott
egyszeru palydkon mozognak a vildgiirben. Ez a tény maés szoval azt jelenti, hogy ezen torvények ismereté-
ben magunk is kiszdmithatjuk, hogy milyen feltételek mellett oldhaté meg valamilyen tirhajézasi feladat,
és hogy mi lesz a tovdbbi sorsa a pélyara helyezett Gj mesterséges égitestnek. Ha megoldunk egy-egy ilyen
feladatot, jobban meg tudjuk {télni az egyes {irhajézési kisérletek nehézségi fokat (legaldbbis a palyara
juttatds szempontjabdl), és ellenérizni tudjuk az Ujsdgokban megjelend palyaadatok helyességét is.

A mozgastorvények a Newton-féle altalanos tomegvonzas torvényébdl vezethetok le. Tételezziik fel
elOszor, hogy a mesterséges égitestre, melynek mozgasat vizsgalni kivanjuk, csak egyetlen, naldnal ter-
mészetesen sokkal nagyobb tomegli égitest vonzasa hat. Ez az égitest legyen gomb alaki és homogén
tomegeloszlasi, hogy az egész tomegét a kozéppontjaban egyesitve képzelhessiik el. A kérdés, melyre va-
laszt keresiink, igy hangzik: hol és mekkora sebességgel kell a mesterséges égitestet itnak inditani, hogy
egy bizonyos palyat irjon le; vagy forditva, milyen palyat ir le egy mesterséges égitest, ha a vonzdcent-
rumtdl r tavolsdghan adott irdnyban és v sebességgel inditjuk itnak. Noha eredetileg a Napra mint von-
zocentrumra és a bolygékra mint koriilotte kering6é tomegpontokra mondtak ki 6ket, a Kepler-térvények
tulajdonképpen a mesterséges holdak mozgdasat is szabalyozzak.

Kepler 1. torvénye megadja, hogy kipszelet palyak jonnek létre, melyek egyik gytjtéopontjaban a
vonzécentrum van. E torvény értelmében tehdt a kipszeletekre érvényes geometriai 6sszefiiggések alkal-
mazhatok a mesterséges égitestek palyaira is. Ha példaul egy a Fold koriil keringd testnél ismerjitk a
foldfelszin feletti legkisebb (hp,) és legnagyobb (h,) magassigot, az ellipszispélya fél nagytengelye (a) és
excentricitasa (e = %) kiszamithato:

rp=a(l—e) és ra =a(l+e),

ahol
rp = Rpgia + hp, ra = Rpsld + Pa, Rpglg = 6370 km,

végiil a fél kistengely b = av/1 — e2.

A tengelyek hossza segitségével megrajzolhatjuk ugyan a palyaellipszist, de nem tudjuk még, hogy
a palya sikja hogyan helyezkedik el a Fold koriil, és hogyan mozog rajta a mesterséges hold. Ez utobbi
kérdés altalanosabban gy fogalmazhat6 meg, hogy a vonzécentrumtdél r tavolsdghban milyen v sebességgel
mozogjon a test a megadott palyan; vagy forditva, adott r-hez és v-hez milyen péalya tartozik.

Kepler 2. torvénye tulajdonképpen tartalmazza a vélaszt, de egy a tomegvonzas torvényébol levezet-
hetd képlet, az Un. energiaintegrdl segitségével sokkal egyszeriibben szamolhatunk. Az egzakt levezetés
helyett kiséreljiik meg ezt a torvényt a kovetkez6 gondolatmenet alapjan elfogadni. Az energiamegmaradas
értelmében egy test mozgdsi és helyzeti energidjanak osszege dllandd. (A helyzeti energidra vonatkozélag
ldsd a K6MaL XXV. 5. szdmaban? megjelent ,, Eréterek szemléletes abrazolasa” c. cikket.) Tehdt egységnyi
tomegl, v sebességl testnél az M tomegl vonzdcentrumtdl r tavolsdgban

1112 — G% = konstans,

2 r
ahol G = 6,674 - 10~ m®/(kgs?). Korpalydn mozgé testnél, ahol a centripetdlis ert a gravitécié szol-
galtatja
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1Ez a cikk a K6MaL 1962. évi novemberi szaméban jelent meg; a benne leirtak a mai napig aktualisak és tanulségosak. A
szoveget eredeti formajaban kozoljiik, minddssze az id6kozben megvéltozott mértékegységeket irtuk 4t a ma hasznélatosakra.
2KoMaL 1962. évi méajusi szém



Eszerint a test Osszenergidja a sugaru korpdalya esetén
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Igazolhatd, hogy azonos nagytengelyli palydkra az Osszenergia azonos, igy tetszOleges a nagytengelyi
palyan mozgé testre:
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Ez az 6sszefliggés, az energiaintegral, igen nagy jelentOségi az tirhajézasi feladatok megoldasanal. Az olyan
kérdések, hogy hogyan lehet r-bdl és a-bol v-t, illetve r-bdl és v-bol a-t meghatarozni, az energiaintegrallal
kozvetleniil megvélaszolhatdk, sét, mint latjuk, elegendé a fél nagytengely ismerete (az excentricitds
nélkiil), és a sebesség nagysigdt, mint a vonzdécentrumtdl mért téavolsdg fiiggvényét ki tudjuk szdmitani.
Mér a levezetésbdl lattuk, hogy a kérmozgas sebessége (az els6 kozmikus sebesség)
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Vkor = .
r

Ahhoz, hogy egy bizonyos r tavolsdghan mér ne a vonzdcentrum koriil zarédé ellipszis, hanem nyilt

parabolapdlya jojjon létre, vagyis a = oo, — = 0 legyen, nyilvan
a
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Uparabola =

kezdBsebesség sziitkséges (médsodik kozmikus vagy szokési sebesség). Nagyobb magassdgokban nyilvdn méar
kisebb sebesség elegendo a keringéshez és a szokéshez is. Ha bizonyos r mellett a kezddsebességet tovabb
noveljiik, az energiaintegral értelmében a < 0, és a palya hiperbola® lesz. Az is latszik, hogy ezeken a
palyakon tavolodva a test sebessége nem nullara, hanem egy

GM
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maradéksebességre csokken le, igy a hiperbolapédlyan mozgé testnél az energiaintegral szerint

’1)2 = U?)arabola + Ugo'

Az energiaintegralbdl tehat a pédlya barmely pontjara kiszamithatjuk a szabadon repiilé test sebessé-
gének nagysagat, ehhez csupan a nagytengely hosszat kell ismerni. Ez utébbit viszont egy 1j mesterséges
égitest palyara allitdasa utan rendszerint az 1jsadgokban kozolt adatokbdl is kiszamithatjuk: ellipszispalya-
nal vagy a h, és h, mennyiségekbol a mar emlitett médon, vagy a 1" keringési idobél kozvetleniil Kepler
3. torvényével:
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42
(Korpélya esetében ezt a formuldt megkapjuk, ha a bolygd tomegének és gyorsuldsdnak szorzatét egyen-
16vé tessziik a gravitdcids erével.) Ebben a képletben is M a vonzécentrum témege, mely tehdt a és T
kozvetlen mérése utjan meghatarozhaté. Parabola- vagy hiperbolapalyan mozgé tirrakétdknal pedig a-t az
energiaintegrallal kapjuk meg, ha a palya egyetlen pontjaban ismerjiik a rakéta sebességének nagysigat.

Mindez természetesen nem elegendd ahhoz, hogy a térben, a csillagokhoz képest elhelyezziik a pélyat,
példaul eldontsiik, hogy a palya sikja milyen szoget ar be az Egyenlitovel. A fenti képletekkel ugyancsak
nem szamithato ki, hogy mekkora annak a hiperbolapalyanak az excentricitasa, melyen az {irrakéta mozog.
Ezen problémak megoldasakor a rakéta sebességének nemcsak a nagysagat, hanem az irdnyat is ismerni
kell. Szamos érdekes kérdésre azonban, mint lattuk, enélkiil is valaszt kaphatunk, s hogy eredményeink
mennyire helytalldak, az ijsagokban kés6ébb kozolt valodi palyaadatokkal ellendrizhetjiik.

3 A hiperbola fél nagytengelye |al



Maradt természetesen egy alapvetd feltevés, melynek jogossaga csak bizonyos hatarok kézott fogadhatd
el. Feltettiik ugyanis, hogy csak egyetlen test, pontosabban egyetlen tomegpont vonzasa hat a mesterséges
égitestre, noha tudjuk, hogy a valésagban nem ez a helyzet: a Foldhoz kozel kering6 égitesteknél a Fold
lapultsiga, a tavolabbra repiil§ részeknél mas égitestek (pl. a Hold) vonzdsa mér nem elhanyagolhatd
tényezl. Felléphetnek tovabba nem gravitdcids jellegli erdk is, mint példdul a foldi légkor kozegellendl-
ldsa. Ezek a tényezOk altaldban néhdny nap utdn mar nagyobb mértékben médositjik a kezdeti palyat, s
ha a test egy madsik égitest kozelébe keriil (pl. holdrakéta), palydja teljesen meg is véltozhat. Altalaban
eredményesen alkalmazhaté egy kozelité eljards, mely a Foldrol egy masik égitest kozelébe tarto rakéta
palyajat szakaszokra bontja, s egy-egy szakaszon beliil csak egyetlen égitest vonzéasat veszi figyelembe,
tehat ugy szamol, ahogy az eddigiekben tettiik. Ugy tekintjiik tehat, hogy egy a Hold felé indulé rakéta
palyajat példaul indulastél a Hold 60 000 km sugari kérnyezetéig csak a Fold, az emlitett korzeten beliil
viszont csak a Hold vonzasa alakitja ki. A Foldt6l 930000 km tavolsdgot elérve mér csak a Nap von-
z6erejével szamolunk. Anélkiil, hogy ezen egyszerii, és kozelitd szamitasokra kivdléan alkalmas médszert
részletesen ismertetnénk, megéllapithatjuk, hogy kezdeti, latszélag specidlis feltételeink a mesterséges égi-
testek életének legnagyobb részében teljesiilnek, tehdt a megadott egyszerii képletekkel hozzavetdlegesen
csaknem minden asztronautikai palyaproblémat megoldhatunk. Ugy vélem, hogy aki egy-egy tirhajézasi
terv nyilvanossiagra hozatala vagy megvalésitasa idején maga is ilyen szamitasokat végez, kozelebb jut
ahhoz, hogy értékelni tudja korszakunk e kiemelked6 tudoményos eseményeinek jelentGségét.

Gyakorlé feladatok

Altaldnos feltevések:

1. A Fold korpédlyan, 29,77 km/s sebességgel kering a Nap koriil;

2. a rakétak felgyorsitdsi szakasza végtelen rovid, kozben gravitdcids veszteségek nincsenek;
3. a mozgas kezdettol fogva kozegellendllas nélkiili térben torténik.

(Tovabbi feladatokat a , Kittizott feladatok” kozott fogunk talalni mostani (1962. novemberi) szamunk-
ban és a késébbi szdmokban.?)

1. Szamitsuk ki egy ellipszispalyan mozgd mesterséges hold sebességét a foldkdzelpontban és a foldta-
volpontban! Milyen tdvolsagban és a palydja mely pontjdban lesz a hold sebessége éppen e két sebesség
mértani kézepe?

2. Tudjuk, hogy 1000 km-re a foldfelszintél, hozzank képest 4,00 km /s sebességgel ismeretlen irdnyban
mozog egy mesterséges égitest. Ha a motorjait nem kapcsolja be Ujra, mekkora az a legnagyobb tavolsag,
ameddig eltavolodhat a foldfelszint6l? Ha keringést végez a Fold koriil, mekkora a keringési id6? Mi lehet
az égitest tovabbi sorsa?

A feladatok megolddsa

1w = vkdm/%‘;, Vo = vk,‘jﬂ/ifz; a Fold kozéppontjatdl a tavolsagban, vagyis a kistengely
végpontjaiban.

(Az vp-t és va-t helyettesitsiik az energiaintegral képletébe. A két sebesség mértani kozepe visr, mely
az a tavolsdghoz tartozik.

2. 1990 km; 45 perc; keringés nem johet létre, az égitest visszazuhan a foldre.

(A legnagyobb magassdgot akkor éri el, ha radidlisan tdvolodik, ekkor r, = 2a. A megadott két adatbdl
az energiaintegréllal a kiszdmithatd, ebbél Kepler 3. torvényével a keringési idé.)

Dr. Almar Ivan

4L4sd a K6Mal 1962. évi 12. szamban a 310. feladatot, tovabb4 az 1963. évi janudri szémban a 312. és 322. feladatot.



