Ismerkedjiink a komplex szamokkal/
(IT1. rész.)

Az els6 részben kittizott feladatokat tobben tal kdnnyiinek tartottdk, mégis azok koziil, akik komplex szamokkal
szamolva oldottak ket meg, tobben eltévesztették. Epp azért kezdtiik valoban konnyti kérdésekkel, hogy konnyen
ellengrizhessiik magunkat, hogy helyes-e szamolasunk. A legtobben ehelyett jobbnak lattdk mindjart az analitikus
geometria nyelvére forditani a kérdéseket.

1. Milyen hossziak az 1 — \/§i, 2, —1 — V/3i hdromszdg oldalai?
Megoldas: Jeloljiik a komplex szamokat A, B, C-vel. Az ABCx oldalai A — B =1—+/3i —2i =1 — (2 +V3)i,
B-C=2i+1+V3i=1+2+V3)i,C—A=—-1-3i—1+V3i=-2,s igy, mivel az oldalak hossza, toviabba,

valos és képzetes résziik derékszogl haromszoget alkot, (A — B) hossza = (B — C) hossza = 1/ (—1)> + (2 + \/§)2 =

\/8 +4v3 =21/24+ V3, (C — A) hossza pedig 2.
Gadl Istvin (Szeged, ,Dugonics Andras” gimn. VII. o.)

Megoldotta: Findler M., Fried E., Gacsalyi S., Gehér L., Gnoth M., Horvath Sz., Kévari T., Szépfalusy P., Sztics
L., Tarno6czi T., Vorés M.

2. Egy rombusz egyik oldala a zo + xoi vektor. Eqyik dtldja 45°-0s szoget zdr be az X tengellyel. Irjuk fel a mdsik
két csiucsdt. Szamitsuk ki dket, ha xo = 3, yo = 4.
Megoldas: (42. abra.) Az X tengellyel 45°-0s szbget bezard atlo dtmehet 0-n is, zg-n is.
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42. dbra

Utébbi esetben a 0-an atmend at16 135° szoget zar be a valos tengellyel. Az atlo szimmetria-tengelye a rombusznak,
de feladatunkban mindkét esetben a tengely-keresztnek is szimmetria-tengelye a 0-n atmend atl6. Els6 esetben az atlora
valo tiikrozésnél a valos és képzetes tengely pozitiv fele cserélgdik fel, a masodikban mindegyik tengely pozitiv fele a
masik negativ felével cserél helyet. Mindkét esetben zg a vele atellenes z; csiicsba megy at. Igy els esetben z; = 4+ 31,
altalaban z7 = yo + xo%; masodikban zi = —4 — 3¢, altalaban 21 = —yo — To?. A harmadik cstcs zo = zg + 21. igy a
feltetelnek a 0, xo + yoi, Yo + zoi, (o + yo)(1 +14) és 0, zo + yoi, —yo — ot, (xo — yo)(1 — i) rombuszok, specidlisan a
0,3+4:,4+4+ 3¢, 7+ 7i és a0, 3+ 4i, —4 — 3¢, —1 + ¢ rombuszok felelnek meg.

Megoldotta: Findler M., Gaal 1., Gacsélyi S., Gnéth M.

Csak az egyik rombuszt taldlta meg: Fried E., Gehér L., Horvath Sz., Kévari T., Szeghy 1., Szépfalusy P., Sztics L.,
Tarnéczi T., Voros M.

3. Keressiink a 9-2 — 3 - 6i-hez olyan komplex szamot, hogy dsszegik valds, kilonbségik képzetes legyen. Taldlhato-e
ilyen barmely z = x + yi szdmhoz és melyik az? Geometriailag mi jellemzi ezt a szdmot?

Megoldas: Az adott szamot z1-gyel, a keresettet z1-vel jelolve, a 0, z1, 21 + 22, 29, parallelogramma atloi: z1 + 2o
és z1 — z2, ha a feltétel teljesiil, merdlegesek, tehat a négyszog rombusz és mivel ennek atloi a szogeket felezik, zo csak
z1-nek a valds tengelyre (a 0-n atmend atlojara) vonatkozo tiikorképe: zo = 9-2 4 3 - 67 lehet és ez nyilvanvaloan meg
is felel a feltételnek. Hasonldéan barmely z = x + yi szamhoz van és pedig egyetlenegy ilyen szam a z = x — yi.

Gacsalyi S., Gehér L., Szépfalusy P., Sziics L. és Tarn6czi T. mutatta meg, azt is, hogy csak egyetlen ilyen szam
van. Kiilon kapnak még 1-1 pontot.

Megoldotta még: Findler M., Fried E., Gnoéth M., Horvath Sz., Kévéri T., Paulik J.

Részben: Szeghy 1., Voros M.

! El626 kozleményiink megjelenése utan értesiiltiink, hogy a komplex szdmok szorzasanak ott kovetett bevezetési modjat RIEGER
RicuArD mar 23 éve alkalmazza kozépiskolai tanitdsdban. Téle szarmazik a meggondolds eredményének kovetkezd megfogalmazasa: a
z = —2 + 1 vektorbdl ép olyan lépésekkel jutunk a (—2 4+ )(3 4 2i) szorzatvektorhoz, mint amilyenekkel a z = 1 vektorbdl a w = 3 + 24
szorzo vektort megkapjuk.

Szele Tibor Riegertol fiiggetleniil talalt ra a szorzas ezen bevezetési modjara.



4. A kongjugdlt jelével irjuk fel eqy komplex szdm valds és képzetes részét. Jellemezziik a valds szamokat.
Megoldas: Az elgbbi feladat megoldasabol latjuk, hogy ha z = © + yi, z + Z = 22 = 2R(2), 2z — z = (2)1, tehat

(5) R(z) = (Z;E),S(z)zz‘?

A valos szamokra R(z) =z =%, $(z) = 0.
Megoldotta: Fried E., Gacsalyi S., Gehér L., Gnoth M., Kévari T., Sztics L., Tarnoczi T., Vorés M.

5. A z = x + yi komplex szdmhoz tartozé vektor hosszdt a z komplex szam abszolit értékének nevezzik és |z|-vel
jeloljiik. Mutassuk meg, hogy ha z valds, akkor |z| a régi értelemben vett abszolit érték. Irjuk fel dltaldban |z|-t x ésy
segitségével.

Megoldas: Mar az 1. feladatban lattuk, hogy egy komplex szamot dbrazol6 vektor, tovabba valos és képzetes része
derékszogit haromszoget alkot. Igy |z| = v/22 + y2, ahol a négyzetgydk pozitiv értéke értends. Ha z valos, tehat y = 0,
akkor ez |z|-et adja.

Megoldotta: Findler M., Fried E., Gaal L., Gacsalyi S., Gehér L., Gnoth M., K&vari T., Szépfalusy P., Sebes L.,
Tarné6czi T., Vorés M.

6. Az eldbbi feladat jeléléseit haszndlva, matassuk meg, hogy

ol + ol
V2
Megoldas: Az egyenl6tlenség elss fele a haromszog-egyenlGtlenség, alkalmazva az z, y, z oldalakbdl all6 harom-

szogre. A masodik felében, miutan pozitiv szamok szerepelnek, elég megmutatni, hogy a négyzetiik kozt fennall az
egyenl6tlenség:

|z + [yl = |2] =

2* +y* > =(2® + y* + 2|7|]y|). Nulldra redukilva, az

N =

1
2
egyenl6tlenség els6 felében csak valods, vagy tiszta képzetes szamoknél all fenn egyenlGség, a mésodik felében pedig
csak ha |z| = |y|.

(|| — [y])*> > 0 helyes egyenlStlenséghez jutunk, amibsl kévetkezik, hogy az eredeti egyenlétlenség is helyes. Az

Kdévdri Tamds (Bp., Evangélikus gimn. VIII. o.)
Megoldotta: Findler M., Fried E., Gaal I, Gacsalyi S., Gehér L., Szépfalusy P., Sztics L., Tarnéczi T., Voros M.

Megjegyzés: Az egyenltlenség masodik felét v/2|z| > |z| + |y| alakban irva, baloldalt az |z| atfogojn egyenlszarn
derékszogii haromszog befogoinak dsszege all. Igy azt mutattuk meg, hogy adott dtfogo folé irt derékszogi hiromszogek
kozil az egyenlészdrinak legnagyobb a kerilete. Keressetek erre a tételre elemi bizonyitast! (Lasd: 171. feladatot is.)

A TI. rész , stirg6s” feladatai bizonyéara tobb fejtérést okoztak. Azt geometriailag legkénnyebb latni, hogy a miiveletek
alaptulajdonsigai komplex szdmokra is érvényben maradnak.

Az Gsszeadas kétféle sorrendje csak annyit jelent, hogy egy paralelogrammanak egy csicsabol az atellenesbe a
keriilet egyik, vagy masik felén megyiink el. Az asszociativ tulajdonsag pedig azt, hogy a harom vektorbol Gsszerakott
tortvonal-utat roviditjiik meg azzal, hogy az els6 két, ill. utolsé két szakasz helyett az egyik kezdGpontjatol a masik
végpontjadhoz vezets utat jarjuk meg.

A szorzésnél a Moivre formulakat hasznélva, csak azt kell tudnunk, hogy kiilon az abszolut értékek szorzaséra, kiilon
az irdnyszogek Osszeadasa kommutativ, ill. asszociativ mivelet. Ez pedig igaz, mert mindkét esetben valés szamokrol
van mar szo.

A disztributiv tulajdonsagnal: a(b+c) = ab+ac, ismét olvassuk le a két oldal geometriai értelmét, ha a, b, ¢ komplex
szamok, b, ¢, b+ ¢ egy haromszoget alkotnak. Az ab, ac, a(b+ ¢) vektorok ezekbdl ugy keletkeznek, hogy mindegyiket
|a| ardnyban nyujtjuk és elforgatjuk a iranyszogével mindegyiket. Ezek szerint nem csinaltunk mést, mint az elgbbi
haromszoget nytjtottuk |a| ardnyban és a irdnyszogével elforditottuk, tehat az utobbi harom vektor is haromszoget
alkot és éppen ezt fejezi ki a vizsgalt azonossag.

Most mar vigan szdmolhatunk tovabb komplex szdmokkal is, mint ahogy eddig szamolni szoktunk, csak sohase
felejtsiik el, hogy i* = —1.

Szorozzunk Gssze két konjugalt komplex szamot. A szokésos jeloléseket hasznélva, az ismert azonossag szerint

(6) 2 7= (a+yia—yi) = - (i)’ =2* + ¢ = |2

Ezzel egyszersmind talaltunk egy modot, hogy komplex szdmok hanyadosat kézonséges komplex szamma alakitsuk.
Legyen z1 = x1 + Y14, 22 = T2 + yai, ,i-tlenitsiik” a 21 /2o tort nevezdjét tgy, hogy a nevezd konjugaltjaval bovitjiik a
tortet:

21 1% (w1 i) (22 — i) | o+ yiye | Tayn — T1Y2
) a3 + 5 a3 + 5 a3 + 5



Ismét tébbet mond azonban, ha a geometriai viszonyokat jobban feltiintet6 trigonometriai alakban irjuk fel a
szamokat: z; = r(cos @ + ising), z2 = t(cost) + isine). Ekkor olyan w = v(cos o + isin ) szdmot keresiink, melyet
zo-vel szorozva, z1-et kapunk, tehat abszolut értékiik szorzatabol r-et, iranyszogiik 6sszegébdl pedig -t kapunk. Ennek
egyetlen megoldasa v = r/t, a = ¢ — 1, vagyis

(7) z1/22 = (r/t)[ cos(p — ) + isin(p — )]

Kezdetben még egy veszély ijesztett benniinket: vajon, ha az djfajta szamokboél akarunk négyzetgyokot vonni, arra
nem kell-e majd még Gjabb szamfajtat bevezetni? Van-e olyan komplex szam példaul, amelyre (z + yi)® = i?

A megoldandé egyenletet igy frhatjuk: x> — y* + 2zyi = 4, ami csak agy allhat, ha 2% = 3 és 2zy = 1. Itt = is, y is
csak valos szam lehet. Ez esetben a masodik egyenletbdl kovetkezik, hogy x és y egyezd elGjeld, az els6bdl pedig, ezt
figyelembe véve, x = y kell, hogy legyen. Igy a masodik egyenletbsl 22 = 1/2, tehat z =y = :l:l/\/i tehat a keresett

1+ 1414
komplex szam W és ——— lehet és ez mind a kett6 meg is felel a kivant feltételnek.

V2

Kevesebb irassal is célhoz értiink volna, ha itt is a szdmok trigonometriai alakjat hasznaljuk és ebben az esetben
nem is jart volna semmilyen hatrannyal. Altalaban azonban a szamitas gyakorlati kivitelénél kényelmetlenebb trigo-
nometriai tabldkat hasznalni, mint algebrai miveleteket végezni. Komplex szam négyzetgyokét pedig mindig ki lehet
szamitani ugy, hogy kozben csak valds szamokkal kell mtiveleteket végezni, még pedig alapmiveleteken kiviil csak
négyzetgyokvonast, ha valamivel bonyolultabbak is lesznek a szamitasok a fentinél. Ennek keresztilvitelét feladatul
tlzziik ki.

A négyzetgyokvonas valoban nem vezet Gjabb nehézségekhez. Minden komplex szamhoz taladlunk olyan komplex
szamot, — egyébként kett6t, amelyek csak egy —1 szorzéban kiilonboznek — melynek a négyzete az adott komplex
szam. Hogy egész nyugodtak lehessiink, nézziik meg, lehet-e magasabb gyokot is vonni komplex szadmokbol anélkiil,
hogy tovabb kellene béviteniink szamkoriinket. Van-e pl. i-nek kdbgyoke is a komplex szamok kozt? Valasszuk most
a trigonometriai utat ¢ = cos 90° + ¢sin 90°. Kobgyoke (3) szerint (1. 98. o.) olyan komplex szam, melynek abszolut
értékének harmadik hatvanya 1, tehat |V/i| = 1, irdnyszogének haromszorosa pedig 90°, vagyis

Vi = cos30° +isin30° = v/3/2 + /2.

A szamitas elvi része mindenesetre sokkal egyszertibb, mint lett volna harmadfoka egyenletrendszer megoldasa.
Ezen az Gton i négyzetgyokére azt kaptuk volna, hogy v/icos45° 4 isin45° = 1/v/2 4 i/v/2. Igen am, de hova sikkadt
a masik megoldas? Irjuk at azt is trigonometriai alakra, —1/v/2 — i/v/2 = cos(180° + 45°) + i sin(180° + 45°). Ennek
négyzete valoban cos(360° + 90°) + ¢ sin(360° +90°) = ¢ mert a szdget 360°-kal novelve, épp az eredeti irdnyba tértiink
vissza. Innen ered hat a masodik megoldas. Két szog ugyanazt az iranyt jelenti, ha azok 360°-ban, vagy valamely egész
tObbszordsében kiilonbdznek, de a felilk mar lényegesen kiilonb6z6 lehet.

Nézziik meg Vi-re milyen més értéket kaphatunk hasonlé moédon?

Y/(360° + 90°) + isin(360° 4 90°) =
= cos(120° + 30°) + isin(120° + 30°) = —v/3/2 4 i/2

és talalunk egy harmadik megoldéast is:

$/cos(720° + 90°) + i sin(720° + 90°) = cos 270° + i sin 270° = —i.

Ha 3 - 360°-kal novetjiik az irdnyszoget, akkor mar V/i elsé értékét kapjuk vissza és tovabbi 360°-ok hozzdadasaval is
csak ezek az értékek ismétlGdnek.

Igy Vi-re harom kiilonb6z6 értéket kaptunk. Ezek irdnyszoge sorra 120°-onkint névekszik, ami azt jelenti, hogy az
els6b6l a mésodik és a harmadik megoldéas p; = cos120° + isin120° = —1/2 + iv/3/2 és gy = cos240° + isin 240° =
-1/2 — 2\/§/ 2-vel valo szorzassal adodik. Ezek maguk olyan szamok, melyeknek harmadik hatvinya 1. Epp ezen
tulajdonsaguk kapcsan taldlkoztunk méar veliik a 92. feladat megoldasdban. Mint az 1 gyokeit, révidebben harmadik
eqységgyokoknek szokas nevezni Gket.

Keressiik meg most a hatodik egységgyokoket, vagyis olyan komplex szamokat, melyeknek hatodik hatvanya 1. Az
el6bbi tapasztalatok utan mar eldre ilyen alakba lesz jo az 1-et irni:

1 = cos(k - 360°) + isin(k - 360°) és akkor v/1 szamara kovetkezs értékeket kapjuk: cos(k - 60°) 4 4 sin(k - 60°), ahol
k tetszOleges egész szam. Elég azonban k-nak 0, 1, 2, 3, 4, 5 értékeket adni, hisz minden mas (pozitiv, vagy negativ)
egész szam ezek valamelyikétsl 6-nak, tehat a megfelel§ szog 6 - 60° = 360°-nak egy egész t6bbszorésében kiilonbozik.
Igy a hatodik egységgyokok
g0 =cos0° +isin0° =1, &, =cos60° +isin60° = 1/2 + iv/3/2,
£9 = c05120° 4 isin120° = —1/2 4+ iV/3/2, &5 = cos180° + isin 180° = —1,
£4 = €05 240° 4 isin 240° = —1/2 — iV/3/2 és &5 = cos 300° + isin300° = 1/2 — iv/3/2.



Ezek kozt ott taladljuk az elgbbi harmadik egységgyokdket is: e = 01, €4 = g2, —1-et meg ezzel a kifejezésmoddal
mésodik egységgyoknek nevezhetjiik, 1 természetesen akidrhanyadik kitevénél mindig szerepel az egységgyokok kozt. £1
és e5 azonban alacsonyabb kitevével nem egységgyokok. A tobbi egységgyokok e1-nek hatvanyai: e, = E]f. De ugyanez
a tulajdonsiga megvan es-nek is, ennek a hatvanyai kozt is el6fordulnak az Gsszes hatodik egységgyokok, csak épp
forditott sorrendben, mert

g5 = cos(360° — 60°) + isin(360° — 60°),
sigy ef = cos(k - 360° — k- 60°) + isin(k - 360° — k - 60°) =
= c0s(360° — k - 60°) + isin(360° — k - 60°) =
=cos {(6 —k)-60°} +isin{(6—k)-60°} = eg_.

Az ilyen egységgyokoket, melyeknek hatvanyai sorra kiadjak az Gsszes ugyanannyiadik egységgyokot, primitiv egység-
gyoknek nevezziik. Ehhez természetesen mindig meg kell mondani a gyokkitevét is. eo = o1 pl. primitiv harmadik
egységgyok, mert Q% = 09, g? = 1, (hasonl6an Qg = p1), de nem primitiv hatodik egységgyok, hisz hatvanyai csak
harom kiilénb6z6 értéket vetnek fel.

Az eg, 1, €9, €3, €4, €5 pontok 0-t6l mind 1 tavolsagra vannak, vagyis a 0 koriili 1 sugarral rajzolt kéron. Ezt a kort,
miutan sok szerepe van a komplex szamok korében, roviden egységkér néven szokéas emlegetni. Az egységkoron ezek
az egységgyokok egymashoz képest egyenlé 60°-os szogekkel elforgatva helyezkednek el, vagyis egy szabélyos hatszog
cstcsait alkotjak.

Most méar az utolso feltett kérdés sem okoz nehézséget. Legyen w = t(cos 1) + isine)) valamely komplex szam és n
tetszOleges pozitiv egész szam, keressiik a 2™ = w egyenlet megoldéasait, vagyis w n-edik gyokelt Jeloljik tn-nel t-nek a
pozitiv valés n-edik gyokét (amlt eddig egy pozitiv szam n-edik gy6kén értettiink), akkor z = tn [cos(¢ /m)+isin(y/ n)]
tovabba megfelelnek mindazok a szamok, melyek iranyszoge ett6l 360° /n-nek valamely egész tobbszorosében kiilonbo-
zik. Miutan az irdnyszog novelése egy 1 abszolut értékd szammal vald szorzéassal fejezhetd ki, tehat megfelelnek a fenti
szam &™) = cos(k - 360° /n) + isin(k - 360° /n)-szeresei is, (k =0, 1,2, ..., n—1). Igy

= {/t(cos) +isiny) =tn [cos (W/n+k-360°/n)+

(8) +zsm(¢/n+k-360 /n)] (k=0,1,2,...,n—1).

sff) — amit kiilonben nyugodtan irhatnank sﬁ hatvanynak is, hisz sslk) = 5,(11)k — az n-edik egységgyokoket jelenti.
Ha hozzajuk szamitjuk az 1l-et is, akkor ezek ismét egy az egységkorbe irt szabalyos n-szog cstcsai. Ez a szabalyos
sokszog szimmetrikus a valos tengelyre, mert a szabélyos sokszog egy csucsdn (+1) és kozéppontjan (0) atmend
egyenes szimmetriatengely. Ez azt is jelenti, hogy a cstcsokat jellemz6 szamok, tehat az egységgyokok Osszege valds
szdm 1 + 5511) + 5512) + ...+ 551"_1) = r valos. (pl. n = 2, 3, 4, 6 esetben ez az Gsszeg mindig 0-t ad). Probaljuk meg
kiszamitani r értékét az altalanos esetben. Azt kinalkozik itt felhasznélni, hogy a t6bbi csticsokon at is huzhatok ilyen
szimetriaegyenesek. Ha a sokszoget ugy forgatjuk el, hogy egy maésik csics keriiljon a pozitiv valés tengelyre, akkor
ujra valds, s6t ugyanaz lesz az ,elforgatott” 0sszeg értéke is. Forgassuk a +1 helyébe, mondjuk az egyik vele szomszédos
cstcsot. Ezt elérhetjik pl. 5511)—gye1 val6 szorzassal:

eWr=14eM 4. 4+ D=y

Han>1, 5511) # 1 s igy r = 0 kell legyen minden n-re.

Hogy az 0sszeg 5,(11)—gyel val6 szorzasnal onmagaba megy at, az kozvetleniil is lathato, hisz minden tagbol szorzas
utdn az utana kovetkezs lesz, az utolsénak pedig az sg)—szerese +1, vagyis az els6 tag. Algebrailag azonban még
gyorsabban is belathatjuk ezt a tényt. Az egységgyokok a 2™ = 1 egyenlet megoldasai. Valasszuk le ebbdl a z = 1
gyokot, vagyis redukaljuk az egyenletet 0-ra és osszunk az 1-hez tartozo (z — 1) gyoktényezével (L. 126 — 127 — 128.
feladat, 117 — 121. old.) Kapjuk, hogy

1+2z4+224...+2"1=0.

[ A balodali mértani sor Osszege valoban (2" — 1)/(z — 1)} A tobbi egységgyokok ennek az egyenletnek is eleget
tesznek, tobbek kozt eleget tesz 5( ) is. Mivel ennek magasabb hatvanyai a tovabbi egységgyokok, nyerjiik ismét a fenti
eredmenyt Mivel az utobbi egyenletnek ismerjiik mind az n — 1 gyokét (tobb az idézett feladatok értelmében nem is
lehet), a baloldali 6sszeget még egy egyszertd alakban is tudjuk irni: elséfoku tényezsk (gyoktényezsk) szorzataként:

14+z4+224+.. . 42771 (2_5( ))(z—s( )) _'(Z_Sglnfl)),

amib6l az elgbbi Osszefiiggés ismét kovetkezik, ha a szorzatot z hatvanyai szerint rendezziik és azutén az elsfoki
tag egyiithatoit Osszehasonlitjuk. Ha meg z = 0-t irunk, akkor azt nyerjiik, hogy 5511) 5512) . ..551”71) = (=)™ ami
geometriailag kozvetleniil nyilvan valo. (Miért?) Konnyen talalhatok még hasonld Osszefiiggések egységgyokok kozt,
néhanyat ki is tlziink feladatul.

Lattuk az alapmiveletek geometriai értelmét. Tovabbi érdekes eredményeket kapunk, ha fiiggvények geometriai
jelentését vizsgaljuk, Nézzik el6szor az elséfoka fliggvényt: w = az + b (a és b adott komplex szamok). Egy ilyen



fiiggvény a komplex szamsik minden z pontjahoz hozzarendel egy masik pontot, w-t. Abrazoljuk ezt a pontot is
ugyanazon szamsikon. Ha a = 1, akkor minden pontot eltoltunk a b vektorral. Zarjuk most ki az eltolast. Legyen
tehat b = 0. Ha a valds, akkor 0-bol, mint centrumbol, kiinduld nyujtasrol (vagy Osszehtzasrol) van szo. Ha viszont
a komplex, de |a| = 1, (tehat a = cosy + ising) akkor 0 koriil ¢ szoggel valé forgatast kapunk. Minden els6foka
fiiggvény ebbdl a harom atatakitasbol tevédik 6ssze. Ily modon az els6foku fiiggvény példaul egy haromszoget egy
ijabb haromszogbe alakit 4t, mely az eredetihez mindig hasonlé lesz, de altaldban hozza képest még el is van tolva
(ha b # 0) és elforgatva (ha a nem valos).

Hasonléan minden mas fliggvény is minden geometriai alakzatot atalakit valamilyen masikba, képet rajzol réla,
mely azonban sokszor nem is hasonlit az eredetihez. Inkabb karikatiraja annak: r& lehet azért bel6le az eredeti-
re ismerni, annak éppen egyes tulajdonsagait kiilon kidomboritja. A geometriai atalakitdsokat szokas (latin szoval)
transzformécionak, masképp leképezésnek, vagy abrazolasnak nevezni.

Egy egyvaltozos komplex fliggvény mindig egy transzformaciot jelent. Vizsgaljunk most egy olyat, amelyik mar
torztiikrGt tart a geometriai alakzatok elé, a w = w(z) = 1/z fiiggvényt. Irjuk z-t és w-t trigonometriai alakba:

z=r(cosp +ising), w = p(cos) + isiny). Ekkor o = l, 1) = —p. Két olyan pont van, amelyik 6sszeesik a képével:
z = £1. A valds tengely is 6nmagaba megy at, de ez mgr agy, hogy az egyes pontjai azért helyet cserélnek, de csak
egymaskozt. Az egységkor belsejében levék képe kiviil lesz és megforditva. — Altalaban a pontok paronkint felelnek
meg egymasnak: ha P képe P’, akkor P'-é viszont P, mert w|w(z)] = w(1/z) = 1/(1/2) = z. — De énmagukba mennek
at mas vonalak is, igy azon pontok Osszessége, melyekre r = 1, vagyis az egységkor is. Ha |z| = 1, akkor 1/z = Z, tehat
az egységkort tiikrozi a leképezés a valds tengelyre. Végiil dnmagéaba megy at a képzetes tengely is, de itt mar kétszeres
helycserével: a pozitiv és negativ fél helyet cserél és mindegyiken, még az egységkoron beliili szakasz és a kiviil 1évs
félegyenes is. A 0-nak maganak nem jut kép és megforditva, nem is képe egy pontnak sem. Egy 0-n dtmend egyenes
pontjai, tehat melyekre ¢ allando, a — ¢ irdnyszoge, tehat a valos tengelyre tiikorkép helyzetd, egyenesen fekiisznek.

Egy P pont és P’ képe kozti kapcsolatot konnyebb a geometria nyelvén elmondani, ha segitségiil vessziik P’-nek a
valos tengelyre vonatkozd P; tiikorképét (43. abra).

P

43. abra

P és P, ugyanazon a 0-n atmend egyenesen fekszik és a 0-t0l mért tavolsagaik szorzata 1. Egy ilyenfajta leképzés
hasznalatos a geometridban, kérre vonatkozo tikrozés, vagy inverzio néven emlegetik. P-t és Pj-et akkor nevezik
egymds inverzeinek az O kozéppontu és r sugari korre nézve, ha ugyanazon O-bdl kiindul6 félegyenesen fekiisznek
és OP - OP; = 2. Legyen P a koron kiviil, akkor az inverz parjat, Pi-et ugy szerkeszthetjiik meg (43. abra), hogy
egyrészt Osszekotjik P-t O-val, masrészt érintét huzunk beldle a korhoz. Az érintési pont merdleges vetiilete O P-re a
P pont. P, inverze viszont P.

A w = 1/z leképzés minden P ponthoz az egységkorre vonatkozo inverzének a valos tengelyre vonatkozo tiikkorképét
rendeli (egy 0 kozépponta r sugara korre vonatkozé hasonlo leképezést a w = r? /z fiiggvénnyel allithatunk el6). Igy
ennek a fliggvénynek a vizsgélatabol a korre vonatkozd inverzidt is megismerjiik. Az inverzionak legnevezetesebb
tulajdonsaga, hogy egyenest korbe visz at, — kivéve a 0-n atmens egyeneseket, melyek, mint az elmondottakbol mar
tudjuk — 6nmagukba mennek at. De korok képe is ismét kor, vagy egyenes. Ennek megmutatasara jellemezniink kell a
koroket és egyeneseket. Legyen a komplex szamsikon a egy r sugara kor kézéppontja, z a kor egy pontja, ekkor (z — a)
a kor sugara, tehat (6) alapjan, mivel kiilonbség konjugaltja a a tagok konjugaltjainak kiilonbségével egyenld,

P =|z—a’=(z—a)(z—a) = (z —a)(z—a) = 2Z — az — aZ + aa.
Hasonlo egyenletet nyerhetiink az egyenesekre is a kovetkez6 modon. (Hasonldéan, mint az analitikus geometridban

a Hesse-féle normaéalegyenletet szarmaztathatjuk.) Legyen a egy az egyenes iranyara merdleges egységnyi hosszusagu
vektor (44. abra).
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44. dbra

Az egyenes barmely z pontjdhoz mutato vektornak az a-ra valo vetiilete (nagysag és irdny szerint is) ugyanakkora.
Ezt a vetiiletet ugy is megkaphatjuk, hogy elforgatjuk a z vektort a irdnyszogének negativjéval és aztan a valds
tengelyre valo vetiiletét vessziik, vagyis valos részét. Az elforgatast algebrailag a-val vald szorzassal fejezhetjiik ki, igy
az egyenes egyenlete R(az) = d, ahol d valés szam (pozitiv vagy negativ aszerint, hogy a 0-tol az egyenes felé, vagy
ellenkezd iranyba mutat) jelentése a 0 pont tavolsdga az egyenestdl. (Ha az egyenletben szerepls szamokat valos és
képzetes részre bontanank, megkapnank az analitikus geometriai normalegyenletet).

Itt csak az a lényeges, hogy a merdéleges legyen az egyenesre, ha nem egységnyi hosszusagu, akkor d a 0-t6l valo
tavolsag |a|-szorosat jelenti. (5) szerint és mivel konnyt latni (a bizonyitasat feladatul adjuk), hogy szorzat konjugaltja
a tényez6k konjugaltjanak szorzataval egyenlS (tehat @z = aZz), az egyenes egyenlete igy irhato: az + az = 2d. A
kornek és egyenesnek az igy nyert egyenlete kdnnyen egyesithets, ha el6bbit egy valos szdmmal végigszorozzuk. z és
7 egyiitthatoja most is, egymas konjugaltja lesz, a konstans tag pedig valés. Igy O-ra redukilva nyerjiik a kovetkezd
egyesitett egyenletet:

azZ+ Bz + Pz +v =0,

ahol « és v valos szam. Egyenes egyenletét kapjuk, ha a = 0.

Most mar nagyon kénnyt latni, hogy a korok és egyenesek egyiittes serege Snmagéaba megy at a w = 1/z leképezés-
nél, vagyis a fenti egyenlet egy w-re vonatkoz6 hasonlo szerkezeti egyenletbe transzformalodik. Ekkor ugyanis z = 1/w
és mivel konnyt latni, hogy 1/Z = w, tehat Z = 1/w, ezeket az egyesitett egyenletbe helyettesitve és megszorozva az
egyenletet ww-tal nyerjiik, hogy

YW + Bw + W + a = 0.

Ez ismét kor vagy egyenes egyenlete. Ha egyenest képeztiink le, tehat o = 0, akkor az 4j egyenletnek w = 0 eleget tesz,
tehat a kép egy 0-n a&tmend kor, illetve ha v = 0, tehat az eredeti egyenes atment a 0-n, akkor a képe is 0-n atmend
egyenes. Akkor lesz viszont a kép egyenes, ha v = volt, tehat a 0-n atmend korok és egyenesek képei az egyenesek.

Megjegyezziik, hogy a 7. feladat kapcsan is végezhettiik volna a bizonyitast (csak nem akartunk a feladat meg-
oldasanak elébe vagni). Ajanljuk olvaséinknak, hogy ha megoldottak a feladatot, végezzék el annak segitségével a
bizonyitast.

Az inverzié elmondott tulajdonsiga segitségével sikeriilt egy Mohr nevii dan geométernek bebizonyitania, majd
miutan eredménye nem valt kdzismertté, egy évszazad mulva az olasz Mascheroninak (ejtsd Maszkeroni) tjra rajonnie,
hogy minden szerkesztés, ami kérzovel és vonalzoval elvégezhetd, elvégezhetd, a vonalzdt félretéve, csak korzdvel is. Majd
egyszer errdl is elbeszélgetiink.

Egy masik érdekes Osszefiiggésre vezet a w = (z + 1/2) fiiggvény. Irjuk z-t ismét trigonometrikus alakba: z =
r(cos ¢ + isiny) és vizsgaljuk milyen gérbékbe mennek at a 0-n dtmend egyenesek és a 0 koriili koncentrikus korok.

Utobbiakat r = allando, el6bbieket ¢ = allandé jellemzi. Vélasszuk szét w-t valds és képzetes részre: w = u + v,
2
u

u=(r+1/r)cosp v=(r—1/r)sinp. Ha r allandoé és r # 1, akkor a két egyenletbdl ¢-t kikiiszobolve 5+

(r+1/r)
02
(r—1/r)?

= (r+1/r)> = (r — 1/r)* = 4, vagyis azt nyerjiik, hogy az 6sszes ellipszisek fokuszai kozdsek: a —2, 2 pontok.

Ha r =1, akkor v = 0, u = 2 cos ¢, tehat az egységkoron futé pont képe a (—2,2) szakaszt jarja be, de oda-vissza,
mig ¢ 0-t6l 360°-ig valtozik.

Legyen most ¢ allando, ekkor r-et kell kikiiszobolni, ami ha ¢ # 0, 90°, 180°, 270°, az el6bbi szamitas alapjan ugy
torténhetik, hogy cos p-vel, ill. sin ¢-vel osztunk és a hanyadosok négyzeteinek kiilonbségét vessziik:

= 1 ellipszisek egyenletét kapjuk. Tengelyeik élhossza r+ 1/r és |r — 1/r|. Fokuszaik tavolsagat kiszamitva:

u? v?

=4

cos?p  sin’

ezek tehat hiperbolak 2| cos¢| és 2|sin | feltengelyekkel. Szamitsuk ki ismét a fokuszok fél tavolsagat, ¢ — t:

2 =4cos’ o+ 4sin® p = 4,



a fokuszok tehat ismét a —2, +2 pontok. Ha ¢ = 0, akkor v = 0, u = r + 1/r = (2 +1)/r = (r—1)*/r +2 > 2.
Ha ¢ = 180°, akkor v = 0, u = —(r + 1/r) < —2, tehat a valos tengely képe sajat maga lesz, de a (—2,2) szakasz
kivetelével és ismét kétszeresen (az r és 1/r pontok képe ugyanaz az u pont). Ha m = 90°, 270°, u = 0, v = £(r — 1/r).
A képzetes tengely pozitiv és negativ felének kiilon-kiilon az egész képzetes tengely felel meg. Ezek a tengelyképek
egy-egy elfajult hiperbolanak tekinthetdk.

Az ugyanazon két fokuszhoz tartozo Osszes ellipsziseket és hiperbolakat egyiitt konfokdlis kupszeleteknek nevezziik.
Egy ilyen ellipszis és egy hiperbola valamelyik metszéspontjat véve, ahhoz hizott radiusz vektorok kozosek. Tudjuk
azonban (105. és 106. feladat, 76-77. 0.), hogy az ellipszis érintGje a radiusz vektorok kiils§ szogfelezdje, a hiperbolaé
pedig a belss szogfelezs. Ezek tehat (45. abra) egyméasra meréleges egyenesek.

45. abra

Ha két gorbe metszi egymast, a metszéspontjukban htzott érinték szogét szokas réviden a két gorbe hajldsszégének
nevezni.

A konfokalis kupszeletek Osszes ellipszisei az Gsszes hiperboldkat merglegesen metszik at. Merdlegesen metszették
egymast a 0-kézéppontiu korok és a 0-n atmend egyenesek is, amiknek a konfokalis kuipszeletek a képei. Ez nem vétetlen,
mert a komplex valtozas fliggvények egy nevezetes csoportjanak megvan az a tulajdonsaga, hogy ugy képezi le a sikot,
hogy a leképzésnél a szogek irdny és nagysag szerint ugyanakkordk maradnak, legfeljebb egyes pontokban bomolhat
meg ez a szabalyossag, mint fontebb a —2 és 2 pontokban. (Ez a tulajdonsaga van azoknak a fliggvényeknek, amelyek
differenciadlhatok a komplex valtozé szerint. Ez sokkal nagyobb megszoritas, mint egy valds valtozos fliggvénynél, hogy
differencialhato legyen. pl. Z, vagy |z| ami valdsban a 0 pont kivételével differencialhato, méar nem differencialhato, sehol
sem. Kivételesek ebben az esetben is azok a pontok, ahol a fiiggvény differencidlhdnyadosa nulla.) Az ilyen leképezések,
a konform dbrdzoldsok tana egy igen érdekes és valtozatos aga a komplex valtozos fiiggvények tananak.

Befejz6iil ismét egy konnyebb, elemi geometriai kérdést targyalunk meg: az 1941. évi XLV. b. E6tvos Lorand
matematikai tanulméanyverseny II1. tétele igy szolt: , Egy korbeirt ABCDEF hatszog AB, CD és EF oldalai egyenlGk
a kor sugaraval. Bebizonyitando, hogy a tobbi harom oldal felez6pontjai szabalyos haromszoget hataroznak meg.”

Ennek a tételnek igen elegans (természetesen nem a legegyszertibb) bizonyitasat nyerjiikk komplex szamok segitsé-
gével. Valasszuk a kor kozéppontjat a komplex szamsik 0 pontjanak, sugarat mértékegységnek.

Ekkor az A pont valamilyen 1 abszolut értékii o komplex szamot abrézol. A B ponthoz gy jutunk, hogy 60°-kal
tovabbforditjuk A-t az egységkoron. Ez algebrailag az e = cos 60° + ¢ sin 60° szammal val6 szorzast jelenti. A B pontot
tehat a 8 = ea szam képviseli, C-t valamely v szam, D-t § = ey, E-t i, F-et { = en. A BC oldalfelez6 pontja ekkor
(ea+7)/2, hasonloan DE és F A felez6pontja (ey+n)/2 és (en+a)/2. A kérdéses haromszog oldalait irany és nagysag
szerint az a = (ey+n—ea—7)/2,b=(en+a—ey—1)/2, c= (ea+ v — en — a)/2 vektorok (46. abra).



46. abra

Azt kell megmutatnunk, — mivel az oldalak iranyitdsa a haromszog egy iranyban valo kérbenjarasanak felel meg,
— hogy valamely oldalat kezdSpontja koriil 120°-kal elforgatva a kovetkez6 oldallal irdny és nagysig szerint egyenld
vektort kapunk. A 120°-os elforgatasnak e2-tel valo szorzas felel meg.

fa=c*(ey+n—ca—1)/2=("n—a+ (e —<%)y)/2.

Meg kell tehat vizsgalnunk még az € hatvanyai kozt 1év6 kapcsolatokat. € irdnyszoge 180° és mivel abszolit értéke
1,e® = —l,azaz e® + 1= (e + 1)(e> —e + 1) = 0. Mivel € # —1, kell, hogy € —& + 1 = 0 legyen. Innen e* = ¢ — 1,
vagy e-nal szorozva és atrendezve €3 — e2 = —¢. Ezeket felhasznalva,

efa=[(e—1)n+a—ey]/2=0.

A haromszog tehat egyenld szart és a két szar kozti szog 60° (a kiilsé szoge 120°), igy kell, hogy egyenls oldalt
legyen.
Ismét ajanljuk, hogy keressétek a feladat elemi geometriai megoldasat.

9. Bizonyitsuk be, hogy két komplex szam 0Osszegének, kiilonbségének, szorzatdnak, ill. hanyadosanak konjugéltja
egyenld a két szam konjugaltjanak Ssszegével, kiilonbségével, szorzataval, illetve hanyadosaval.

10. Szamitsuk ki a /1/3 —i4/3 komplex szam valos és képzetes részét algebrai tton (trigonometria felhasznalasa
nélkiil).

Elvégezhel6-e a négyzetgydkvonas barmely komplex szambol algebrai uton, hogyan?

11. Bizonyitsuk be, hogy ha egy valdés egylitthatos algebrai egyenletnek egy komplex szam gyoke, akkor gydke a
konjugaltja is.

12. Szamitsuk ki az n-edik egységgyokok négyzeteinek, kobeinek, ...n — 1-edik hatvanyainak az 0sszegét.

13. Jeldljiik az 1-t6] kiilonbozs n-edik egységgyokoket eV, e e(n=1) _gvel Szamitsuk ki az

(D —1)(Ee® —1)... (D —1)

n n

szorzata értékét (a +1 cstcsbol huzhato atlok és oldalak szorzatat).

14. Hany 24-edik primitiv egységgyok van? Jellemezziik geometriailag a 24-edik egységgyokok abrazolasakor kelet-
kez6 szabalyos 24-sz6g azon csucsait, melyek primitiv egységgyokot dbrazolnak.

15. Legyen n adott egész szam és legyen € egy primitiv n-edik egységgyok, (tehat melynek n-edik hatvanya 1 és
melynek hatvanyai kozt az Osszes n-edik egységgyok eléfordul). Jellemezziik azokat a k hatvanykitevSket, amik mellett
e szintén primitiv n-edik egységgyok.

i
i leképezést a kovetkezd szempontokbol:
z+1i

Vizsgaljuk meg a w =1

16. Mi lesz ebben a leképezésben a valés tengely képe?
Van-e valami egyszerd kapcsolat két olyan pont képe kozt, melyek az egységkorre vonatkozoé inverzional egymasba
mennek &t7

17. Mi lesz az egységkor képe, mi a vele koncentrikus koroké?
Hol fekiisznek azon pontok képei, melyek a valos tengely folotti félsikban vannak. (Melyekre S(z) > 0)?



