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Szamelmélet és valdsziniiségszamitas™

A matematika e két dgdnak Osszekapcsolasdban 1Uttoré szerepet jatszott
a 20. szézadi matematika két dridsa, Erdds Pdl (1913-1996) és Turdn Pdl (1910
1976), akik egymadsnak is kozeli bardtai és munkatérsai voltak. Elészor Erdés egyik
kedvenc, részben ma is megoldatlan problémajaval foglalkozunk, majd Turan egy-
szer(l bizonyitdsat mutatjuk be Geoffrey Hardy (1877-1947) és Srinivasa Rama-
nugjan (1887-1920) hires tételére az egészek primosztéinak tipikus szamérsl. Mind-
ketto elmondhaté valdszintiségszamitas nélkiil is, de éppen a valdsziniiségi szemlélet
mutatja meg a lényeget. Mindkét esetben a Csebisev-egyenldtlenséget fogjuk alkal-
mazni.

1. A Csebisev-egyenl6tlenség

Egy véges wvaldsziniségi vdltozo egy olyan fiiggvény, amely véges sok valds
szamértéket vesz fel, és mindegyik értéknél megmondjuk, hogy az milyen valdszi-
niséggel adédik. Példaul a kockadobéasnal a lehetséges értékek 1, 2, 3, 4, 5 és 6, és
mindegyiknek a valészintisége 1/6. A tovabbiakban csak ilyen legegyszertibb tipu-
st valoszinliségi valtozdkat hasznalunk, amelyek értékkészlete N kiilonb6z6 valds
szdm, vy, va, . . ., Uy, 6s mindegyik v; értéket 1/N valoszinliséggel veszi fel a valtozo.
A valészintiségi valtozokat altaldaban £-vel, néha n-val fogjuk jelolni.

Egy valoszintiségi valtozd vdrhato értéke a lehetséges értékeknek a valdszintisé-
gekkel stlyozott atlaga. Ezt E(&)-vel jeloljiik. A mi speciélis esetiinkben a varhaté
érték a felvett értékek szamtani kozepe:

V1 +ve+ ...+ UN
N .
Pl. a kockadobds vérhaté értéke (1+2+3+4+5+6)/6 = 3,5.

A valdsziniiségi valtozé masik fontos jellemzdje a szdrds, amit D(€)-vel jelo-
liink. Ezt gy kapjuk, hogy a felvett értékeknek a varhaté értéktol valé négyzetes
eltéréseit a valdszintiségekkel silyozva atlagoljuk és az eredménybol négyzetgyokot
vonunk. fgy a mi specidlis esetiinkben a négyzetes eltérések szamtani kbzepébdl kell
négyzetgyokot vonni:

(1.2) D=D(¢) = \/(U1 —FE) +~]-\/:+(UN—E) |

A szoras tehat azt méri, milyen erésen ingadozik a valtozé a varhaté érték koriil.
A kockadobds szérasa

(L1) E=E() =

\/(1 ~35)°+(2-35)7+(3-35°+(4-357+(5-35°+(6-35)7 _ -

6
* Ehhez a témahoz kapcsolédik a B. 5220. feladat is ebben a szdmban.
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Belathaté, hogy valészinliségi véaltozdk Osszegének a varhatéd értéke a varhato
értékek Osszege:

(1.3) E(§+n) = E(E) +E®).
Ha a valtozok fiiggetlenek, akkor ugyanez érvényes a szérdasok négyzetére is:
(14) D*(& +n) = D*(§) + D*(n).

Ratériink a két szamelméleti alkalmazas valészintliségszamitasi alapjat képezo
nevezetes egyenlStlenségre, amely Pafnutyij Lvovics Csebisev (1821-1894) orosz
matematikustél szarmazik. Ez informalisan azt fejezi ki, hogy egy valdszintiségi
valtozé nagy valoszinliséggel a varhatd értékétol nem tul tavoli értéket vesz fel. Itt
a tavolsdg mértékegysége a szoras.

Pontos megfogalmazasban: Jelolje a £ valoszintiségi valtozo varhato értékét E
és szorasat D, tovabbd legyen ¢ > 0 tetszéleges. Ekkor 1/c?-nél kisebb annak a va-
16szintisége, hogy a véltozo a varhato értéktol cD-nél tavolabbi értéket vesz fel:

(1.5) P(|¢ - E| > ¢D) < c%

Természetesen ez csak ¢ > 1 esetén ad érdemi informacidt, hiszen a valésziniiség
eleve legfeljebb 1.

A specialis esetiinkben ezt a kovetkezo formaban fogjuk hasznalni: Ha a valtozo
altal egyforma valészintiséggel felvett N darab v; érték kozott s olyan van, amelynek
a varhato értéktdl vald eltérése nagyobb a szoras c-szeresénél, azaz s-szer fordul eld,
hogy |v; — E| > ¢D, akkor s/N < 1/c%.

Ennek bizonyitasa:

N
ND? = Z (v; — E)2 > Z (v; — E)2 > 5(0D)27 igy N > c2s.
i=1 |v; —E|>eD

Az els§ egyenldség az (1.2) definicié egy mdsik alakja, ezutdn az 6sszeghdl csak
a nagy tagokat tartottuk meg, majd ezek mindegyikét lecsokkentettiik a megadott
cD also korlatra.

2. Csupa kiilonboz6 Gsszeg

Erdos egyik kedvenc probléméja: Maximalisan hany pozitiv egész adhaté meg
n-ig, hogy koziilitk akdrhdny kiilonboz6t dsszeadva (beleértve az egytagi dsszegeket
és az Osszes szdm Osszegét is) mindig kiilonboz6 szdmot kapunk? Ezt a kérdést 1931-
ben vetette fel és elscként emliti hires 1993-as gélyavari eléadasaban, amelynek
videdfelvétele az interneten elérhetd. Itt szamos tovabbi érdekes elemi szamelméleti
és geometriai problémardl is beszél kozérthetben, és a felvételbdl Erdés lenyligozo
egyéniségérdl is képet kaphatunk.

A kérdést formédlisan is megfogalmazzuk: Mennyi a k maximuma (n fiiggvé-
nyében), ha az 1 < a1 < az < ... < ar < n egész szamokbdl képezett minden rész-
Osszeg kiillonb6z6?
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Ilyen egészek példaul a 2 hatvényai a kettes szamrendszerbeli feliras egyértel-
miisége miatt. A 2 kitevéje 0-tdl logy n egészrészéig terjedhet, tehat

(2.1) maxk > 1+ [logyn] > logyn.

A max k felsé becsléséhez megnézziik, hdny részosszeg van, és ezek milyen inter-
vallumba eshetnek. Mivel minden részosszeg kiillonb6zo egész szam, ezért legfeljebb
annyi részosszeg lehet, ahany egész szam talalhaté ebben az intervallumban.

A részosszegek szama 28 — 1. Mindegyik legaldbb 1 és legfeljebb
n+n—-1)+...+(n—k+1) <nk-1

Minden részosszeg kiilonbozé, tehat 2 — 1 darab egész szamnak el kell férnie 1 és
nk — 1 kozott. Ezért

(2.2) o2k —1<nk—1, azaz 2F <nk.
Mindkét oldal 2-es alapi logaritmusat véve kapjuk, hogy
(2.3) k <logyn +log, k.
Nyilvan k < n, tehdt log, k < logy n, igy

(2.4) k < 2logyn.

Véve (2.4)-ben mindkét oldal logaritmusdt log, k < 1+ log, log, n adddik, amit
(2.3)-ba beirva a

(2.5) k < logyn + logy logo o+ 1

fels6 becslést nyerjiik.
(2.1) és (2.5) alapjén

k log, 1 1
1<max <1+og2 0gon +
0gy N logyn

tehat
. maxk
lim =
n—oo log, n

azaz max k aszimptotikusan egyenlé log, n-nel.

Erd6s 500 dollart ajanlott fel annak eldoéntéséért, hogy |maxk — log, n| kor-
latos-e. Ez tovabbra is reményteleniil nehéz.

Rétériink a (2.1) alsé és (2.5) fels6 becslések javitasara. Bar sokdig azt sejtet-
ték, hogy a 2-hatvényok adjik a legjobb konstrukciét, kidertiilt, hogy ennél eggyel(!)
t6bb szdmot is meg lehet adni, ha n > 22'. Az tovabbra is megoldatlan, hogy a ket-
tohatvanyoknal kettével tobb szam megadhaté-e.

A fels6 becsléssel kapesolatban Erdésnek és Leo Moser (1921-1970) kanadai
matematikusnak a (2.5)-beli log, log, n-es hibatagot sikeriilt megfelezniiik 70 évvel
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ezel6tt, és ma is ez a legjobb ismert eredmény. Ehhez a problémét atfogalmaztak
a valoszinliségszamitas nyelvére. fgy jott be a képbe a Csebisev-egyenlotlenség, ami
azt biztositotta, hogy a részosszegek az [1, nk — 1] intervallumban nem egyenletesen
oszlanak el, hanem az atlag kozelében stirtisodnek.

Nézziik mindezt részletesen. Legyen & az a valdszinliségi valtozd, amelyik mind
a 2% darab részosszeget (beleértve az iireset is) 1/2% valdszintiséggel veszi fel.

Ez azt jelenti, hogy az egyes a; egészek egymastdl fiiggetlentil 1/2-1/2 valdszi-
niiséggel szerepelnek a részosszegekben. Eszerint € az 1y, ..., n fliggetlen valdszi-
niiségi valtozdk dsszege, ahol n; a 0 és a; értékeket veszi fel 1/2-1/2 valdszintiséggel:

k
§=2 11
Ennek megfeleléen az 7; valtozé varhato értéke és szérasnégyzete
s

(2.6) By =% & D) = (%Y.

A valészinliségi valtozok osszegének vérhat értékére és (fliggetlenség esetén)
szorasnégyzetére vonatkozo (1.3) és (1.4) képletek alapjén (2.6)-bdl kapjuk, hogy

k k

(2.7) BE) =Y Bm)=> %
k a;\2  kn?
(2.8) D) =Y D*m) =Y (%) <5
j=1 j=1

1. feladat. Bizonyitsuk be (2.7)-et és (2.8)-at kozvetleniil, a varhaté érték és
szordsnégyzet additivitdsdra torténd hivatkozds nélkiil. (A feladatok megolddsét
a cikk végén vdzoljuk.)

A € véltozé szérasara (2.8)-bél a D(€) < nvk/2 fels6 becslés adédik. Alkal-
mazzuk most az (1.5) Csebisev-egyenl6tlenséget pl. ¢ = 2-vel. Ez azt jelenti, hogy
az atlagtol a szoras kétszeresénél tavolabb esd részosszegek szama kevesebb, mint
az 0sszes részosszeg szamanak a negyedrésze.

Tehét tobb, mint 2% - % osszeg esik egy 4D(€) < 2n\/k hosszisagu intervallum-
ba, amelynek a kozéppontja FE(§).

Ezek az 0sszegek mind kiilonbozdk, igy

8nvk

3
(2.9) 2k-1<2n\/E, azaz  2F < 3

Osszehasonlitva (2.9)-et az elsé gondolatmenettel adédé (2.2)-vel, azt nyer-
tiik, hogy (2.9) jobb oldalédn k helyett csak vk egy konstansszorosa all. Ha most
a korabbihoz hasonléan kétszer logaritmélunk, akkor (n > 8-ra)
log, logy n

2
addédik, tehat (2.5)-ben a hibatagot lényegében megfeleztiik.

k <logyn + + 2
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3. Tipikusan hany primosztéja van egy szamnak?

Attériink a mésodik szdmelméleti kérdésiinkre. J eldlje w(n) az n pozitiv egész
kiilonbozé primosztéinak a szamdt. Pl. w(20) = 2,w(64) = 1. Végtelen sok n-re,
a primhatvanyokra w(n) = 1. De barmilyen nagy is lehet: az els6 s prim szorzatéra
w(n) = s, pl

w(2-3-5-7-11-13-17-19) = w(9699 690) = 8.

Bar nem nagyon latszik semmi szabalyossag, belatjuk hogy egy jél ismert,
»526p” f(n) figgvénnyel mégis teljesiil, hogy a legtobb szémra w(n) kb. f(n).
A |legtobb” és ,kb.” kifejezések persze pontos matematikai értelmet nyernek majd.

Legyen t egy tetszbleges (nagy) pozitiv egész. Eldszor kiszamitjuk, hogy w(n)
atlagosan mekkora 1 és t kozott:

wl)+w2)+...+w(t) W)

FE = =
t t

W (t) becsléséhez tekintsiik azt a t x t-es tdblazatot, amelynek az i-edik so-
réban az w(i)-t ,szamoljuk meg”, azaz minden j-edik helyre 1-et {runk, ahol a j
az i valamelyik primosztéja, a tobbi helyre pedig 0 keriil. Pl. ¢t = 6-ra:

1 2 3 4 5 6
w1)=0[0 0 0 0 0 0
w2 =1[0 1 0 0 0 0
w@B)=1|0 0 1 0 0 0
wd)=1[0 1 0 0 0 0
wB)=1]0 0 0 0 1 0
w6)=2|0 1 1 0 0 0

Tehat az i-edik sor j-edik eleme 1, ha j primszam és osztdja i-nek, egyébként
pedig 0.

Hény 1-es van a tabldzatban? Soronként szamolva
(3.1) w(i) = W(t).
i=1

Most szamoljunk oszloponként. Ha j = p primszam, akkor a p-edik oszlopban
a p tobbszoroseinek megfelel§ helyeken 4ll 1, tehdt itt [¢/p| darab 1-es van, minden
mas elem 0. Igy oszloponként Gsszegezve az 1-esek szama

t
(3.2) >y H
Pt P
ahol az 6sszegzés csak a primekre torténik. A tovabbiakban p, ¢ mindig primszamot

jelol.
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A soronkénti és oszloponkénti Gsszegzést Osszevetve kapjuk, hogy

(3.3) LUOESY VJ :

p<t p

Megjegyezziik, hogy (3.3)-at tulajdonképpen egy egyszer(i dsszegdtrendezéssel iga-

zoltuk:
t

SECESIDNES DI DI

i=1 i=1 pli p<t pli, i<t p<t

W (t)

(3.3)-at t-vel osztva addédik, hogy w(n) dtlaga 1 < n < t-re

34) E- WT“) _ %Z m — (;;) —h(f), ahol 0<h(t) < 1.

p<t

Az utols6 egyenlOség az egészrészek elhagydsabol addédott. Ekkor ugyanis mind
a w(t) darab tag egy 1-nél kisebb szdmmal nétt, ahol 7(t) a primek széma t-ig. Igy
az Osszeg m(t)-nél kevesebbel nétt, ezt t-vel osztva kapjuk, hogy 0 < h(t) < w(t)/t <
< 1. Mivel 7(t)/t tart a 0-hoz, ha t — oo, ennél erdsebb &llités is igaz: tlggo h(t) =0.

(3.4) tehét azt fejezi ki, hogy az 1 és t kozotti egészek primosztdinak dtlagos
szama lényegében a t-nél nem nagyobb primszdmok reciprokosszegével egyenld.

Felhasznaljuk, hogy ez a reciproktsszeg nagyon jé kozelitéssel Inlnt: 1étezik olyan
c1 abszolit konstans, hogy barmely t-re

Zl —Inlnt

p<t

<,

lasd pl. [1], 5.6.2. tétel. Ez azt jelenti, hogy w(n) dtlagosan kb. InInt. Vagyis egy 1
és t kozotti egésznek atlagosan Inlnt kiilonb6z6 primosztdja van.

Az Inln z fiiggvény nagyon lassan névekszik, pl. t = 101%°-ra InIn ¢ mindossze
5,44. Vegyiik észre, hogy Inln v/t = In(Int/2) = Inlnt — In2 miatt a v/t és t kozotti
novekedés csak In 2. Ezért az 1 és t kozotti ,,majdnem minden” n esetén ,kb. Inln¢”
helyett nyugodtan mondhatunk ,kb. Inlnn’-et is.

Abbdl azonban, hogy Inlnn az atlag, nem kovetkezik, hogy a legtobb esetben
ehhez kozeli a fiiggvényérték, lehetnének nagy ingadozasok és dgy jonne ki ez
az atlag. Hardy és Ramanujan bonyolult mdédszerekkel belattdk 1917-ben, hogy
nem igy van, a ,legtébb” n szamnak tényleg kb. InInn primosztdja van.

2. feladat. Ebben nem az a meglepd, hogy a legtobb szamnak ilyen kevés
primosztdja van, hanem az, hogy ilyen sok. Magyarazzuk meg ezt a kijelentést.

3. feladat. Jelolje Q(n) az n ,Osszes” primosztéinak a szdmaét, tehét, hogy az n
hény primszam szorzata. P1. ©(20) = 3, Q(64) = 6. Mutassuk meg, hogy a Hardy—

t
Ramanujan-tétel €2(n)-re is érvényes. Ehhez igazoljuk, hogy Y~ (€(i) — w(i)) < t.
i=1
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A Hardy-Ramanujan-tételre Turan adott egyszer(i bizonyitdst 1934-ben. Eb-
ben tulajdonképpen a Csebisev-egyenldtlenséget haszndlta (anélkiil, hogy ennek
tudatdban lett volna), és ez lett a kiindulépontja a valdsziniiségszdmitds szamel-
méleti alkalmazasainak.

A lényeget tehdt itt is a valdsziniiségszamitdasi megkozelités adja. Legyen &
az a valészinliségi valtozo, amelyik az w(l),...,w(t) értékek mindegyikét 1/t vals-
szintiséggel veszi fel. Eppen ennek E ~ Inlnt vérhaté értékét szamoltuk ki az els-
zéekben. Belatjuk, hogy kicsi a széras, kisebb, mint v/3E. Ekkor az (1.5) Csebisev-
egyenl6tlenséget elég nagy c-vel alkalmazva &-nek az F ~ Inlnt varhaté értéktol
valé eltérése 1-hez akarmilyen kozeli valdszintiséggel vVE egy konstansszorosanél
kisebb. Ez azt jelenti, hogy az 1 és t kozotti majdnem minden egészre w(n) na-
gyon jél kozelithetd InIn t-vel. Es ahogy korabban jeleztiik, majdnem minden ilyen
n egészre InInt helyett ez a téle alig kiillonboz6 In In n-nel is teljesiil. Azaz valéban
majdnem minden n egész szdmnak kb. Inlnn kiilonboz6 primosztdja van. (A preciz,
formalis megfogalmazast 1dsd pl. [1], 6.7.7. és 6.7.7a. tételek.)

Nézziik tehat a szords fels6 becslését. Eloszor Gyenes Zoltan javaslata alapjan
egy heurisztikus gondolatmenetet mutatunk, és utana kovetkezik majd a preciz
levezetés.

A ¢ véltozdt fel tudjuk bontani primenkénti n, indikdtorvaltozok osszegére.
Legyen p prim és 7, értéke 1/p valdszintiséggel 1 (,a szdm oszthaté p-vel”) és
(p — 1)/p valdszintiséggel 0 (,a szdm nem oszthaté p-vel”). Ekkor

(3.5) §= anr

p<t

Az n, valésziniiségi valtozék varhaté értéke és szérdsnégyzete

p p p p p p

B8 Bap=L & v =L () (YL

Az 6sszes pozitiv egészre nézve az ), valtozok fiiggetlenek. Ugyanis a kiilonboz6
primekkel val6 oszthatésdgok a paronként relativ primség miatt egymastdl fiigget-
lenek. Formadlisan: a p-vel valé oszthatdség valdsziniisége 1/p és a p1, ..., p, primek
mindegyikével valé oszthatésag ugyanaz, mint az M = p; - ... - p, szorzattal vald
oszthatdsdg, tehdt ennek a valdszinlisége 1/M, ami valéban az 1/p; valészintiségek
szorzata.

»Kicsit” csalva tekintsiik ugy, hogy az 7, valtozdk elég nagy t-re az 1 és t
kozotti egészekre szoritkozva is fliggetlenek maradnak. Ekkor
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A heurisztika utdn nézzitk a preciz levezetést. Mivel D?(¢) = E((¢ — E)z) =
= E(£?) — E?, itt az els6 tagot kell feliilrél becsiilniink.

t t
(3.7) E(ﬁ)z%z ' %Zw le%Z > wli) =
i=1 i=1 pli p<t pli
= %Z Z w(vp) < %Z Z (1+w(v)) =
p<t v<t/p p<t v<t/p

:Z{ J+1Z Zwv

p<t p<t v<t/p

Itt elészor a varhaté érték (1.1) definiciéjat alkalmaztuk ¢ helyett £2-re, majd
az (egyik) w(i)-re beirtuk annak definicidjat. Ezutdn dtrendeztiik az Osszeget és
atirtuk a p | i oszthatdsdgot ¢ = vp alakra. Az w(vp) < 1+w(v) egyenlStlenség azért
igaz, mert egy szamot egy primszammal szorozva legfeljebb eggyel né a primosztok
szama. Az utolsé lépésben két részre vagtuk az dsszeget.

(3.7) utolsé sordban az elsé osszeg éppen E(£) = E. A mésodik dsszeg belsd
szumméjét dtirjuk (3.3)-hoz hasonléan, csak t helyett ¢/p-vel, majd feliilr6l becsiil-

jik:
IRURD ol Ll B o

v<t/p q<t/p q<t/p q<t

Ennek alapjan a teljes masodik 6sszeg kisebb, mint

(3.8) (Z ;)2 =(E+ h(t))2 = E? + 2h(t)E + h3(t) < E* 4 2E.

(3.7) és (3.8) alapjan E(£?) < E?> +3E, {gy D? = E(¢%) - E?(¢§) < E?+3E—E? =
= 3F, ahogy allitottuk.

Megjegyezziik, hogy a heurisztikusan kapott eredmény is elérheto, azaz
a 3-as szorzé lényegében elhagyhaté a szérdsnégyzet felsé korlatjanal. Ugyan-
is m(t) < czli alkalmas ¢y abszolit konstanssal (1dsd pl. [1], 5.4.3. tétel), ezért

h(t) < ﬁ < m, és igy (3.8)-ban

2¢9-1,011InInt

2h(t)E
(E < Int

— 0, ha t— oco.

A feladatok vazlatos megoldasa

1. Atlag: Parositsunk minden részosszeget a komplementerével, ekkor minden
ilyen pér osszege A = Z§=1 aj. Az étlag {gy 28"1A/2% = A/2. Szérés: Egy rész-
Gsszeghbl az A/2 atlagot levonva a részosszegben szerepld a; tagok egytitthatdja
1/2, a tébbi a; szdmé pedig —1/2 lesz. Négyzetre emelve igy mindegyik a? egyiitt-
hatéjara 1/4, az a;a; szorzatokéra (i < j) pedig £1/2 addédik. Megmutatjuk, hogy
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a négyzetek Osszeadasanal az a;a; tagok kiesnek, mert ugyanannyiszor fordulnak
el6 pozitiv egyiitthatéval, mint negativval. Ugyanis pozitiv eléjelet akkor kapunk,
ha a részdsszegben a; és a; koziil vagy mindkettd szerepel, vagy egyik sem. Osszesen
2k=2 4 2k=2 jlyen részosszeg van, hiszen a tobbi k — 2 darab a, mindegyike egy-
mastol fliggetleniil lehet tagja vagy nem tagja a részosszegnek. Ugyanez a helyzet
azokkal a részosszegekkel, amelyekben a; és a; koziil pontosan az egyik szerepel.

fgy a kiilonbségek négyzetosszegének atlaga
ko2

2" ok =3 "L,

S5

2. Ha majdnem minden n szamnak ,lényegesen” t6bb, mint Inlnn primoszté-
ja lenne, akkor 1 és t kozott ezek atlaga tobb lenne, mint Inlnt¢, ami ellentmon-
dés. Az nyugodtan eléfordulhatna, hogy a legtobb n szdmnak jéval kevesebb, mint
Inlnn primosztdja van, és a nagyobb dtlagot a kevés kiugré w(n) érték okozza. Pél-
d4ul (ellentétben az w(n)-nel és Q(n)-nel) a d(n) osztdk szdma fiiggvénynél tény-
legesen ez a helyzet: d(n) dtlagértéke Inn, ugyanakkor a legtobb n egésznek csak
kb. (In n)1n2 pozitiv osztéja van. Ez utébbi tény éppen a kinnyen igazolhaté 2+ <
< d(n) <290 kettds egyenldtlenséghdl és a Hardy—Ramanujan-tételbdl kovetke-
zik.

3. A jelzett egyenl8tlenség alapjan a §(n)-re vonatkozd kérdést visszavezet-
hetjiik a w(n)-es Hardy-Ramanujan-tételre. Az egyenlétlenség igazoldsdhoz pedig
a (3.3) atalakitds mintajara ldssuk be, hogy a kérdéses kiilonbség

> Ll

r>2, pr<t

fgy elég megmutatni, hogy az osszes (egynél nagyobb kitev6ji) primhatvany re-
ciprokosszege kisebb, mint 1. Egy adott p ilyen hatvéanyainak a reciprokai mértani
sorozatot alkotnak, amelynek 6sszege m. Ezeket primek helyett minden ¢ > 2

szamra, Osszegezve

Irodalom

[1] Freud Rébert-Gyarmati Edit: Szdmelmélet. Az interneten a Digitdlis Tan-
konyvtarban ingyenesen elérheté. Ebben a 12.6.3. tétel a valdszintiségszamitas
egy tovdbbi alkalmazdsdat is targyalja az Erdds és Rényi Alfréd (1921-1970)
altal bevezetett véletlen konstrukcidkra tdmaszkodva.

Freud Rébert
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Kedvcsinald a ,,Geometriafeladatok megoldasa
szinusztétellel” cimi irashoz

Bevezetés

A geometriafeladatok megolddsandl a klasszikus, megfelelé objektumok (pl.
szogek, hasonldsdgok) észrevételén és megfigyelésén alapulé megolddsi médszerek
mellett szamolasos mddszerekkel is eredményre juthatunk. Ezek kozé tartozik a szo-
gek szinuszanak szdmolasan alapulé megolddsmod — t6bbek kozott a koordindta-
geometriai, vektoros/komplex szdmos és baricentrikus koordinatazé mdédszerek mel-
lett — melynek 6 segédeszkoze a szinusztétel (tovabbiak a Ceva-tétel és az addicids
képletek). Elénye, hogy alkalmazdsa mdsmilyen gondolkoddst, otleteket igényel,
mint a klasszikus modszerek, igy az azokkal nehezen zoldagra vergédo versenyzok-
nek is alternativat nyujt (kevesebb a ,vegyiik észre, hogy ...” tipusd rész), mi-
kozben nem igényel sokkal tobb eldismeretet. Ugyanakkor alkalmazhatésaga korla-
tozottabb. Ezen médszert mutatja be a ,Geometriafeladatok megolddsa szinusz-
tétellel” ciml irdsom, mely megtalalhaté a KoMaL honlapjan a cikkek kozott:
https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml.

A bevezetés utan elméleti Osszefoglalassal folytatodd cikk versenyfeladatok
megoldasain keresztiil példakat hoz a modszer alkalmazhatosagara és tovabbi egyéni
kidolgozést igényld, vele megoldhaté feladatokat tartalmaz. Az ismertetd tovabbi
része ezekbol mutat meg részleteket.

Egy geometriafeladat kidolgozott megoldassal

EGMO/IMO/MEMO 1. valogatéverseny 2019., 3. feladat. Legyen az ABC
haromszogben CAB< = 2- ABC<. Tegyiik fel, hogy létezik egy P pont a hé-
romszog belsejében, amelyre AP = BP és CP = AC. Bizonyitsd be, hogy ekkor
PBC<« = 30°.

Megoldas. Jeloljitk a B-nél 1évé belsd szoget
B-val és a PBC szoget, melyrél az allitas szol,
e-nal. Szamoljunk ki bel6liik néhdany masik sz6-
get. Mivel P bels6 pont,

PBA<=ABC«q«—-PBCg=0—¢.

Mivel az ABP haromszog egyenld szart, a PAB<
is f —e. Emellett CAB< =20 és CAP<< = f+-¢,
az egyenlo szariu APC haromszoghen az APC<
is 8 + . Ezért az APC hiromszog harmadik bel-
s6 szoge ACP< = 180° — 2 — 2. Mivel az ABC' héromszogben a B-nél, illetve
A-nal 1év6 bels6 szogek 3, illetve 25, ACB<t = 180° — 33 és ebbol

BCP< = ACB< — ACP< = 180° — 38 — (180° — 28 — 2¢) = 2= — f.
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B> e és 180° — 38 > 0, igy 60° > ¢ (> 0°).
Most, hogy kiszamoltuk a belsd szogeket, johet a szinusztétel alkalmazasa.
A PBC haromszogre
PB  sin(2e —f3)
PC sine
a PAC haromszogre pedig

PC sin (8 +¢)

PA  sin(180° — 28 — 2¢)

. PB PA .
Mivel AP = B)P7 PC T PO 12y

sin (2e — )  sin (180° — 2 — 2¢)
sine sin(8 + ¢)
Mivel sin (180° — 28 — 2¢) = sin (28 + 2¢) = 2cos (8 + ) sin (8 + ¢€), ezért

sin (180° — 23 — 2¢)
sin (8 +¢)

=2cos (B +¢)

(hdromszog belsd szogeként sin (8 + €) # 0 és sine # 0). Ezt felhaszndlva
sin (2e — )
sine

és 2cos (f +¢€)sine = sin (2e — 5). Addiciés tételekbél

=2cos (B +¢)

2cos (3 + €)sine = 2(cos Bcose — sin fsine)sine = 2cos B cosesine — 2sin fsin’ e,
mig
sin (2e — ) = sin2e cos (—f) + sin(—f) cos 2e = sin 2e cos § — sin B cos 2e =
= 2sinecose cos 3 — (sin Bcos® e — sin fsin®¢) =
= 2cos Bsine cose — sin f cos? € + sin Bsin? e.
Ezek egyenloségébdl
2 cos B cosesine — 2sin fsin® e = 2cos fsine cos e — sin B cos? € + sin fsin® ¢,

igy rendezve
sin 3 cos? ¢ = 3sin Bsin? e,

Y

sin 8 # 0-val osztva cos? e = 3sin? e. Mivel cos? e +sin® e = 1, ezért ebbél cos? ¢ =

)

mivel 60° > ¢ > 0°, ezért cose > 0. fgy

_f_\/??
TV1T

és ebbdl ezen az intervallumon csak ¢ = 30° lehet. Tehat PBC< = 30°, a feladat
allitdsat belattuk. O
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A témaba vagé tovabbi feladatok

1. feladat (Kiirschdk verseny 1990/2). Az ABC héromszog beirt korének ko-
zéppontja legyen K, a hozzdirt korok kozéppontjai Ag, By, Cp. Jeldlje A; a BC
oldal és a BKC szdg felez6jének, By az AC oldal és az AKC szog felezbjének,
C; pedig az AB oldal és az AKB szog felez6jének a metszéspontjat. Igazoljuk,
hogy az AgAy, BoB;y és CyC7 egyenesek egy ponton mennek at.

2. feladat (IMO 2019 Shortlist G2 — Surdnyi Janos emlékverseny 2020/1). Le-
gyen ABC hegyesszogii haromszog, az A, B és C-bdl indulé magassagok talppontjai
legyenek rendre D, E, F. Legyen ky, és k. a BDF és CDE haromszogek beirt kore,
ezek érintsék a DF és DFE szakaszokat rendre az M és N pontokban. Az M N egye-
nesnek a ky, és k. korokkel vett masik metszéspontja rendre P és Q. Igazoljuk, hogy
MP = NQ.

3. feladat (IMO 2001/5). Az ABC héromszogben legyen AP a BAC< felezje,
ahol P a BC oldalon van, BQ pedig az ABC< felezdje, ahol @) a C' A oldalon van.
Tudjuk, hogy BAC< = 60° és hogy AB+ BP = AQ + QB.

Mik az ABC haromszog szogeinek lehetséges értékei?

Fiiredi Erik

60. Ratz Laszlé Vandorgytilés
2021. jilius 1-3.

JOLYAI
TARSULAT

A koronavirus-vilagjarvany miatt a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a 2021.
évi vandorgytilést online formaban rendezte meg. Az eseményrdl, illetve annak el6-
késziileteirol, az online formardl hosszii beszamol6 olvashaté az Erint6 Elektro-
nikus Matematikai Lapok szeptemberi szdmdban (https://ematlap.hu/hirek-
ujdonsagok-2021-4/1120-a-60-online-ratz-laszlo-vandorgyules).

Nagyon sajnaltuk, hogy nem taldlkozhattunk személyesen, de az online-nak
elénye is van: utdlag az Osszes eléadas megtekinthetd a vandorgytilés honlapjan
(https://www.bolyai.hu/60-ratz-laszlo-vandorgyules).

A 2021. évi Beke Mané Emlékdijas tandrok méltatasat is meghallgathattuk,
a dijazottak: Czimmermann Jézsef, Dr. Mader Attila, Fonyoné Németh Ildikd,
Hujter Balint, Kozma Laszl6né, Molnar Judit és Dr. Molnar Istvin (megosztott
dij) és Tomcsanyi Szabé Katalin.

Az &ltaldnos iskolds és kozépiskolds tanarversenyt is online rendezték meg,
a feladatokat és az eredményeket kiilon kozoljiik.

A 2022-es vandorgytilés tervezett helyszine mar harmadik éve Eger, nagyon
reméljiik, hogy ezuttal mér személyesen vehetiink részt ezen a nagy multu és
szinvonalas eseményen.
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A kozépiskolai tanarok versenyének feladatai

1. A 2020-2021-es tanév kezdetén Kiss tanar ur osztalyaban a ,,Szereted-e a matekot?”
kérdésre a tanuldk 50-50%-a valaszolt igennel illetve nemmel. A tanév végén megismételt
kérdésre mar az igen vélaszok ardnya 70%-ra nétt, mig a nem valaszok ardnya 30%-ra
csokkent. A tanév soran a didkok p%-a valtoztatta meg a véleményét. Mennyi a kiilonbség
p maximalis és minimalis értéke kozott?  (A) 0; (B) 20; (C) 40; (D) 60; (E) 80.

E 3 .D 2. Az ABC DFE konvex 6tszog oldalainak hossza AB = 3,
BC =4,CD =6,DE =3, EA = 7. Az 6tszoget az dbran 1at-
6 haté moédon elhelyezziik a koordindtarendszerben gy, hogy
az A cstcs az origbéban, a B pedig az = tengely pozitiv fe-
7 c lén helyezkedjen el. Ezutan az 6tszoget az éramutatd jard-
sanak megfelel6en elkezdjiik gorgetni az = tengelyen. Melyik
4 oldal fogja érinteni az x tengely (2021;0) pontjét? (A) AB;
(B) BC; (C)CD; (D)DE; (E)EA.

A(0;0) 3 B x

3.A10,2,5,2,4, 2 xszamok atlaga, medidnja és médusza valamilyen sorrendben egy
nem allandé szamtani sorozat harom egymast koveto tagja. Mennyi x lehetséges értékeinek
osszege?  (A)3; (B)6; (C)9; (D)17; (E)20.

4. Hény kiillonbozé kétjegyt pozitiv egész szdmmal oszthaté 22* — 17 (A) 4; (B) §;
(C) 10; (D) 12; (E) 14.

5. Az ABCD téglalapban AB =6 és BC' =3. M a CD oldal azon pontja, melyre
AMD< = BMA<. Mekkora az AMD<? (A) 30°; (B) 60°; (C) 72°; (D) 75°%
(E) 80°.

6. Hany természetes szamokbdl 4116 (a; b; ¢; d) szdmnégyes megoldédsa az aldbbi egyen-
letnek?

alg2+blg3+clgh+dlg7 = 2021

(A)0; (B)1; (C)4; (D)2021; (E) végtelen sok.

7. Hatga +tg S =5 és ctg o + ctg § = 6, akkor mekkora tg(a + ) értéke? (A) 1;
B)V3; (O3 (D)1 (E)30.

8. Két kémiives koziil az egyik 10, a mésik pedig 9 ora alatt tud egy kéményt felfa-
lazni. Amikor egyiitt dolgoznak, akkor sokat beszélgetnek, ezért romlik a teljesitményiik,
és igy egyiittesen 6ranként 10 téglaval kevesebbet tudnak beépiteni. Egyiittes munkéaval
5 ¢éra alatt tudjdk felépiteni a kéményt. Hany tégldbdl all a kémény?  (A) 500; (B) 900;
(C) 950; (D) 1000; (E) 1800.

9. Egy reggeli soran Viki csalddjanak minden tagja azonos térfogati tejeskavét ivott.
A kavé és te] mennyisége csészérol csészére valtozott, de minden pohéar tartalmazta
mindkét Gsszetevot. Viki a teljes tejmennyiség negyedét, a kavénak pedig a hatodat itta
meg. Hény személybél all Viki csalddja? (A)3; (B)4; (C)5 (D)6; (E)7.

10. Az A, B, C halmazokat ,minimélis metszetli halmaztriénak” nevezziik, ha
[ANB|=|BNC|=|CNAl=1,A,B,C#0ésaz AnB, BNC, CN A halmazok paron-
ként kiilonbozdek. Pl. az {1,2}, {2,3}, {1, 3,4} halmazok ilyen tulajdonsdgiak. Legyen n
a H ={1,2,3,4,5,6} halmaz részhalmazaibdl alkothaté ,,minimélis metszeti halmaztridk”

szama. Mekkora n értéke, ha a trién beliil a halmazok sorrendjét nem vessziik figyelembe?
(A) 27; (B)64; (C)384; (D) 540; (E) 1280.
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11. Legyen B az Ai1As...A, szabdlyos n-szogon kiviil egy olyan pont, melyre
az A1 BAs haromszog szabalyos, B, A1, A, pedig egy maésik szabdlyos sokszog hiarom
egymést kovetd csicsa. Mekkora lehet n legnagyobb értéke?  (A) 6; (B) 9; (C) 12;
(D) 18; (E) 42.

12. Hany olyan 1 < n < 1000 pozitiv egész szam van, amely eléallithaté két négyzet-
szdm kiilonbségeként?  (A) 250; (B) 500; (C) 750; (D) 999; (E) 1000.

13. Artur kirdly 25 lovagja egy kor alaku asztalndl iil. A kirdly véletlenszertien
kivélaszt koziiliik harmat és elkiildi 6ket, hogy 6ljék meg a kozelben tartézkodd gonosz
sarkanyt. Jelolje P annak valdszintiségét, hogy a kijelolt lovagok kozott legalabb ketto
az asztalnal egymds szomszédja volt. P-t redukalt tortalakban felirva mennyi a szamlalo
és a nevezd osszege? (A) 5;  (B) 57;  (C) 67; (D) 113; (E) 287.

14. Az osztaly matematika 6ran Tiinde nénitdl a faktorialis fogalmat tanulta. David
lelkes volt, és kiszdmolta 1-t6l 20-ig a természetes szamok szorzatat, majd a kapott 19-
jegyl szamot felirta a tablara. Sziinetben azonban valaki letorslt néhdany szédmjegyet, igy
most a tablan a kdvetkez6 egyenl6ség lathatd:

20! = 243290200181 766JJJ010,

ahol a [J-ek helyén &ll6 szamjegyek mar nem lathaték. Mennyi a letorolt szamjegyek
osszege?  (A)4; (B)5; (C)6; (D)8, (E)10.
15. Az f(z), g(x), h(z) masodfoku fiiggvényekre

flx)=a" -2z +2, g(z)=2z"—4z+3

és barmely x € R esetén f(z) < h(z) < g(z). Ha h(11) = 181, akkor mekkora h(6) értéke?
(A) 31; (B)36; (C)41; (D) 46; (E) tobbféle is lehet.
16. Egy haromszoget felosztunk harom haromszogre és egy
négyszogre ugy, hogy a hiromszog két csicsdt osszekotjilk a ve-
litkk szemkozti oldal egy-egy pontjaval. A harom héromszog teriilete
az abra szerint 3, 7, 7 teriiletegység. Mekkora a sziirke négyszog te-

rillete?  (A) 15; (B) 17; (C) %; (D) 18; (E) 53_5

17. A 48,84,108, ... sorozat tagjai két szamtani sorozat megfelel$ tagjainak 6ssze-
szorzésdval jonnek létre. Mekkora a sorozat 9. tagja?  (A) 0; (B) 32; (C) 126;
(D) 180;  (E) 420.

18. Az a, b, ¢, d pozitiv egész szamokra teljesiilnek az aldbbi feltételek:
a>b>c>d, a+b+c+d=2022, a®—b>+c*—d*=2022.

Mekkora a lehetséges értékeinek szama? (A) 0; (B)1; (C)502; (D)503; (E)2021.

19. Az alédbbi tdbldzat vazlatosan mutatja be az Orszdgos Pontyfogé Bajnoksag
eredményeit:

Fogott pontyok szdma (n) o1 2] 3 |... |13 ] 14| 15
Az n pontyot fogott versenyzdk szama | 9 | 5 | 7 | 23 | ... 5 2 1

A Sporthorgdsz magazin igy szamolt be a rendezvényrol:

e A gy6ztes 15 pontyot fogott.
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e Azok, akik legaldbb 3 pontyot fogtak, azok &atlagosan 6 halat tudtak felmutatni
a mérlegelésnél.

e Azok, akik legfeljebb 12 pontyot fogtak, azok neve mellé dtlagosan 5 hal keriilt be
az eredménylistaba.

Héany pontyot fogtak dsszesen a bajnoksag résztvevéi? (A)936; (B)943; (C) 960;
(D) 1024;  (E) 2021.

20. R, L, V olyan természetes szdmok, melyekre
R+ L+V =21

Mennyi a R-L-V+R-L+ L-V +V -R kifejezés maximuménak értéke? (A) 221;
(B) 480; (C) 482; (D) 490; (E) 512.

Y 21. Ot egységnégyzetet az abrén ldthaté médon elhelye-
ziink egy koordindtarendszerben. A (c;0) és a (3;3) pontokat
Osszekotd szakasz a kijelolt tartomanyt két egyenld tertile-

tii részre osztja fel. Mekkora a ¢ értéke?  (A) %; (B) %;
2 3 4
©) 3 D)7 (E)s.
(¢;0) z
22. Az {1,2,3,...,1000} halmazbdl véletlenszeriien kivéilasztunk el6bb hidrom szdmot

{a1,a2,as}, majd a maradék 997 elembdl még hdrmat {b1, ba, bs}. Legyen a1, as, as egy
téglatest alaki doboz, b1, b2, b3 pedig egy szintén téglatest alaku tégla harom, egy csticsbol
kiindulé élének hossza. Legyen P annak a valészinilisége, hogy megfelel§ elforgatassal
a tégla kilogas nélkiil elhelyezheté a dobozban. P-t redukdlt tortalakban felirva mennyi
a szamlalé és a nevezd dsszege? (A)4; (B)5; (C)7; (D) 10; (E) 12.

23. Jelolje n a 2021 felirdsainak szamat 2021 = as - 10% 4+ a2 - 10%2 4+ a1 - 10 + ag for-
méban, ahol 0 < a; <99 (a; € N, i =0,1,2,3). Példdul egy lehetséges felirdsi lehetdség:
2021 = 1-10% +3-10% + 67 - 10 4 51. Mekkora n értéke? (A) 3; (B) 9; (C) 202;
(D) 203; (E) 420.

24. Két doboz mindegyikében fehér és fekete golydk vannak. A két dobozban egyiit-
tesen 25 goly6 taldlhaté. Becsukott szemmel mindkét dobozbdl véletlenszertien kivesziink

%, akkor mi a va-
16szinfisége annak, hogy mindkét kihdzott golyé fehér lesz?  (A) %; (B) %; (©) 5%;

egy-egy golyét. Ha annak a valdszintisége, hogy mindketto fekete lesz

(D) %; (E) Nem hatdrozhaté meg egyértelmiien.

25. Z, a hangya az ABC' szabélyos hdromszog A csicsabdl indul, és minden 1épése
soran véletlenszerlien atmaszik a haromszog egyik oldalan haladva a masik két cstcs
valamelyikébe. Mi a valdsziniisége annak, hogy a 6. 1épés utdn ismét az A csicsban fog

tartézkodni?  (A) 255 (B) 30 (C) 35 (D) 335 () 5.

26. Az ABCD konvex négyszogben DAB< = ABC<, BDA<x = BCD<«, CD =5,
DA =8 és BD = 10. Mekkora a BC oldal hossza?  (A) 12; (B) 12,5; (C) 13;
(D) 13,5; (E) 145.

27. Egy pozitiv egész szamot ,kigyézonak” neveziink, ha tizes szdmrendszerbeli
@iazaz ... ar (k€ NT) alakjara teljesiil, hogy a; < a;+1, ha i paratlan és a; > a;+1, ha
i paros (i € NT, 1 <i < k—1). Hany kiilonb6z6 jegyekbdl 4116 négyjegyii , kigyézé” szdm
létezik?  (A) 252; (B) 630; (C) 882; (D) 1050; (E) 1260.
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28. A Réatz Laszlé Vandorgytilésen a Tandrverseny utdn az egyik versenyzo a tarsaval
beszélgetve igy értékelte sajat teljesitményét:

,»80 pontndl tobbet szereztem. Ha Osszpontszadmomat megmondanam neked, akkor
meg tudnad allapitani, hogy hdny j6 és hdny rossz valaszt adtam. Viszont barmely ennél
gyengébb, de 80 pontnal jobb eredmény esetén mar nem lennél erre képes.”

(A versenyen a versenyzOk pontszamat a p = 30 + 4 - j — r képlettel hatdrozzdk meg,
ahol 7 és r jeloli rendre a jb, illetve a rossz valaszok szdmat, és a megvalaszolatlan
kérdésekért nem jar pontlevonds.)

Hény kérdésre nem adott vélaszt a versenyz8? (A) 0; (B)1; (C)2; (D) 3;
(E) 4.

29. Legyen H azon r (0 < r < 1) raciondlis szdmok halmaza, amelyek végtelen pe-
riodikus tizedestort alakja 0,abcabcabe. .. = 0,abé, ahol a, b, ¢ nem feltétleniil kiilonbo-
76 szédmjegyek. Felirva H elemeinek redukalt tort alakjat, hanyféle szamldlét kapunk?
(A) 630; (B)642; (C) 648; (D) 660; (E) 998.

30. Egy szabdlyos pénzérmét egymas utan 15-szor feldobva rogzitjiik a fejek és az ira-
sok sorrendjét. Ezutan megvizsgdljuk a kozvetleniil egymés utdn kévetkez6 dobaspéarokat.
Azt allapitottuk meg, hogy a sorozatban pontosan két FF, hdrom FI, négy IF és ot II
dobaspar fordult el§. Hany kiilonb6z6 sorrend szerint alakulhatott ki a feltételeknek meg-
felel6 dobdssorozat?  (A) 120; (B) 560; (C) 1568; (D) 5005; (E) 2522520.

A feladatsort Fony6né Németh Ildiké és Fonyé Lajos dllitotta dssze

A kozépiskolai tanarok versenyének eredménye

. Molndr Istvan (Békéscsabai Andrédssy Gyula Gimn.)
. Fridrik Richard (Hédmezdvasdrhely, Eotvos Jozsef Technikum)
. Kallés Béla (Nyiregyhdza, Szent Imre Katolikus Gimn.)
. Balla Eva (Hajduszoboszlé, Hégyes Endre Gimn.)
. Kasztl Rozalia (Fonyéd, Matyas Kirdly Gimn.)
. Pituk Andrea Maria (MAtészalkai Esze Tamas Gimn.)
. Képlar Veronika (Marcali Berzsenyi Déniel Gimn.) és
Vértes Judit (Budapest, Kolcsey Ferenc Gimn.)
9. Bakos Enik6 (Budapest, ELTE Apdczai Csere Jdnos Gyak. Gimn.) és
Baloghné Cseh Judit (Szolnok, Varga Katalin Gimn.).

N O O R W=

Az altalanos iskolai tanarok versenyének® eredménye

. Moréné Palos Zsuzsanna (Budapest, Ujbudai Teleki Blanka Alt. Isk.)
. Téth Gabriella (Csantavér, Hunyadi Jénos Alt. Isk.)
. Egyed Laszlé (Bajai I11. Béla Gimn.),
. Miklés Ildiké (Vamosmikolai Alt. Tagisk.) és
Par6czay Eszter (Godolléi Premontrei Szent Norbert Alt. Isk. és Gimn.)
6. Borbélyné Rostahazi Krisztina (Székesfehérvar, Ciszterci Szent Istvan Gimn).

[T U

* Az altaldnos iskolai tandrok versenyének feladatait nem kozoljiik.
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Gyakorl6 feladatsor
: emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. Harom pénzvalté vallalkozas aktudlis forint-eurd arfolyamait ismerjiik:

Vétel | Eladas | Illeték
Elso 348,50 | 352,90 | nincs

a tranzakcié 6sszegének 0,3%-a,
de maximum 1500 Ft

Harmadik | 350,00 | 352,50 | 400 F't

Misodik 351,00 | 352,00

A wvételi arfolyam adja meg, hogy a valutavalté hany Ft-ért vesz meg az iigy-
féltél 1 eurdt. Az eladdsi érfolyam adja meg, hogy a valutavalté hany Ft-ért ad
el az tigyfélnek 1 eurdt. Végiil az illeték adja meg, hogy minden egyes pénzvaltasi
tranzakcié utan mekkora dijat kell pluszban kifizetni.

a) Anndnak 250 eurdra volt szitksége. Mennyit kellene ezért fizetnie az egyes
pénzvaltéknal? (3 pont)
b) Baldzs 600 000 Ft-ért vett eurdt az Els6 Pénzvalténdl. Késobb kideriilt, hogy

nem lesz ra sziiksége, ezért visszavaltotta a pénzt forintra a Masodik Pénzvalténal.
Hany forint vesztesége keletkezett? (4 pont)

¢) Hatérozzuk meg, hdny eurd vésdrldsa esetén lesz a Harmadik Pénzvaltéé
a legkedvezObb atvaltdsi ajanlat. (7 pont)

2. a) Melyik az a legkisebb olyan 77-tel oszthaté négyjegyti pozitiv egész szdm,
amelyik pontosan hdrom kiilonbzé szamjegyet tartalmaz? (4 pont)

b) Hany olyan négyjegyli pozitiv egész szdam van, amelyik pontosan hdrom
kiilonbozé szamjegyet tartalmaz? (4 pont)
¢) Hény olyan négyjegyii pozitiv egész szdm van, amely a 7 és a 11 koziil
legaldbb az egyikkel oszthaté? (4 pont)

3. a) Egy szdmtani sorozat elsd 10 tagjdnak osszege megegyezik az ezt kovetd 5
tag Osszegével. A sorozat 19-edik tagja a 777. Hatdrozzuk meg a sorozat els6 tagjat
és differencidjét. (7 pont)

b) Egy mértani sorozat elsé 2 tagjanak osszege hatszorosa a sorozat harmadik
tagjanak. A sorozat 4-edik tagja az 1. Hatdrozzuk meg a sorozat elsé tagjat és
hényadosét. (6 pont)

4. a) Igaz-e a kovetkezd allitas?
Ha z = 3, akkor f(x) = 22% — 10x + 14 értéke pozitfv primszdmmal egyenld.

Fogalmazzuk meg az éllitas megforditasat. Igaz-e az allitas megforditasa? A va-
laszt indokoljuk. (5 pont)
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b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szdmok halmazén:

|2sin® z + 3sinx — 1] = 1. (7 pont)

I1. rész

5. Nagyi a 31,5 cm x 30 cm (bels6) méretii tepsijében siitott siiteményt az uno-
kainak. A siitemény 4 cm magas lett. Nagyi a siitemény négy oldalat és a tetejét
be szeretné vonni csokikrémmel.

a) Hany dkg csokikrémre lesz ehhez sziiksége, ha 1 dm? feliilet bevondsahoz
2 dkg csokikrém elegend6? A valaszt egészre kerekitve adjuk meg. (3 pont)

Az unokai koziil ugyanannyian szeretik a siitemény ,,szélét”, mint a , kozepét”.
Ezért Nagyi szeretne a siitemény széléb6l mind a négy oldalon egy azonos szélességii
csikot levagni ugy, hogy a levagott részek alapteriilete és a siitemény kozepének
alapteriilete egyenlo legyen.

b) Hatdrozzuk meg a levdgandé csik szélességét. (7 pont)
Nagyi minden unokédjanak ugyanannyi szeletet szeretne adni a siiteménybdol.

Ha 10- 5 szeletre vagna a siiteményt, akkor az osztds utédn 2 szelet megmaradna.
Ha 9 -5 szeletre vagna, akkor 3 szelet, ha pedig 10 - 4 szeletre vagna, akkor 4 szelet
maradna meg az osztas utan.

¢) Hény unokéja van Nagyinak? (6 pont)
6. Egy szabalyos 10-sz6g alaku asztal egy oldalé-
nak hossza 50 cm. Erre az asztalra egy olyan kor ala-

ki teritot készitenek, amely sehol nem 16g le az asz-
talrol.

a) Hatdrozzuk meg a legnagyobb ilyen terité te-

riiletét. (8 pont)
b) Legfeljebb hany szdzalékat tudja lefedni ez
a teritd az asztal teriiletének? (3 pont)

Jelolje Fy az A1Ay és Fy az AzAy szakaszok felezOpontjat. Az asztallapot
az AsFy és az AjoFy egyenesekkel négy részre osztjdk. Jelolje M a két egyenes
metszéspontjat.

¢) Igazoljuk, hogy az AjgAgAsM négyszog és az Fy A3 Ao Fy M 6tszog teriilete
egyenld. (4 pont)

Egy szabalyos 10-szog cstcsai koziil véletlenszertien kivalasztunk harmat, igy
egy haromszog cstcsait kapjuk.

d) Mennyi annak a valdszintisége, hogy a haromszog tompaszogli? (6 pont)

7. Az egyetemen 220 didk irt meg egy dolgozatot, az atlag szazadokra kerekitve
3,82 lett. (Csak az 1, 2, 3, 4, 5 egész értékil osztélyzatok lehettek az eredmények.)

a) Legalabb és legfeljebb hany 5-6s dolgozat sziiletett, ha nem volt 1-es?
(7 pont)
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Egy szabalyos dobdkockaval haromszor egymas utan dobunk.
b) Hatdrozzuk meg annak a valdszin{iségét, hogy valamelyik dobott szdm a ma-
sik két dobott szamnak szamtani vagy mértani kozepe lesz. (6 pont)

¢) Hatdrozzuk meg annak a valészin(iségét, hogy a dobott szdmok kézott van
6-0s, feltéve, hogy valamelyik dobott szam a masik két dobott szimnak a szamtani
vagy mértani kozepe. (3 pont)
8. a) Az y= %x — %xQ egyenletli gorbe és az x-tengely &altal hatarolt zart
tartomanyt két részre osztja az y = %x egyenletli egyenes. Hatdrozzuk meg a két
rész teriiletének ardanyét. (8 pont)
b) Egy hdromszog csicsai a koordindta-rendszerben A(0;0), B(3;0) és C(3;4).
A héromszoget megforgatjuk a leghosszabb oldala koriil. Hatarozzuk meg az igy
kapott forgdstest felszinét és térfogatat. (8 pont)

9. Egy épitoipari vallalkozonak a legutébbi épitkezés utdn megmaradt 200 kg
cementje, és ugy dontott, hogy egyenld tomegili részekre osztva értékesiti.

A kereskedelemben szokdsos médon nagyobb kiszerelésii csomag esetén alacso-
nyabb a cement kilogrammonkénti dra (egységédra): ha egy csomag cement tomege
m kg, akkor (40 — %) pengds egységaron kindlja eladdsra. A cement becsomago-
lasanak is van koltsége, mégpedig m kg-os csomag esetén (25 + lﬂo) pengd csoma-
gonként.

a) Hatdrozzuk meg, hogy mekkora lesz a vallalkozénak az eladdsabdl (a cso-
magolds koltségének levondsa utdn) szarmazoé bevétele, ha a cementet 10 egyenld
témegfi részre osztva értékesiti. (5 pont)

b) Hatdrozzuk meg, hény egyenlé tomegi részre kell osztani a cementet ahhoz,
hogy — azt a tervek szerint értékesitve — az eladdsbdl szdrmazé (a csomagoldsi
koltségek levondsa utani) bevétel maximalis legyen. (11 pont)

Koncz Levente
Budapest

Megoldasvazlatok a 2021/12. szam emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. Felirjuk az 1; 2; 3; 4; 5 szamjegyek sorbarendezésével képezhetd Gsszes ot-
jeqyii szamot.

a) Mennyi ezeknek az dtjegyti szdmoknak az dsszege? (6 pont)

b) Hdny olyan szdmtani sorozat létezik, melynek elsd tagja 12345, szerepel
benne az 54 321 is, és a differencidja pozitiv egész szdm? (6 pont)
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Megoldas. a) Egy kivédlasztott szdmjegy az egyesek helyén 4! = 24-szer fordul
elo, mert a tobbi szamjegyet ennyiféle sorrendben irhatjuk mellé. Az egyesek helyén
all6 szdmok osszege ezért 24 - (1 +2+ 34+ 4+5) = 360.

Ugyanez érvényes a tobbi helyiértékre. Az 6sszeg tehat 11111 -360 = 3999 960.

b) 12345+ (n—1)d = 54321 = (n—1)d = 41976 = 23-3%.11-53. Oszt6inak
szdma 4-3-2-2 = 48, a differencia s vele a sorozat tehat 48-féle lehet. (Mivel minden
d-hez van megfelel§ n és igy megfelel$ sorozat is.)

2. Egy sorsjeqy dra 1000 Ft. A sorsjegy lehetséges nyereményei: 2000 Ft,
5000 Ft, 20000 Ft, 100000 Ft, 500 000 Ft.

Ezek valdszindisége rendre: 11%, 5%, 0,81%, 0,17%, 0,02%.

a) Mennyi a nyeremény vdrhatd értéke? (3 pont)

b) Mekkora a valdszinisége, hogy nem nyerink, ha egy sorsjegyet vdsdrolunk?
(2 pont)

Tiz alkalommal vesziink egy-egy sorsjegyet. Mekkora a valdszinisége, hogy

¢) legaldbb kétszer nyerink; (5 pont)

d) pontosan hdromszor nyerink? (3 pont)
Megoldas. a)
0,11 - 2000 4+ 0,05 - 5000 + 0,0081 - 20 000 + 0,0017 - 100 000 4 0,0002 - 500 000 = 902.

A nyeremény varhaté értéke 902 F't.

b) 1 — (0,11 + 0,05 + 0,0081 + 0,0017 4 0,0002) = 0,83.

¢) Vonjuk ki 1-b8l annak a valdsziniliségét, hogy egyszer sem nyeriink, illetve
pontosan 1-szer nyeriink: 1 — 0,839 —10-0,83° - 0,17 = 0,527.

d) (') -0.837-0,17% = 0,16.

3. Egy 10 cm oldali, szabdlyos hatszég alaki
fehér tdlca pereme mellett végiggirgetink egy 6 cm
atmeérdyi, alul festékes korongot. Mekkora az ilyen
mddon beszinezett teriilet? A wvdlaszt mm? pontos-
saggal adjuk meg. (12 pont)

N

Megoldas. A talca teriiletébél kivonjuk a fehéren maradé belsé kis hatszog
és a sarokrészek teriiletét. A nagy hatszog kozépponti haromszogének magassdga
5v/3 ~ 8,66 cm. A hatszog teriilete 6 - % = 259,8 cm?.

A kis hatszog kozépponti hdromszogének magassiga 8,66 —6 = 2,66 cm. A hat-

szog teriilete:
2
2,66
7 -259,8 = 24,51 cm?.
<8,66> 59,8 ,01 cm
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A sarkon kimaradé fves ,haromszog” teriiletét megkapjuk, ha a 60° kozépponti
sz0gll, 3 cm sugart korcikk teriiletét (327/6 = 4,71 cm?) kivonjuk az ABC' D négy-
szog teriiletébdl (5,196 cm?). A hat kis sarokrész egyiittes teriilete

6- (5,196 —4,71) = 2,92 cm?.
A befestett teriilet 259,8 — 24,51 — 2,92 = 232,37 cm? = 23237 mm?.

2
4. a) Adjuk meg az x = % + 3 egyenletd paraboldhoz a P(0;—1) pontbdl hizhatd
érintdk egyenletét. (8 pont)
b) Hatdrozzuk meg azokat a valds x értékeket, melyekben az f(x) = sin® x +
+ cosx figguény grafikonjinak érintdje parhuzamos az x-tengellyel. (6 pont)

Megoldas. a) Az érinté egyenlete y = ma — 1. Az érintd és a parabola egyen-
letébdl allo egyenletrendszernek pontosan egy megoldast kell adnia. y-t behelyette-
sftve a parabola egyenletébe az m?z? — (2m + 8)x + 25 = 0 paraméteres masodfokt
egyenlethez jutunk. Ennek akkor van pontosan egy gyoke, ha

(1) m = 0. Ez nem megoldds, mert a parabola tengelyével parhuzamos egyenest
jelent, ami nem érinté.

(2) az egyenlet diszkrimindnsa 0, vagyis —96m? + 32m + 64 = 0. Ezt meg-
oldva m =1, illetve m = —2/3 addédik. Az érinték egyenlete: y =z — 1, illetve
y=—2/3z— 1.

b) Azon x értékeket keressiik, melyekre a derivélt értéke 0:

f(x) =2sinzcosx — sinz = sinz(2cosz — 1) = 0.

sinz = 0, ebb8l x = k - 7, vagy cosz = 1/2, ebbdl = £7/2 4+ 27 (k,l € Z).

II. rész

5. A pitagoreusok azokat a természetes szamokat nevezték haromszogszamnak,
amely szami kavicsot az dbran ldthato mddon hdromszog alakba lehet rendezni.

(o]
o (o))
o (e} oo0oOo
o [ele] 00O 0000
o (oo} oOo0o 0000 0Oo0o0O0O
o o o (ool o) o0Oo0o0O0 OO0O0O0O0 0Oo0o0O0O0O
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Az elsé hat hdaromszogszam: 1, 3, 6, 10, 15, 21.

a) Szamitsuk ki a kilencedik és a szdzadik hdaromszdgszamot. (2 pont)

b) Bizonyitsuk be, hogy az elsé n hdromszégszam

1 2
dsszege % (6 pont)

c) A golyds piramis nevi térbeli logikai jaték ele-
meibdl ezt a tetraéderszeri épitményt kell dsszedllitans.
Milyen magas az épitmény, ha a golyck atmérdje 2 cm?
(A megolddst cm-ben eqy tizedes jegy pontossdggal adjuk
meg.) (8 pont)

Megoldas. a) Az n-edik hdromszogszdm 1+ 2+ ...+ n = @ A kilencedik

tehdt 2% = 45, a szazadik pedig 2% = 5050.

b) Teljes indukcidval bizonyitunk.

n = 1l-re az éllitas igaz, mert % = %

Tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz az Osszefiiggés. Megmutatjuk, hogy ekkor n =
=k + l-re is igaz:

1-2
2

2-3 3-4 k(k+1 k+1)(k+2

6 2 6

Bk )0 +2) | (k4 Dk +2) _ k(E+D(k+2) | 3(k+1)(k+2)

(k+ 1)(k +2)(k +3)
- .

¢) Egy négy golydébdl allé kis , giila” kozéppontjai 2 cm 8l szabélyos tetraédert
alkotnak. Ha ennek magassaga M, akkor az egész épitmény magassaga 3M + kétszer
a gombok sugara.

&
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Szamitsuk ki a négy kozéppont altal meghatdrozott tetraéder magassagat.
Az oldallap magassiga V3 cm. Az FPD derékszogii haromszog atfogdja /3 cm,
egyik befogéja v/3/3 cm, masik befogéja M. Ebbsl M = /24/3 cm. Az egész
épitmény magassaga 3M + 2 cm ~ 6,9 cm.

6. A hangerdt a hanghullamok intenzitdsa hatdrozza meg, amelynek mértékegy-
sége % Az egyenlonek érzékelt hangerd-kilonbségek egyenld intenzitds-ardnyokat
takarnak. A hangerd mértékegysége a decibel.

w
m?2 "’

Az emberi fiil ingerkiiszobe az Iy = 10712 Ezt nevezziik 0 decibelnek. Bar-

mely mas I intenzitdsu hang hangerejét a H = 10 - 1g % dB képlet adja meg.

a) Hdiny dB a 3-107° % intenzitdsy halk beszéd? (3 pont)
b) Mekkora a mennydirgés intenzitdsa, ha a hangereje 125 dB? (4 pont)

¢) Az intenzitdst 5-szérdsére novelve hany dB hangerd-emelkedést érink el?
(3 pont)
Az érzékelt hangmagassag a hang rezgésszamaval all dsszefiiggésben. Az egyen-
lonek hallott hangkiozok egyenld rezgésszam-ardnyokat takarnak. Pl. ha egy hangot
egy masikndl egy oktavval magasabbnak érzékelink, akkor a rezgésszama az eléb-
biének 2-szerese. A rezgésszam a hangmagassdg fiigguényében tehat exponencidli-
san nd.

A kromatikus skala az oktdvot 12 egyenld hangkdozre, un. félhangokra osztja. Ha
eqy hang egy mdsikndl félhanggal magasabb (pl. C és Cisz), akkor a rezgésszdma
/2-szirdse az elébbiének.

d) Hdnyszorosa a nagyterc hangkozben (négy félhang) a magasabb hang rezgés-
szdma a mélyebbének? (Pontos ardnyszdmot adjon meg.) (2 pont)

e) Adjunk képletet, amellyel egy tiszta zenei hangkdzrdl a rezgésszamok x ard-
nya ismeretében kiszdmithatjuk, hogy hdny félhangnyi tdvolsdgot jelent. (4 pont)

Megoldas.

3-107°
a) H:lO-lgW dB =10-1g 300 dB = 34,8 dB.

b) 125 =10 - Ig 151,

12,5 = 1g(10'21),
10'2° = 1021
W
I=+10 % = 3,16 5
c) 101g 32 —101g £+ = 101g(51) — 101g Iy — (101g [, — 101g I) =
=101g(50,) — 101gI; = 101g5 + 101g I; — 101gI; = 101g5 ~ 7 dB.
o) (%R) =2

e) (1%)n =z, 2'2=2" n=logyz'? =12 log,x.
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7. a) A ferde haztetén egy kémény drnyéka épp a tetd lejtésének irdnydba esik.
Mekkora a teté dolésszoge, ha a kémény 1 m magas, drnyéka 86 cm, és ugyanekkor

a kertben nové 120 cm-es napraforgo drnyéka 75 cm? (8 pont)
kéfal b) A telken a hdz mellett szeretnénk el-

. keriteni eqy 450 m?-es, téglalap alaki kis-

10m| HAZ KERT kertet. Mekkordk legyenek a kiskert oldalai,

hogy a legrovidebb keritést kelljen épiteni?

(Ahol fal van, nem kell kerités. A kert mély-

sége legalabb akkora legyen, mint a hdzé.)
(8 pont)

Megoldas. a) A napraforgé arnyéka-
nak hosszabdl kiszamitva a napsugarak
arctan% = 58°-0s szogben érik a talajt. P
A PAC derékszogii hiaromszogben kisza-
mitjuk az AC hosszisagot:

napsugar

75
= — - 1 = .
AC 120 m = 0,625 m

kémény

Az ABC haromszogre a szinusztételt
alkalmazva:

0,86  sin122° B . 58°\. C'
0625  smg 4 2

arnyék

amibdl sin g = 0,6163 és igy [ = 38,05°
(mivel csak hegyesszog lehet). EbbSl ¢ = 19,95°.
A tet6 a vizszinteshez 19,95°-ban hajlik.

b) A kofalra merdleges oldalt a-szel jelolve a kerités hossza K(z) = 2z — 10 +
+450/z, « > 10.

450 222 — 450  2(z — 15)(z + 15)
2 22 - 22

A nevezd pozitiv. A tort eldjele a szamlalotdl fiigg. Az értelmezési tartoményon
beliil x = 15-re 0 a derivélt, kisebb z-ekre negativ, nagyobbakra pozitiv. A K(x)
fliggvény 15-ig szigorian monoton csokken, utana szigorian monoton no, igy a mi-
nimumbhely z = 15.

A kiskert oldalai 15 m és 30 m hosszuak.

8. Szamitsuk ki a derékszogi koordindtarendszerben az egyenldtienségekkel meg-
adott két ponthalmaz pontos teriiletét:

a) 6(x+y) —2< 2?2+ 942 <6(x+y)+7. (7 pont)
b) (—3)°+1<y<5. (9 pont)
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Megoldas. a) A két egyenlStlenséget rendezve (z — 3)2 +(y— 3)2 < 25, illetve
(z — 3)2 +(y— 3)2 > 16 adddik. A vizsgalt alakzat egy korgytir(i, melyet a (3;3)
kozépponti, 4, illetve 5 egység sugaru korck hatarolnak. A két kor teriiletének
kiilonbsége 257 — 167 = 9.

b) (z — 3)2 +1 < 5 megolddsa 1 < x < 5. A két fiiggvényt ezen az intervallumon
integréaljuk, a teriilet a két integral kiilonbsége.

Y

Tt 5

61 /5d(x) = [52]° = 20,
5 1

ol

9. a) A hdaromszdg oldalain 5-5-5 pontot jelél-
tink ki. Hdany hdromszoget hatdroz meg a tizendt
pont?

Az ABC derékszogii haromszog AB befogdja 10 egység,
C BC befogoja 20 egység hossziusagi.

Ay a B csucsbol az AC oldalra dllitott merdleges, By
az A1-b6l BC-re dllitott merdéleges talppontja. Ugyanigy As
a By-bdl AC-re dllitott merdleges, Bs az As-bél BC-re dlli-
tott merdleges talppontja, és igy tovabb.

B,

A, i s b) Szdmitsuk ki az A1By, AaBy és A3Bs szakasz hosszdt.

Wl (5 pon)
14 \ B L p . .

< 1 c) Az eljardst a végtelenségig folytatva keletkezik a vo-

/////// nalkdzdssal jelolt hdromszogek végtelen sorozata. Szdmitsuk

A B ki a hdromszigek teriiletének dsszegét. (6 pont)

Megoldas. a) Egy oldalon lev$ hdrom pont nem alkot hdromszoget.

A haromszog csucsai lehetnek harom kiilonboz6 oldalon, az ilyen esetek szama
5-5-5=125.

26 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/1



Ha két csics egy adott oldalra esik, a harmadik csics egy masikra, akkor
a lehetdségek szama (57) 5 = 50. A két oldalt 3 -2 = 6-féleképpen vélaszthatjuk
ki, az ilyen haromszogek szama tehat 6 - 50 = 300.

A tizendt pont Gsszesen 425 hiromszoget hataroz meg.

b) A nagy haromszog atfogdja 10v/5. Az abrén a derékszogli haromszogek
mind hasonldk, mert szogeik egyenlék. Az oldalardanyok egyenléségét tobb lépésben
egymds utan alkalmazva:

ABy  AB 20 2

A B 10 1005 V5

majd A1 By = 400 = 8. Hasonléan:

Ebbél elébb A B = \/g’

AQBQ o AgBl - AgBl 2
AsBy  A1B; 8 NG

amibél Ay By = fG és fgy AyBy = ig = 6,4. Végiil

A3B3 AbBQ AgBQ 2

A3By  AsBy 64 /5’

amibél A3 By = % és gy AsBs = 225 6,4 = 5,12 egység.
¢) Az A1 BB; héromszog teriilete ; =16 egység. A teriiletek mértani soro-

zatot alkotnak, melynek hanyadosa a haromszogek hasonlésaganak négyzete:

C(A:ByY 64V 4V 16
S \A4B) \8) \5) 25

A mértani sor dsszegképletébe behelyettesitve a haromszogek egyiittes teriilete

1 2 4
16 - =16 5 % = 44 4 teriiletegység.
1-—
25

Dedk Anna
Budapest

Matematika feladat megoldasa

B. 5194. Az ABC hdromszégben ABC'<t = 2CAB<. Az AB oldal a beirt kort
az E pontban érinti, a C-bdl induld szdgfelezét az F pontban metszi. Igazoljuk, hogy
AF = 2BE.

(4 pont)
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I. megoldas. Legyen az ABC hé-
romszog beirt korének kozéppontja O,
sugara (OE =)r és CAB< = 2«, ekkor

4 A OAB< = a, mert az AO egyenes szogfe-
’ lezé (1. dbra). A CBA< = 4« a feladat

‘ feltétele miatt, és ACB< = 180° — 6,

L : o0 FCB< =90° — 3a, mert a CO egyenes

) F/ ) B szogfelezd.
) Mivel ABC< =20AB<, ezért
1. dbra AC > BC, igy C az OF egyenes B

pont feléli oldaldn van, emiatt F' az AE
szakaszon van. Az FBC héromszogben a szogek Osszege 180°, ezért OF E< =
=90° — a és igy FOE< = a. Az OEB haromszog derékszogii, ezért EOB< =
= 90° — 2a, amelyhez a-t adva megkapjuk, hogy FOB< = 90° — «, igy az FBO
haromszog egyenlo szaru, tehat BO = BF'.

Az AOF haromszog hasonlé az OF E haromszoghoz, hiszen derékszogliek és
van « nagysagu belso szogiik, ezért a megfelel6 oldalhosszak aranya egyenld, igy
felirhato a kovetkezd egyenlOség:

EF r

r AE’
ami ekvivalens az EF - AE = r? egyenlettel. Mivel AE = AF + FE, igy

EF - (AF + FE) =1r%

Alkalmazzuk Pitagorasz tételét az O E B haromszogre: r2 + BE? = BO?. Ekkor
BO = BF miatt r2 + BE? = BF?, majd az el6z6ekben kapott kifejezésben 72
helyére helyettesitve a kovetkezot kapjuk:

EF - (AF + FE) + BE* = BF~.
Felhasznaljuk, hogy BF = BE + EF, igy az
EF - (AF + FE) + BE? = (BE + EF)*
egyenlethez jutunk. Felbontjuk a zardjeleket:
EF? + EF - AF + BE? = BE?> + 2. EF - BE + EF?,
majd ekvivalens atalakitdsok utan az
AF =2-BE

egyenletet kapjuk, ami éppen a bizonyitandé allitas.

Koltai Csaba Ferenc (Budapest XIV. keriileti Szent Istvdn Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan
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I1. megoldés. Legyen a beirt kor kozéppontja O, sugara r, és OAB< = « (ldsd
az 1. abrat). Mivel O a szogfelez6k metszéspontja, ezért OAC< = = OAB< = a.
A feladat szovege alapjan

OBA< = 0BC< =2a, igy ACO< = BCO< =90° — 3a.

Mivel ABC< = 2CAB<, ezért AC > BC, igy C az OF egyenes B feléli oldalan
van, emiatt pedig I’ az AFE szakaszon van.

CFB< =180° — FCB< — CBF< = 180° — (90° — 3a) — 4a = 90° — v,
innen
FOE<=180° - OEF<— OFFE< =180° —90° — (90° — ) = av.

Tovabba BAC <1+ ABC< = 6a < 180°, ebbdl kdvetkezben 0° < o < 30°, tehét
tg a és tg 2av is értelmezve van, valamint tg o # 0, tg 2« # 0. Nyilvanvaléan tga # 1,
ezért 1 —tg2a # 0.

A BEO haromszoghen BE = T2 7”2 , az AFEO haromszogben AE = tga’

FEOQO héaromszogben pedig FE =1 -tga. Ezeket felhasznalva felirjuk a széban
forgé szakaszhosszak aranyat, ekvivalens atalakitdsokat végziink, és alkalmazzuk
a kétszeres szog tangensére vonatkozé addiciés tételt:

az

AF _AE-FE _ga ""'8% tg2

7 —tg2a-tga =
BE BE tgoa tga
2tg
_ T-tga 2tg o 2 2tg? o _ 201 —tg? ) B

2

tga 1—tga 2

1—tg?a 1—tgla 1-tg’a

Kovetkezésképpen AF = 2BE, ezzel allitasunkat bebizonyitottuk.

Fekete Richdrd (Debreceni Fazekas Mihély Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

II1. megoldas. Készitsiink abrat, és haszndljuk a 2. dbra jeloléseit.

A szogfelezététel szerint C;‘?WF = %7
mindkét oldalhoz 1-et adva: ﬁ = “%:1)7

amibdl AF = Tudjuk azt is, hogy
BE =s—b, ahoJi s a haromszog félkerti-
lete. Ekkor a bizonyitando allitast a ko-
vetkezdképpen irhatjuk fel:

be
a+b

=2(s—b).
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A zardjel felbontésa és 2s = a + b + ¢ felhasznélasa utan kapjuk, hogy

¢ =25s—2b=a+c—Yb,
a+b
amibdl ekvivalens dtalakitdsokkal a

be=(a+b)(a+c—b), majda bc=a*—b*+ac+bc

egyenlethez jutunk. Az egyenlet mindkét oldaldbdl be-t kivonunk, majd kifejezziik
b2-t: b2 = a® + ac.

Legyen a P pont a B csicson atmené belsd szogfelez6 és az AC oldal met-
széspontja. Mivel a BPC' és az AC'B haromszogek egyik bels6 szoge kozos, egy
masikrol pedig tudjuk, hogy 2« nagysdgu, hiszen B P szogfelezd és a feltétel szerint
ABC< = 2C AB«, ezért ezek a haromszogek hasonldk, igy a megfelel6 oldalhosszak
aranyara felirhatjuk a kovetkez6 egyenletet:

AC _AB _CB
CB PB PC’
Ebbdl az is kovetkezik, hogy:

AC AB+CB
CB PB+ PC’

Az ABP haromszog egyenld szard, mert az A-nal és B-nél 1évé szogek egyenlo-
ek. Igy AP = PB, vagyis PB + PC = b, ezért az el6bbi kifejezést atalakithatjuk

az aldbbiak szerint:
b c+a
a b’
amely a b? = a? + ac alakra hozhaté, errdl pedig az imént belattuk, hogy ekvivalens
a feladat allitasaval, igy a bizonyitas végére értiink.

Szakdcs Domonkos (Budapest, Jedlik Anyos Gimn., 9. évf.)

Osszesen 80 dolgozat érkezett. 4 pontos 66, 3 pontos 7, 2 pontos 1 dolgozat. 1 pontot
4 versenyz6 kapott. Nem versenyszerii: 1 dolgozat. Nem szamitjuk a versenybe a sziiletési
datum vagy a sziil6i nyilatkozat hidnya miatt: 1 dolgozat.

A K pontversenyben kitiizétt gyakorlatok
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak
(714-718.)

K. 714. Egy sorozat elso tagja 3, és a kovetkezd tagot mindig tgy képezziik,
hogy az el6z6 tag kétszeresébdl kivonunk 2-t.

a) Irjuk fel a sorozat elsé 8 tagjat.

30 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/1



b) Az aldbbi szdmok koziil melyik szadm tagja a sorozatnak és melyik nem?
Ha a szam tagja a sorozatnak, akkor mondjuk meg, hanyadik tagja, ha pedig nem,
indokoljuk, miért nem.

8194, 649287365, 29453759372, 8398507839 348.

K. 715. Van két darab kétliteres kancsénk. Az els6be 2 liter 100%-os narancs-
levet ontiink, a masodikba 1 liter vizet.

1. A narancslé felét atontjiik a vizeskancséba, annak tartalmat egy kandllal
Osszekeverjiik, majd visszatoltiink 1 liter folyadékot az elsé kancsoba.

2. Ezt az 1 literes attoltést keveréssel egyiitt megismételjitk még egyszer,
tehat az elsé kancsobdl 1 litert keverés utan attoltiink a masodikba, ¢sszekeverjiik
a tartalmat, majd visszaontiink 1 litert az elsébe.

Ezek utdan melyik kancséban hany szazalékos az iidité a narancslére nézve?

K. 716. Egy boltban harom fiizet és két toll ara 1110 Ft, 6t fiizet és négy toll
ara pedig 2010 Ft. Mennyibe keriil egy fiizet és mennyibe keriil egy toll?

K/C. 717. Egy szabélyos H G
I F
ABCDEFGHIJKL
tizenkétszog AB és GH oldaldra az ABPQ és J R S E

G H RS négyzeteket irjuk befelé az dbrdn latha-
t6 médon. Mutassuk meg, hogy PQ és RS egy

szabalyos hatszog két szemkozti oldala. K Q P D
K/C. 718. Hény olyan szdm van 1-t6l

50-ig, amit fel lehet irni legaldbb két szomszé- L c

dos nemnegativ egész szdm Osszegeként? A B

Bekiildési hatarid6: 2022. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

A C pontversenyben kitiizétt gyakorlatok
(717-718., 1699-1703.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 717. A szovegét lasd a K feladatoknél.

K/C. 718. A szovegét lasd a K feladatoknél.
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Feladatok mindenkinek

C. 1699. Hatdrozzuk meg, hogy az (z+1)- (22 +1)- (23 +1) ... (z2 + 1)
szorzatban szerepld miiveleteket elvégezve, 6sszevonds utdn mennyi az x4 hatvany
egyiitthatoja.

C. 1700. Az O kozéppontu kornek az O-tdl kiillonbozo belsé pontja A. A kor
keriiletének egy B pontjara OAB< = a. Legyen C a korvonal egy olyan pontja,
amelyre BAC<< = [ jeloléssel 2a + 5 = 180° teljesiil és a BAO< és BAC< szog-
tartomdanyoknak az AB félegyenesen kiviil nincs kozos pontja. Igazoljuk, hogy ekkor
az O, A, B, C pontok egy korén vannak.

C. 1701. Mennyi azon = egész szamok Osszege, amelyekre

V22 —6x—-20< —x+5

teljesiil?

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1702. Az ABCD négyszog A csucsa illeszkedik az S sikra, BD &tldja pér-
huzamos a sikkal, C' csticsa 8 egység tavolsagra van az S siktol. Azt tapasztaljuk,
hogy a négyszog S-re vonatkozé merdleges vetiilete egy négyzet, melynek atléja
6 egység. Bizonyitsuk be, hogy az ABC'D négyszog rombusz, valamint szamitsuk
ki az oldalainak hosszat.

Javasolta: Zagyva Tiborné (Baja)
C.1703. Az a és b 10-es szdmrendszerbeli természetes szdmok, mindegyik

szamjegyiik 1-es. Mutassuk meg, hogy ha a és b nem relativ primek, akkor szamje-
gyeik S(a) és S(b) Osszege sem az.

Bekiildési hatarid6: 2022. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

A B pontversenyben kitiiz6tt feladatok
(5214-5221.)

B. 5214. A 110 egy olyan szamjegysorozat, amelyet barmilyen 1-nél nagyobb
pozitiv egész alapu szamrendszerben tekintve paros szamot kapunk. Van-e olyan
1-esekbdl és 0-kbdl all6 szamjegysorozat, amelyet barmilyen 1-nél nagyobb pozitiv
egész alapi szamrendszerben tekintve 3-mal oszthatd pozitiv egész szdmot kapunk?

(3 pont)
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B. 5215. Adjuk meg az 6sszes x pozitiv valés szdmot, amelyre x + % egész szam

és 23 + %3 primszam.
(4 pont) Szaszko-Bogdrné Eckert Bernadett és Szaszko-Bogar Viktor
Otlete alapjan

B. 5216. Az ABC' derékszogli haromszog koré irt korhoz az A pontban és
a derékszogl C csucsban érint6ét rajzolunk, az érinték metszéspontja D. Bizonyitsuk
be, hogy a BD egyenes felezi a C-bdl indulé magassagot.

(3 pont)

B. 5217. Egy haromszog sulyvonalainak \%—Szorosébél mint oldalakbdl Gjabb

haromszoget szerkesztiink. Az eljardast megismételjiik a kapott haromszogre. Mu-
tassuk meg, hogy a mésodik 1épésben az eredetivel egybevagd haromszoget kapunk.

(4 pont) Javasolta: Bdrtfai Pdl (Budapest)

B. 5218. Legfeljebb hany valaszthato ki az els6 2022 pozitiv egész szam koziil
ugy, hogy semelyik két kivalasztott szam kiilénbsége ne legyen primszam?

(5 pont)
B. 5219. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges a, b, ¢ valés szamokra

latb+e _ _lal 14 el
L+la+b+cl ~1+al  1+b]  1+]c]

Mikor all fenn egyenléség?
(5 pont) Javasolta: Schultz Janos (Szeged)

B. 5220. Legyen n pozitiv egész szam. Mutassuk meg, hogy megadhatd 1-t6l
27+ 2_ig n négyzetszam tgy, hogy koziiliik akdrhdny kiilonbozot dsszeadva (beleért-
ve az egytagi Osszegeket és az Osszes szdm Osszegét is) csupa kiilonboz6 szdmot
kapjunk.*

(6 pont) Javasolta: Freud Rébert (Budapest)

B. 5221. Az ABC hegyesszogli haromszogben a beirt kor érintési pontja a BC,
CA, AB oldalon rendre D, E, illetve F'. A hdromszog koré irt kor az AEF kort
az A-t6l kiillonboz6 P, a BF' D kort a B-t6l kiilonbozé @, a CDE kort pedig a C-
t6l kiilonb6z6 R pontban metszi. Mutassuk meg, hogy a DP, EQ és F' R egyenesek
egy ponton mennek at.

(6 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budapest)

Bekiildési hatarid6: 2022. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

* Lasd Freud Rébert cikkét a 2. oldalon.
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Az A pontversenyben kitiizétt
nehezebb feladatok
(815-817.)

A. 815. Legyen g egy 1 féegyiitthatos, egész egyiitthatds polinom. Bizonyitan-
dé, hogy létezik olyan, csak a ¢ polinomtdl fiiggé C' konstans, melyre tetszéleges
p primszam és tetszbleges N < p pozitiv egész esetén az n! = ¢(n) (mod p) kongru-
encignak legfeljebb C'N?/3 megoldasa van barmely N darab egymaést kivets egész
kozott.

Javasolta: Navid Safaei (Iran)

A. 816. Petinek 2022 darab latszolag egyforma magneses vasiti kocsija van,
melyek kétféle tipusiak: bizonyosoknak az eleje északi és a hatulja déli, masoknak
pedig a hatulja északi és az eleje déli magneses polaritdsi (ezek olyan jatékkocsik,
melyek eleje és hdtulja megkiilonboztethetd). Peti szeretné eldonteni, hogy egyfor-
ma szamu van-e a kétféle tipusi kocsibdl. Egy préba soran 0ssze lehet illeszteni két
vasuti kocsit. Legkevesebb hany prébéara van ehhez sziikség?

Javasolta: Pdlvilgy: Démdtor (Budapest)

A. 817. Legyen ABC' egy tetszOleges haromszog. Tekintsiik azt a kort, amely
érinti az AB és AC oldalt, és beliilrol érinti a haromszog koriilirt korét a T pontban.
A héromszog beirt korének kozéppontja legyen I, és a beirt kor érintse a BC', C'A,
illetve AB oldalt a D, E, illetve F' pontban. Legyen N a DF' szakasz felez6pontja.
Bizonyitsuk be, hogy a BT'N haromszog koriilirt kore, a T'I egyenes és a D pontbdl
az FF szakaszra allitott merdleges egy ponton megy at.

Javasolta: Diaconescu Tashi (Roménia)

Bekiildési hatarid6: 2022. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

Informatikdabdl kitlizott feladatok

1. 553. Faktoridlis szamrendszerben a helyiértékek nem egy egész szam, az alap-
szam hatvanyai, hanem az n-edik helyiérték az n szam faktoridlisa. Tehat az elsé
helyiértéken 1évo szamjegyet 1-gyel, a masodik helyiértéken allé szamot 2-vel, a har-
madik helyiértéken all6 szamot 6-tal kell szorozni, és igy tovabb. Ennek megfelel6en
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a 3310, faktorialis szam értéke tizes szamrendszerben 3-4!4+3-3!+1-2! = 92. Iga-
zolhatd, hogy a felirds egyértelmii, tehat minden pozitiv egésznek egy alakja van
faktoridlis szamrendszerben.

Készitsiink programot 15653 néven, amely egy tizes szamrendszerben megadott
pozitiv egész szamot felir faktoridlis szamrendszerben. A program a standard beme-
net els6 sorabdl olvassa be a tizes szamrendszerben felirt pozitiv egészet, és a stan-
dard kimenetre irja ki a szdmot faktoridlis szdmrendszerben. A bemenet legfoljebb
18 szdmjegybol dll. Amennyiben a szam faktoridlis alakjdban egy helyiértéken tobb-
jegyl szam &ll, akkor azt tegyiik zardjelbe.

Példa bemenetek Példa kimenetek
500 40310
5698 1052120
89764351 22732241101
1569787435467978 47068(11)0(10) 725350300

Bekiildend6 egy tomoritett 1553.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithaté.

I. 554. A magyar asztalitenisz-bajnoksdg 1905-ben kezdddott. Jelenleg 6tféle
versenyszam — férfi egyéni, néi egyéni, férfi paros, néi paros és vegyes paros — bajnoki
cimét osztjak ki évente. A magyar nyelvii Wikipédia oldaldn megtaldlhaté adatok
sok érdekes kérdés megvalaszolasahoz nyujtanak forrast:

https://hu.wikipedia.org/wiki/Magyar_asztalitenisz-bajnoksig.

A feladatunk a forrasadatok feldolgozédsa, atrendezése olyan forméba, hogy
azokat adatbazisba lehessen importdlni. Minden adatot a megadott webcimrél
mentsiink le és szervezziik az aldbb megadott adatbézis-szerkezetbe, mas forras
nem all rendelkezésre.

1. Mentsiik le a megadott webcimrol a bajnokok adatait.

TetszoOleges alkalmazassal rendezziik at, toroljiik ki a felesleges részeket, illetve
egészitsiik ki a sziikséges adatokkal a tablakat. Hasznalhatunk példaul szévegszer-
keszt6t, tablazatkezel6t vagy készithetiink sajat programot is. Az atalakitas egyes
lépéseit mas-mas programmal is végezhetjiik. A rendezett adatokat utolsé lépésként
TXT tipusu, tabulatorokkal tagolt UTF-8 kddolasu egyszeri szoveges alloméanyok-
ként mentsiik, amelyek neve a tablanevekkel egyezzen meg. Az dlloményok elsé sora
tartalmazza a mezéneveket az adatbazisba importalashoz.

2. A tablak kialakitdsahoz vegyiik figyelembe az alabbi tablaleirdsokat és kapcso-
latokat:

Tabla:
jatekos (id, nev, neme)
id A jétékos azonositdja (szam), ez a kulcs.
nev A jatékos neve (szoveg).
neme A jatékos neme (logikai), értéke igaz (férfi) és hamis (né) esetén.
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bajnok (id, ev, vsz_id, jatekos_id, egyesulet_id)

id A bajnoki cim azonositéja (szdm), ez a kules.
ev A bajnoksig éve (szédm).
vsz_id A versenyszdm azonositéja (szam).

jatekos_id A bajnoki cimet szerzé jéatékos azonositdja (szdm).
egyesulet_id A jatékos ebben az évben melyik egyesiiletet képviselte (szdm).
versenyszam (id, nev)
id A versenyszdm azonositéja (szadm), ez a kulcs.
nev A versenyszdm neve (szoveg), értéke férfi egyéni, néi egyéni,
férfi paros, noi paros és vegyes paros lehet.
egyesulet (id, nev, orszag)

id Az egyesiilet azonositéja (szdm), ez a kulcs.
nev Az egyesiilet neve (szoveg).
orszag Az egyesiilet orszdga (szoveg).
jatekos bajnok versenyszam
7 id ? id % id
nev ev _|_ nev
neme vsz_id
jatekos_id
egyesulet_id egyesulet
_I— % id
nev
orszag

A tébldk elsédleges kules mez6jét (id) tetszbleges értékkel kitolthetjiik, mig
az idegen kulesok (jatekos_id, egyesulet_id, vsz_id mez8k) megadédsakor ugy jarjunk
el, hogy azok helyes kapcsolatot mutassanak.

Bekiildendo egy tomoritett 1554 .zip allomanyban a négy adattabla szoveges
alloménya és rovid dokumentaciéja, amely megadja a feldolgozas 1épéseit, eszkozeit.

A kovetkez6 feladat a most elkészitett adatbéazishoz kapcsolédik. Ha megol-
dottuk ezt a feladatot, akkor a kovetkez6 feladatban hasznaljuk a sajat megoldést
az adatbazis forrdsaként. Amennyiben ezt a feladatot nem vagy csak részben ol-
dottuk meg, akkor a kiévetkezo feladathoz mellékelt forrasokat hasznaljuk annak
megoldasahoz.

B

I. 555 (E). A magyar asztalitenisz-bajnoksdg eddigi adatait kellett az I. 554.
feladatban el6késziteni, azaz szoveges tipusu allomanyokba, az adatbazisba torténé
importélashoz megfelel6 szerkezetben és tartalommal menteni.

Ebben a feladatban az adatbazis létrehozéasa, majd a kérdésekre adandé va-
laszokhoz lekérdezések készitése a megoldandé probléma. Az adatok, ha az I. 554.
feladatot megoldottuk, akkor az ott létrehozott allomanyokban, vagy csokkentett
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rekordszammal a jatekos.txt, a bajnok.txt, a versenyszam.txt és az egye-
sulet.txt dllomanyokban &allnak rendelkezésiinkre. Az allomanyok tabuldtorral
tagolt, UTF-8 kédolasu szovegfajlok, az elsé sorok a mezoneveket tartalmazzak.

A tablak kialakitasdhoz vegyiik figyelembe az I. 554. feladatndl megadott tab-
lalefrasokat és kapcsolatokat. A forrasadatok kiegészitése nem része ennek a fel-
adatnak.

3. Készitsiink 1j adatbazist pingpong néven. Importaljuk az adattédbldkat az
adatbazisba.

4. A létrehozés soran allitsuk be a megfelel6 tipusokat és elsédleges kulcsokat.

Készitsiik el a kovetkezd feladatok megoldésat. A zérdjelben 1év6 néven ment-
siik el azokat. Ugyeljiink arra, hogy a megolddsban pontosan a kivant mezdk sze-
repeljenek.

5. Adjuk meg lekérdezés segitségével, hogy melyik évben adtak ki a vegyes péros
bajnoki cimet elészor. (5vegyes)

6. Listdzzuk ki lekérdezés segitségével az elsé 10 legtobb bajnoki cimet nyerd
jatékos nevét. (6topl0)

7. Az egyik legeredményesebb noi jatékos Batorfi Csilla volt. Lekérdezéssel adjuk
meg, hogy néi paros versenyszamban kikkel nyert bajnoksagot. A listaban
minden név egyszer jelenjen meg. (7batorfiparjai)

8. Adjuk meg lekérdezés segitségével, hogy Klampar Tibor els6 és utolsé bajnoki
cime kozott férfi egyesben ki szerzett még bajnoki cimet. A listdban minden
jatékos neve egyszer szerepeljen, de Klampar Tibor nevét mar ne jelenitsiik
meg. (8klamparral)

9. Lekérdezéssel hatdrozzuk meg, hogy a magyar egyesiileteken kiviil mely or-
szagok klubjainak jatékosai nyertek bajnoki cimet Magyarorszagon. Minden
orszag neve egyszer szerepeljen a listdban. (9nemzetek)

10. Készitsiink lekérdezést, amely kilistazza azokat az éveket, amikor a néi pa-
ros bajnoki cimet azonos egyesiilethez tartozo jatékosok nyerték. A listdban
az évszam, a jatékosok neve és az egyesiiletek neve jelenjen meg. (10kereszt)

Bekiildend6 egy tomoritett 15565.zip allomanyban a megoldast ad6 pingpong
adatbazis és egy rovid dokumentdcio, amely leirja, hogy az adatbazis melyik prog-
ram segitségével késziilt.

Letolthet6 allomany: jatekos.txt, bajnok.txt, versenyszam.txt, egyesu-
let.txt.

I/S. 59. Egy tavoli orszdgban egy hosszas havazds utdan D gyerek eldontotte,
hogy az egész napot héemberépitéssel fogja tolteni. A nap végére el is készitettek
N darab hégombot. Az i-edik hégomb atméréje T'[i] milliméter. Egy héember
épitésekor tetszéleges szamu hégombot kell egymas tetejére tenni (egy héember
legalabb két hégombbdl all), de figyelni kell arra, hogy egy hégombre csak egy
szigorian kisebb hégémbot tehetiink.

Egy héember szépsége H, ha H darab hégombbél all. A gyerekek megegyeztek,
hogy mindegyikiik pontosan egy darab H szépségii hdéembert épit a hogombok
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felhasznalasaval. Adjuk meg azt a legnagyobb H szépséget, amely esetén mindegyik
gyerek tud egy H szépségii héembert épiteni a rendelkezésre dl16 hégombokbél.

A bemenet elsd sordban az N és D szamok taldlhatéak. A kovetkezd sor
N darab szamot tartalmaz, az i-edik szdm T'[7].

A kimenet egyetlen soraban egy szdm szerepeljen: a legnagyobb elérhetd
H szépség. Ha nem lehetséges a megadott feltételek mellett legaldbb D azonos
szépségli hdembert épiteni, akkor a kimenet egyetlen soraban a —1 szerepeljen.

Példa:

Bemenet Kimenet

6 2 2
142151

Nem épithetd két darab 3 szépségii hdember, de 2 szépségii igen.
Korldtok: 1 < N, D < 100000, 1 < T'[i] < 10°. Idélimit: 0,4 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphatd, ha a program az 1 < N < 10 tesztesetekre
helyes megoldést ad.

Bekiildend6 egy is59.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentdlt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldds 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztéi kornyezetben futtathato.

S. 158. Egy négyzethalén adott egy sokszog, melynek oldalai a racsvonalakra
illeszkednek. Van D szamu dobozunk. Egy-egy dobozban 1, 2 és 3 egység hosszi
palcikdk vannak, melyek 6sszhossza megegyezik a sokszog keriiletével. Kérdés, hogy
le lehet-e fedni a sokszog oldalait az egyes dobozokban taldlhaté pélcikakkal azok
eltorése nélkiil? Tobb pélcika alkothat egy hosszabb oldalt. Készitsiink programot,
amely a sokszog és minden egyes doboz esetén megvalaszolja a kérdést!

Bemenet: az elsé sor tartalmazza a sokszog cstcsainak N szamat. A kovet-
kez6 N sor mindegyike egy-egy cstics x és y koordinatajat tartalmazza a sokszog
valamilyen irdnyud koriiljardsa szerint. A sokszog els6 és utolsé csucsa is élet alkot.
A kovetkezd sorban a dobozok D szama van. Ezutdn D sorban az egyes dobozok
tartalmat irjuk le. Ezek mindegyike hdarom szam, melyek rendre az 1, 2, illetve
3 hosszu palcikdk darabszéma a dobozban.

Kimenet: D sort kell kifrni. Ezek mindegyike ,IGEN”, ha a sokszog oldalai
a doboz tartalméval lefedheték és ,,NEM” kiilonben.

Példa:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) | Kimenet (a / jel sortorést helyettesit)
4/00/10/12/02 IGEN / IGEN / NEM
3/600/220/111

Korldtok: a koordinatak abszolit értéke és a keriilet is legfeljebb 10°. Id6limit:
1 mp.

Ertékelés: a pontok 30%-a kaphatd, ha a program a legfeljebb 20 keriilet(i
tesztesetekre helyes megoldast ad.
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Bekiildend6 egy s158.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldds 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztéi kornyezetben futtathato.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkezo cimen t6lthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2022. februar 15.

Matematikai képzések az ELTE TTK-n

Kedves leendd Egyetemistal A KoMalL olvasdjaként bizonyara szivesen foglal-
kozol matematikdval, és felmeriilhetett mar Benned az a gondolat, hogy életpélya-
dul ennek a szép tudomédnynak a miivelését valasztod, illetve szeretnél megismer-
kedni alkalmazasaival a miiszaki, gazdasagi és pénziigyi élet kiilonbozé teriiletein.

Az alkalmazott matematika ma mar az élet szinte minden teriiletén nélkiilozhe-
tetlen, és az ilyen képzettségli munkaer® irdnt egyre novekszik az igény. A Fortune
magazin cikke szerint a legjelent6sebb véltozas az {izleti életben az ipari forradalom
6ta a matematikai algoritmusok térhéditdsa (http://fortune.com/2015/01/22/
the-algorithmic-ceo/). Egy amerikai felmérés évrol évre a legjobb foglalkozé-
sok kozott tartja szamon a matematikust és a szintén matematikai el6képzettséget
igényld adattuddst, aktudriust és statisztikust (https://www.careercast.com/
jobs-rated/best-jobs-2021). Mindez Magyarorszagra is igaz, az ELTE-n vég-
zett matematikusokat nemcsak a kutatéintézetek, egyetemek varjéak, hanem szamos
cég is, igen j6 fizetéssel.

Esetleg még nem dontottél, de leginkabb matematikabdl folytatnal felséfokt
tanulmanyokat? Minderre kitinG lehetoség nyilik az orszag egyik legnagyobb mul-
tu egyetemén, az Eo6tvos Lordand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Karan,
ahol vilaghiri professzoroktdl és lelkes, kozvetlen fiatal oktatoktol tanulhatsz. Pezs-
g6 didkélet var rad az ELTE korszeru szamitogépparkkal felszerelt, a KoMal, szer-
keszt6ségének is otthont adé modern lagymanyosi épiiletegyiittesében.

A bolognai képzési rendszerbe illeszkedik BSc képesitést nyijté haroméves ma-
tematikai alapképzésiink. Itt az els6 évben hallgatdi és oktatoéi mentorok biztositjak,
hogy mindenki be tudjon illeszkedni és taldljon elGismereteinek, képességeinek és
tanulasi sebességének megfelelé nehézségli feladatokat. Az elsé év végén donthetsz
arrol, hogy milyen téméakkal szeretnél a tovabbiakban behatobban foglalkozni.

A kindlat széles: aki szeretne, az elmélyedhet az elméleti matematika kérdé-
seiben, hiszen szinte minden fontos teriiletrdl hirdetiink kurzusokat. Ezek épitenek
a magyar matematikai kutatdsok méltan vilaghirii hagyomdanyaira, ugyanakkor szi-
lard alapokat nyujtanak a modern matematika miiveléséhez, jél felkészitve hallga-
toinkat a leendo kutatéi munkara.

AKkit viszont az alkalmazdsok érdekelnek, megteheti, hogy az alapok elsaja-
titdsa utan olyan modern témédkkal is foglalkozzon, mint az adattudoméany vagy
a mesterséges intelligencia matematikai kérdései. Azoknak is ajanljuk a matemati-

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/1 39



ka alapképzési szakot, akik ismereteiket késébb inkabb a matematikan kiviil szeret-
nék majd gyiimolesoztetni. Itt szerzett tuddsukat hasznosithatjik példaul gazdasé-
gi teriileten, médiaban, a matematika népszerisitésében, a kozmiivelodésben — és
a megszerzett matematikai gondolkoddsmod mindvégig segiteni fogja 6ket a mun-
kajukban.

A képzés egyéb vonatkozasairdl tovabbi részletek a http://www.math.elte.
hu/ honlapon a Képzések meniipont alatt taldlhaték. Ajanljuk a kozépiskoldsoknak
sz016 oldalainkat is, ahol végzett didkjainkkal késziilt interjik is lathatok.

A legkiemelkedObb hallgatok az egyetemi oktatémunkédba is bekapcsolodhat-
nak, és jé eséllyel palyazhatnak osztondijakra, kiilfoldi részképzésre (pl. az Eras-
mus+ program keretében). Az UNKP osztondijprogramja mar a leendd els6éve-
seknek is elérhetd! Részletes tajékoztatd: http://csikvarip.web.elte.hu/diak_
kutatas.html.

Az alapképzést tovdbbi kétéves szakasz kovet(het)i (mesterképzés vagy ro-
viden MSc), egyetemiinkén a Matematikai Intézet gondozdsdban matematikus, al-
kalmazott matematikus, valamint biztositasi és pénziigyi matematika mesterszakok
indulnak. BSc-t végzett hallgatdink természetesen més (bel- és kiilfoldi) oktatdsi
intézmény programjain is folytathatjak tanulmanyaikat. A mesterszakot végzettek
koziil a legkivdlébbak szdamara biztositjuk a doktori fokozat megszerzésének lehe-
t6ségét (PhD-képzés).

Egyetemiinkén gondosan apolt hagyomany, hogy a ratermett, tehetséges dia-
kok neves professzorok vezetésével bekapcsolédnak a tudoményos kutatasba. A leg-
kivalébb hallgaték matematikai versenyeken is sikerrel szerepelnek, példaul az Egye-
temi Hallgatok Nemzetkozi Matematikaversenyén az elmilt tiz évben kétszer is
az ELTE csapata végzett az élen tobb, mint 70 egyetem csapatanak versenyében —
olyan nagyhirii egyetemeket is megelézve, mint a Yale, a Princeton vagy a Moszkvai
Allami Egyetem.

Matematikatanar-képzés az ELTE TTK-n

Az ELTE Természettudomanyi Karan sok évtizedes multra tekint vissza a ma-
tematika szakos tanarképzés. Az altaldnos és kozépiskoldk részérdl mindig jelentés
igény mutatkozott a nalunk végzett matematikatanarok irant, akik koziil sokan
kiilfoldon is sikeres oktatoi palyat futottak be.

A matematika szakos tandri palyat elsésorban azoknak a kozépiskolds didkok-
nak ajanljuk, akik szaméra 6romet jelent érdekes matematikai feladatokon gondol-
kodni, és jo érzést okoz a megoldasokra masokat is ravezetni, masokkal is megosz-
tani azt az élvezetet, amit a matematika megismerése jelent.

A tanarképzés osztatlan forméban zajlik. A tanarképzésre valé jelentkezés
soran a leendd hallgatéknak egy szakpart kell megjelolni. Az ELTE-n a matematika
szak mellé természettudomanyos szakokon és az informatikan kiviil vélasztani lehet
a bolesész szakok (példaul a magyar, a torténelem vagy a nyelvszakok) koziil is.
A szaktérgyi tanitasi gyakorlatok teljesitésére az ELTE hallgatéinak a legjobb
budapesti iskolakban, kivald vezetGtanarok iranyitasa mellett nyilik lehetoségiik.

Batran allithatjuk tehat, hogy a K6MaL minden olvasdjanak testhezallo kép-
zést tudunk nyujtani az ELTE Matematikai Intézetében. Ha személyesen is sze-
retnél talalkozni leendd oktatéiddal, beszélgetni a mostani egyetemistakkal, akkor
gyere el az ELTE TTK nyilt napjara januar 21-én!
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Fizika alapszak és fizikatanar-képzés az ELTE
TTK Fizikai Intézetében

A vildgon az egyik legizgalmasabb és legszebb feladat a természet kutatdsa,
mitkddésének megértése. A kutatds egy életre szol6 élmény, egy életre sz616 kihivas
és izgalom. Ugyanakkor a hallgatéink olyan nyitottsagot, problémamegoldé készsé-
get is elsajatitanak, amely az élet barmely teriiletén nagyon jél hasznosithaté. Az itt
végzettek kozott kivald, a nemzetkozi élvonalban dolgozé fizikusokat talalunk, de
olyan cégvezetSt is, aki egy patinds Wall Street-i befektetési bank budapesti mate-
matikai modellez6 csoportjat vezeti, vagy példdaul olyan, ma mar az USA-ban é16
vallalkozét, aki az amerikai légieronek szallit folyadékkristaly-kijelzos sisakokat.

A fizika alapképzés mellett intézetiinkben képezziik a fizikatanarok jelent6s ré-
szét. Aki szereti a fizikdt és mar most is szereti tarsait tanitani, ajanljuk figyelmébe
a fizikatandr-képzésiinket!

Hogy miért érdemes a fizika alapszakot valasztani?

e Modern oktatas

A képzésiink tobbszintl és sokoldali. A sokoldalusag abban mutatkozik meg,
hogy a harmadik félévvel kezdédben érdeklédési teriilet szerint specializéciot (fizi-
kus, informatikus fizikus, biofizikus, csillagasz, geofizikus, meteorolégus) lehet va-
lasztani.

A képzés kozos részében a magas szintii fizikai ismereteken tul matemati-
két, elektronikdt és informatikat is oktatunk. Mivel nincs fizikus kisérletek nél-
kiil, az alapvetd fizikai mérési készségeket és magat a kisérletezé szemléletet a fi-
zikai laboratériumi gyakorlatokon lehet elsajatitani. A laborokon a didkok példaul
Raspberry Pi vezérlést hasznalva végzik alapméréseiket, kés6bb pedig olyan érde-
kes fizikai jelenségekkel és berendezésekkel talalkoznak, mint a pozitronemisszids
tomografia, a holografia, a pasztazé elektronmikroszkép vagy éppen a kvantum-
radir. A kurzusok jelentds része két (normal és emelt) szinten végezhetd, melyek
konnyen atjarhatéak. A normal szint biztositja, hogy a nem elit iskolabol érke-
z6, de motivalt hallgatok szdmara is elsajatithato és élvezhet6 legyen a tananyag.
Az emelt szintii érdkon gyorsabb haladast és kiegészito tartalmakat biztositunk.

e Vilagszinvonali kutatasok

A vildgon koriilbeliil 1100 olyan fizikai intézet van, amelyet rangsorolnak
(Sanghaj rangsor), és ez mar egy valogatott tdrsasdg. Ebben intézetiink a 100—
150. hely kozott van, kozel a felsé 10%-hoz. fgy batran allithatjuk, hogy az ELTE
TTK Fizikai Intézet nemzetkozi viszonylatban is kiemelkedd hely a fizika tanuld-
sdra. Az Osszes magyar intézet koziil itt a legszélesebb a valasztéka azoknak a te-
riileteknek, amelyeket oktatunk és kutatunk. A fizika legmodernebb, legizgalma-
sabb teriileteivel foglalkozunk: a gravitaciés hullamok kutatasatol a részecske- és
biofizikan keresztiil az asztrofizikaig, a nanotechnolégidig és a kvantumszamitogé-
pekig mindent lefediink, ami ma érdekes a fizikdban. Koriilbeliil szaz oktaténkkal
és kutatonkkal, valamint didkjainkkal nagyon sok nemzetkozi egyiittmiikodésben
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vesziink részt. A kutatds irdnt is érdekl6d6 didkok szamdra bejaratott 1t vezet
a tudoméanyos diakkori projektek felé. A diakkori kutatémunkédk kivals alapot ad-
nak a kiilfoldi egyetemeken torténé mesterképzésben vagy doktori iskolaban torténo
tovabbtanulasra. Az ELTE TTK-n foly¢ fizikai témaju kutatasok sok esetben vildg-
szinvonali kutatohelyekkel torténd egytittmiikodésben valésulnak meg. Didkjaink
eljuthatnak a svijci CERN részecskefizikai kutatécentrumba, vagy a LIGO ameri-
kai gravitdacioshullam-detektor eredményeit elemezhetik.

e Kitiin6 elhelyezkedési lehetoségek
A fizika targy tuddsa, a felsd szintii matematika és a programozasi ismeretek,
amit a fizika alapszakokon el lehet sajatitani, szdmos munkahelyen ad lehet&séget
a karrier épitésére. A fizika szakon végzetteket nemcsak a kutatéintézetekben,
egyetemeken varjak, hanem példaul a pénziigyekkel, informatikaval, tavkozléssel,
mérnoki vagy orvostudomanyokkal foglalkozé cégek is szivesen alkalmazzak Oket.

e Hallgatoi élet

Az ELTE TTK hallgatéi élete vidam és szerteagazd. A Magyar Fizikus Hall-
gatok Egyesiilete szamos programot szervez a hallgatéinknak. Kiilfoldi diakkon-
ferencidkon vagy cseregyakorlatokon lehet részt venni, szabadidés programok és
a fizika tdrgyakban felkészité programok szerepelnek a palettéan. A fizika szakokhoz
jOl szervezett mentorprogram tarsul. Minden évfolyamon tobb kiképzett mentor
segit a targyak felvétele koriili kérdésekben, az optimalis egyetemi stratégidk meg-
talaldasdban, és dtadjak a felsébb éves didkok &ltal Osszegytijtott tapasztalatokat.

A fizika szak nem ér véget a BSc-fokozat megszerzésével. Az ELTE TTK Fi-
zikai Intézetében 5 kétéves mesterképzési (MSc) szakra lehet jelentkezni: fizikus,
geofizikus, csillagasz, meteorolégus, anyagtudomany. A fizikus mesterin beliil a ku-
tatofizikus, biofizikus, kornyezetfizikus, tudoményos adatanalitika és modellezés (ez
utébbi tobbek kozott napjaink ,forrd” téméajaval, az oridsi adathalmazokon végzett
kutatasokkal, a ,big data”val foglalkozik). A képzés harmadik szintje az intézetben
a négyéves doktori iskola (PhD-fokozat).

Hogy miért érdemes fizikatanar szakot valasztani?

e 2022-t6] G4j rendszerti, 5 éves osztatlan képzés
2022 szeptemberében indul az \j rendszerti fizikatanar-képzés. Az 14j rend-
szerben a képzési id6 5 év, melynek teljes utolsé féléve egy iskolai gyakorlat, de
lényegében minden félévben lesz tanitasi gyakorlat. Az ELTE harom gyakorléisko-
l4ja kivalo terep a tandri szakma komplex elsajatitasara. A szakmai és modszertani
targyakat az intézet kitind kutatdi-oktatdi és a legjobb kozépiskolai tandrok tart-
jak. A fizika szak mellé az ELTE szinte barmilyen szakpart indit, igy konnyl masik
szakot valasztani.
e A tanari palya szépségei
Napjainkban a fizikatanar egy hidnyszakma, ezért biztos elhelyezkedést jelent
azok szamara, akik szeretnének ezen a tarsadalmilag is fontos palyan elhelyezkedni.
Gyakorlatilag a 4. évtol hallgatéink jelent6s hdnyada rész-, vagy féallasban tanit.
Nagy elénye a palyanak, hogy a tandr nincs kitéve a piac szeszélyeinek, a ver-
senyszféra visszassdgainak. A tandri munka a csaladi élettel jél osszehangolhatd
munkabeosztdst (nyari sziinet, iinnepek stb.) jelent. Kreativ és véltozatos allds,
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mely folyamatosan fiatalon tart. A pedagdgus elémeneteli rendszer és bérezés meg-
ismeréséhez érdemes attekinteni a ,pedagogus életpalyamodell”-t!
e Hallgatdi élet

A Klebelsberg Képzési Osztond{j Program keretében egyetemistaként félévente
akar 375000 Ft-ot lehet kapni, mely tobb kiilonféle 6sztondijjal is kiegészithetd.
Fontos megemliteni, hogy lehetéség van oktatassal kapcsolatos kutatasokba valé
becsatlakozasra és doktori tanulményok folytatasdra a Fizika Tanitdsa Doktori
Program keretében. Tanarszakos hallgatok elémenetelét mentorok segitik.

A képzések részleteirél az intézet honlapjan (https://physics.elte.hu)
lehet tovédbbi informéacidkat szerezni, vagy érdemes ellatogatni nyilt napunkra
(https://ttk.elte.hu/nyiltnap2022).

A kupingarol*

Egy ¢ hosszuségn, kénnyti (elhanyagolhaté tomegii), vékony (de merev) péalca
egyik végére egy m tomegi, kicsiny testet erdsitiink. A palca masik végét vizszin-
tes tengellyel latjuk el. Ily médon egy matematikai ingdnak tekinthet6é rendszert
kapunk, amelynek a palca fiiggoleges allasandl van stabil egyensulyi helyzete, innen

kicsit kimozditva
Y4
T =2y —
g

lengésideji harmonikus rezgémozgést végezhet.
Vajon mi torténik, ha a pélca fels6 végénél 1évo
vizszintes tengelyt — egy fiiggéleges rud és egy ken-

Kcosa
gyel segitségével — adott w szogsebességgel egyenle-
tesen forgatjuk (1. dbra)? Az inga — w nagysdgatol
fliggd mértékben — valamekkora szogben kitériil, és
(dllanddsult allapotban) a palca egy kip paldstja
mentén mozog. Emiatt ezt az elrendezést kupinga- mg

nak is szoktdk nevezni.

Vizsgéljuk meg a kipinga mozgdsdt, és hatd- 1. dbra

rozzuk meg, hogy miként fiigg a pélca kitériillésének o szoge az w szogsebességtol!
Az ingatestre két erd hat: az mg nehézségi erd, és a palca altal kifejtett, a palcdval
megegyezd iranyu K ero.

Megjegyzés. Egy palca (rid) éltaldban nem csak pélca irdnyu er6t képes kifejteni.
(Példaul egy vizszintes helyzeti mérleghinta ki tudja egyensilyozni a végén iil6 gyerekre

* A cikk megtaldlhaté honlapunkon, a fizika cikkek ,,Ami a tankényvekbdl kimaradt,
de a versenyzoknek hasznos lehet” részében:
https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml.
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haté nehézségi erét.) Esetiinkben a palca végeinél haté erének azért kell a pédlca irdnydba
mutatnia, mert a palca tomege elhanyagolhato, tehat a palca fonalként , viselkedik”.

Az erdk fiiggbleges komponensei kiegyenlitik egymdst, a K erd vizszintes 6ssze-
tevdje biztositja a centripetdlis gyorsulast. Ez egyenletekben kifejezve:

(1) K cosa = myg,

(2) K sina = mw?r.

A korpélya sugarét a palca hosszédval és az o szoggel kifejezve r = £sin a. Ezt irjuk
be a (2) egyenletbe, igy az egyenletrendszer a kovetkezd alakot 6lti:

K cosa = mg,

K sina = mw?sin a.

Az egyenletrendszernek az egyik nyilvdnvald (trividlis) megolddsa: a = 0, a ma-
sik megoldas:

cosa = ——.
lw?

Az els6 megoldas azt jelenti, hogy ha forgatni kezdjiik az inga tengelyét, akkor
az mindig lehetséges, hogy az inga mindvégig fiiggéleges helyzetben 16g. A ma-
sik megoldds csak akkor lehetséges, ha cosa = gw% < 1. Ez akkor nem teljesiil, ha

az w szogsebesség viszonylag alacsony. Ha a forgds szogsebessége w < \/% , az inga

mindenképpen fiiggblegesen fog 16gni. (A szogsebesség kiiszobértéke éppen a forga-
tas nélkiili matematikai inga lengésidejéhez tartozé 27 /T ,szdgsebesség”.)

Ha az inga szogsebessége a kiiszobérték folé novekszik, az inga forgasa az

Q= arccos ;=5
szog mellett lesz stabil, az a = 0-nak megfelel6 megoldds pedig — mint latni fogjuk —
instabilla valik.

A stabilitas vizsgalata

A palcaval egyiitt forgd koordindta-rendszerbol nézve az inga nehezéke moz-
dulatlan, egyensulyi dllapotban van. Azt, hogy az egyensily stabil vagy instabil,
a potencialis energiat megadé fiiggvény vizsgalatdaval donthetjiik el. A stabil egyen-
suly a minimadlis helyzeti energidji helyzetben valésul meg, az instabil helyzetre
pedig az energia lokalis maximuma jellemz6.

Az ingatest megemelkedése miatt a nehézségi erébol szarmazo helyzeti energia-
ja (ha ennek a 0-szintjét az inga fiiggbleges helyzetéhez vélasztjuk —lasd a 2. dbrdt):

E; = mgl(1 — cosa).

Az inga forgdsdbdl is szarmazik egyfajta ,helyzeti” energia. Ennek feltérképe-
zéséhez vizsgaljuk meg, mennyi munkat kell végezniink, ha a mar forgasban 1évé
ingét a fiiggbleges helyzetbdl lassan az « szoggel jellemzett helyzetbe hozzuk.
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L cosa

Ah=/{(1-cosa)

Ahhoz, hogy a tengelytdl r tavolsdgban (a forgd rendszerbdl nézve) egyensiily-
ban tartsuk az ingatestet, allandé

F(r) = mw?r

erovel kell a tengely felé hiznunk. Ez az erd az r tavolsaggal egyenesen ardnyos, ira-
nya pedig ellentétes az elmozdulas iranyaval. Az altalunk végzett munka az atlagos
er6 és az elmozdulas szorzata:

2

7mw2r o, L ?r? L 202 sin? .

W= ~Fatlagos -7 = == T = —gmwrT = —omw

(A negativ elgjel arra utal, hogy az F' erd ellentétes irdnyt az r elmozdulédssal.)

Ahhoz, hogy visszahtizzuk az ingatestet a tengelyhez, +%mw2€2 sin? o munkat
kell végezniink. (Ha 6vatosan elengedjiik az ingatestet, ugyanekkora munkat nyer-
hetiink vissza, amig r tavolsdgra jut az ingatest a tengelytél.) Elmondhatjuk tehdt,
hogy az ingatestnek a tengelytdl r tavolsdgban a forgas kovetkeztében

1 262

by = — 5w

sin? o

helyzeti energidja van.
Az ingatest fiiggoleges és vizszintes helyzetébol fakadd potencidlis energidjanak
Osszege:

1
E(a) =FE1+ By =W =mgl(l — cosa) — imw2£2 sin? o,

2

amit a sin® o = 1 — cos? a azonossdg felhasznaldsaval igy is felirhatunk:

E(a) = —mw’l? 22,

1
5 cos® av — mgl cos oo + mgl — 5w

Ez a kifejezés o = cos a-ra mésodfokd: E(x) = ax? + bz + x alak, és fontos szem
el6tt tartanunk, hogy a fiiggvény csak a (0; 1] intervallumon van értelmezve, hiszen
egy —90° < a < 90° sz0g koszinusza ebbe a tartoményba eshet. A fiiggvény képe
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egy pozitiv irdnyba eltolt parabola ive. Ezért a masodfoku fiiggvény minimuma

vagy az

b —mgl g
rTop=-="-——FT= —
0 2a 2. %mw2£2 €W2

értéknél, vagy pedig, ha ez az érték kiesik az értelmezési tartomanybol, akkor
az értelmezési tartomdny hatérdndl (z = 1) van.

T = COS«x

3. dbra

Ha z¢ < 1, vagyis az értelmezési tartomdnyon belil van (3a. dbra), létezik
olyan «q sz0g, amelyre xo = cosay = EUJLQ. Ttt tehdt stabil egyensilyt (S) taldlunk.
x = 1-nél (o = 0-ndl), ami pedig energiamaximum, instabil (I) egyensily van. Ha
xg > 1, akkor a méasodfoku kifejezést abrazolé parabola csicsa az értelmezési tar-
toményon kiviilre esik (38b. dbra), ezért E(x) minimuma x = 1-hez kerill, tehdt ez
valik stabil egyensiilly4.

E(a) E(a)

4. dbra
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A fent leirtak jol latszanak, ha az energiat kozvetleniil az « szog fiiggvényében
abrézoljuk (4. dbra).
Abrézoljuk az inga egyenstlyi helyzeteit jellemz0 o szoget az w szogsebesség

figgvényében! Egy koszinuszértékhez két szog tartozik, melyek egymaés ellentettjei
(5. dbra).

900 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,S,TAB,I,]:‘

STABIL INSTABIL

STABIL

5. dbra

Lathato, hogy egy darabig csak a fligg6leges helyzet stabil, majd egy wy
értéknél ez a helyzet instabilla valik, és megjelenik két masik stabil egyensilyi
helyzet. A stabil allapot hirtelen kétszerezodését, két agra szakadasat bifurkdcionak
nevezik.

Megjegyzések. 1. Erdekesség7 hogy a bifurkécié kezdépontjaban, vagyis az wp értéknél
a fliggvény grafjanak meredeksége végtelen, vagyis az érinté ,fliggbleges”.

2. A stabilitas vizsgalatat dinamikailag is el lehet végezni, ami a jelen esetben sokkal
egyszeriibb, mint az energetikai vizsgalat, de ennek a cikknek az egyik célja az volt, hogy
bemutassa az energetikai megfontolds lehet&ségét.

3. A cikkben lefrtakhoz hasonlé probléméaval foglalkozik a 2021-2022-es tanévi fizika
OKTV 1. forduléjén az I. kategéria 1. feladata is.

Baranyai Klara
Veresegyhdaz

Mérési feladatok megoldasa

M. 403. A kereskedelemben kaphatd néhdany szemesés anyag esetében (pl.: len-
cse, rizs, tarhonya stb.) méréssel hatdrozzuk meg, hogy tdroldsi térfogatuk hdny
szdzaléka levegd!

(6 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
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Megoldas. Kétféle technikdval és harom kiilonb6z6 anyaggal dsszesen négy mé-
rést végeztiink. Elészor a vizsgdlando szemcsés anyagot egy jol meghatarozott szin-
tig mérépoharba toltottiik, majd a tovabbiakban kétféle modszert alkalmaztunk.

1. Vizes mddszer. A szemcsés anyaggal megtoltott méropoharat feltoltjik viz-
zel, addig, hogy épphogy ellepje az anyagot. Ekézben konyhai mérleggel mérjiik
a betoltott viz tomegét, amelybdl kiszamithatjuk a keresett térfogatot.

II. Lisztes modszer. A mérépoharbdl atontjilkk az anyagot egy masik talba,
majd osszekeverjiik liszttel, gy, hogy egy toémor massza legyen. (Feltételezziik,
hogy a massza mar nem tartalmaz szamottevé mennyiségi levegdt, mert a szemcsék
kozotti tiregeket a liszt tolti ki.) Ezutdn visszadntjiik a keveréket a mérépohérba,
és megnézziik, most most milyen térfogati. Ezt kovetéen az anyagot és a lisztet
szétvalasztjuk szitdval, és a liszt térfogatat megmérjiik a méropohdr segitségével.
Ha a liszt térfogatanak és a szemcsés anyag kezdeti térfogatanak dsszegébdl levonjuk
a lisztes keverék térfogatat, megkapjuk a szemcsék kozotti levegd térfogatat.

1. mérés. 100 ml sargaborsét a vizes technikaval felontiink vizzel. A viz térfo-
gata 25 ml, igy a keresett levegé térfogata is 25 ml.

2. mérés. 100 ml sargaborsot a lisztes technikaval Osszevegyitiink liszttel.
Egyiittes térfogatuk a mérés utan 150 ml, a liszt térfogata 6nmagaban 70 ml. A liszt
és a sargaborsé egyiittes térfogatdbdl levonjuk az Oszegyurt borséd-liszt keverék
térfogatat, az eredmény: 70 4 100 — 100 = 20, tehat a keresett levegd térfogata
20 ml.

3. mérés. 200 ml mungébabot mérlegen felontiink vizzel. A viz témege 62 g,
térfogata 62 ml, tehat a levego térfogata is ennyi.
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4. mérés. Megismételjitkk a 3. mérést 1ij, eddig nem hasznalt mungébabbal.
A viz betoltése utan a mérleg 63 g-mal tobbet mutat, mint kordbban, tehat 63 ml
volt a babszemek kozotti levego térfogata.

Mérések

anyagok | technika | a szemcsés anyag | a levegd | a levegd
kezdeti térfogata | térfogata | ardnya

sargaborsd | vizzel 100 ml 25 ml 25%
sdrgaborsd | liszttel 100 ml 20 ml 20%
mungdbab vizzel 200 ml 62 ml 31%
mungdbab vizzel 200 ml 63 ml 31,5%

A mérési hibak lehetséges okai:
— a mérépohar jelzésének pontatlan leolvaséasa;
— a szemcsés anyagbdl nem tudunk sik feliiletet kialakitani a mérépohar adott
jelzésénél,
— az attoltogetésnél fellépo ,,melléontések”;
— a mért anyag vizfelvétele;
— a viz parolgasa;
— a liszt szemcseméretébol addédo nem teljes térkitoltés;
— a liszt egy része ratapad a méropoharra, a vizsgalt anyag szemcséire, a szitara
és egyéb talakra;
— a liszt atontetésénél megfigyelhetd porzas.
(A felsorolt hibaforrdsokbdl nehéz lenne szémszer(i hibabecslést adni.)
Dézsa Levente (Obudai Arpad Gimn., 11. évf.) és
Szalai Henrietta (Obudai Arpad Gimn., 11. évf.)
méropar dolgozata alapjan

6 dolgozat érkezett. Helyes 5 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1 dolgozat.

M. 405. Mérjik meg eqy keverdcsaptelep vizhozamdt elészor gy, hogy a csapbol
hideg viz folyjék, majd ugy is, ha forrd viz folyik a csapbdl! Mérjik meg a hideg és
a forro viz hdmérsékletét is. Végil mérjik meg a csaptelep vizhozamdt langyos viz
esetében is, és szamilsuk ki, hogy a langyos vizhozam hdnyad részét adja a hideg
viz, illetve hanyad részét adja a forrd viz!

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

Megoldas.

1. A felhaszndlt eszkézok
— kétliteres méréedény,

— fiirdészobai csap,

— stopperéra,

— maghoméro.
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2. A mérés elve és menete

A mérés sordn a csapot teljesen megnyitva elészor hideg, majd forrd, ezutan
pedig langyos vizzel teletoltjik a V =2 dm®-es méréedényt, mikozben mérjiik
az id6t. Miutan az edény megtelt, megmérjiik a viz homérsékletét a maghémérsovel.
Ezt minden esetben haromszor végezziik el, majd az eredményeket tablazatba
foglaljuk és kiszamitjuk a kért adatokat.

3. Mérési eredmények és szamolds

A vizhozam:

A vizhozam:

50

Hideg viz
mérések | id6 [s] | hémérséklet [°C]
1. 12,6 24,0
2. 12,7 23,4
3. 13,1 22,9
atlag 12,8 23,4
V. 20dm® dm®
i = =" " 71 _—
Cniges = 3 = " gy = 016 =

Forré viz

mérések | id6 [s] | hémérséklet [°C]
1. 13,4 44,2
2. 13,3 453
3. 13,6 45.4
atlag 13,4 45,0
3 3
Qforré - ‘t/ = Qig)’im = 0,15 dﬂ
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Langyos viz

mérések | id6 [s] | hémérséklet [°C]
1. 10,5 29.9
2. 9.8 30,4
3. 10,2 31,6
atlag | 10,2 30,6
A vizhozam:
V20 dm?® dm?

an, oszifizoazo - -
Qrangy t  102s s

Jeloljiik a langyos viz eredetileg forré osszetevéjének tomegét miop6-val, az ere-
detileg hideg OsszetevOjének tomegét pedig mupjqeg-gel. A kalorimetrikus egyenlet
szerint

CMhideg (ﬂangyos - Thideg) = CMforré (Tforrc’) - ﬂangyos);

ahonnan a keresett tomegarany:

Mhideg Ttorrs — T‘langyos o 4570 - 30,6 o
Mforrs ﬂangyos - Thideg 30,6 — 2374

2,0.

Eszerint (az adott csapdlldsndl) a langyos vizhozam 67%-4t adta a hideg viz, 33%-4t
pedig a forrd viz.

Jeszendi Sdra (Kecskemét, Katona J. Gimn., 10. évf.)

6 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 2 megoldds. Hidnyos (4 pont) 3, nem értékelhetd
1 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5337. Pdrhuzamos palydkon dllando sebességgel kizlekedik két tehervonat.
Ellentétes iranyban haladva 20 s alatt, azonos iranyban haladva pedig 60 s alatt
haladnak el eqgymdas mellett. Egy 600 m hosszu hidon az egyik szerelvény 40 s alatt,
a mdastk 100 s alatt halad dt.

Hatdrozzuk meg a szerelvények hosszat és sebességét!
(4 pont) Kozli: Székely Gydorgy, Budapest
Megoldas. Legyen az els6 szerelvény hossza £y, sebességének nagysdga vq,

a masik szerelvény hossza fo, sebességének nagysdga pedig vo. A 600 m hosszisagi
hidon athaladva annyival tobb utat kell megtenniiik a hid hosszéandl, amekkora
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a sajdt hosszisiaguk. Ha a sebességeket m/s, az id6t mésodperc, a tévolsdgokat
pedig méter egységekben mérjiik, akkor a kovetkezdk teljesiilnek:

(1) l1 + 600 = 40 vy,

(2) {5 4 600 = 100 v,.

Ha a két szerelvény egymassal szemben halad el, a mozdonyok elejének taldlkoza-
sakor a vonatok végei 1 + {5 tavolsagra vannak egymastol. Ezek a ,vonatvégek”

v1 + vg sebességgel kozelednek egymashoz és 20 masodperc mulva taldlkoznak, fel-
irhaté tehat a kovetkezd Osszefiiggés:

(3) {1+ €y =20 (Ul + UQ).
Az (1)—(3) egyenletekbdl ¢1-et, lo-t és vi-et kifejezhetjiik vo segitségével:

(4) v = 60 — 4’[)2, £1 = 1800 — 160 (%) és 162 =100 Vo — 600.

Amikor a vonatok azonos irdanyban haladnak, a szerelvények talalkozdsakor
az elol haladé szerelvény mozdonyanak eleje és a hatul haladd szerelvény vége
01 + U5 tévolsdgra van egymdastol. Ezek a pontok most |v; — vs| sebességgel koze-
lednek egymaéashoz és 60 masodperc mulva talalkoznak. Fenndll tehat, hogy

(5) /1 +€2=60|’U1—U2|.

Ha (5)-ben minden ismeretlen helyére a wva-t tartalmazoé kifejezést helyettesitjiik
be, a kovetkezot kapjuk:

(6) 20—’02:|60—5’U2|.

A tovabbiakban két lehetéséget vizsgalunk. Amennyiben 60 > 5vy, vagyis
vg < 12, akkor (6) szerint

20 — v9 = 60 — 5vo, vagyis vy = 10,

tovédbbd (4)-bdl a vy = 20, £1 = 200 és ¢5 = 400 eredmény adédik. Ha 60 — 5vg nega-
tiv, akkor (6)-bdl 20 — ve = 5vy — 60, vagyis vy = 4—3? kovetkezik. Ehhez a sebesség-

hez ¢ = —% < 0 vonathossz tartozna, ami nyilvan lehetetlen, emiatt a 60 < 5wvo
lehet6séget ki kell zarnunk.

A feladat megoldasa tehat az, hogy az egyik szerelvény hossza ¢; = 200 m
és v1 =20 % =72 kTm sebességgel halad, a masik tehervonat hossza f» = 400 m,

sebessége pedig vy = 10 % =36 kTm
Egyhdzi Hanna (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 12. évf.)

104 dolgozat érkezett. Helyes 72 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 12, hidnyos
(1-2 pont) 18, hibds 2 dolgozat.
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P. 5339. Vizszintes, surloddsmentes feliileten egy
L = 0,6 m hosszusdgu, elhanyolhato tomegt, vékony rid fek-
szik. A rud végpontjaihoz elhanyagolhato tomegil, feszes fona-
lakkal m = 0,2 kg és M = 0,8 kg tomegi testeket rogzitettink.
A fonalak merélegesek a ridra. Eqy adott pillanatban a rid
kozéppontjdra a vizszintes felilettel parhuzamos, a ridra me-
réleges, F' = 8 N nagysdagu erdt fejtink ki.

a) Hatdrozzuk meg a kezddpillanatban a rid kézéppont-
janak gyorsuldsdat!

b) A rid melyik pontjdra kellene kifejteni ezt az F' erdt, hogy a testek gyorsuldsa

azonos legyen? Mekkora erdk ébrednek ekkor a fonalakban?

(4 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs

Megoldas. a) Ha a rid tomege (és igy a tehetetlenségi nyomatéka is) elhanya-
golhatd, akkor a kezdo6pillanatban a ridra haté erék ereddje, és a forgatéonyomaté-

kok ereddje is nulla kell hogy legyen (1. dbra):

L L
F:F1+F2, illetve Fla :F2§,
ahonnan
F
I =F = 3= 4N
kovetkezik.
A rud végeihez rogzitett testek gyorsulasa:
F1 4 N 5 m
Q] = — = = —
""" M 08kg g2’
illetve
F 4N
ag — — = ey

= =2 .
m 0,2 kg s2

A rid K geometriai kozéppontjénak (ami nem egyezik meg a rendszer témegko-

zéppontjival) a gyorsuldsa az ay és ag gyorsulds szdmtani kozepe:

ax = =125 —

1. dbra 2. dbra
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b) Egy alkalmasan vélasztott T pontban hat6 F' er6 hatdséra a rid nem fordul
el, tehédt az egész rendszer a gyorsuldssal mozog (2. dbra).

Ilyenkor
Fi = Ma és F> = ma,

vagyis

A_M_,

F2 m
tovabba

Fi+F,=F=8N,

tehat

F1 :6,4N és F2:1,6 N.
A T pont helyét a forgatényomatékok egyensulyabol kapjuk meg:
BT F
AT B, 7
masrészt AT + BT = AB = 60 cm, ahonnan AT = 12 ¢cm és BT = 48 cm.
Juhdsz-Molndr Erik (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)

43 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 1, hidnyos
(1-2 pont) 29, hibds 3 dolgozat.

P. 5344. Egyenlé szdri hdromszog keresztmet-

szetl prizma torészoge 40°, anyagdanak torésmuta-

toja 1,6. Mekkora o beesési sziggel érkezik a fénysu- A
gar az eqyik oldallaphoz, ha ez a fénysugdr a prizmd-

ban az alappal parhuzamosan halad tovabb? Mekkora -

n torésmutatoja van annak az ivegnek, amibol ké- !

sziilt hasdbot a prizma mdsik oldaldhoz illesztve a té-

rési sz6g az &bra szerint o /27

(4 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunaijvaros

Megoldas. Az dbrdn lathaté jeloléseket
haszndlva (és a levegd abszolit torésmuta-
pithatjuk, hogy 8 = v = 20°, tovabba a to-
rési torvény szerint

sin « sin «

= =16
sinff sin20° Y

ahonnan

sin v = 0,547, tehét o = 33,2°.
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A prizmabdl az iiveghasabba 1épd fényre a torési torvény igy irhato:

sin 7y _ sin 20° 190 = pro = Mhasab N
sin(a/2)  sin16,6° ' Y roma 1,67

ahonnan a hasab anyaganak abszolit torésmutatoja:

n=16-12=1092.

Elekes Dorottya (Budapest, Fasori Evangélikus Gimn., 9. évf.)

55 dolgozat érkezett. Helyes 37 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos
(1-2 pont) 13, hibds 1 dolgozat.

P. 5345. Vékony csdbdl két R su-
gart negyedkort készitink, majd egy-
egy r sugari, o széggel ,hidnyos” fél-
korivet csatlakoztatunk hozzdjuk, végil
az egész elrendezést az abran ldthato
maodon eqy fiiggoleges siklaphoz erdsit-
jik. Az A pontbdl kezdbsebesség nélkiil
beejtiink eqy kis golydt a csébe. A golyo B
az AB és a BC koriven végigesuszik,

a C és a D pont kozdtt szabadon esik (ferde hajitds szerint mozog), majd a DB és
BE kériven csuszik tovabb. (A sirlddast és a légellendllast figyelmen kivil hagyhat-

Juk.)

a) Mekkora az o szdg, ha % = g?

b) Vizsgdljuk meg, hogy kiilonbizd % ardnyokndl mekkora o s269 (vagy szégek)
esetében valdsulhat meg a leirt mozgas!

(6 pont) Romdniai versenyfeladat nyomdn

Megoldas. Hatarozzuk meg, hogy egy adott « szognél mekkora v sebességgel
kell rendelkezzen a golyé a C' pontban, hogy éppen eljusson a D pontig. (Ha ez
megtorténik, akkor — az elrendezés szimmetridja miatt — a D pontbeli sebességé-
nek irdnya is megfelel6 lesz.) A v sebesség ismeretében — az energiamegmaradds
torvényét alkalmazva — meg tudjuk mondani, hogy milyen magasrol indult a kis
golyd, vagyis hogy mekkora az R sugir nagysdga. (Ha gondolatban megnoveljiik
a v sebességet, akkor a goly6 tul fog repiilni a D ponton, ha pedig csokkentjiik, ak-
kor nem fog elrepiilni odéig, tehat az « sz6gbol egyértelmien meg tudjuk mondani
a v sebességet, majd abbdl a mozgds kezd6pontjanak magassagéat.)

Legyen a C és D pont kozotti ferde hajitdas mozgdsanak idétartama ¢. A viz-
szintes iranyu elmozdulédsra

(1) 2rsina =vcosa - t,

a fligglleges iranyu mozgasra pedig

(2) % =vsina
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teljesiil. Az (1) és (2) egyenlet szorzatabdl
gtrsina = v*tsina - cosa

adédik. Mivel a tényleges ferde hajitasndl ¢t # 0 és « # 0, ¢ sin a-val egyszertiisithe-
tiink:

rg
3 2 = 5
®) YT Cosa

ami — az energiamegmaradas torvénye szerint — annyit jelent, hogy az A és C pontok

magassaganak kiilonbsége

’02 r

h=—= .
29  2cosa

Maésrészt igaz, hogy
R=r+rcosa+ h,

tehat

R
4 ——1= .
) r COsonr2cosa

Szorozzuk meg (4)-et \/2-vel, és vezessiik be az

R
=12 ( — 1) , illetve b=+?2 cosa

r

jeloléseket. Ezekkel

vagyis
(5) b —ab+1=0,
aminek megoldasa:

rEVa? -4

(6) bia = 5
Latjuk, hogy a feladatnak csak = > 2, vagyis g > 1+ /2 esetén lehet fizikailag
realis megoldasa.
R 5 _ 3 .
a) Ha ¢ = 3, akkor z = 7 tehat
b 3+1
1,2 — 2\/53
vagyis
1
cosay =1 és COS (v = 3
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és ennek megfeleléen
a; = 0°, illetve s = 60°.

Az els6 ,megoldas” nem felel meg tényleges hajitasnak, azt elvethetjiik.

b) Legyen most % tetszoleges, és vizsgaljuk meg a leirt mozgasnak megfeleld
« sz0g lehetséges értékeinek szamat.

(i) A (6) Osszefiiggés azt mutatja, hogy £ < 1+ /2 esetén « egyetlen értéke
sem megfeleld, vagyis a feladatnak nincs megoldéasa.

(it) Amennyiben 7 > 14 /2, a feladatnak lehet megoldasa, esetleg tibb is.
A legkisebb, valos megoldésra vezeté z = 2 értéknél, vagyis a széba johetd legkisebb
R/r ardnyndl (6) szerint

1
by =by =1, cos = — o = 45°.

V2’
Ezek szerint % =14 /2 esetén egyetlen o szognél valésulhat meg a leirt mozgés.

(7i7) Ha % > 1+ /2, akkor (6)-nak két kiilonboz6 megoldésa van. Ezek csak

akkor felelnek meg fizikailag értelmezhet o szogeknek, ha cosa < 1, vagyis b < v/2.
Ez a masodfokui egyenlet kisebbik gyokére biztosan teljesiil, hiszen (a gyokok és
az egyiitthatdk oOsszefiiggése szerint) biby = 1, azaz a kisebbik gyok nem lehet
nagyobb 1-nél. A feladatnak ebben az R/r tartomdnyban legaldbb egy megolddsa
van.

Két kiilonboz6 o szoget akkor kapunk, ha (6) nagyobbik gyoke v/2-nél kisebb:

1’+\/ﬁ \[

vagyis

Va2 —4 <22 -z, azaz x2—4<(2\/§—m)2:x2—4\/§x+8.

vagyis

Rl
AN
| Ot

- 3
V2
esetén teljesiil.

Ha tehdt 14+v2 < £ < =, akkor két kiilonbo6z6, E > g esetben pedig csak egy
megoldasunk van.

Fey Ddvid (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

53 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldds. Kicsit hidnyos (5 pont) 3, hidnyos
(1-2 pont) 29, hibds 2 dolgozat.
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Fizikabol kitlizott feladatok

M. 410. Ha egy kis méretii, er6s méagnes és egy vizszintes helyzetii gemkapocs
kozé egy kartyalapot helyeziink, akkor a kartyandl fogva még fel tudjuk emelni
a gemkapcsot. Mérjiik meg, hdny darab egymadsra rakott kartyalap kell ahhoz,
hogy mér ne tudjuk felemelni a gemkapcsot! Mekkora ezen egymédsra helyezett
lapok vastagsdga? Csatlakoztassunk egymashoz két ugyanolyan kis magnest, és
vizsgaljuk meg, hany kartyalap sziikséges ahhoz, hogy a gemkapcsot mar ne tudjuk
felemelni!

(6 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest

G. 765. A képsorozat mind a 11 felvétele ugyanarrdl a helyrdl késziilt, a fény-
képezogépet mindig a Nap felé forditottak. A képek id6érendben balrdl jobbra ké-
sziiltek. Mennyi id6t mutatott az ora, amikor a Nap képe legkozelebb volt a hori-
zonthoz? Milyen égtdj felé fordult a kamera, amikor a Nap a legalacsonyabban jart
az égen? Hol és milyen évszakban késziilt a képsorozat?

G. 766. A fizika leghiresebb képlete a tomeg és az energia egyenértékiiségét
kifejezé E = mc? Osszefiiggés, ahol E az energia, m a témeg és ¢ a vdkuumbe-
li fénysebesség. Ennek felhasznaldsaval becsiiljitk meg, hogy sajat mobiltelefonunk
mennyivel nehezebb teljesen feltoltott akkumuldtorral ahhoz képest, mintha az ak-
kumulator teljesen lemeriilt dllapotban lenne!

(3 pont)

G. 767. Az Esthajnalcsillag (valdjaban a Vénusz bolygd) egy ideig esténként
latszik, azutan egy ideig csak hajnalonként lathaté. Mennyi ennek a véltozasnak
a periédusideje?

(4 pont) Kozli: Rakovszky Andords, Budapest
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G. 768. Szdz égébdl allo, sorosan kapcsolt kardcsonyfa-fiizér egyik volframsza-
las izzéjanak aram-fesziiltség Osszefiiggését lathatjuk az dabrdan.
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a) A grafikon alapjan édllapitsuk meg, hogy @sszesen mekkora elektromos tel-
jesitményt vesz fel a teljes flizér, ha 230 V fesziiltségre kapcsoljuk!

b) Mekkora lesz a teljes felvett teljesitmény, ha csak tiz, sorosan kapcsolt ég&bol
allo fiizért kotiink 230 V-ra?

Megjegyzés: A méasodik esetben az égék viszonylag rovid idé milva kiégnek.

(4 pont)

P. 5373. A 7,3 km vonalhosszusdgu M4-es metrévonal Kelenfold vasutallomast
és a Keleti palyaudvart koti ossze, mikdzben tovabbi 8 dllomast érint. A szerel-
vények allandé 1,0 m/ s gyorsuldssal hagyjék el az allomasokat, és fékezésnél is
ekkora lassuldssal dllnak meg. Az dllomédsok kozott a maximalis haladési sebesség
80 km/h. A megéllékban az utascsere atlagos ideje 0,5 perc.

a) Mennyi ideig tart, amig az dllomdsrdl indulva a szerelvény eléri az utazési
sebességét? Mekkora utat tesz meg ezalatt?

b) A szerelvény egy utja sordn mennyi ideig halad a 80 km/h-s utazésebessé-
gével?

¢) Mennyi az M4-es metr6 menetideje a két végallomés kozott, azaz mennyi id6
telik el a szerelvény kelenfoldi elindulasa és Keleti palyaudvari megérkezése kozott?

(4 pont) Tarjin Imre Orszagos Emlékverseny, Szolnok
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P. 5374. A képen egy sorozatlove, rugos
jatékpuska lathaté, ami hat darab, vékony,
henger alaku szivacslovedéket képes kiloni.
Minden egyes 16vés elétt a fekete csiszkat
jobbra el kell huzni {itkozésig, nagyjabol
10 cm-re. A puska felhtzdsdhoz sziikséges
maximélis erérél egy digitalis testsilymér-
leg segitségével azt talaltuk, hogy ez az erd
6,6 kg-os tomeg stlyanak felel meg.

a) Hogyan torténhetett az er6 meghatdrozédsa, ha a mérlegen kiviil semmilyen
segédeszkozt nem kellett igénybe venni?

b) Becsiiljiik meg, hogy maximdlisan mekkora sebességgel repiil ki a 3 g t6-
megli szivacslovedék, ha a rugd Osszes energidjdnak 10%-a forditédik a 16vedék
gyorsitasaral

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

P. 5375. Surlodasmentes, vizszintes sikon fekvé vékony, homogén pélca egyik
végét hirtelen ugy iitjiik meg, hogy a végpont sebessége a palcara merdleges és v
nagysagu legyen.

a) A pélcadnak melyik része lesz zérus kezdGsebességli?

b) A pélca mésik vége mekkora és milyen irdnyd sebességgel indul el?

(5 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

P. 5376. Egy 2L hosszuségu, vizszintes tartdlyt egy hdszigeteld dugattya oszt
két azonos térfogati részre. Mindkét részben Ty hémérsékletii, n mol kétatomos
idealis gdz van. A dugattyd mindkét oldala egy-egy D direkcids erejil, vizszintes
helyzeti huzé-nyomé rugéval van Osszekotve a tartaly fliggbleges falaival. A rugdk
kezdetben nyujtatlanok. Ha a jobb oldali gazzal lassan hot kozliink, a dugattya
L/2 tévolsdgot mozdul el balra. A folyamat sordn a bal oldali részben 16v6 gaz egy
Ty homérséklett, nagy hokapacitasi hétartalyhoz kapcesolddik.

a) Mekkora a jobb oldali részben a géz nyomdsa akkor, amikor a dugattyt
x tavolsaggal mozdult el az eredeti helyzetétol?

b) Adjuk meg a jobb oldali gdzzal a teljes folyamat sordn kozolt hot!
(5 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest

P. 5377. Harom, egyenként ¢ elektromos toltésii, pontszeri testet egy egyenld
oldali hdromszog csicsaiban rogzitiink. Mekkora @ toltéstt pontszeri testet kell el-
helyezniink a haromszog kozéppontjaban, hogy a rogzités felolddsa utan mindegyik
toltés nyugalomban maradjon?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest
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P. 5378. Az dbrdn lathaté dramkor K kapcsold-
ja hosszui ideje zarva van. Egyszer csak a kapcsoldt
kinyitjuk. Mekkora a tekercsben indukdlédé fesziilt-

12 V_=
ség nagysaga kozvetleniil a kapcsold kinyitasa utan? +

(5 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5379. Idealis polarsziirok segitségével szeretnénk a linearisan polarizalt fény
polarizaciés sikjat 45°-kal elforgatni tgy, hogy az intenzitasveszteség legfeljebb
10% legyen. Legaldbb hdny poldrsziirére van sziikségiink, és hogyan kell azokat
optimalisan elhelyezni?

(5 pont) Példatari feladat nyomdn

P. 5380. Egy specidlis izotoplaborban a doziméterek hitelesitésére extrém ak-
tivitast 137Cs, illetve 59Co forrdsokat haszndlnak. A két nagy tisztasigi radioaktiv
forras ellendrzésekor azt tapasztaltdk, hogy a 68 mg-nyi cézium és egy ismeret-

len témegili kobaltforrds esetében is jo kozelitéssel percenként ugyanannyi bomlas
tortént.

a) Mekkora a kobaltforrds tomege?

b) Mennyi id§ mulva és melyik izotépminta aktivitdsa lesz a mésik kétszerese?
(A 137Cs felezési ideje: 30,17 év, a 59Co felezési ideje: 5,27 év.)
(4 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves

tel6) edény higannyal van toltve. A hi-

ganyba egy fiiggéleges, d = 0,5 mm at- U
méréji kapillaris csé meriil az dbrin
lathaté médon. A higany felszine folé

h =6 mm magassdgban egy nagy ki-
terjedéstli, vizszintes fémlemezt helyez-

tiink. Mennyivel valtozik meg a kapillaris csoben a higanyszint, ha a fémlemez és
a higany kozé U = 20 kV egyenfesziiltséget kapcsolunk?

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbdgy

P. 5381. Egy iivegbél késziilt (szige- l
+

Bekiildési hatarid6: 2022. februar 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 30): K. 714. The first term of
a sequence is 3, and every further term is obtained by subtracting 2 from the double of the
previous term. a) List the first 8 terms of the sequence. b) Which of the numbers below
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occur as terms of the sequence, and which of them do not occur? If a number occurs as
a term, find the index of the term, otherwise explain why it is not a term of the sequence.
8194, 649 287365, 29453759372, 8398507 839348. K. 715. We have two jugs. Each of
them can hold 2 litres of liquid. Initially, one jug is filled with 2 litres of 100% orange
juice, and the other contains 1 litre of water. 1. Half the orange juice is poured into the
water jug, and stirred with a spoon. Then 1 litre of the mixture is poured back in the
first jug. 2. The procedure is repeated once more: 1 litre is transferred from the first jug
to the second, stirred, and 1 litre is transferred back to the first jug. Find the resulting
percentage of orange juice in the content of each jug. K. 716. In a shop, three notebooks
and two pens cost 1110 forints (HUF, Hungarian currency). Five notebooks and four pens
cost 2010 forints. What is the price of one notebook, and what is the price of one pen?
K/C. 717. In a regular dodecagon ABCDEFGHIJKL the squares ABPQ and GHRS
are drawn on sides AB and GH, on the inside, as shown in the figure. Show that PQ and
RS are two opposite sides of a regular hexagon. K/C. 718. How many numbers are there
from 1 to 50 that can be represented as a sum of at least two consecutive non-negative
integers?

New exercises for practice — competition C (see page 31): Exercises up to grade 10:
K/C. 717. See the text at Exercises K. K/C. 718. See the text at Exercises K. Exercises for
everyone: C. 1699. In the expansion of the product (z+1)-(z* +1)- (23 +1)-...- (z'2 + 1),
what is the coefficient of the term in z'*? C. 1700. In a circle of centre O, A is an interior
point different from O. For a point B on the circumference of the circle, ZOAB = a.
Let C be a point on the circumference such that 2a + 8 = 180°, where /BAC = 3, and
the angles /BAO and ZBAC have no common points apart from the ray AB. Prove
that the points O, A, B, C' are concyclic. C. 1701. What is the sum of all integers =
for which v/2x2 — 62 — 20 < —z + 57 Exercises upwards of grade 11: C. 1702. Vertex A of
a quadrilateral ABCD lies on the plane S, its diagonal BD is parallel to the plane S,
and its vertex C' is at a distance of 8 units from the plane S. Given that the orthogonal
projection of the quadrilateral onto S is a square with a diagonal 6 units long, prove that
quadrilateral ABCD is a rhombus, and calculate the length of its sides. (Proposed by
N. Zagyva, Baja) C. 1703. The natural numbers a and b each have only digits of 1 in
decimal notation. Prove that if a and b are not relatively prime then the sums of their
digits, S(a) and S(b) are not relatively prime either.

New exercises — competition B (see page 32): B. 5214. The sequence of digits 110
represents an even integer, whatever positive integer greater than 1 is the base of notation.
Is there a sequence of digits 1 and 0 such that it represents a multiple of 3, whatever
positive integer greater than 1 is the base of notation? (3 points) B. 5215. Find all

positive real numbers « for which x + % is an integer, and z* + 3%3 is a prime number.
(4 points) (Based on the idea of B. and V. Szaszké-Bogdr) B. 5216. The tangents drawn
to the circumscribed circle of a right triangle ABC at the right-angled vertex C' and
at another vertex A intersect at D. Prove that the line BD bisects the altitude drawn
from vertex C. (3 points) B. 5217. A new triangle is constructed out of the line segments

obtained by multiplying the medians of a triangle by % The procedure is repeated with

the triangle obtained. Show that the triangle obtained in the second step is congruent
to the original triangle. (4 points) (Proposed by P. Bdrtfai, Budapest) B. 5218. What
is the largest number of elements that can be selected out of the first 2022 positive
integers such that the difference of any two selected numbers is not a prime? (5 points)
a+b+c a b c
B. 5219. Prove that 1‘+|a+b+‘c| < 1‘+||a‘ + 1Hb| + 1‘+|‘c|
what condition will equality occur? (5 points) (Proposed by J. Schultz, Szeged) B. 5220.
Let n be a positive integer. Prove that it is possible to select n perfect squares from the

for all real numbers a, b, c. On
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numbers 1 to 2”72 such that the sums obtained by adding an arbitrary subset of the

selected numbers (including sums of single terms and the sum of all the numbers) are
all distinct. (6 points) (Proposed by R. Freud, Budapest) B. 5221. In an acute-angled
triangle ABC, the points of tangency of the inscribed circle on sides BC, CA, AB are
D, E, and F, respectively. The circumscribed circle of the triangle intersects circle AEF
at a point P different from A, intersects circle BF'D at a point @ different from B, and
intersects circle CDFE at a point R different from C. Show that the lines DP, EQ and
FR are concurrent. (6 points) (Proposed by M. Lovas, Budapest)

New problems — competition A (see page 34): A. 815. Let g be a monic polynomial with
integer coefficients. Prove that there exists a constant C' depending only on polynomial
q such that for an arbitrary prime number p and an arbitrary positive integer N < p the
congruence n! = g(n) (mod p) has at most CN?/? solutions among any N consecutive
integers. (Submitted by Navid Safaei, Iran) A. 816. Peter has 2022 pieces of magnetic
railroad cars, which are of two types: some has the front with north and the rear with south
magnetic polarity, and some has the rear with north and the rear with south magnetic
polarity (on these railroad cars the front and the rear can be distinguished). Peter wants to
decide whether there are the same number of both type of cars. He can try to fit together
two cars in one try. What is the least number of tries needed? (Submitted by Démdtor
Pdlvélgyi, Budapest) A. 817. Let ABC be a triangle. Let T be the point of tangency of the
circumcircle of triangle ABC' and the A-mixtilinear incircle (the circle which is tangent to
sides AB, AC, and internally tangent to the circumcircle of triangle ABC). The incircle
of triangle ABC' has center I and touches sides BC', CA and AB at points D, E and F,
respectively. Let N be the midpoint of line segment DF'. Prove that the circumcircle of
triangle BT'N, line T'I and the perpendicular from D to E'F are concurrent. (Submitted
by Diaconescu Tashi, Romania)

Problems in Physics
(see page 58)

M. 410. If a playing card is placed between a small, strong magnet and a horizontal
paper clip, then we can lift the paper clip by the card. Measure how many cards you
need to stack so that you can no longer lift the paper clip. What is the thickness of these
stacked sheets? Connect two magnets of the same size and investigate how many cards
are needed so that we can no longer lift the paper clip.

G. 765. Each of the 11 shots in the series of photos was taken from the same location,
with the camera always facing the Sun. The chronological order of the photos is from left
to right. What was the time when the image of the Sun was the closest to the horizon? To
which point of the compass did the camera face when the Sun was at its lowest position
in the sky? Where and in which season was the series of photos taken? G. 766. The most
famous formula in physics is the relation of E = mc? expressing the equivalence of mass
and energy where E is the energy, m is the mass, and c is the speed of light in vacuum.
Using this, estimate how much heavier is our mobile phone, when its battery is fully
charged, than when its battery is fully discharged. G. 767. The Morning Star (actually
the planet Venus) is visible for a while only in the evenings, and then it appears for a while
only at dawns. What is the period of this change? G. 768. The figure shows the current-
voltage characteristic of one of the tungsten filament bulbs of a string of a Christmas tree
lights, which contains a hundred bulbs connected in series. a) Using the graph determine
the total dissipated electrical energy by all the bulbs of the string if it is connected to
a voltage supply of 230V. b) What is the total dissipated electrical energy by the string
if it contains only ten bulbs and it is connected to 230 V? Note: In the second case the
bulbs will quite soon burn out.
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P. 5373. The 7.3 km M4 metro line connects Kelenfold railway station and Keleti
railway station, and between them it has 8 other stops. Trains leave each station (or
stop) with a constant acceleration of 1.0 m/s* and and stop with the same deceleration
when braking. The maximum speed between stations is 80 km/h. At the stations the
average time to change passengers is 0.5 minutes. a) How long does it take for the train
to reach its cruising speed when it leaves the station? How far does it travel during this
time? b) During one journey, how long does the train travel at the speed of 80 km/h?
¢) What is the journey time of the M4 metro between the two terminals, i.e. how much
time elapses between the departure of a train from Kelenfold and its arrival at Keleti
railway station? P. 5374. The picture shows a serial firing, spring-loaded toy rifle, which
can fire six thin, cylindrical sponge bullets. Before each shot, the black slide must be
pulled to the rightmost position by about 10 cm. We used a digital scale and found that
the maximum force required to cock the rifle is the same as the weight of a 6.6 kg object.
a) How could the force have been determined if no auxiliary means other than the balance
was used? b) Estimate the maximum velocity at which a sponge bullet of mass 3 g will fly
out if 10% of the energy stored in the spring is used to accelerate the bullet. P. 5375. One
end of a thin, uniform-density stick lying in a frictionless horizontal plane is suddenly
struck so that the the velocity of the end point is perpendicular to the stick and has
a magnitude of v. a) Which part of the stick will have zero initial speed? b) What is the
speed and direction of the motion of the other end of the stick, at the moment when it
starts to move? P. 5376. A horizontal tank of length 2L is divided into into two parts,
having equal volume, by a thermally insulating piston. Both parts contain a sample of
ideal gas of n moles of diatomic molecules at a temperature of Ty. To each side of the
piston a horizontal spring of spring constant D is attached. Both springs are designed
for compression and tension and their other ends are fixed to the vertical walls of the
container. The springs are initially unstretched. When the gas in the right part of the
container is slowly heated, the piston moves a distance of L/2 towards the left. During
the process the gas in the left part is connected to a high heat capacity heat reservoir
of temperature Tp. a) What is the pressure of the gas in the right part when the piston
has moved a distance of z from the original position? b) Determine the heat absorbed
by the gas in the right part during the whole process. P. 5377. Three point-like objects,
each having an electric charge of ¢, are fixed at the vertices of an equilateral triangle.
Another point-like object of charge ) is placed to the centroid of the triangle. What
should the charge @ of this fourth object be in order that even if the fixation of the
objects is ceased all of the charged objects remain at rest? P. 5378. Switch K in the circuit
shown in the figure has been closed for a long time. Once the switch is opened. What is
the magnitude of the induced electromotive force in the coil immediately after the switch
is opened? P. 5379. With the help of ideal polarizing filters, we would like to turn the
polarization plane of linearly polarized light by 45° in order to reduce the intensity loss
by at most 10%. At least how many polarizing filters are needed and how should they
be optimally arranged? P. 5380. In a special isotope laboratory, extreme activity '*"Cs
and %°Co sources are used to validate dosimeters. When the two high-purity radioactive
sources were checked, it was found that in a minute approximately the same number of
decays occurred in the case of the 68 mg caesium source, and in the case of the cobalt
source of unknown mass. a) What is the mass of the cobalt source? b) After how long
and which source will have twice the activity of the other? (Half-life of **7Cs: 30.17 years,
half-life of %°Co: 5.27 years.) P. 5381. An (insulating) glass container is filled with mercury.
A vertical capillary tube of diameter d = 0.5 mm is immersed in the mercury as shown in
the figure. Above the surface of the mercury at a height of h = 6 mm, a large, horizontal
metal sheet is placed. How much does the mercury level in the capillary tube change if
a DC voltage source of U = 20 kV is connected across the mercury and the metal sheet?
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