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| Holl6-Szabé Ferenc |
(1965-2022)

Tizenhét éves didk volt, amikor megismertem egy egyetemre el0készité nya-
ri tdborban. Friss diploméds matematikusként tanitottam érettségi és felvételi el6tt
all6 kozépiskolasokat. Feri mar akkor kitiint lelkesedésével, amikor matematikai téar-
sasjatékokat jatszottunk és elemeztiink. Otvenhét éves volt, amikor az dltala iize-
meltetett matematikai mizeum bejaratandl utoljara lattam; igazgatta az 6vodai
korosztaly szaméra odarakott matematika-szertari targyakat. Matematika oktata-
sa 6vodasoknak az egyetemen? Szamdara nem volt ebben semmi furcsasag. Ahogyan
az sem volt meglepd, hogy budapesti latogatasakor Kdnyddi Sandort, a hires koltét
is behivta ,az elsé magyar matematikai mizeum” konyvekkel, modellekkel, logikai
jatékokkal feltoltott, szitk termébe. ,, Aki megért, s megértet, / Egy népet megéltet.”
— ezt irta a kolto, ez keriilt az egyik Bolyai-dijra. Ezt vallotta Holl6-Szabé Ferenc
is, de 6 nemcsak megértetni, hanem megszerettetni, szenvedéllyé tenni is akarta
a matematikdt. A csalddja mellett a matematika tanitdsa, népszeriisitése volt sz&-
mara a legfontosabb. Rovid élet jutott neki osztalyrésziil, de a rovid életét nagyon
intenziven élte meg.

Kiskunfélegyhazan sziiletett 1965. juinius 21-én. Edesapja Laszlo, apai nagyap-
ja Ferenc; a csaladnév leginkabb kunségi elterjedésti. Edesanyjérél, Czaké Veroni-
karol Feri igy vallott egyik onéletrajzaban: ,,Czaké-falvardl szirmazom anyai dgon.
Ez az allamositasig egy virdgzé major volt Kiskunfélegyhiza és Bugac kozott. Ki-
lenc gyermeket hozott a gdlya a csaladunkba, a sorban én vagyok a negyedik.” Mivel
a ,cakd” régi magyar nyelven golyat jelent, Feri gyakran tréfalkozott, hogy naluk
tényleg a gblya hozta a kistestvéreket. Mindig nagy melegséggel beszélt ezekrol
az évekrol. Edesanyja nyolcvanotodik sziiletésnapjara még versbe is szedte a szép
emlékeit: ,Légy aldott orokre Edesanyém / Es tarsad érokre Edesapém! / Gyotort
az élet, sosem volt béség ... Laci, Kati, Olga, Feri, Rozi / ... Gyuri, Ancsa, Peti
s Gyongyi / Olyan sosem volt, hogy unatkozzunk ...”

Gyermekkordban Feri megtanulta: szorgosan és leleményesen kell dolgozni, és
ha a sziikség gy hozza, a jég hatdn is meg kell élni. Kezdetben megfelel6 szemiiveg
hijan a hallott sz alapjan tanult, és amikor mar lett alkalmas szemiivege, renge-
teget olvasott. Tizenhatodik sziiletésnapja elétt irt réla az jsdg elészor: az Arany
Daéniel matematikai versenyen dicséretben részesiilt; ugyanerrdl a sikerrol a KoMaL
1981. novemberi szdma tudésitott. Feri megszerette a matematikat, sikerélménye is
lett; igy tortént, hogy a kozépiskoldjabdl, egy gépipari technikumbdl nem mérnoki
palyara ment, hanem inkdbb a matematika tanara szeretett volna lenni. Egy év-
vel késébb mar az ELTE-re jelentkezni szandékozo kozépiskolasként ismerhettem
meg. Kénnyti volt vele 6sszebaratkozni, hiszen Ferinek mindig, minden helyen, min-
den korosztalybdl sok baratja lett. Hamar rakapott a NIM jaték izére, és a tobbi
matematikai tarsasjaték és rejtvény is nagyon érdekelte. Radobbent, hogy nem &
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az egyetlen kiilonc a matematika jatékossaganak élvezetében, és ez szemmel latha-
téan felszabaditotta.

Erettségi utan tandrképz6 f6iskolan, matematika—fizika szakon tanult; 1990-
ben diplomazott. Késobb egyetemi szinten is szerzett matematika tandari oklevelet,
igy mar kozépiskolai tanarként is miikodhetett. Még késébb egyetemi adjunktusi
cimig jutott az ELTE-n. A szigoru szabélyok szerinti elméleti kutatds lehet6sége
azonban nem hozta ldzba. O a matematika csodéinak ismertetését, a matematikai
élmények elterjesztését vélasztotta. Oveges Jdzsef volt a példaképe. Bolyai Far-
kas és Jdnos ugyanolyan fontos nemzeti h6sck voltak a szemében, mint Hunyadi
Jdnos és Matyds. Holl6-Szabé Ferenc neve mellé idovel ilyen allandésult jelzék ke-
riiltek: ,,a matematika langlelkii lovagja” vagy ,igazi stand up matematikus”. Az is
raillik, hogy ,,a matematika kézmiives mestere”. Mindig szerette, ha a matematika
kézzelfoghatd, ezért szamtalan eszkozt készitett (vagy ajandékba kapott, esetleg va-
sarolt). Ordoglakatok, szamol segédeszkozok, osszerakds rejtvények, szamkitalalos
biivészkellékek és sokféle mas targy hatalmas gytijteményét halmozta fel. Megvol-
tak neki a pihekonnyl habszivacs poliéder-modellek éppugy, mint a harminckilés
tomor fém Gombdoc, tovabba biivos kockdk valtozatai, logikai tarsas- és tiirelemja-
tékok, tovabba régi és 1j logarlécek, fiiggvénytablazatok, matematikakonyvek.

Oktatasi tevékenységét tobb teriileten végezte. Az els6 tandri diplomajanak
kézhezvétele utan az ELTE Tanarképzo Foiskolai Kar Matematika Tanszékén, majd
miutan a matematikatanar-képzés atkeriilt az ELTE TTK-ra, a Matematikai Inté-
zetben a Matematikatanitasi és Mddszertani Kozpontban tevékenykedett egészen
2018-ig, az utols6 években adjunktusi beosztasban. Idékdzben 2004-t6l a Szilagyi
Erzsébet Gimnaziumban volt matematikatanar 2012-ig, majd a Svabhegyi Jokai
Moér Altaldnos Iskoldban tanitott. Ezt kovette a Sashegyi Arany Janos Altaldnos
Iskola és Gimndazium 2015 és 2018 kozott. Foallast matematikatanar lett 2018-t61
halalaig Esztergomban, a Temesvari Pelbart Ferences Gimnéziumban. Mindegyik
oktatéasi intézményben szakkorok vezetését is vallalta és szorgalmazta a tanitvanya-
inal a KoMaL pontversenyeit, és mas matematikai 0sszemérettetéseket is. Szakkori
didkjai koziil kimagaslé eredményeket ért el példaul Tossenberger Anna, Lérincz
Dora és Zahonyi Petra. Egyetemi oktatéként szakdolgozatok témavezetését is val-
lalta. Ilyen cimekkel irtak nédla szakdolgozatokat: , Francia matematikusok magyar
szemmel”, ,Magyarorszagi konferencidk a matematikaoktatas szolgdlatdban”, ,In-
teraktivitds a matematikadéran: kiindulépontunk a kocka”.

Sokféle publikacidja volt. 1999-ben a KéMal-ban a Riemann-fiiggvénydl irt.
ebben az évben, ugyanebben a magazinban jelent meg ,Izgalom és racsodalkozas”
cimmel az frasa Oveges Jozsef (1895-1979) tandr trrdl is. Tébb dolgozatot publi-
kalt a ,Matematika tanitdsa” cimi folydiratban. Ezek — tobbek kozt — a Pascal-
haromszogrdl, kiilonleges sorozatokrdl, kiilonleges szamtablazatokrol, ikerprimekrol
és Bakos Tibor (1909-1998) tandr trrdl széltak.

Oktatési tevékenysége elismeréseképpen Holl6-Szabd Ferenc 2019-ben elnyerte
az , Ericsson a matematika és a fizika népszertisitéséért” dijat. Az olvasdk figyelmébe
ajanljuk az ezzel kapcsolatos videét az interneten. Itt most csak két mondatot
idéziink a dijra vald felterjesztésbol, melyet Nagyné Szokol Agnes szovegezett meg:
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,Holl6-Szab6 Ferenc onzetlen lelkesedéssel és mély tisztelettel él a matematika
szépségeinek és a tudasmegosztasnak ... Egyéni latdasmoédjaval, deris stilusdval
a matematikdban kevésbé ligyes gyerekekhez is kozel keriil.”

Holl6-Szabd Ferenc egyike volt azoknak, akik harom évtizede mar a KoMaL
Osszes szamanak digitalizalasat szorgalmaztdk. Az akkor még csak 100 éves
KoMal-t egyik legértékesebb nemzeti kincsiinknek tartotta, a 125. évforduldra pe-
dig egy kiallitdst is elkészitett. Az iinnepségsorozat részeként még egy emlékfa
iinnepélyes eliiltetését is megszervezte!, széraz idékben a csemete 6ntozését sajat
kezlileg végezte.

Az ezredforduld eldtt atvette Bakos Tibor matematikai szertaréat, helyet ke-
resett annak, és igy jott létre az ,elsé magyar matematikai muizeum”, réviden
~MaMa”2. Két és fél évtized alatt a miizeum nagyon sokat gyarapodott elsésorban
az alapité munkdja révén, de az 6 lelkesedését 1até kollégak onzetlen adomanyoza-
sai okdn is. Egyszer példaul tantdja voltam, hogy egy kollégank kiilféldre koltozést
tervezve a régi kozépiskolai versenyfeladatok példatarait becipelte a muzeumba.
Természetesen megvolt minden KoMalL-fiizet és minden, a Bolyaiakkal kapcsola-
tos konyv a matematikai gyiijteményben. A mar nagyon idés Rdbai Imre tandr dr
teljes szakkonyvtarat hagyta volna a muzeumra, csak nem volt annyi hely, hogy
a sok, zommel orosz nyelvii tankényv és monografia szépen rendszerezetten pol-
cokra keriilhessen. Gyakran jottek latogatok, egy-egy osztaly valamely iskolabodl,
de kiilfoldiek is. New York varosabdl itt jart Glen Whitney, aki Amerikdban azzal
kezdte egy matematikai mizeum alapitasat, hogy Osszekoldult rd 20 millié dollart.
Egyszerlien nem értette, hogy Budapesten nulla koltségvetésb6l hogyan lehet ennyi
érdekes targyat Osszeszedni. Es hogyan lehet fejbdl annyi érdekességet elmondani
a matematikai jatékokrdl vagy a konyvek szerzoirol?

KoMaL Ankéton 2015-ben Egyik utolso eldaddsa kozben
a matematikai mizeumban

Mar egy hete csak a MaMara gondolok! Sokszor séhajtottunk fel, amikor
hetente egy-egy délutdnra Osszejottiink a muzeumban. Gyakran voltak érdekes
el6adasok. Egyszer a szamitégépes haromdimenzids grafikardl volt sz6, méaskor tobb

! Lsd a 2020. mérciusi szam elsé belsé boritéjét.
2 Léasd a 2022. novemberi szém bels6 boritéit.
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évezreddel ezel6tti nyelvek matematikai szerkezetérél. Grafikusok, jatékkészitck is
tartottak bemutatdkat.

Ha gyerekek jottek, kicsik vagy nagyok, mindig nagyon élvezték a miizeum-
ban eltoltott id6t, természetesen leginkabb a jatékokat, osszerakds feladvanyokat,
ordoglakatokat. A muzeum vendégkonyve megorizte példaul ezeket a sorokat: ,, K6-
szOndém a mai estét. Jé lenne, ha minél tobben lathatnak, mennyire szerethetd
a matematika!” vagy ., The museum is absolutely fascinating.” Mosolyt fakaszt6 pél-
daul ez: ,Itt jart Haromszéki Ilcsike, és csodalta a csoddlni valét ...”7

Hosszt betegség gy6zte le Hollo-Szabd Ferencet, de csak a testét. Rovid élete
volt, de mindig azt tette, amit szeretett, és ami maéasoknak is tudast, élményt
adott. Végakarata szerint kedves muizeuma kozelében temették el. Egyik mondésat
gyakran idézik: , A matematikdt tgy kellene felfogni, mint egy természettudomaényt.
Odamenni, megtapasztalni, kézbe venni, jatszani vele.”

Hujter Mihaly
Budapest

4 B

S

Versenyfeladatok megoldasakor el6fordul, hogy olyan tételek hasznélataval le-
het célbaérni, amelyek a hagyoményos kozépiskolai oktatas tananyagaban nem sze-
repelnek. A cikksorozat ilyen tételeket mutat be. Epp ezért nem célunk a pontos és
részletes bizonyitas, de igyeksziink forrasokat adni azok szamara, akik mélyebben
elmeriilnének a téméaban. T6bb olyan modszer is van, amivel a KéMal feladatok
megoldasaban is lehet taldlkozni. Ilyen rogton az inverzio.

Projektiv geometria és tarsai —
avagy hogyan birkozzunk meg egy feladattal 1.

.

Bevezetés

1. Az inverzié
1.1. Ismerkedés az inverzioval

Az inverzié nem mds, mint egy kérre vald ,tiikrozés”. Erdemes itt inkdbb
a korvonalra gondolni, mint a korlemezre, de ahogy azt késobb latni fogjuk, a kor
kozéppontja és sugara lesz a meghatarozo.

A transzformaciot a kovetkezé modon definialjuk:
1.1. definicié (Inverzid). Adott egy O kézéppontu és r sugart w kor (ez az alap-
kor). Ekkor az w korre valé ¥ inverzié minden P # O pontot egy olyan P’ € OP

pontba visz, melyre teljesiil, hogy

OP-OP =2
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Itt a szakaszokat tigymond irdnyi-
tott szakaszokként kezeljiik, azaz P’
rajta van az OP félegyenesen.

Az inverzi6 lényegében a kor bel-
P sejét viszi ki a koron kiviili sikrészre és
forditva. Sokszor érdemes gy tekinteni
ra, mint egy szimpla titkkrozésre. Habar
nem hasonlésdgi transzformécid, az el-
mondhatd, hogy ha az X és Y alakzatok
tiikorképek voltak Z-re nézve (ahol Z
kér vagy egyenes), akkor ez X, Y és Z
ugyanazon korre valé invertdlasa utan

1. dbra. Az &dbran egy pont és két sokszog
inverz képe van. Lathatd, hogy az inverz
geometria nem kezeli j6l a hdromszogeket,
négyszogeket, ezért érdemesebb csak

a pontok, egyenesek és korok képeivel is igy marad.
foglalkozni Az O pontot nem vildgos, hogy ho-
va lehetne kiildeni. Felmeriil az otlet,
hogy onmagéba, de ehelyett inkabb bevezetiink egy képzeletbeli P, pontot. Ugy
definialjuk ezt a pontot, hogy rajta legyen minden egyenesen. Persze ez a valds
siknak nem pontja, gy érdemes tekinteni ra mint valami , végtelenben 1évé” pontra.
Erre tehat U : O — P, és persze Py, — O.

1.1.lemma. Az O kdzépponti r sugari korre vald inverzio f6bb tulajdonsdgai:

e involutiv, azaz ha A képe B, akkor B képe A;

e pontosan az alapkor pontjai maradnak fizen;

e cgy O-n dtmend egyenes képe dnmaga (invaridns), mig eqgy O-n dt nem mend
egyenes képe eqgy O-n dtmend kor;

o cgy O-n dtmend kor képe eqy O-n dt nem mend egyenes, mig egy O-n dt nem
mend kor képe szintén eqy O-n dt nem mend kor;

o szigtartd, azaz kirdk és egyenesek bezdrt szégeil megtartja (viszont vigydzni
kell, mert iranyitott szogekkel szamolva az inverzio gyakran ellentettjére vdl-
toztatja a sziget).

Két metsz6 kor vagy egy kor és egy Ot metszd egyenes bezart szogét a kozos
pontban hizott érinték vagy az érinto és az egyenes altal bezart szogeként defini-
aljuk.

Fontos tovabba megjegyezni, hogy érinté korok vagy egyenesek inverzié utan is
érint0k maradnak, hiszen a bezart szogiik 0°. Illetve ha két érint6 kor vagy egyenes
érintési pontja koriil rajzolunk egy kort és arra invertalunk, akkor két parhuzamos
egyenest kapunk. Ugyanis az érintés lényegében azt jelenti, hogy pontosan egy kozos
pontjuk van, és két padrhuzamos egyenesre ez teljesiil (Py, az egyetlen kozds pont.)

1.2. lemma. Eqgy O kézépponti r sugarid kérre vald invertdlds sordn legyen A
képe A’ és B képe B’ (feltessziik, hogy az O, A, B pontok nincsenek egy egyenesen).
Ekkor

OABNA ~ OB’ A'A.

Illetve ebbdl konnyen kovetkezik, hogy
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2. dbra. Inverz alakzatparok és bezart 8. dbra. Az 1.2-es lemma
szogeik

e OAB< = OB'A'<;

az A, B, A, B’ pontok eqy kéron vannak, és ez a kér merdleges az alapkdrre
(azaz arra a kérre, amelyre elvégezziik az inverzidt);

IR ‘AB|'7‘2
4Bl = 6xoB:

Erdemes megjegyezni, hogy ha példdul B az alapkérén van, tehdt B = B/,
akkor az ABB’A’ kor (amely {gy az ABA’ kor) érinti az OB egyenest.

1. példafeladat (Ptolemaiosz-egyenlétlenség). Ha ABCD egy négyszog, akkor
AB-CD+ BC-AD > AC - BD,

ahol egyenlség akkor és csak akkor teljesiil, ha a négyszog hurnégyszog. (Tehat egy
négyszoghen a szemkozti oldalak szorzata legaldbb akkora, mint az &tlok szorzata.)

Megoldas. Invertaljunk egy D kozéppontu r sugart korre. Jeldlje A’, B’, C’
rendre az A, B, C' pontok képét az inverzié sordn. Az A’ B’C’ haromszogre felirva
a haromszog-egyenlotlenséget kapjuk, hogy

A'B + B'C' > AC,

ami az 1.2. lemma miatt

7”2 7,2 T‘2

R — > B
AB DA-DB+BC DB~DC/AC DA - DC

DA-DB-DC
2

Szorozva -nal:

AB-CD+ BC-AD > AC - BD.

Egyenléség akkor teljesiil, ha a hdromszog-egyenlétlenségben is fennéll az egyen-
16ség, ami akkor torténik, ha az A’, B’, C’ pontok egy egyenesen vannak (és B’
az A’, C' pontok kozott van). Ez persze azt jelenti, hogy az A, B, C, D pontok egy
koron vannak (tovabbd, hogy B és D atellenes csticsok).
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Ahogy most is lattuk, nem mindig fontos az alapkor sugara, sokszor elég a ko-
zéppontjat meghatdrozni, ezért bevett szofordulat, hogy ,invertaljunk O kozép-
pontra”.

1.3. lemma. Egy alapkirtdl kilonbozd kor (vagy egyenes) képe akkor és csak
akkor lesz onmaga, ha meréleges az alapkorre.

P

P/

4. dbra. Abra 5. dbra. Abra az 1.4-es lemméhoz
a Ptolemaiosz-egyenlétlenséghez

Legyen wq,ws két kor, melyeknek kozéppontjait jelolje O és Os, illetve melyek
egymast az A, B pontokban metszik. Erdemes geometriai feltételt adni wy és wo
merdélegességére:

e az 01 A, OB egyenesek koziil barmelyik érinti wo-t (és persze forditva);
e az 01 A0 B négyszog (deltoid) A és B csicséandl derékszog van.
Ha egy P pont két kor hatvanyvonalan van, vagy éppen harom kér hatvany-

pontja, akkor amennyiben P a korokon kiviil helyezkedik el, létezik egy P kozéppon-
ta kor, amely mer6leges a korokre (hizzunk érintéket P-bél és azoknak az érintési

pontjai egy korén lesznek). Altaldban célszerti erre a korre invertalni.

1.4. lemma. Legyen P egy w koron kivili pont, és huzzunk P-bdl érintdket
w-hoz. Ha az érintési pontok X ésY , akkor P inverze w-ra az XY szakasz felezd-
pontja.

Majd késébb, a pdlus-polaris témakornél fogjuk 1atni ennek a lemmanak az iga-
zi hasznat.

Mikor érdemes inverzioval prébalkoznunk?
e ha sok a kor és kevés az egyenes;
e ha van egy kiemelt jelent6ségii pont, amelyen sok kor/egyenes dtmegy;

e ha kozos végpont nélkiili szakaszok szorzata, vagy kozos szogszar nélkiili
szogek Osszege vagy kiilonbsége szerepel a feladatban, erre egy jé példa az
IMO1993/2!;

e ha érint6 korok vannak — ezt az inverzié remekiil kezeli.

! http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtml?id=199318
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Mikor nem érdemes inverziét hasznilnunk?

e ha sok az egyenes és kevés a kor (kivétel, ha az egyenesek atmennek egy
ko6z6s ponton, hiszen ekkor a kézos metszéspont koriil invertalva az egyenesek
helyben maradnak);

e ha olyan szogekkel kell szamolnunk, melyek nem irhatéak fel az inverzié ko-
zéppontja segitségével;

e ha teriiletek vagy mérészamok szerepelnek (a szimpla inverzids tavolsagképle-
tiinkon kiviil nincs sok hasznalhaté képlet).

2. példafeladat. Az wy, wo korok kiviilrol érintik egymast a T pontban, mig
az  kor mindkét kort érinti, rendre az A1, As pontokban tgy, hogy €2 tartalmazza
a masik két kort. A P € Q pontra teljesiil, hogy PT érinti az wy, wy korcket.
Igazoljuk, hogy ha PA; Nwy; = By # Ay és PAs Nwy = By # As, akkor a By Bs
egyenes érinti az wy, wy koroket.

Megoldas: A P ponton egy kor és két egyenes is dtmegy, igy esziinkbe juthat
invertdlni egy P kozéppontu korre, specidlisan a P kozépponti, PT sugari korre.
Mivel ez a kor merdleges az wy, wo korokre, ezért azok az inverziéra nézve invarian-
sak. Viszont A;, A5 nincs rajta az alapkoron, ezért egyik sem 6nmagaba megy At.
Mivel A; képe rajta lesz a PA; egyenesen és wy-en is, ezért A; <+ B;. Hasonléan
Ag <~ Bg.

Mivel Q2 atmegy az alapkor P kozéppontjan, egyenes lesz a képe, amely atmegy
az Ay és az As pont képén is, ami a By B egyenes. fgy, mivel € érintette az wy, wo
koroket, 2 képe, azaz a By By egyenes is érinteni fogja a két kort (hiszen mindkettd
képe 6nmaga).

6. dbra. Abra a 2. példafeladathoz

Forrasok: Altaldban a KoMalL archivumat érdemes megnézni, lehet benne
cimre / szvegre / kategéridra keresni.

1. Suranyi L&szl6 — Tusnady Gébor: Az inverziordl, 1968. nov., 97-101. o.,
http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtml?id=196810.
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2. Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometridba,
https://dtk.tankonyvtar.hu/xmlui/handle/123456789/13101.

3. Hutai Déniel Gabor: Az inverzi6 és alkalmazdsai (szakdolgozat),
https://web.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak/bsc_mattan/2016/
hutai_daniel_gabor.pdf.

Gyakorléfeladatok?

F/1. Adott négy kor, ki, ko, ks, k4 Ggy, hogy k; érinti k;i1-et minden
i=1,2,3,4-re (ks = k1). Igazoljuk, hogy a négy érintési pont vagy egy koron vagy
egy egyenesen var.

F/2. Legyen Q egy PQ atmérdjii félkor. Az w kor Q-t és a PQ szakaszt
is érinti, az utobbi szakaszt C-ben. Az A € Q, B € PQ) pontokra teljesiil, hogy
C a PB szakasz bels6é pontja, és az AB egyenes érinti az w kort és merdleges
a PQ egyenesre. Bizonyitsuk be, hogy AC felezi a PAB<-et.

F/3. (IMO 1996.) Legyen P az ABC héromszog olyan belsd pontja, amelyre
APB<« — ACB« = APC< — ABC<«

teljesiil. Legyen D, illetve E az APB, illetve APC haromszogek beirt korének
kozéppontja. Mutassuk meg, hogy az AP, BD és C'E egyenesek egy ponton men-
nek &t.

F/4. (P. 196., KoMaL 1973. dec., megoldés:
http://db.komal.hu/KomalHU/felhivatkoz.phtml?id=23855.)
Adott a sikon véges szamu pont gy, hogy

a) semelyik harom sincs egy egyenesen;

b) barmelyik hdrom altal meghatdrozott koron van koziiliik legaldbb egy to-
vabbi.
Igaz-e, hogy a megadott pontok mind egy kéron vannak?

F/5. (B. 3796., KMaL 2005. febr., megoldés:
http://db.komal.hu/KomalHU/felhivatkoz.phtml?id=46489.)
A k korhoz a kiils6 A pontbdl érintéket hizunk, az érintési pontok E és F', az EF
szakasz felez6pontja G. Egy A-n 4tmend egyenes a B, C' pontokban metszi a k kort.
Bizonyitsuk be, hogy az E'F egyenes felezi a BGC' szoget.

F/6. (B. 4175., KsMaL 2009. &pr., megold4s:
http://db.komal.hu/KomalHU/felhivatkoz.phtml?id=53512.)
Legyenek A, B, C, D éltalanos helyzetli pontok a sikon. Igazoljuk, hogy ha az ABC
és az ABD korok mer6legesen metszik egymast, akkor ugyanez igaz az AC'D és
a BCD korokre is.

2 Az els8 hirom feladat megolddsdnak vazlatos gondolatmenete ugyanebben a szédm-
ban a 22. oldaltdl olvashaté. A KéMal archivumban még vannak inverzié témakorben
feladatok.

10 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/1



F/7. (B. 4765., K6MaL 2016. jan., megoldds:
https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=B4765&1=hu.)
Az ABCD hirnégyszogben az ADB< és AC B< szogek felez6i az AB oldalt rendre
az F és F pontokban, a C BD< és C AD< szogek felezéi pedig a C'D oldalt rendre
a G és H pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy az E, F', G, H pontok egy
koéron vannak.

B4n-Szabé Aron
Budapest

Gyakorl6 feladatsor ‘ |

emelt szintli matematika érettségire %
I. rész L J

1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan a kovetkezo feladatokat:
a) |sinz| > cosz — 1; (5 pont)

b) 2725 + 262% — 1 = 0. (7 pont)

2. Egy fagraf éleit ujabb 435 él behuzasaval kiegészitettiik, igy egy egyszert,
Osszefiiggd teljes grafot kaptunk. Hany ponti ez a graf? (4 pont)

b) Igazoljuk a kovetkez6 allitdst: barmely n pontu fagraf annyi ijabb él behu-
zasaval tehetd egyszerii, Osszefiiggo teljes graffa, amennyi az n — 1 pontt teljes graf
éleinek széma. (4 pont)

Leonardo Pisano (kb. 1170-kb. 12507) olasz matematikus Fibonacci néven lett
ismert. Tobb érdekes konyve, feladata maradt fenn. Roéla nevezték el a kovetkezd
sorozatot: 1,1,2,3,5,8,13... . A sorozat tetsz6leges tagja gy kaphaté meg, hogy
az elézb két tagot osszeadjuk. Az elsd és masodik tag is 1.

¢) Egy pozitiv tagi mértani sorozat hdrom egymést kévetd tagjdnak osszege
700. Ha az els6 szamhoz 44-et, a masodik szamhoz 33-at adunk, a harmadik szambdl
pedig 23-at kivonunk, a Fibonacci-sorozat hdrom egymaést kovetd tagjat kapjuk.
Melyek ezek a szdmok? (6 pont)

3. A Derelye pékségben jartunk.

a) A pékség polcdn 30 darab mékos kifli van. Vannak kozte olyan darabok,
amelyek nem felelnek meg a szigord mindségi kovetelményeknek. Ha két kiflit
— visszatevés nélkiill — kivesziink, akkor annak a valdszintisége, hogy mind a kettd
hibatlan %—szer nagyobb, mint annak a valészinlisége, hogy mindkét kivett darab
hibas. Hany nem megfelel6 makos kifli van a polcon? (7 pont)

A tarés batyukat is szigoru ellenérzés ald vonjuk a pékségben. Lemérve a pol-
con taladlhaté darabokat, a kovetkezd értékeket kapjuk grammban: 132, 132, 133,
132, 130, 129, 129, 131, 130, 130, 132, 130, 130, 128, 127, 129, 132, 131, 133, 131,
129, 127, 128, 127, 129.
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b) Készitsiink az adatokbdl gyakorisdgi tdblazatot. Igazoljuk, hogy az adatok
szorasa nem haladja meg a megengedett 2 értéket. (5 pont)

4. Barmely szabalyos sokszognek van beirt és koréirt kore is.

a) Mekkora a szabdlyos nyolcszognél a beirhaté és koré irhaté kor sugardnak
aranya? (3 pont)

Egy szabdlyos sokszog befrhaté kérének sugara (r) és koré irhaté korének
sugara (R) kozott a kovetkezd sszefiiggés all fenn:

4r* + 3R? = 4V3rR.

b) Mekkora az ; ardny értéke? (6 pont)
¢) Hény oldalu lehet a sokszog? (4 pont)

II. rész

5. Adott két, pozitiv valds szamok halmazan értelmezett fliggvény:
fz) =a?7182% 4o bs  g(x) = 2371822 _ g,

a) Igazak, vagy hamisak az aldbbi allitasok? (5 pont)

A)f1) =2

B) 2 f(2) = g(2);

C) 9(1) +9(2) + g(4) + 9(8) = —5.

b) Adjuk meg az sszes olyan a € Dy N D, valds szamot, melyre f(a) —g(a) = 2.
(11 pont)

6. Egy barati tarsasag egyiitt lottézik. Minden alkalommal a hagyomanyos
Stoslottén toltenek ki szelvényeket (kilencven szdmbdl kell 6t6t eltaldlni). Az egyik
héten a nagy nyeremény reményében tujra Osszeiiltek és megtervezték a kitoltés
mébdszerét. A csoport minden tagja ugyanannyi szelvényt toltott ki, de tigyeltek
arra, hogy minden szelvény kiilonbozoképpen legyen kitoltve.

a) Hényan voltak a csoportban, ha iigyes szervezéssel mindenki 25 kiilonb6z6
szelvényt toltott ki és igy pontosan annyi kiillonbozoen kitoltott szelvényiik lett,
amennyi egy sorsolasnél a kiilonb6z6 négytalalatos szelvények lehetséges szama?

(6 pont)

b) Az azon a héten kihuzott 6t szam (x,y, z,u, v) értékére a kovetkezd ssze-

fliggések irhatok fel:

T+ y+ 2z =49, Y+ 2z +u =101, z4+u+v=173,
u+v+ =147, v+x+y=109.
Mik voltak a nyerészdmok? (10 pont)
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7. Gabor egy kiilonleges kis dartstab- D F C
lat készit kisfidnak: egy téglalapban egyenl6
szart haromszog és annak beirt kore lathatd
az dbra szerint. A téglalap és a haromszog ko-
z0s oldala 6 deciméter, a haromszogbe irt kor
sugara 15 centiméter. 1)

a) Mekkora a héromszog teriiletének és
keriiletének pontos értéke? (10 pont)

A G B
Feltételezziik, hogy a jatékkal jatszé kisfii minden 16vése egyenld eséllyel éri
el a téglalap alakid céltabla barmely pontjat.
b) Mennyi a val6sziniisége annak, hogy a korbe taldl a 15vés? (3 pont)
¢) Mennyi a valészintisége, hogy a hdromszog koron kiviili pontjat taldlja el
a lovés? (3 pont)

8. Adott az n* + 64 - m* kifejezés, ahol n és m pozitiv egész szdmok.

a) Igazoljuk, hogy ha n = m = 2, a kifejezés oszthaté 13-mal. (2 pont)
b) Adjunk meg olyan n és m értéket, amelyek relativ primek és amelyekre
a kifejezés értéke oszthatd 5H-tel. (3 pont)
¢) Igazoljuk, hogy barmely n és m pozitiv egész esetén a kifejezés értéke nem
primszam. (11 pont)
9. Adott a valés szdmok halmazan értelmezett f(x) = —a? + 2z + 3 fiiggvény.

a) Hatdrozzuk meg a fiiggvény és a koordindtatengelyek &ltal alkotott, elsd
negyedben levé sikidom teriiletét. (6 pont)
b) Egy egyenes dthalad az elébbi f fiiggvény P(2;3) koordindtdji pontjdn. Mi
lehet ennek az egyenesnek az egyenlete, ha tudjuk, hogy az elsé negyedben 1étrejott
stkidomot gy vagja két részre, hogy az egyik rész teriilete kétszer akkora, mint
a mésik rész teriilete? (10 pont)

Tatar Zsuzsanna Maria
Esztergom

Megoldasvazlatok a 2022/9. szam emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. a) Az a, szdmtani sorozat kilonbsége 4, az elsé hét tagjdnak dsszege 105.
Adjuk meg a sorozat elsé tagjdt. (3 pont)

b) A b, mértani sorozat hdnyadosa 4, az elsé hét tagjanak dsszege 16 383. Adjuk
meg a sorozat elsd tagjdt. (3 pont)
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¢) A ¢, sorozat minden tagja az n elséfoki figguénye. A sorozat mdsodik
tagja 7, a hetedik tagja 27. Adjuk meg a sorozat elsé tagjdt. (5 pont)

Megoldés. a) A szokdsos jelolésekkel: ay + (a1 +4) + (a1 +8) + (a1 + 12) +
+ (a1 + 16) + (a1 + 20) + (a1 + 24) = 105, amelybdl 7a; + 84 = 105, ay = 3.
b) A mértani sorozat Osszegképlete alapjan: by - q;:1 = 16 383, behelyettesités

1
7
utéan by - 44%11 = 16 383, amelybdl megkapjuk, hogy b; = 3.

c) A feltételek alapjan: ¢,, = a-n+b, ahol a, b valds szamok, de a # 0. Tovabb4,
co=a-24b=Téscr=a-7T+b=27, igy a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

20 +b=1717,
Ta+b=2T.
Az egyenletrendszer megoldasa: a = 4, illetve b = —1, amelyb6l ¢y =4-1—-1=3.
2. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szamok halmazdn:
57 10577 4657772 = 16,2. (6 pont)
b) Igazoljuk, hogy
1g3% - 1g 7% < (1g3° +1g7%)”
minden valds x esetén fenndll. (7 pont)
Megoldas. a) A hatvdnyozds azonossdgait hasznélva:
5-577—=2-5""+0,24-5"" = 16,2,

amelybél 3,24 - 577 = 16,2, ezért 5% = 5'. Az 5-6s alapt exponencialis fiiggvény
kolesonosen egyértelmil, ezért x = —1. EllenOrzés behelyettesitéssel vagy hivatkozas
az ekvivalens atalakitasokra.

b) A bizonyitandé &llitdsban szerepld kifejezések minden valds z-re értelmezet-
tek. Rendezziik 0-ra, és hajtsunk végre néhany ekvivalens atalakitast:

0< (1g3° +1g7%) —1g3% - 1g 7> = (1g3% +1g 7°)* — 1g (3%)% - 1g (7%)?,

0< (1g3% +1g7%)* —4-1g3% - 1g7%, amelybél
0< (1g3® —1g7®)°.

A kapott egyenl6tlenség igaz, és ezzel allitasunkat igazoltuk.

3. Egy tizemben b milliméter vastagsdgu, 80 centiméter oldalhosszisagu négyzet
alaktd acéllapokbdl a lehetd legnagyobb, szabdlyos tizenkétszdgeket vagnak ki gy,
hogy a tizenkétszigek két-két oldala illeszkedjen a négyzetlapok oldaldra. Tudjuk,
hogy az acél sirisége 7,8 CI%.

a) Mekkora lesz 75 darab legydrtott tizenkétszig tomege? (7 pont)
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A szabalyos tizenkétszdg csucsait megszdmozzuk sorban 1-t6l 12-ig. A sorszd-
mozott csucsok kozil bdrmelyik hdarom egy-egy hdaromszéget alkot.

b) Adjuk meg az tgy kapott derékszogil és nem derékszégil hdromszigek szamdt.
(6 pont)

Megoldas. a) Legyen a kiindulé négyzet a KLMN, és a tizenkétszog Aq Ao
oldala illeszkedjen a négyzet K L oldalara. Legyen tovabbd a négyzet atléinak met-
széspontja O, a KL felez6pontja pedig F'.

Haszndljuk az  dbra  jeloléseit.
A szabdlyos tizenkétszog tulajdonsé- M
gai és a megadott adatok alapjan:
A10A<1=30°, OF =40 cm, vagyis
A1OF <1 =15° Az A;OF derékszogii hé-
romszogbdl kapjuk, hogy x =40 -tg15°.
A tizenkétszog teriilete (cm?-ben):

T:12'TA1AQO:12‘AU42#Z
=12-2-OF =12 (40 - tg15°) - 40 =
= 19200 - tg 15°.

A megadott stiriiséggel a 75 darab, 0,5 cen- Az F A,
timéter vastagsagu tizenkétszog tomege

7519200 - tg 15° - 0,5 - 7,8 ~ 1504803 (gramm),

amely kerekitve 1505 kilogramm.

b) A Thalész-tétel (megforditdsa) miatt derékszogii haromszoget akkor kapunk,
ha a haromszog leghosszabb oldala a tizenkétszog koré irt korének atmérdje, tehat
ennek az oldalnak a két végpontja a tizenkétszog két atellenes csticsa. Ilyen médon
két csucsot hatféleképpen tudunk valasztani: A1 Ay, AsAg, A3Ag, AyAig, AsA11,
AgAia. A hdromszog harmadik, a derékszogii csicsa a maradék 10 csics koziil
barmelyik lehet. Ez mind a hat esetben 10 lehet&séget jelent, vagyis a derékszo-
gili haromszogek szama: 6 - 10 = 60. Az Osszes haromszog szamat gy kapjuk, ha
a 12 csics koziil az 6sszes lehetséges modon kivalasztunk harom darabot. Ezeknek
a szama: (132) = 220, azaz a nem derékszogii haromszogek szama: 220 — 60 = 160.

4. Magyarorszdgon 2022-ig a gépkocsik (nem egyedi) rendszdma hdrom betiibdl
és hdarom szamjegybdl dallt. Az abécé 26 betije haszndlhatd ezekben a rendszdmokban.

a) Hdny autd kaphat ilyen mddon rendszdmot? (4 pont)
b) Hdny olyan rendszam lehet, amelyikben kétféle betd, és kétféle szamjegy
szerepel? (5 pont)
c) Az elképzelhetd dsszes rendszdmbdl véletlenszeriien vdlasztunk egy darabot.

Mekkora a valdszintisége annak, hogy hdrom kiilonbozd betiibol és hdrom kiilonbozd
szdmjeqybdl dll ez a rendszdm? (5 pont)
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Megoldas. a) Mivel tobbszor is szerepelhetnek a betiik és a szdmjegyek is egy-
egy rendszamban, ezért a hirom bet{i 263, a hdrom szdmjegy pedig 10® darab lehet,
az Osszes lehetOség ezek alapjan: 262 - 102 = 17576 000.

b) Legyen a rendszdmban szerepl kétféle beti az A és a B. Ezek 6-féleképpen

fordulhatnak elé: AAB, ABA, BAA, ABB, BAB, BBA. Mivel a 26 betii kzil (% )-

féleképpen véalaszthatunk ki két betiit, ezért minden valasztas esetén 6 - ( 9 ), azaz
1950 rendszam betiiit tudjuk elédllitani. A szdmjegyek esetén is hasonléan gondol-
kodhatunk: 6 - (120) = 270. Ezek alapjan az 6sszes megfelelo rendszam darabszama:
1950 - 270 = 526 500.

c) Az 6sszes elképzelhetd rendszdm szdma: 263 - 103. Mivel most csak egyszer
szerepelhetnek a betiik és a szamjegyek is egy-egy rendszamban, ezért a harom be-
t 26 - 25 - 24, a hdrom szadmjegy pedig 10 -9 - 8 darab lehet. A kedvezd lehetGségek
szama ezek alapjan: 26 -25-24-10-9 - 8. A keresett valészinliséget a kedvez6 esetek
szaméanak és az Osszes eset szamanak hanyadosa adja, vagyis annak a valdszinii-
sége, hogy a kivélasztott rendszam harom kiilonb6zo betlibél és harom kiilonbozé
szamjegybdl fog allni:

©26-25-24-10-9-8  25-24-9-8
N 26° - 10° 9262102

~ 0,639.

II. rész

5. Adott a kovetkezd két fiigguény:
f:R=R; flx)=—2—1, é g:R—=R; g(x)=—2*—10x - 19.

a) Oldjuk meg az f(x) = g(x) egyenletet a valds szdmok halmazdn. (3 pont)
b) Irjuk fel az y = f(x) és az y = g(x) egyenletdd alakzatok kizds pontjaiban
az y = g(x) egyenletl gorbéhez hizhatd érintdk egyenletét. (7 pont)
¢) Szdmitsuk ki az y = f(x) és az y = g(x) egyenletd alakzatok dltal kizbezdrt
sikidom teriletét. (6 pont)

Megoldas. a) Rendezés utdn a kiovetkezd masodfokd egyenletet kell megolda-
nunk: 22 4 92 + 18 = 0. A méasodfoki egyenlet megoldéképletének alkalmazdsival
lathaté, hogy x1 = —3, 2 = —6.

b) Adott pontban a fiiggvénygrafikon érintéjének meredeksége egyenld a fiigg-
vény elsd derivéltjanak értékével. Mivel ¢'(z) = —2x — 10, ezért az ey érintd me-
redeksége my = ¢'(—3) = —4, az ey érinté meredeksége mo = ¢'(—6) = 2. Az e
egyenes dtmegy a g(z) grafikonjdnak P;(—3;2) pontjan, ezért 2 = —4 - (—=3) + by,
amelybdl by = —10, igy e; : y = —4a — 10. Hasonl6képpen, a Py(—6;5) pont illesz-
kedik az ey egyenesre, ezért 5 = 2- (—6) + ba, ebbdl by = 17, tehdt eq : y = 22+ 17.
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¢) A grafikonok dltal meghatdrozott sikidom teriiletét a kovetkez6 hatdrozott
integral kiszamitasaval kaphatjuk meg:

-3 -3
3 -3
/ (9(z) — f(z)) dz = /(—1:2 — 9z — 18) dx = —% —452% —182| =
—6 6 —6
— 922518 = 45.

A sikidom teriilete 4,5 teriiletegység.

6. Egy 600 méter oldalhosszusdgu, négyzet alaku parkot futdpdlya hatdrol.
A park egyik csicsdtol inditja Andrds, az edzd a két futdatlétdajat, akik egyszerre
indulnak, de mds irdnyban. Andrds helyben marad, Lali 9 km/h, Mdté 8 km/h
egyenletes sebességgel fut az edzésen. 6 perc elteltével a hdrom szereplé az ALM
hdromszdg csucsaiban van, ahol a hdromszdg csucsait a szereplok nevének a kezdd-
betitijével jeldltiik.

a) Milyen messze van ekkor Andrdstol Lali és Maté? (4 pont)
b) Milyen messze van ekkor eqgymdstdl a két futé? (2 pont)
¢) Igazoljuk, hogy ekkor Andrds pontosan 45°-o0s szigben ldtja az LM szakaszt.
(5 pont)
d) A parkban az L és M kézitt van egy egyenes sétadt is. Milyen messze van
Andrds ettdl az uttdl? (5 pont)
Megoldas. a) 6 perc, azaz 0,1 déra alatt Lali D L C
900 métert, Maté pedig 800 métert fut. Ezek alap-
jan: AD 4+ DL = 600 + 300 = 900 méter, AB + BM =
= 600 + 200 = 800 méter. A Pitagorasz-tételt haszndl- T
va az ADL derékszogli haromszoghben Andras és Lali
tévolsdga: AL> = AD?*+ DL* = 6002 4 300% = 450 000, N
amelybSl AL = /450000 = 300v/5 ~ 671 méter.
A Pitagorasz-tételt hasznélva az ABM derék- -

szogl héromszogben Andrdas és Mdté tdvolsaga: A B
AM? = AB? + BM? = 600 + 200% = 400000, amely
alapjan AM = /400000 = 200v/10 ~ 632 méter. Andrastél Lali 671 méterre, Maté
pedig 632 méterre van.

b) Mivel DL =300, ezért LC = 300. Mivel BM = 200, ezért MC = 400.
A Pitagorasz-tételt hasznédlva az LCM derékszogii haromszogben Lali és Maté
tavolsdga: LM = /LC? + MC? = /3002 + 4002 = 500 (méter).

A két sportolé 500 méterre van egymastol.

¢) Az ALM héromszégre hasznaljuk a koszinusztételt:
LM? = AL + AM? —2- AL - AM - coscv.

A héromszog oldalainak hosszat mar ismerjiik, végezziik el a behelyettesitést, de
az igazolas miatt csakis a pontos értékeket hasznalhatjuk:

250 000 = 450 000 4 400000 — 2 - 300v/5 - 200v/10 - cos av,
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amelybdl azt kapjuk, hogy
450000 + 400 000 — 250 000 600 000 5 1 V2

2-300v/5-2000/10  120000-v50 5v2 V2 2

Az « egy haromszog belsd szoge, ezért a cosa = egyenlet megoldédsat
a ]0°;180°[-on keressiik. Az egyediili megoldds o = 45°, és ezzel az §llitdst iga-
zoltuk.
d) Az AT szakasz hosszat kell meghataroznunk. frjuk fel az ALM haromszog
teriiletét kétféleképpen:
LM -AT 500 AT

T= =250- AT
2 2 ’

COS «x

SN

illetve

AL - AM - si 300v/5 - 200,10 - X2
T = . mae . 2 _ 150000.

Ebbél kévetkezik, hogy 250 - AT = 150000, azaz AT = 600 (m).

Andrés 600 méterre van az uttol.

7. Boglarka érdekes szamhdrmasokat gyiijtitt, és a kovetkezoket dllapitotta meg:

3 +4% =5
52 + 122 = 132,
7% 4247 = 252,
9% +40% = 412,

a) Béla megldtta Bogldrka egyenleteit és elgondolkodott azon, hogy lehet-e egy
ilyen tulajdonsdgi szamhdrmas legkisebb eleme a 2023. Segitsiink Bélanak, hatdroz-
2uk meg k € 7 értékét, ha 2023% + k% = (k + 1)°. (4 pont)

b) Bdlint azt dllitja, hogy a végtelenségig folytathatd az egyenléségek sorozata,
azaz minden 2n+1 (n € N) alakd pdratlan szdm négyzetéhez hozzdadva a 2n(n+1)
négyzetét, éppen a kovetkezd négyzetszamot kapjuk. Igazoljuk Bdlint dllitdsdt.

(6 pont)
¢) Bizonyitsuk be, hogy 12023 4 22023 4 32023 4 42023 4 52023 (qxthats 5-tel.
(6 pont)

Megoldas. a) Bontsuk fel a ziréjelet, majd az egyenlet mindkét oldalabdl
vonjunk ki k2-t:

20232 + k% = k? 4+ 2k + 1,

2023% = 2k + 1.
Ebbdl rendezés utan azt kapjuk, hogy
20232 — 1
k= % = 2046 264.

Ellendrzés: 20232 + 2046 2642 = 4187 200450 225 = 2046 2652.
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b) Balint &llitdsa a kovetkezd: Minden n € N-re igaz, hogy

2n+1)%* + (2n(n+1))* = 2n(n+1) + 1)°.
Az egyenlet bal oldaldbdl kiindulva, azonos dtalakitdasokat végziink:

dn? Fan+14+4n*(n% +2n+ 1) =4n’(n? +2n+1) +4n(n+1) +1 =

= 2n(n+1)*+2-20(n+ 1) +1= (2n(n+1) +1)°,
igy éppen a jobb oldalon &ll6 kifejezést kapjuk. Ezzel a bizonyitas végére értiink,
megmutattuk, hogy Balint allitasa igaz.

c) I. megoldds. Az 12°%% = 1, a 2 pozitiv egész kitevéjii hatvanyainak végzdései
négyesével ismétlédnek (2,4,8,6,2,...), és 2023 = 505 - 4 + 3, ezért a 22923 utolsé
szamjegye 8. A 3 pozitiv egész kitevéjii hatvanyainak végzddései is négyesével
ismétlédnek (3,9,7,1,3,...), ezért a 32023 utolsé szdmjegye 7. A 4 pozitiv egész
kitevjli hatvédnyainak végz&dései kettesével ismétlddnek (4, 6,4, . ..), tehat paratlan
kitevd esetén 4-re végzddnek, ezért a 42923 utolsé szamjegye 4. Az 5 pozitiv egész
kitevéjii hatvanyainak végzédése mindig 5, tehdt az 52923 utolsé jegye 5. Ezek
alapjan az Gttagu Osszeg utolsé jegye b, vagyis oszthatd 5-tel. Ezzel a bizonyitas
kész.

II. megoldds. Mivel az 5 barmelyik pozitiv egész kitevojli hatvanya oszthato
5-tel, igy elég megmutatnunk, hogy 12023 4 22023 4 32023 4 42023 qgzthatd 5-tel.
A kifejezés tagjait alkalmasan csoportositjuk:

12023 4 42023 | 92023 | 32023
majd alkalmazzuk az
a"+b"=(a+b)(a" " —a"Pb4+a" . £ —ab" )
azonossagot, amelyben n pozitiv, paratlan szam:
(12023 +42023) n (22023 +32023) _
=(1+44)- (egébsz szdm) + (2 + 3) - (egész szdm) = 5 - (egész szdm),
azaz belattuk, hogy a kifejezés oszthatd 5-tel.

8. Egy wvdllalkozds olyan négyzet alapi egyenes guldkat rendel rekldmajdn-
déktargyként, amelyeknek az oldallapjai az alaplappal 60°-0s szdget zdarnak be, és
az alapéleinek a hossza 12 centiméter. A négy kiemelkedd termékiik rekldmjdt sze-
retnék elhelyezni a gula egy-egy oldallapjdn.

a) Hatdrozzuk meg mekkora teriletl részre kell megtervezni egqy termék rek-

ldmyat. (3 pont)
b) Mekkora a gila térfogata? (3 pont)
¢) Mekkora széget zdrnak be a gila oldalélei az alaplappal? (4 pont)

d) A gula alakid dobozok belsejében egy-eqy (gomb alaki) ajdndék labddt is
elhelyeznek, amelyek mind a négy oldallapot és az alaplapot is érintik. Mekkora
a labda sugara? (6 pont)
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Megoldas. a) Legyen az AC és a BD
atlé metszéspontja K, a gila testmagas-
sdga EK = m. Az AB él felezOpontja F,
igy FE =my az ABE oldallap magas-
saga, és KFE< = a = 60° az alaplap és
az oldallapok bezart szoge.

A KFFE derékszogii hdromszoghol

12
S =12 (cm).
2 - cos 60° 2 - cos 60°

Ezt felhasznélva a gila egy oldallapjanak a teriilete, ahova egy terméknek a rek-
lamjat kell megtervezni:

a-my 12-12

Toldallap = 9 = 9

b) A KFE derékszogii hdromszogbél

72 cm?.

12
m:%.tgGOOZE-tgm":&\/ﬁcm-

A gila térfogata:

2.om 12263

a
V =
3 3

= 288 - /3 ~ 498,8 (cm?).

¢) A gila forgdsszimmetrikus, ezért az oldalélek az alaplappal ugyanakkora
szoget zarnak be. Az E A oldalél alaplappal alkotott 8 szogét az EAK derékszogi
haromszogbdl hatarozhatjuk meg:

wp= DK T2 _f5
BPTKAT vz, V2
2

innen 8 ~ 50,77°.

d) A guila beirt gdmbjének sugarat kell meghatdroznunk. Ez a gomb az oldal-
lapokat azok lapmagassagain, az alaplapot a négyzet atléinak metszéspontjaban
érinti. Legyen a C'D él felezOpontja G, a gilanak egy alaplapra meroleges sikmet-
szete a GF'E haromszog. A beirt gomb O kozéppontja az EK tengelyre illeszkedik,
ezért a GFE sik egy olyan fékort metsz ki a gombbol, amely egyuttal a GFE
haromszog beirt kore. A GFE haromszogben FO szogfelezd, ezért OF K< = 30°.
A gbémb sugara:

3
r:KO:KF-tg30°:6-%:2-\/3%3,5.

A gila alakd dobozokban 3,5 cm sugari labddkat helyeztek el.

Megjegyzés. A GFE héromszog beirt korének r sugara tobbféleképpen is meghaté-
rozhaté. Alkalmazhattuk volna az r = E képletet, de hasonlésiggal is célt lehetne érni.
Ha a kor az EF szakaszt H-ban érinti, akkor az EHO és az EK F haromszogek hasonldk.
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9. a) Egy matematikatandr tanit a 12. A és a 12.B osztdlyban is. Iratott
eqy kozos dolgozatot, amelyben 120 pont volt az elérhetd legmagasabb pontszdm.
Az A osztalyban 84 pont, a B osztdlyban T4 pont lett az dtlag. Az A osztdlyos fiik
datlagosan 81, a B osztdlyos fiik pedig 71 pontot értek el. Az A osztdlyban a lanyok
datlagosan 90, mig a B osztdlyban a ldnyok dtlagosan 76 pontos dolgozatot irtak.
Tudjuk tovdbbd, hogy az dsszes fii dtlaga 79 pont lett. Mennyi a két osztdlyban
az dsszes ldny dtlagpontszdma? (8 pont)

b) Az A osztdlyban tanuld Andrdsnak hat jegye van matematikdbdl, és a hat
jegynek a medidnja 4. Mit mondhatunk a B osztdlyban tanuld Benedek matematika-
jegyeinek medidanjdrdl, ha hat jegye pontosan megegyezik Andrds jegyeivel, de neki
van még ezen til eqy hetedik jegye, amely 5-6s¢ (4 pont)

¢) Hdarom bardtnd, Anna, Bea és Cili matematikdbdl, fizikdbdl és kémidbdl elért
félévi eredményeiket vizsgdlta.

I. Kiszamoltik mindegyikiiknek az dtlagdt, majd ezeknek az dtlagoknak vették
az dtlagat.

II. Kiszdamoltdk a hdrom tantdrgy dtlagdt, majd ezen dtlagok dtlagdt vették.

Mutassuk meg, hogy a kétféle mddon kapott dtlag egyenld eqgymdssal. (4 pont)

Megoldas. a) A kovetkezd tdbldzat tartalmazza az ismert atlagokat, az osszes
lany atlagpontszamat jelolje x:

fiak atlaga | lanyok atlaga | osztaly atlaga
12. A 81 90 84
12.B 71 76 74
atlag 79 T

A 12. A osztélyban a fi, a 12. B osztalyban b fit, a 12. A osztdlyban ¢ lany,
a 12.B osztdlyban d lany van. A tabldzat els6 sora alapjan a kovetkezd egyenle-
tet frhatjuk fel: 81a + 90c = 84(a + ¢), amelybdl a = 2¢. A tébldzat masodik sora
alapjén pedig a kovetkezd: 71b + 76d = 74(b + d), amelybél d = 1,5b. A tébldzat

els6 oszlopa alapjdn: 8la + 716 = 79(a + b), ebbdl a = 4b. A tébldzat mésodik osz-

90c+76d
c+d

ezért 2c = 4b, vagyis ¢ = 2b. Alkalmazzuk az x-re kapott Osszefiiggésben a ¢ = 2b

és a korabban kapott d = 1,5b helyettesitést:
_90-2b+76-1,5b 180 + 114 _ 84
N 2b+ 1,50 35

A két osztalyban az tsszes lany atlagpontszama 84.

lopa alapjan: 90c + 76d = x(c + d), vagyis z = . Mivel a = 2c és a = 4b,

b) Legyen Andras hat jegye: a < b < c<d < e < f. Mivel ezeknek az érdem-
jegyeknek a medidnja 4, és paros darabszamu jegyrol van sz, ezért %i = 4. Be-
nedek hét jegyével kapcsolatban harom eset lehetséges. Ha ¢ = 3 és d = 5, akkor
a sorrend: a,b, ¢, 5,d, e, f, vagyis a medidn 5. Ha ¢ = 4 és d = 4, akkor a sorrend:
a,b,c,d, ..., vagyis a medidn d = 4-gyel egyenl6. Ezek alapjan, ha a hat érdem-
jegyhez hozzavesziink egy 5-6st, akkor a hét szdmnak a medidnja, azaz Benedek
matematikajegyeinek medianja vagy 4, vagy 5 lesz.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/1 21



¢) A megfelels félévi jegyet a kovetkezd tdblazatban rogzitettiik (a,b, ..., 7 €
€ {1;2;3;4;5}):

matematika | fizika | kémia
Anna a b c
Bea d e f
Cila g h i

Anna 4tlaga: %b"—c, Bea 4tlaga: %, Cili 4tlaga: %}LH. A hédrom tanuld
atlaganak az atlaga:

atbtc | dtetf +g+h+i

3 T 73 3 :a+b—|—c—|—d+e+f+g—|—h+i
3 9 '
a+d+g

A matematika dtlaga: , a fizika atlaga: b+§+h, a kémia dtlaga: HTJC—H A ha-
rom tantdrgy atlaganak az atlaga:

a+d+g + btet+h |, ctf+i
3 3 3

+ _a+bt+ct+dte+f+gt+h+i
3 o 9 ‘

Lathatjuk, hogy a harom tanulé atlaganak az atlaga és a harom tantargy
atlaganak az atlaga egyenlé.

Kozma Katalin Abigél, Szamadé6 Laszlo
Gyor Budapest

Projektiv geometria és tarsai —
avagy hogyan birkozzunk meg egy feladattal 1.
els6 harom gyakorlofeladatanak megoldasvazlata

F/1. Megoldasvazlat. Legyen a négy érintési pont A, B, C és D (ebben a sor-
rendben). Invertdljunk egy A kézépponti korre. Ekkor ki és ko (melyek az A-n
atmend érint6é korok voltak) parhuzamos ki, kb egyenesekbe mennek és a ks, ky
korok kf, kj képei olyan korok, melyek C’-ben érintik egymaést, és k5-t B’-ben, mig
Ki-et D’-ben érintik. Igen egyszerli szogszamoldssal adédik, hogy B’, C’, D’ egy
egyenesen van. Visszainvertdlva: ha ez az egyenes atment A-n, akkor A, B, C, D
egy egyenesen van, és ha ez az egyenes nem ment a4t A-n, akkor az egyenes képe
az ABCD kor lesz.

F/2. Megoldasvazlat. Invertdljunk egy C koézéppontd korre. A PQ &tmé-
r6jli félkor a P’'Q’ &tmérdjli félkorbe megy (hiszen a kozéppont rajta marad
a P—C—(@Q egyenesen), mig w egy e egyenesbe, amely érinti a P’'Q)’ atmérsji fél-
kért és parhuzamos P’Q’-vel, hiszen az inverzié szogtarté és eredetileg is érintet-
ték egymdst. Az AB egyenes képe egy olyan k kor lesz, amelynek a kozéppontja
P'Q’'-n van és érinti w'-t. Igy ' és k kongruens lesz. A k kér /-t A’-ben, mig
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P'Q'-t B’-ben metszi el. Ekkor P’A’B’ egyenld szart, azaz PAC<x = A'P'C< =
= A'B'C< = BAC«.
F/3. Megoldasvazlat. Erdemes lehet egy A kozéppontu korre invertalni, hiszen

minden szoges feltételben ott van A. Nagy haszna lesz az 1.2-es lemmanak. Jelolje
az inverzié sordn X képét X'. Ekkor

APB< — ACB« = APC<« — ABC«,
AB'P'« — AB'C'a = AC'P'« — AC'B'«,
P/B/C/<I — P/C/B,<I7
P'B =P
A szogfelez6-tétel miatt ahhoz, hogy BD és CE ugyanabban a pontban messe el

AP-t, az kell teljesiiljon, hogy AB/BP = AC/CP. Az APB, AB'P’ és az ACP,
AP'C’ haromszogek hasonlésagdbdl pedig addédik, hogy

AB AP’ AP AC

BP P'B _ PC CP

Matematika feladatok megoldasa

B. 5202. Két raciondlis szdmot ismerdsnek neveziink, ha van olyan p/q, illetve
r/s alakjuk (p, q, r, s egészek), amelyekre |ps — qr| = 1. Hdny kiézds ismerdse lehet
két ismerds raciondlis szamnak?

(5 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter (Budapest)

Megoldas. Legyen a p/q és r/s két ismerds raciondlis szdm, megfeleld alakjuk-
ban (p, q, r, s egészek, ¢ és s sem nulla).

Ha a négy egész kozott van nulla, az altalanossag rovasa nélkiil foltehetjiik,
hogy p = 0. Ekkor ¢ és r is 1 vagy —1. Vagyis a 0-nak csak a £1 lesz az ismerGse.

Ezek utan vegyiik fel a stkon az A(p;q) és B(r;s) racspontokat. Az O origd-
val egyiitt alkotott ABO racshiromszogiik teriilete éppen %|p5 —qr| = % (hiszen
ismerések), vagyis ABO iires rdcshdromszog.

Azt kaptuk tehat, hogy a két raciondlis szam ismerdssége azt jelenti, hogy
az A(p; q) és B(r; s) pontok az origéval egyiitt iires racsharomszoget fognak kozre.
Ha ismerdsek, akkor ez lattuk, hogy teljesiil és ha ez teljesiil, akkor |ps — qr| =1,
vagyis ismerdsok. (Ha s és r tovdbbra sem nulla.)

Ha a négy egész kozott nincsen nulla, akkor p, q, illetve r, s relativ primek,

hiszen ha valamely parnak d egy kozos osztdja, akkor az osztja a |ps — qr| kifejezést
is, ami viszont éppen az 1.
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Két ismerds § és 735 szamnak (lattuk, hogy énmagdval senki sem lehet ismerds)

koz6s ismerdse mindkét ponttal egyiitt valasztva az origéval iires racsharomszoget
alkot, vagyis ha A(p;q) és B(r;s) mellé létezik ilyen C(z,y), akkor ABO, ACO és
BCO is iires racsharomszog.

Mindegyik haromszog teriilete %, és az ABO és ACO haromszognek AO kozos
oldala, vagyis egyenl6 az ezen oldalhoz tartozé magassiaguk. fgy C és B egyenl6
messze lesz AO-tdl, vagyis C-be eljuthatunk B-bdl, vagy B’-bdl (B’ a B pont
O-ra vonatkozé titkorképe, a ,mésik oldal”) az OA valahdnyszorosét lépve. Mivel
ABO iires rdcsharomszog, ezért az O A szakasz belsejében nincs rdcspont. Tehédt C
lehetséges helye a parhuzamos egyeneseken éppen az O A egész tobbszoroseivel vald
1épés lesz.

Logikai szimmetridval C-be eljuthatunk A-bél és A’-bbl (A’ az A pont O-ra
vonatkozé titkérképe) az O? egész szamu t6bbszordseit 1épve.

C a két-két, origéra szimmetrikus parhuzamos egyenes metszéspontjaban lehet.
Ezek igy éppen egy origora szimmetrikus paralelogramma négy csticsat hatarozzak
meg. Az origéra szimmetrikus csicsparokban a két koordinata-arany egyforma,
vagyis valgjaban csak két kozos ismerOs valos szamot kaphatunk.

y Az dbra alapjén ezt a kettét valéban
3 meg is taldlhatjuk (A-bél O? és igy B-bol
— —
2 OA, vagy A-bol BO és fgy B'-bdl OA):
? A Ci(p+75q +5),
Co(p—13q —5).

Ezek valéban raciondlis szamot adnak és 1é-
tezik két kozos ismerosiik, ha ¢ + s és ¢ — s
sem nulla, vagyis |q| # |s|. Példdul 1-nek és
%—nek a0ésa % Eléfordulhat, hogy még-
is egyenlé az abszolut értékiik, ekkor csak
egy megoldas 1étezik, de az biztosan, példa-

ul 1-nek és 2-nek csak a 5a kozos ismerdse.

Csakaos kiga csapat:
Gdbriel Tamds, Mezey Dorottya és Seres-Szabdé Mdrton
(Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

68 dolgozat érkezett. 5 pontos 37, 4 pontos 10, 3 pontos 3, 2 pontos 4, 1 pontos 2,
0 pontos 11 dolgozat.

B. 5221. Az ABC hegyesszigi hdromszigben a beirt kor érintési pontja a BC,
CA, AB oldalon rendre D, E, illetve F. A hdromszdg koré irt kor az AEF kort
az A-tdl kiilonboz6 P, a BF D kért a B-tdl kiilonbozé Q, a CDE kért pedig a C-tél
kiilonbozé R pontban metszi. Mutassuk meg, hogy a DP, EQ és F'R egyenesek egy
ponton mennek dt.

(6 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budapest)
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I. megoldas. A megoldashoz készitsiink egy részletes dbrdt. A jobb attekinthe-
t6ség érdekében az egyes koroket kiillonbozo szinekkel jeloltiik.

1. dbra

Azt fogjuk beldtni, hogy a DEPQ (piros), a DFPR (kék), illetve az EFQR
(zold) pontnégyesek egy-egy koron vannak. Ismert, hogy az egymdst két pontban
metszo korok hatvanyvonala a metszéspontokon atmené egyenes. Ebbol mar kovet-
kezik a feladat allitdsa, ugyanis az egymast paronként két pontban metszé korok
hatvanyvonalai DP, EQ és F' R egyenesek, és ezek a hatvanyponttétel miatt valo-
ban egy ponton mennek At.

A harom négyszog hasonléan keletkezik: két cstics az ABC héromszog beirt
korének a haromszog két szomszédos oldalan taldlhato érintési pontja, a masik két
csucs pedig a harmadik oldal két végpontjan athaladé — a feladatban definidlt —
korok metszéspontjait tartalmazza a koriilirt korrel. Ezért elegendo csak azt belat-
nunk, hogy DEPQ hurnégyszog.

2. dabra
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Itt egy elkészitett abranak sokféle valtozata lehet, ezért a diszkusszi6 elkeriilése
érdekében végig iranyitott szogekkel fogunk dolgozni. (Ha négy pont koziil két meg-
felel6 harmast kivalasztva a két sz6g megegyezik vagy 180°-ra egésziti ki egymast
egyarant tudjuk, hogy a négy pont egy koérén van.) A DEP< egyardnt jelenthe-
ti magat a szoget, illetve a 180°-ra kiegészito szoget is. Ez jelent&sen megkonnyiti
a leirést.

Célunk tehat annak belatasa, hogy DEP< = DQP<, ebbdl a keriileti szogek
tételének megforditasa, illetve a hiurnégyszogek tétele miatt mar kovetkezik, hogy
a négy pont egy korén van.

Ehhez elészor is az AEFP és ABPQ korokbdl FEP< = FAP<t{= BAP< =
= BQP<, mig azt haszndalva, hogy BDF'(Q konciklikus: BQD<t = BFD<. Az el6-
z6 kettébél azt kapjuk, hogy DQP< = BQP< — BQD< = FEP<— BFD<. Sz~
moljuk ki most a DEP szoget (kihasznélva, hogy a C, E, A pontok egy egyene-
sen fekszenek, ezért CEA< = 180°): DEP< = (180°) — CED<— PEA<. (A 180°
azért van zardjelben, mert az Osszeg el6jeles mennyiség, igy ez elhagyhaté len-
ne, és a tovdbbiakban el is hagyjuk.) fgy mar csak azt kell belatnunk, hogy
FEP<— BFD<g=-CED< — PFEA4, azaz

FEP<s+CED<+ PEA«—BFD<=0.

A negativ eljellel szereplé BF D< iranyitasat megforditva, és kihasznélva, hogy
FEP<+ PEA< = FEA<, a bizonyitandé ekvivalens az

FEA<+ CED<+DFB« =0

allitassal. Mivel CED<+ DEF<+ FEA< =0, rogton addédik, hogy mdar csak
a DFB< = DEF< allitast kell belatnunk.

Ez pedig kozvetlen szogszamitasokkal néhéany 1épésben belathaté. Ha ugyanis
bevezetjiik a hdromszog irdnyitott szogeire az CAB< = a, ABC<1 = 8, BCA< =

= (= —f — «a) jeloléseket, és felhaszndljuk, hogy az érintészakaszok egyenlésé-
ge miatt AF = AF, BF = BD, illetve CD = CF, azt kapjuk, hogy DFB< =

= —w = g (a BDF haromszog egyenld szarisdgdbodl), és
180° — 180° —
DEF< = -FEA<— CED< = — (—2a> ~ (_27> = _% - %

(mivel az elézbek szerint az AEF és CED héaromszogek egyenld szdruak). Innen
pedig mar vildgos, hogy DF B<t = DEF'<, hiszen igaz az ekvivalens atalakitasok so-
ran kapott —% - g = % Osszefiiggés (a hdromszog belsd szogeinek 6sszege alapjan).
Mivel pedig a DF B<t = DEF< 6sszefiiggéshez ekvivalens 1épésekkel jutottunk el,
ebbdl az is kovetkezik, hogy PQDE konciklikus. Ez pedig az elsé bekezdés szerint
a bizonyitandét is vonja maga utan.
A bizonyitas sordan mindvégig iranyitott szogeket hasznaltunk, és pusztan szog-
szamitasokkal jutottunk el a bizonyitandéhoz, tovabbi diszkussziéra nincs sziikség.
Varga Boldizsdr (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan
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II. megoldas. Az allitas inverzid felhasznélasaval is igazolhaté. Legyen az ABC
haromszog koriilirt koére w, beirt kore pedig k, ennek koézéppontja I. Invertaljuk

a feladatban szerepld pontokat és kordket a beirt k korre. Ekkor D' = D, E' = FE
s F'=F.

C

8. dbra

Az AFEITF négyszoghen E-nél és F-nél derékszog van, a négyszog hurnégyszog,
koriilirt kore dtmegy az inverzié centruman, tehat a kor inverz képe egyenes. Mivel
E és F helyben marad, az inverz kép az E'F egyenes. Mivel AF és AF' az A pontbdl
a beirt korhoz hizott érinté szakaszok, ezért egyenld hossziak: AE = AF. Az AEF

4. dbra
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haromszog egyenl6 szard, igy az A csicsbeli szogfelezd egyben oldalfelez6 merdleges
is, tehat AT mer&legesen felezi az E'F szakaszt. Mivel A € EF és A’ € Al, azért
A’ a két szakasz metszéspontja, egytittal az EF szakasz felezépontja. Ugyanezzel
a gondolattal 1atjuk, hogy B’ és C’ pontok is oldalfelez pontok a DEF hromszog-
ben. A w kér nem megy &t az inverzié centrumadn, igy képe ismét kor, az A’B’'C’
haromszog koriilirt kore, vagy masképpen a DEF haromszog Feuerbach-kore.

Az AEF kor és a koriilirt kor médsodik metszéspontja a P pont, az inverze-
iknél ez a méasodik metszéspont a DEF Feuerbach-korének és az FF' egyenesnek
az A’-t8l kiilonbozé metszéspontja, vagyis a DEF haromszég D-hez tartozé ma-
gassagvonaldnak talppontja. A logikai szimmetria alapjan ezek szerint a P/, Q' és
R’ pontok a DEF héromszog magassdgainak talppontjai.

A PD egyenes inverz képe, P'D’ altaldban I-n dtmend kor. (Kiilon vizsgdlatot
igényel, ha P, I és D egy egyenesre esnek.) Ezzel az eredeti allitds dtfogalmazhato:
bizonyitandd, hogy a P'D’I, Q'E'I és R'F'I koroknek van egy kozos, I-t6] kiilonbo-
z6 metszéspontja. A DEF hdromszog szogei #, %, %, vagyis mindenképpen

hegyesszog.

A megszokott betiizésekre térve azt kell tehat még bizonyitanunk, hogy ha
az ABC' hegyesszogli haromszog magassagainak talppontjai T4, T és T, koriilirt
korének kozéppontja O, akkor az AT40O, BTgO és CTcO koroknek van egy O-t6l
kiilonb6z6 kozos pontja.

5. dbra

Legyen az ABC' hiromszog magassidgpontja M. Az ABT,T B hurnégyszog,
mert ATAB< = ATgB<1=90°. Az M = AT»(\BTg, igy az M pontnak erre a kor-
re vonatkozd hatvianya MA- MTy = MB - MTg. Legyen az AT40 kor és az OM
egyenes O-t4l kiillonbozé metszéspontja Y. Van ilyen méasodik metszéspont, hiszen
a haromszog hegyesszogi, M az AT szakaszon helyezkedik el, a kor belsejében, és
OM nem lehet a kor érintdje. Az M pont AT 4O korre vonatkozé hatvénya alapjan

MA-MTy = MY - MO, My = M2MTa,
Legyen a BTgO kor és az OM egyenes O-tél kiilonb6z6 metszéspontja Z.
Az M pont BTpO kérre vonatkozo hatvanya alapjan M B - MTp =MZ - MO,
MB-MTg
M2z ="%o
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Mivel MA-MTy = MB - MTg, ezért MY = M Z el6jelben is egyezéen, az Y
és Z pont megegyezik. Ugyanigy az is teljesiil, hogy CT¢O is d&tmegy ezen az Y pon-
ton.

Vizsgaljuk meg, hogy lehet-e az I pont a PD egyenesen. Ez azt jelenti az ijra-
fogalmazott feladatunkban, hogy a koriilirt kor kézéppontja az egyik magassiagvo-
nalon van. Ez akkor teljesiil, ha a haromszog egyenl6 szaru. Ekkor az ATA0, BTgO
és CTcO korok koziil az egyik elfajulé és megegyezik az OM egyenessel, a mésik
ketté pedig az OM egyenesen metszi egymést egy tovabbi pontban. (Szabélyos
haromszog esetén mindhdrom kor elfajuld, és O a kozos pont.)

A bizonyitést befejeztiik.

Kercsé-Molndr Anita (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 23 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott: Baski Bence, Bencsik Dévid,
Diaconescu Tashi, Duchon Marton, Kalocsai Zoltdn, Kercs6-Molndr Anita, Lovas
Marton, Mohay Lili Veronika, Somogyi Dalma, Varga Boldizsar, Virag Rudolf, Wiener
Anna és a Csakads Kiga csapat. 5 pontos 3, 4 pontos 3, 3 pontos 2 dolgozat. 2 pontot
kapott 1, 0 pontot szintén 1 tanulé.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(749-753.) | o

K. 749. Aladdin egy szelencében 5 pénzérmét taldlt, melyekbél az egyik hamis.
Azt, hogy melyik az, csak Abu, a kismajom tudja. Aladdin 3 érmét kivédlaszthat,
ebbol egyet Abunak ad, cserébe Abu megmondja a maésik kettérol, van-e kozte
hamis. Abu valédi érméért igazat mond, és hazudik, ha hamis érmét kap. Lehet-e
legfeljebb harom kérdéssel azonositani a hamis érmét?

Roka Sdndor (Nyiregyhdza) javaslata alapjan

K. 750. Peti mindig ugyanakkora sebességgel megy az iskolaba, de néha siet,
ilyenkor kétszer akkora sebessséggel halad. Tegnap az iskoldba menet az 1t har-
madaig sétalt, aztan pedig sietett, ma pedig 6 perccel tobbet sétdlt, mint sietett.
Hény perccel hosszabb a mai utja a tegnapindl?

K. 751. Van 6t csokigolyonk, melyek kiilsére ugyanigy néznek ki. Harom cso-
kigoly6 mindegyikének tomege 20 g, egy csokigolyd 19 g tomegt, egy pedig 21 g-os.
Rendelkezésiinkre 4ll egy kétkarti mérleg. Igazoljuk, hogy a 19 g témegii csokigolydt
harom méréssel kivalaszthatjuk, de kevesebbel nem.

K/C. 752. A 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 szdmok koziil k-féleképpen vélaszt-
hatunk ki legalabb két olyan szdmot, amelyek 6sszege oszthaté 3-mal. Fejezziik ki
k segitségével, hogy hanyféleképpen valaszthatunk ki a 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
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17, 18 szamok koziil legalabb kettot gy, hogy az Osszegiik oszthatd legyen 3-mal.
(Két kivélasztéds akkor kiilonbozd, ha nem ugyanazok a szdmok szerepelnek benne.)

K/C. 753. Az A csucsu szog egyik szérdn 1év6 B, C, D és E pontokra, illetve
a mésik szdran 1év6 F, G, H és I pontokra igaz, hogy AB = BG =GD = DI =
=1F=FH = HC = CF = FA. Mutassuk meg, hogy a CEH és az IGD harom-
szogek szabalyosak.

Bekiildési hatarid6: 2023. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

A C pontversenyben kitiiz6tt gyakorlatok
(752-753., 1748-1752.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 752. A szovegét lasd a K feladatoknél.

K/C. 753. A szovegét lasd a K feladatoknal.

Feladatok mindenkinek

C. 1748. Mutassuk meg, hogy egy egységsugaru korbe irt hurnégyszog legro-
videbb oldaldnak hossza nem lehet nagyobb v/2-nél.

(Kanadai feladat)

C. 1749. Szamitsuk ki v/ K pontos értékét, ha K a 2025 sszes pozitiv oszté-
janak a szorzata.

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyor)
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C. 1750. Az O; kozépponti ki és az Oy kozépponti ko korok koézos pontjai M
és N. Az M ponton athaladd szel6 a ky kort az A, a ko kort a B pontban metszi
ugy, hogy A a ke kérre, B a ky korre nézve kiils6 pont. Az AO; és BOs egyenesek
kozos pontja P. Az N és a P pont az 0105 egyenes altal meghatarozott két félsik
koziil ugyanabba esik. Mutassuk meg, hogy P illeszkedik az O3 NOs haromszog
koriilirt korére.

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1751. Legyenek a és b olyan pozitiv valés szamok, melyekre a2 + b? = %

Igazoljuk, hogy
1 1

2 —3a + 2—3b
Javasolta: Szmerka Gergely (Budapest)

= 2.

C. 1752. Hatan sorban allnak. Sokat kell varniuk, ezért jatékbdl egy bizonyos
szabaly szerint sorrendet cserélnek és azt haromszor egymas utan végrehajtjak. Egy
ilyen szabdly (in. permutécid) példdul: az 1. a 3. helyre all, a 2. az 1. helyre, a 3.
a 2. helyre, a 4. a 6. helyre, az 5. az 5. helyen marad, végiil a 6. a 4. helyre all.
Mekkora a valészinlisége, hogy legaldbb az egyikiik az eredeti helyére keriil?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyér)

Bekiildési hatarid6: 2023. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A B pontversenyben kitiizétt feladatok
(5286-5293.)

B. 5286. Melyik az a legkisebb pozitiv egész n, amelyre az 11...1 szam oszt-
re e 7 H/_/
hat6 a 33...3 szdmmal (10-es szdmrendszerben)? n
~——
100
(3 pont) (Brazil feladat)

B. 5287. Két kor kiviilr6l érinti egymdast. A korok kézéppontjan dtmend egye-
nes a koroket — az érintési ponton kiviil — az A és a B pontokban metszi. A korok
egyik kozos kiilsé érintéjének az érintési pontjai P és Q). Igazoljuk, hogy az AP és
BQ egyenesek a korok kozos belsd érintéjén metszik egymdst. (Az A és P pontok
vannak az egyik koron, a B és ) pontok pedig a mésikon.)

(3 pont) Javasolta: Molndr Istvén Addém (Miskolc)
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B. 5288. Két jatékos a kovetkezd jatékot jatssza egy 8 x 8-as sakktdblan. A ja-
tékosok felvaltva lépnek, egy 1épésben egy jatékos a két szomszédos mez6t elvalaszto
szakaszok egyikét sargara szinezi. Az a jatékos veszit, akinek a 1épése utdn el6szor
jon létre egy olyan sokszog, amelynek minden oldala sarga. Melyik jatékosnak van
nyero stratégiaja?

(4 pont) (Amerikai versenyfeladat alapjan)

B. 5289. Legyenek a, b, ¢ és d olyan nemnegativ valés szamok, amelyekre
a+ b+ c+ d = 1. Bizonyitsuk be, hogy

1 N 1 N 1 N L
a2+1 ¥¥+1 2+1 &2+17 2

EN |

(5 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)
B. 5290. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a pozitiv egész szdmok halmazan:

"+4"+ ...+ (n+2)"=(n+3)".

(6 pont) Javasolta: Kdspdri Tamds (Paks)

B. 5291. Az ABC héaromszog beirt korének kozéppontja I, korilirt koré-
nek kozéppontja O. Mekkora a haromszog teriilete, ha OI A< = 90°, AI =89 és
BC = 1607

(5 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhdza)
B. 5292. Adott egy k kor és a belsejében a P és a @Q pontok. Szerkessziink*

a P és (Q pontokon at olyan kort, amely a k kort két atellenes pontjaban metszi.
A P és @ pontok helyzetétol fiiggben hany megolddsa van a feladatnak?

(5 pont) Javasolta: Katé Gdbor (Képolndsnyék)
B. 5293. Legyen p egy primszam. Legfeljebb hiny egész egyiitthatés polinom

adhaté meg ugy, hogy semelyik ketto kiilonbsége ne legyen minden egész helyen
p?-tel oszthatd?

(6 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

%

Bekiildési hatarid6: 2023. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

* irjuk le a szerkesztés menetét (az elemi szerkesztési lépéseket, mint pl. szog felezé-
se, tengelyes tiikkr6zés, nem kell részletezni) és indokoljuk az eljards helyességét. Magdat
a szerkesztést nem kell papiron elvégezni.
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Az A pontversenyben kitiizétt

| < |
nehezebb feladatok
(842-844.)
| - |

A. 842. Egy faluban n ember él, akik klubokba jarnak (egy ember tobb klubnak
is lehet tagja). Akédrhogy véalasztunk ki néhdny (de legaldbb egy) klubot, lehet
talalni a faluban egy olyan embert, aki a kivélasztott klubok koziil paratlan soknak
tagja. Mutassuk meg, hogy a klubok szdama legfeljebb n.

Javasolta: Pdlvilgy: Démdtor (Budapest)

A. 843. Legyen N azon n pozitiv egészek halmaza, melyekre tetszéleges k po-
zitiv egész esetén teljesiil, hogy ha n | k¥ — 1, akkor n | k — 1. Bizonyitsuk be, hogy
ha ni,ns € N, akkor a legnagyobb ko6zos osztdjuk is N-ben van.

A. 844. Az ABC héaromszog beirt kore a BC, AC és AB oldalakat rendre
a D, E és I pontban érinti. Legyen E’ az E tiikorképe a DF egyenesre, I’ pedig
F tiikérképe a DE egyenesre. Messe az EF egyenes az AE'F’ hdromszog koréirt
korét X-ben és Y-ban. Bizonyitsuk be, hogy DX = DY

Javasolta: Lovas Mdrton (Budapest)

Bekiildési hatarid6: 2023. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

Informatikabdl kittizott feladatok m

1. 580. Egy aruhaz a ,minden 6tédik ingyen” mottoval arulja termékeit. Ez azt
jelenti, hogy ha valaki egy vésarlas soran legalabb 6t terméket megvesz, akkor
minden 6todik termék ardt elengedik. A kedvezmény szamitdsakor a termékek
sorrendjét az aruhéz szabja meg gy, hogy az eladéas az aruhaznak a legtobb bevételt
hozza. Tehat az elengedett 6todik termékeket az aruhaz valasztja ki.

Az druhézban n kiilonboz6 termék kaphatd, melyek dra aq,as, ..., a,. Tudjuk
ugyanakkor, hogy egy vevé vy, vo, ..., v, szamui terméket vasarolt a bolt kindlata-
bol. Adjuk meg ezek alapjan, hogy a kedvezmények levonasa utdn mekkora Gsszeget
kell fizetnie.

A program a standard bemenet elsé sorabdl olvassa be a termékek n sza-
mét (2 < n < 10), a masodik sorbdl n darab egész szdmot: a termékek egységdrat
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(1 € a; £100), és a harmadik sordbdl szintén n egész szdmot: a vevé altal vasarolt
termékek darabszémat (1 < v; < 100).

A program a standard kimenet egyetlen soraba irja a vésarlds soran fizetend6
Osszeget.

Példdk: Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
3/242830/478 460
2/ 70 41 / 17 3 1120

Magyardzat: az elsé példaban a harom termékbdl dsszesen 19 darabot vasarolt
a vevo, igy harom 6t0s csoport jott 1étre, és a kedvezmény harom 24 egységarral
forgalmazott termékért jart. A masodik példdban a 20 darab termék vasdrlasa-
kor négy termék arat engedték el: harom 41 és egy 70 egységéarral forgalmazott
termékét.

Bekiildendd egy tomoritett 1580.zip allomanyban a program forraskédja, va-
lamint a program révid dokumentéaciéja, amely tartalmazza a megoldas révid lefra-
sat, és megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.

1. 581. Bizonyédra mindenki el6 tud asni valamilyen emlékfoszlanyt, hogy kony-
nyli vagy nehéz volt-e annak idején megtanulnia a szorzétablat. Persze minden
szamrendszernek mas a szorzétablaja. Ezek eléallitasa lesz a feladatunk.

Példaul az egyjegyli szamok szorzétabldja 4-es és 8-as szamrendszerben a ko-
vetkez0:

0/1/2/3 /45|67

@ o, 0 0] O O] O] O O] O
0/ 1,2|3 10 1, 2] 3| 4 5] 6| 7

0| 0] 0] 0] O 2| 0| 2| 4| 6/10|12|14|16

1| 0] 1| 2 3 3| 0] 3| 6/11]14,17|22|25

2 0] 2/1012 4| 0] 4/10]/14]20/24|30|34

3, 0] 3112]21 5| 0| 5[12|17|24|31|36|43

6| 0| 6/14/22]30|36| 44|52

7 0| 7116/25]34|43|52]|61

A dolgot még bonyolitja, hogy a tiznél nagyobb alapu szémrendszerckben a 9
feletti szamjegyeket a 36-os szdmrendszerig latin nagybetiikkel jeloljitk: 10 = A,
11=B,...,156=F,...,28=S,...,34=7Y, 35 = Z. Természetesen példaul a 20-as
szamrendszerben a legnagyobb szamjegy a 19-et jelent6 J, 30-asban a 29-et jelolo T.

A feladat a kovetkezo:

1. Nyissunk meg egy tires munkafiizetet és mentsiik el szorzotabla néven.
2. Csak egyetlen munkalapja legyen Tabla néven.

3. A munkalap betiitipusat éllitsuk be Courier New, Nimbus Mono vagy mas
rogzitett szélességli karakterekbol allé bettitipusra.

4. Allitsuk be, hogy a munkalapon a felhaszndlé csak az Al-es cellaba tudjon
adatot {rni. A lapvédelem jelszava legyen , komal”.

34 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/1



5. A munkalap sziikséges celldinak szélességét édllitsuk be gy, hogy a kétkarak-
teres szoveg is olvashaté legyen.

6. Ha az Al-es a celldba egy 2 és 36 kozotti szdmot {runk, akkor jelenjen meg
a B2-es cellatol kezdédéen a minta szerinti formdtumban az adott szamhoz
mint alapszamhoz tartozé szorzdétabla.

7. A munkalapot a kdvetkezok szerint formazzuk:

7.a. Keretezés és szinezés csak a sziikséges cellakon legyen.

7.b. Az adatok cellan beliili igazitdsa, betlimérete és betiistilusa legyen azonos
a mintan lathatoval.

Segédszamitdsokat az AM oszloptdl jobbra vagy a 39. sor alatt végezhetiink, de
iigyeljiink arra, hogy ezek a cellatartalmak alapbdl ne legyenek lathatok. A meg-
oldas soran sajat fliggvény vagy makré nem hasznélhatd, csak a tablazatkezel6
beépitett fliggvényei.

Mintak:
A|lB|cC|D|E|F|G|H|I1]|J]|K|L|[M]|Ng
110 o|1]|2]|3|a|s|e6|7]8]0 1
A|lB|c|D|E|F|G|H|[1]|J]|Kkg &
L 2 0 1 2 3 4 5 3 7 g 9 3
1| 7 ol1|2|3|a|5]s ; #
1 ¢ 3/ 0 o ol of[o|]o|o|ofo]o|]o]|o .
2 0 1 2 S 4 5 € 5 i
4 4| 1| 1 of 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9
3/ 0f ofo|o|o|o|o|lofo 4, 4
4 s| 2| 2| of 2| 4] 6| 8[10[12]|14]16[18
4| 1] 1) of 1| 2| 3| 4] 5] 6 3
6| 3] 3/ 0] 3] 6] 9|12|15[18]|21 2427 .
s| 2[ 2| o] 2| 4| 6112315 @
- 7| 4] 4 o] 4| 8|12]|16[20|24|28(32(36
6| 3] 3] o] 3| 6|12]|15|21(24
1 8| 5[ s| o] 5|10|15[20[25|30|3540(45
7| 4] 4 o] 4]|11|15]|22|26(33 ;
e Bl sEE G i aE s J 9| 6| 6 o| e|12]|18|24[30|36|4248(54 y
: 10| 7| 7| o| 7[14(21]|28|35|42|45|56(63
9| 6| 6 0| 6|15|24|33|42(51
= 11| 8| 8| 0| 8l|16[24[32]40|48(56|64 |72
1 12| 9] 9| o| 9|18[27[36|45|54[63[72]81
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Bekiildendd egy tomoritett 1582.zip allomanyban a tablazatkezelé munkafii-
zet, illetve egy rovid dokumentécid, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott
tablazatkezel§ neve, verzidészama.

I. 582 (E). A magyar oktatds és nevelés torténetében ritkén volt a kiilonbozé
korményokban 6néllé6 minisztériuma az oktatdsnak. A rendelkezésre 4ll6 és letolt-
het6 adatbéazisban az oktatdsért felel6s miniszterek és minisztériumok adatai allnak

rendelkezésre.

Az adatbéazis a kovetkezd tdbldkat tartalmazza:

miniszter (id, mettol, meddig, nevid, miniszterium, allamforma, part)

id

mettol
meddig
nevid
miniszterium
allamforma

part
szemely (id, nev)

id

nev

a miniszteri megbizds azonositéja (szdm), ez a kulcs;

a miniszteri megbizds kezd6 ddtuma (ddtum);

a miniszteri megbizds befejez6 ddtuma (ddtum);

a miniszter azonositdja (szdm), idegen kulcs;

a minisztérium neve, amelyhez az oktatdsiigy tartozik (szoveg);
a megbizds idején az dllamforma neve (szoveg), példaul: Magyar
Kiralysidg, Magyar Koztarsasag stb.;

a minisztert ad6 pért neve (szoveg).

a miniszteri feladattal megbizott személy azonositéja (szdm),
ez a kulcs;
a személy neve (szoveg), az adatbdzisban névrokonok szerepelnek.

A tablak kozotti kapcsolatok:

n & o szemely ﬂ o o1 miniszter
- ’ —

¢ id - int(11) \ g id - int(11)

@ nev : varchar(50) \ @ mettol : date

® meddig : date

‘ # nevid - int(11)
@ miniszterium : varchar(70)
@ allamforma : varchar(50)

@ part : varchar(50)

A kovetkezo feladatokat megolddé SQL parancsokat rogzitsiik a feladatok vé-
gén zardjelben megadott névvel az om_megoldas.sql nevil dlloményban. A javités
sordn csak ennek az &lloménynak a tartalma lesz értékelve. Ugyeljiink arra, hogy
a lekérdezésekben pontosan a kivant mezok szerepeljenek, felesleges mezét ne je-
lenitsiink meg. A feladat megolddsdhoz a digitalis kultira emelt szintii érettségin
hasznalhaté XAMPP haszndlatat javasoljuk.

1. Az oktatas.sql dllomany tartalmazza az adatbazist és a tdblakat létrehozd,
valamint az adatokat a tablaba beszuré SQL parancsokat. Futtassuk a lokélis
SQL szerveren az oktatas.sql parancsfajlt.

2. Adjuk meg lekérdezés segitségével, hogy 1923. januar 1-én ki volt az oktatasért
felelds miniszter és mi volt a minisztérium neve. (2szazeve)

36
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3. Listazzuk lekérdezés segitségével az els6 5 leghosszabb ideig miniszteri megbi-
z4su személy nevét, figyelembe véve tobbszori miniszterségiiket. (3top5)

4. Az egyik leghiresebb miniszter volt Klebelsberg Kuno grof. Lekérdezéssel ad-
juk meg, hogy kitol vette at és kinek adta tovabb a miniszteri meghizast.
(4klebelsberg)

5. Adjuk meg lekérdezés segitségével, hogy Homan Bdlint els6 és utolsé miniszteri
megbizatdsa kozott ki volt még miniszter. (5homan)

6. Lekérdezéssel hatarozzuk meg, hogy a magyar politikai partok hdny miniszteri
megbizast kaptak. A listdban a péartonkiviiliek és a ki nem toltott adattal
rendelkezd személyek ne szerepeljenek. (6partonkent)

7. Készitsiink lekérdezést, amely kilistazza azokat a személyeket, akik tobb part
szineiben keriiltek miniszteri poziciéba. A listdban a személyek neve és a kiilon-
b6z6 partok szineiben valé megbizasok szama jelenjen meg, az utébbi szerint
csokkend sorrendben. (7tobb)

8. Adjuk meg lekérdezés segitségével azt az évet, amikortdl mar a ,vallds” szo-
veg nem szerepel tobbet a minisztérium nevében, mert 6nallé hivatalt kap.
(8vallas)

9. Lekérdezés segitségével adjuk meg azokat a minisztériumi neveket, amelyek-
ben nem szerepel az ,oktatds”, ,miivel6dés” és ,kulturdlis” szavak egyike sem.
A listdban a minisztériumok neve dbécé sorrendben, ismétlédés nélkiil jelenjen
meg. (9nevek)

Bekiildend6 az om_megoldas.sql nevii dllomény, amely a feladatok megolda-
sat tartalmazza.

I/S. 68. Adott egy N-jegyll pozitiv egész szam. Egy 1épés sordn kitorolhetd
egy szamjegy az Osszes helyrdl, ahol el6fordul, ha a visszamaradt szam pozitiv
szam marad, és nem kezdodik 0-val. Példaul egy 1épés soran a 33013211 szambdl
az 1-es szamjegyek kitorlésével a 33 032 szamot kapjuk, viszont a 3-as szdmjegyet
nem lehet kitorolni, mert akkor a visszamaradt szam 0-val kezd6dne. Hasonléan
a 777 szambdl sem torolheto ki a 7-es szamjegy.

Adjuk meg, hogy legftljebb K torlés utdn melyik az a legkisebb szdm, amit
kaphatunk.

A bemenet elsé soraban az N és K szam szerepel szokozzel elvalasztva, a ma-
sodik sorban az N-jegyi szam szerepel.

A kimenet egyetlen sordban egyetlen szam szerepeljen: a legfoljebb K torlés
utdn megmaradt szam.

Példdk: Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
6 1 / 909991 90999
52/ 31123 2
22/ 10 1

Korldtok: 1 < N, K < 1000. Idélimit: 0,4 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphatd, ha a program helyes kimenetet ad az N < 9
esetekben.
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Bekiildendd egy 1s68.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentdlt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldds 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt&i kornyezetben futtathaté. A dokumenté-
cié tartalmazza a megoldas elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forrasokat. Ne
tartalmazzon koédrészleteket, azok magyardzata kédkommentek formajaban a for-
rasprogramban szerepeljen.

S. 167. Egy hegy tetejére N 1épcsobol alld 1épcesbsor vezet fel. Egy szerzetes
T egymast koveté napon felment a hegyre. Els6 nap az [y 1épcséfokrdl indult és
minden 1épésnél kihagyott dy lépcséfokot. Rélépett tehdt az Iy + (dy + 1), 11 +
+2(dy +1), ... lépcséfokokra egészen addig, mig fel nem ért a hegycsticsra. Ha
az utolso 1épés magasabbra ért volna, mint N, akkor ralépett az N-edik fokra és
ezzel feljutott a hegycsicsra.

Az els6 napot koveté napokon az [; és d; értékeket a kovetkezo szabdly szerint
véaltoztatta: l;41 = (I; +1) mod L és d;11 = (d; +1) mod D, ahol 1 <i< T —1.
Sajnos a szerzetes mar nem emlékszik ra, hogy igy hany 1épcséfokra lépett ra felfelé
menet. Készitsiink programot, ami meghatarozza ezt a szamot.

A bemenet els6 sordban hat egész szam szerepel: a lépcsék N szdma, a napok
T széma, az L és D modulusok, illetve az els6 napon az [y 1épcséfok, amirdl
indulunk, és a lépésenként kihagyott 1épcséfokok dy szama.

A kimenet els§ és egyetlen sordba irjuk ki, hogy ©sszesen hény lépcsofokra
lépett ré a szerzetes felfelé menet.

Példa: Bemenet Kimenet
1132411 12

Magyardzat: az els6 napon az elsé fokrdl indul és minden maésodikra 1ép ra
(5 1épés). A mésodik napon a nulladik fokrdl indul és minden harmadik 1épcséfokra
1ép ra (4 1épés). A harmadik napon az elsé fokrdl indul és minden negyedikre 1ép ré
(3 1épés).

Korldtok: 1 < N,T <10°,1 < L,D <400, L,D < N,0<l; < L,0<d; < D.
Id6korlat: 1 mp.

Ertékelés: A pontok 40%-a kaphaté, ha a program helyes kimenetet ad a
T < 10° bemenetekre.

Bekiildend6 egy s167.zip tomoritett allomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztéi kornyezetben futtathaté. A dokumentd-
ci6 tartalmazza a megoldas elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forrasokat. Ne
tartalmazzon kdédrészleteket, azok magyardzata kodkommentek formajaban a for-
rasprogramban szerepeljen.

%

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkezoé cimen t6lthetok fel:
https://www.komal .hu/munkafuzet
Bekiildési hatarido: 2023. februar 15.
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)
Sikeres K6MaL-rendezvény az ELTE-n ( ’
[

Oktober utolsé hétvégéjén rendezte meg a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai
Lapok szokasos Ifjusagi ankétjat a MATFUND Alapitvany szervezésében, a Bolyai
Janos Matematikai Térsulat és az Eotvos Lorand Fizikai Téarsulat hattértdmoga-
taséval.

A rendezvény programja és tovabbi tamogatdinak listaja a
https://www.komal.hu/hirek/anket/2022/program2022.h.shtml
oldalon talalhaté.

A kétnapos el6addssorozatra a KoMal, 2021-22-es tanév pontversenyeinek
legjobbjai kaptak meghivast, de szép szdmmal jottek el az ELTE TTK Fizika
épiiletébe tandarok, sziil6k és érdeklddék is. A résztvevék mindegyike kapott egy
KoMaL-pdlot és egy KoMal-tollat, valamint a kozeli, Infoparkbeli Ericsson-székhaz
éttermébe szo6l6 ebédjegyet, amelyért cserébe az elsé nap finom ételek tobbféle
kinalatabdl vélogathattak.

Az els6 nap délelott négy eléadas kovette egymaést.

Gnddig Péter térbdl sikba visszalépd mddszerekrdl beszélt a KoMalL egyik ki-
tlizott fizika faladata kapcsdn — ez épp az olyan geometriai feladatok forditottja,
amelyeknél szép megolddsokra lehet jutni, ha a sikbdl kilépiink a térbe. A kiindulé
feladat egy kup felszinén haladé aramfolyamrdl szolt, a megoldashoz a kupot kel-
lett kiteriteni a sikba. A probléma a fizika és a matematika irant érdeklédéknek
egyarant érdekes volt, rdaddasul még a beteg kutyak nyakravaléjat is felhasznalta
a szemléltetéshez a KoMal fizika szerkesztOje. A feladat altaldanositasahoz pedig
a legyezd-leképezés (egy ardnytarté leképezés) adta meg a kulcsot.

Csiszdr Villé konyveket vett le a konyvespolerdl, de mas helyekre rakta azokat
vissza, igy vezette be az inverzidkat és az azon alapuld tobbféle tavolsagfogalmat.
A véletlen sorbarendezések és atrendezések jelentOsége mara megnétt, felhasznaldsa
nemcsak a jatékoknal, vagy az iskolai tananyagban, de a val6 életben is fontos.

Frenkel Péter bemutatta a Lovasz-esernyot, egy kémfeladat geometriai interp-
retaciéju megoldésat. Szoba kertiltek a megkiilonboztetheto salak, és kideriilt, hogy
kombinatorikai feladatok geometriai megolddsa a koordinatageometria révén ma-
gasabb dimenzids terekben algebrai problémavé valhat.

Fajszi Bulesi és Rdabay Kristdf visszatéré vendégei az Ifjusdgi Ankétnak a té-
mogatd Hiflylabs cég képviseletében. Ramutattak, hogy az informatika milyen gyor-
san fejlédik az utébbi par évben is — koszonhetéen tobbek kozott a matematika
legtijabb eredményeinek. A mesterséges intelligencia egyre jobb szoveganalitikdra
képes, ami lehet6vé teszi, hogy a rengeteg fontos adatot, amire ma mar alapveto
sziikségiink van, a szamitogép elolvassa és értelmezze is, példaul jogi szovegkornye-
zetbdl kiemelje a lényeget. Az MI eredményezi a BI, az iizleti intelligencia alkal-
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mazasanak lehet6ségét. A matematikai nyelvészet, a (magyar) nyelv szemantikai
feldolgozdsa a matematika, a programozas és a nyelvészet kolcsonhatasabol alakult
ki, napjainkra egyre fontosabb lesz. Nagyon érdekes feladatok varnak a mostani
kozépiskolds nemzedékre, akar a matematikat, akar a fizikat, akar az informatikat
valasztjak.

Az elsé nap délutanjan keriilt sor a szokdsos KoMal. dijkioszté itinnepségre.
Minden évben szaz koriili a jutalmazottak szdma, és bar a dijak anyagi értéke
nem tul nagy, de erkolesi értékiik egy egész életre sz6l6. A mostani eredmények
— 1996 6ta a korabbi tanéveké is —a https://www.komal.hu/eredmeny oldalon ta-
lalhatok. A dijak kiosztdsa kozben egy el6addasra is sor keriilt: Asboth Janos beszélt
a ,kisérteties tavolhatdsrol”, ami a mult évszazad ismert paradoxonait, Schrédinger
macskajat*, és a kvantummechanika Einstein-PodolskyRosen! nevezetes gondo-
latkisérletét koti 6ssze a 2022-es fizikai Nobel-dijasok eredményeivel.

A rendezvény masodik napjan is hasznos és érdekes ismereteket szerezhettek
az érdeklédok.

Jenei Péter valogatott kisérleteket mutatott az Ifju Fizikusok Nemzetkozi Ver-
senyérol, Kiss Gyorgy ezutdan matematikai témat, a Moore-grafokat és véges geo-
metridkat hozott kozépiskolas szinten. Olosz Baldzs komplex szamokat alkalmazott
a véltéaramu fizika feladatok megoldasandl, Szdmadsé Ldszld elbaddsa pedig ma-
tematikai jatékokrdl és a jatékok matematikdjardl szélt. A délutani eldadok, Szei-
demann Akos és Kadlecsik Addém hérom izgalmas folyadékos problémat oldottak
meg.

A KoMal Ifjusagi Ankét sikeréhez hozzdjarultak a szerkesztéség lelkes munka-
tarsai, a pénteki fogadas szendvicsei és siiteményei, a szombati pizza és a délutani
kotetlen jatékok is.

0Olah Vera

Térbol sikba visszalépés fizikai problémak
megoldasanal
I1. rész (konform leképezések)

Megjegyzések és altalanositasok
a P. 5399. feladat megoldasahoz!

Amikor sok tiikor sem segit

A cikk I. részében a P. 5399. feladat (kozolte: Vigh Maté, Biatorbdgy) bizonyos
(tiikkrozésekkel megoldhatd) altalanositdsait vizsgdltuk. Racsoddlkozhatunk arra,
hogy a C pontbeli dramstiriiséget végtelen sok esetben (minden pozitiv egész n-re)

“https://hu.wikipedia.org/wiki/Schrédinger_macskaja

Thttps://hu.wikipedia.org/wiki/EPR-paradoxon

LA feladatot és annak megolddsat lasd a KoMaL 2022. évi decemberi széménak 565.
oldalan.
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ugyanazzal a formuldval tudjuk kiszamitani. Az a sej-
tésiink tdmadt, hogy a j(C) = ;== képlet taldn tet-
szoleges nyilasszogi kupra is igaz.

Legyen a kup paldstjan mért AB tavolsig AR,
mig BC tovabbra is 2R, de A tetsz6leges (1-nél na-
gyobb) szdm (lasd a 6. dbrdt).

Ha a kip paléstjat — a kordbbiakban leirtak-
hoz hasonléan — felvigjuk az AC egyenes mentén,
majd kiteritjiik a sikba, akkor a teljes siknak 2m/\
nyilasszogli szogtartoméanyat kapjuk (14sd a 7. dbra
bal oldali részében a sirga tartomdnyt). Az ebben
a szogtartomanyban kialakulé arameloszlast keressiik
olyan hatérfeltételek mellett, hogy az A pontnal be-
vezetiink, a B pontnal kivezetiink I erésségli aramot, 6. dbra
tovdbb4 a tartomény hatarat képezd AC egyenesek dramvonalak. (A két hatdrvonal
fizikai értelemben ugyanaz a vonal, és a két helyen is jelolt C' pont tulajdonképpen
csak egyetlen pont, hiszen a kip paldstjan is csak egy C pont volt.)

7. dbra

Mivel \ az altalanos esetben nem egész szam, a tiikrozéses modszert nem alkal-
mazhatjuk. Ha viszont a sarga cikkelyt — mint egy legyez6t — valamilyen médon , ki-
nyithatndnk” (14sd a nyilat és a 7. dbra jobb oldali részét), akkor egy teljes (minden
irdnyban végtelen kiterjedésii) sikot kapnank, amiben folyé dramok eloszldsa éppen
a A = 1 esetnek felelne meg, amelyet j6l ismeriink. Természetesen ez a transzfor-
maci6 csak akkor kap értelmet, ha megadjuk az egyméasnak megfeleltetheté pontok
viszonyat, és azt is, hogy mi a kapcsolat az eredeti és az attranszformalt tarto-
many arameloszlasa kozott. Ezeket a kérdéseket részletesen targyalta egy kétrészes
cikk a KéMaL korabbi szamaiban.? Az aldbbiakban felidézziik ennek a cikknek —
szamunkra legfontosabb — gondolatait, majd alkalmazzuk azokat a most vizsgalt
problémara.

2Elek Péter és Szdsz Krisztidn: Sikbeli elektromos vezetési problémék, I. és II. rész,
KoMalL 2019. évi 1. és 2. szam.
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Arany- és szogtart6 transzformacick

Egy elektromosan vezetd siklemezbe, amely lehet véges kiterjedést, vagy akar
»végtelen” nagy, bizonyos helyeken aramokat vezetiink be, illetve aramokat veze-
tiink el réla. A lemez homogén, vastagsaga 9§, fajlagos ellendllasa o, a vezetéképes-
sége tehat o = 1/p.

Tételezziik fel, hogy ismerjiik a kialakulé drameloszldst, vagyis a j(r) dram-
stirtiséget, valamint az elektromos potencidl ®(r) fiiggvényét. Mindezek a mennyi-
ségek az dramvezetd lemez F feliilete (sikja) mentén helyrél helyre valtoznak; érté-
kiiket egy alkalmasan vélasztott derékszogii (x,y) koordindta-rendszerben adhatjuk
meg (lasd a 8. dbra bal oldali részét), de haszndlhatjuk az (r, ) sikbeli poldrko-
ordinatakat is. Valasszuk ki az drameloszlasnak egy kicsiny, téglalap alakunak te-
kinthet6 részét, amit két egymastol csak kicsit eltérd ekvipotencialis gérbe és két
kozeli dramvonal hatérol (igy az dramsiiriiség-vektor ebben a tartomédnyban allan-
dd). Legyenek a téglalap oldalai a és b, és jeloljiik a P és .S pontok kozotti szakaszon
atfolyd dram erdsségét I-vel. (Ugyancsak I erésségii dram folyik a @ és az R pontok
kozott is, hiszen az aramlasi kép staciondrius, a toltések sehol nem halmozodhatnak
fel egyre novekvé mértékben.)

1
Y \\\\Q J(T‘)\\ y/

8. dbra

Az dramerésség az dramsliriiséggel aranyos, az dramsiiriiség az elektromos
térerésséggel, a térerdsség pedig a potencialkiillonbséggel fejezhetd ki:

. . U
I=|j]-b5, j(r)=0E, |E|:E’

igy tehat a P és S pontok kozotti b - 0 nagysagu feliileten atfolyé aram erGssége:

I:U5J~Q.
a

Ha valamilyen transzformdcié (leképezés) az F sik pontjait dtviszi egy mé-
sik, 7’ sik pontjaiba, az drameloszlas is megvéltozik, ami az (z/,y") koordindta-
rendszerben megadhaté j'(r') drameloszldssal frhaté le (1asd a 8. dbra jobb oldali
részét). Kikotjiik még, hogy a potencidlok értéke az egymdsnak megfeleltetett pon-
tokban ugyanakkora legyen, vagyis ®'(r') = ®(r) teljesiiljon.
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A vizsgilt kicsiny (jé kozelitéssel egyenes oldalakkal hatdrolt) tartomanyon
atfoly6 dram erdssége:
b/
a
Felhasznaltuk, hogy a transzformalt aramsiirtiség-vektorok merdlegesek a transzfor-
malt ekvipotencidlis gorbékre, tehat a PQRS téglalap ,képe” ugyancsak téglalap,
melynek oldalai (a’ és V') dltaldban kiilonboznek az eredeti méretektdl.

A két elrendezés (ugyanakkora be- és kivezetett dramok esetén) akkor egyen-
értékil, ha minden kicsiny részletében az egymasnak megfeltetheté szakaszokon
ugyanakkora az dramerdsség, vagyis I’ = I. Ez ldthatéan akkor teljesiil, ha

voob

/ )

a a

vagyis a transzformdacié (kis méretek esetén) ardnytarto.

Megjegyzés. Az ardnytartas tulajdonsiga nemcsak az egymaést derékszégben metszé
rovid szakaszokra érvényes, hanem egy adott ponton atmend, tetszoleges irdanyu, kicsiny
szakaszparokra is fennéll. Igaz tovabba, hogy a transzformécié szdgtartd, vagyis az egymast
metsz6 gorbék érintbinek szoge a leképezés soran nem valtozik meg. Az ardny- és szogtartd
sikbeli transzforméacidkat konform leképezéseknek nevezik.

A tovabbiakban bemutatunk néhany — a fizikai alkalmazasok szempontjabol
lényeges — konform leképezést. Mivel az ilyen leképezések egymds utéan torténd
alkalmazésa ugyancsak szog- és aranytarté transzforméciét eredményez, néhany
alapesetbdl kiindulva a fizikai problémak meglep6en széles korének megoldaséara
nyilik lehetéségiink.

Nyilvanval6, hogy szog- és aranytarté leképezés az eltolds (a sik egészét vala-
milyen adott sikbeli vektorral odébbtoljuk), az elforgatds (a siknak tetszdleges pont
koriili, tetszleges szogll elforgatdsa), valamint a nagyitds és a kicsinyités (egy adott
pontbdl a sik kiilonb6z6 pontjaiba mutatd vektorokat valamekkora szammal szo-
rozzuk).

Ezek a transzforméciok lényegében nem viéltoztatjdk meg az dramlasi képet
(az dramvonalakat), csupdn annak felelnek meg, hogy a koordindta-rendszer kez-
dopontjat mashova helyezziik, az x tengelyt masfelé iranyitjuk, illetve a tavolsdgok
mértékegységét megvéltoztatjuk (példdul centiméter helyett inch egységeket hasz-
ndlunk).

A kovetkezd két leképezésnél azonban nem ez a helyzet, azok lényeges val-
tozast eredményeznek az arameloszlasban, tehat fizikailag kiilonb6z6 problémékat
kapcsolnak ossze.

,Legyezoleképezés”

Tekintsiik azt a leképezést, ami a 27/ szogll szogtartomény egyes pontjaihoz
tartozé helyvektor x tengellyel alkotott ¢ sz6gét A-szorosdra noveli: ¢’ = A . Szem-
léletesen ez olyan, mintha egy legyezdt A-szor nagyobb méretlire nyitnank ki. Ez
a leképezés éppen az a transzfomdcid, ami a 7. dbran lathaté kip kiteritett paldst-
jat a teljes sikba viszi at, vagyis a kupfeliilet aramvezetésének bonyolult feladatat
egy siklap — konnyen megoldhaté — problémajava alakitja.
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A 9. dbrdn egy r helyvektort, r és ¢ polarkoordinatiakkal megadott pont koriili,
kicsiny (sdrga szinnel jelolt) PQRS tartomany transzformdcidjat lathatjuk.

Y y
® G
/,
Q YAV
T
P . = S,\Ar’
r
A ,
P S\Ar Ay = AAp /
© xX >\§9 x
9. dbra

Ahhoz, hogy a leképezés (kicsi méretek esetén) ardnytarts is legyen, az sziik-
séges, hogy a

PQ B P/Q/
pPS  P'S”
vagyis a
Ar Ar’

- Ap T Ay
egyenldség teljesiiljon. Innen kovetkezik, hogy (Ar < r és Ar’ < r/ esetén)
Ar’ Ar
(4) =

r

r

A cikk I. részében felirt (2) osszefiiggés szerint (4) akkor teljesiil, ha
=K.

A K §lland6t (aminek a mértékegysége a hosszusdg (1 — A)-adik hatvdnya) célszer(i
r(l]_A alakban felirni, ahol r¢ egy onkényesen valasztott hosszisdgegység. Ennek

megfeleléen

%) - () |

Lathato, hogy a A-szorosara kinyitott ,legyez6” esetében akkor kapunk ardny-
tart6 transzformdciot, ha a helyvektorok (ro egységekben mért) nagysdgat A-adik
hatvanyra emeljiik. A sik pontjainak az origétél mért tdvolsiga érdekes (nemli-
nedris) médon transzformélédik: az ro-ndl tdvolabbra mutaté helyvektorok meg-
nytlnak, a kézelebbre mutaték zsugorodnak, az o sugard, 27/ nyildsszogii koriv
pontjainak radialis koordinatdja pedig valtozatlan marad, tehat ezek a pontok egy
ro sugaru teljes korbe mennek 4t.

wozalagleképezés”

Véges szélességli, nagyon hosszi, elektromosan vezet6 lemezben foly6 sikbeli
arameloszldsok lefrdsandl hasznos lehet egy olyan konform (szdg- és ardnytarto)
leképezés, amely a szalagot egy végtelen sikba transzformélja. Legyen a szalag
az x tengellyel parhuzamos, és y irdnyban d széles.
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Vélasszunk egy olyan transzformaciét, ami az = tengellyel parhuzamos vona-
lakat (amelyekre y = yo = dllandd, 0 < yo < d) az origdbdl kiindulé ,sugarasan”
szétfuté vonalakba viszi 4t. Ezeket a ¢’ = dllandd dsszefiiggés jellemzi, ahol ¢’ a le-
képezés soran kapott vektoroknak az a’ tengellyel bezart szoge. Legyen példdul
y
7
Ilyen valasztds mellett 0 < ¢’ < 2w, vagyis a szalag ,képe” lefedi a teljes sikot.

(A szalag két hatdrold egyenese a leképezés sordn ugyanarra helyre keriil, hiszen
az egyikiik képét a ¢’ = 0, a mdsik képét a ¢’ = 27 Ssszefiiggés jellemzi.)

o =27

Az x tengellyel parhuzamos vonalseregre meréleges vonalak (egyenesek) egyen-
lete: x = xg = allandé. Ezek az egyenesek a leképezés utan az origén athalado ,,su-
garas egyenesekre” merdGleges gorbékbe, azaz valamekkora sugard korckbe men-
nek at. Azt, hogy mi a kapcsolat az x koordindta és az r’ sugar kozott, a leképezés
aranytartésaganak kovetelménye hatarozza meg.

10. dbra
A 10. dbrardl leolvashaté, hogy
A ra
Az Ay’
ahonnan Ay’ = 2FﬂAy miatt
Ar'(z) = 2—7TAx.
r!(x) d

Ez az egyenlet a kamatos kamat vagy a radioaktiv bomldsok exponencidlis torvé-
nyével azonos alaki, a megolddsa (2) szerint:

7"/(1') _ ’1"0627m/d,

ahol ry egy 6nkényesen valaszthaté allando.

A szalagleképezés jol alkalmazhaté példaul olyan probléméandl, amelyben egy
nagyon hosszi fémhengerbe annak egyetlen pontjanal aramot vezetiink be, és keres-
siik a kialakul6 dramstiriiségeket. A hengert az dram bevezetési pontjaval atellenes
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alkot6 mentén ,felvidghatjuk” (hiszen azon keresztiil nem folyik dram), majd az igy
kapott végtelen hosszu szalagot a szalagleképezés segitségével teljes sikké alakitjuk.

A kup palastjaban foly6 aram eloszlasa

Térjiink vissza az eredeti feladatunkhoz, illetve annak &ltalanositott valtoza-
tahoz. A legyezéleképezés segitségével az F sikba kiteritett kippaldstot (11. dbra
bal oldali része) attranszformalhatjuk a teljes F' sikba (11. dbra jobb oldali része).

11. dbra

A leképezés tulajdonsagai:

A
SOI = )\90» = To (T) .
To

Ismerjiik a kinyitott legyezénél a C’ ponthoz tartozé j'(C’) dramsfirliséget, mert
az L. részben megadott (1) Osszefiiggésnek megfeleléen a be- és kivezetett dramok
jarulékanak szuperpozicidja:

1 I 1

N . _
(6) e = 2rér! 2m6(2r')  4mwér!”

Mi azonban nem a j'(C") dramsiiriiséget, hanem az F sikhoz tartozé j(C) dramsii-
riiséget keressiik. Tekintsiink a C' és a C’ pont kozelében egy-egy révid, az dramsi-
rliségek irdnydra merdleges (a leképezés révén egymdsnak megfeleltethetd) korivet,
amelyek — mivel nagyon révidek — jé kozelitéssel egyenes szakaszokkal is helyette-
sithet6ek. Ezen szakaszok hossza:

(7) e=rAp é & =1r"A¢' =r'"\Ap,

ahol r = AC = AB = R\.

Az aramsiriiségek kozotti kapcesolatot az adja meg, hogy az egymdésnak meg-
felel6 szakaszokon atfolyé teljes aram ugyanakkora:

(8) e-j(C)=¢€"-5(C).
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A (6), (7) és (8) osszefiiggések egybevetésébdl kapjuk, hogy

A VR |
e 4mér’  rAp  4Ans r  4mOR’

(Lathatd, hogy r’ kiesett a képletbdl, igy az eredmény nem fiigg a tetszélegesen
véalaszthaté rg tavolsagtdl.)

Ezzel tehét beldttuk, hogy a kérdéses j(C') vektor nagysdga tetszbleges A érték
mellett minden esetben ugyanakkora, iranya pedig A-t6l C' felé mutat.

Gyakorlé feladatok
A konform leképezéssel kapcsolatos ismeretek elmélyitése céljabdl kozliink né-

hény feladatot, utmutatassal és végeredménnyel.

1. Hatdrozzuk meg az dltalanositott P. 5399. feladat elrendezésében az dram-
stirtiség nagysagdat az AC egyenes mentén, a kup csiucsatol x tavolsagban! Mekkora
az dramsiriség a kip csicsatol messze? (A nagyon nagy méretd kip A csicsdndl
vezetiink be I dramot, és a csucstol AR tdvolsdgra lévé B pontndl vezetjik ki, ahol
a kip ,alaplapjinak” sugara R. A C pont az alaplapon a B-vel ellentétes pont.)

Utmutatés. Alkalmazzuk a legyezéleképezést!

Megoldas.
I A 1

Ha x = AR, akkor megkapjuk a cikkben szerel6 formulat, ha pedig « > R, akkor
I (AR
1@~ 55n <x) :

2. Vezesstink be a kup csucsdtol AR tdavol lévé B pontban I erdsségi dramot.
Ez az dram a kip tdvoli részeinél (a pégtelenben”) folyik ki a lemezbdl. Mekkora
az dramstriség a B-vel dtellenes C ponton dthalado alkoté mentén a csicspont
kézelében, attdl x tdvolsdgban (v < R)?

j(x)

Utmutatés. Alkalmazzuk a legyezOleképezést!
Megoldas.
. I x A—1
i@~ 557 Ga)

3. Egy nagyon hosszi, R sugard, vékony, 6 < R falvastagsdgi fémesd A pont-
janal I erdsségl dramot vezetiink be a hengerpaldstba, és a csé egyik (tavoli) végénél
vezetjiik el azt. Mekkora dramsiriiség alakul ki az A-val dtellenes B ponton dthalado
alkoté mentén, a B ponitél x tdvolsagban?

Utmutatas. Alkalmazzuk a szalagleképezést!
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Megoldas.
1 1

1) = 55 R 15 e/’

4. Egy R sugarid, szigetelddallvanyon lévd iskolai foldgombit egyenletesen,
0 < R vastagsdgu fémréteggel vontak be. A foldgomb északi sarkdhoz (az A pontban)
I erdsségii dramot vezetiink, az egyenlité B pontjdndl pedig elvezetjik azt. Mekko-
ra €s milyen irdnyd az dramsiriség az egyenlité azon C pontjdndl, amelyik B-tol
keletre, az egyenlité hosszdnak negyedrészével megegyezd tdvolsdgra taldlhatd?

Utmutatéas. Alkalmazzunk a gombfeliiletre B kozéppontd térbeli inverziét.?
(A térbeli inverzi6 szog- és ardnytartd leképezés, ami gombot gombbe vagy sikba
visz at.)

Megoldas. Az aramsiirliség m nagysagu és délnyugati irdnyu.

Gnidig Péter

Fizika gyakorlatok megoldasa

=

"

G. 786. Egy decemberi és egy juniusi napon, Ecuadorban, délben, véddszem-
tivegben arccal a Nap felé fordulunk. Mit latunk, merre mozog a Nap az égen, jobbra
vagy balra?

(3 pont)

Megoldas. A Fold forgastengelyének ,ferdesége” miatt, ha az Egyenlitén allva
decemberben, délben néziink a Nap felé, akkor dél felé fordulva allunk. Ilyenkor
a Nap (a ndlunk megszokottal ellentétesen) balrdl jobbra ,halad”. Ha jiniusban
tessziik ugyanezt, akkor észak felé néziink, ilyenkor a Nap (a nélunk megszokott
irdnyban) latszdlag jobbrdl balra mozog.

Szendrdi Bori (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyakorlé Gimn., 9. évf.)

58 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 11, hibds 19, nem
versenyszerd 12 dolgozat.

G. 788. Egy fiu csonakjdaval dtevez egy folyon a pontosan szemben lévd molohoz,
magjd azonnal megfordul és visszaevez a kiinduldsi pontba. A 288 m széles folyo
vizének sebessége 1 m/s, a csénak vizhez viszonyitott sebessége 2,6 m/s. A fid azt is
kiprobdlja, hogy a folyon felfelé tesz meg 288 métert, majd a visszautat is ugyanigy
evezve teszi meg. Szamitsuk ki a csonak kétféle mozgdasdnak idejét!

(4 pont)

3 Lasd Faragé Andor: Inverzid a térben c. cikkét a KoMaL 1927. évi 10. szdméban,
http://db.komal.hu/scan/1927/10/.
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Megoldas. Ismert adatok:

— A folyé szélessége: s = 288 m;

— a foly6viz sebessége: v = 1 m/s;

— a csénak sebessége a foly6 vizéhez viszonyitva: ves = 2,6 m/s.

1. eset: merdleges atkelés. Mivel a fo- A
ly6 a viz folyédsiranydval megegyez6 irany-
ba viszi a csénakot, a fiinak a vizhez ké-
pest enyhén ,felfelé” kell eveznie. A cs6- Ves
naknak a parthoz viszonyitott sebesség-

vektora (lasd az dbrdt) Vel
UVle

UV = Vf + Ugs, V

3
Ut

UCS

amelynek nagysiga (a Pitagorasz-tétel vy
szerint) '

v=1/vZ — v = 2,62—1,02?: .
f NS
=242 |/

5 s

Ezzel a sebességgel haladva a 2s hosszu-
sdgu oda-vissza utat
2s 576 m

==
T T 24

= 240 s = 4 perc

= |8

id6 alatt teszi meg.

2. eset: a folyon felfelé, majd lefelé evezés. A fin felfelé lassabban, lefelé viszont
gyorsabban tud haladni. Felfelé evezve a parthoz viszonyitott sebessége

m
Ufel = Ves — Vf = ]-a6 ga

lefelé evezve pedig

m
Ve = Ves + V¢ = 3,6 —.
S

Ezekkel a sebességekkel az s tavolsdgot oda-vissza

2 2
t2:tfel+tle:i+i: 882—1— 882:1808+8OS:260824})61‘C2OS
Vfel UVle 1,6§ 3,6?

id6 alatt teszi meg a fit.
Tajta Sdra (Budapest, Vérosmajori Gimn., 9. évf.)

58 dolgozat érkezett. Helyes 30 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos
(1-2 pont) 17, hibds 2, nem versenyszer(i 7 dolgozat.
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G. 796. Egy ozongenerdtor oranként 5 g ozont dllit eld kistiléssel, és ventild-
torral juttatja azt a fertdtlenitendd feliletre.

a) Hdny ézonmolekula keletkezik 1 éra alatt?

b) A haszndlati vitmutaté 28 m? feliilet fertétlenitésére 30 percet javasol. A le-
vegd tiszta és pormentes, igy a keletkezd 6zon csak a feliileten bomlik fel. Becstiljik
meg, hdny dzonmolekula jut eqy olyan baktériumra, amely 10 négyzetmikron felile-
tet foglal el!

(4 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar
Megoldas. a) Az ézon (O3) méltdmege 48 %, tehat éranként

N = 8 602.10% = 6,27 - 1022
48 g

6zonmolekula keletkezik.
b) 30 perc alatt
1
N, = 5N =3,13-10%*

ézonmolekula keletkezik, és azok A; = 28 m? feliileten oszlanak szét. Ha az egyik
baktérium altal ,elfoglalt teriilet”

Abaktérium = 10 (Mm)2 =107 m?,
akkor erre a baktériumra kb.

Abaktérium

=1,12-10"9 ~ 10
Ay ’

Nbaktérium = Nl .

szamu 6zonmolekula jut.
Tajta Sdra (Bp.,Varosmajori Gimn., 9. évf.)

45 dolgozat érkezett. Helyes 25 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 7, hidnyos
(1-2 pont) 6, nem versenyszer(i 7 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5406. Mazimadlisan mekkora potencidlkilonbség hozhato létre egy U fesziilt-
séqii telep és két egyforma kondenzdtor segitségével? A kondenzdtorok feltoltésiik
utdn szabadon dtrendezhetdk és ujra bekdthetok egy hdlozatba.

(5 pont) Példatari feladat nyomdn
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Megoldas. Egymaés utan rakapcsolva a kondenzatorokat a telepre, mindkettot
fel lehet tolteni U fesziiltségre. Utdna sorba kotve a két kondenzatort és a telepet,
3U potencialkiilonbséget hozhatunk létre. Vajon elérheté-e nagyobb potencialkii-
16nbség a kondenzatorok és a telep iigyes kapcsolgatasaval?

Ha a telepet és az egyik (A jell) U fesziiltségli kondenzdtort (azonos polari-
tassal) sorba kotjiik, és ezt a 2U fesziiltséget rdkapcsoljuk a mésik (B jelii), kordb-
ban mar U fesziiltségre feltoltott kondenzatorra, akkor tovabb novelhetjitk annak
fesziiltségét. B feltoltédése kozben A részben kisiil, igy B fesziiltsége nem éri el
a 2U értéket. Egy ilyen elrendezésben ugyanis a két kondenzator 6ssztoltése nem
valtozik, hiszek az Oket kozvetleniil Gsszekapcsold vezetd nincs méssal Osszekotve.
A két kondenzator fesziiltsége kozott viszont a telep miatt U kiilonbség lesz. Els6
lépésben tehat az A jelii kondenzator fesziiltsége %U—ra csokken, a B kondenzéator

pedig %U fesziiltségre toltddik fel.

A lecsokkent toltés, %U fesziiltségii A kondenzatort ismét feltolthetjitk U-ra,
majd sorba kothetjitkk a teleppel, mialtal 2U fesziiltséget kapunk. Ezzel tovabb
tolthetjiik a folyamat kezdetekor %U fesziiltségui B kondenzatort.

Ezeket a 1épéseket ismételgetve addig novelhetjiik B fesziiltségét, amig az 2U-t
el nem éri, pontosabban: amig 2U-hoz tetszolegesen kozel nem keriil. Ekkor a mésik
(A jelit) kondenzdtor fesziiltsége gyakorlatilag U lesz.

Innen nem tudjuk tovabb novelni a fesziiltséget, mert az U fesziiltségii A kon-
denzatort hidba kapcsoljuk 6nmagaban a telepre, a fesziiltsége nem valtozik. Ekkor
mar az sem segit, ha felcseréljitk a két kondenzatort: a 2U fesziiltségti B-t kapcsol-
juk sorba a teleppel, és a 3U fesziiltséget rakotjik az U fesziiltségli A-ra. Ekkor
ugyanis megcserélodik a két kondenzator fesziiltsége, B toltéseinek fele A-ra kertiil,
igy a fesziiltsége U-ra csokken, A pedig 2U fesziiltségre toltddik fel.

A kialakult (pontosabban: tetszOlegesen megkézelitett) allapotban tehat az
egyik kondenzator fesziiltsége 2U, a masiké U lehet. Ezeket — azonos polaritassal —
a teleppel sorba kapcsolva maximalisan 4U potencidlkiilonbség érhetd el.

Csillingek csapat:

Csilling Ddniel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.) és
Csilling Katalin (Budapest, Szildgyi E. Gimn., 12. évf.)

dolgozata alapjan

8 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott Bencz Benedek és a Csillingek megoldésa.
megoldés. Hidnyos (1 pont) 6 dolgozat.

P. 5422. Egy zart, henger alaki,
L =40 cm hosszusdgu, hévezetd fali
tartdlyt egy vékony dugattyu oszt két
részre, amelyekben idedlisnak tekinthe-
té gdz taldlhato. Kezdetben a tartdly
tengelye fiiggdleges, a dugattyi pedig
egyensulyi dllapotaban éppen a tartdly
felénél helyezkedik el. Ezutan a tar-
taly szimmetriatengelyét 90°-kal las-
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san elforgatjuk, melynek eredményeképp a dugattyi 10 cm tdvolsdggal mozdul el.
Mennyivel mozdult volna el a dugattyd, ha 90° helyett 180°-kal forgattuk volna el
a tartdlyt? A hémeérséklet mindvégig dllando.

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn
Megoldas. Legyen a dugattyu keresztmetszete A, tomege m, tovabba a 180°-

kal elforditott tartdlynal a dugattyu keresett elmozduldsa Axz. Az dbra a széban
forgd 3 esetet mutatja a nyomadsok és a térfogatok feltiintetésével.

A A
L1 p v | L
2 b1 |9
m
A
L Az
/ /
3| A P D2 m
10 cm p,Q/ €
1. eset 2. eset 3. eset

A homérséklet dllando, az allapotvaltozasokra tehat alkalmazhaté a Boyle—
Mariotte-torvény. Az 1. és a 2. esetre felirhatjuk, hogy

L 3 2
(1) mAg =pA7L, abomman  py = opi,
valamint
L / 1 < /
(2) p2A§ = PzAzLa tehdt P2 = 2p2.

A dugattyd mechanikai egyensulyanak feltétele az 1. esetben:

(3) p1=p2+ %,
a 2. esetben pedig
(4) Py = ph.
Az (1)—(4) egyenletekbdl kovetkezik, hogy
3 mg , 1 mg
nm=53 & m=jo

A Boyle-Mariotte-térvényt az 1. és a 3. esetre alkalmazva:

I L
mAS =p{AL—x),  tovibbi AT =pjAa,
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vagyis

mglL

I 3mgL
(5) 4Az

P11 = m, illetve p/21 =

A fenti képletekben = = (L/2) — Az.
A dugattyd mechanikai egyensulyanak feltétele a 3. esetben:

m
o=+

amelybe behelyettesitve az (5)-ben szereplé nyomasokat

mgL  3mgL mg

4Ax 4A(L — x) A’

azaz
L(L —z) =3Lx + 4x(L — x)

adédik. Ennek a méasodfoku egyenletnek az egyik megoldasa:

V3

IE1:L+7L,

ami nagyobb, mint a tartdly L hossza, tehat szdmunkra érdektelen. A mésik (valds
fizikai tartalommal rendelkez8) megoldds:

afgzL—?L,

és igy a dugattyt elmozduldsa az 1. esettdl a 3. esetig
L L

Az:57m2:§(\/§fl)z14,6cm.

Molndr Zétény (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., 10. évf.)

65 dolgozat érkezett. Helyes 34 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 7, hidnyos
(1-2 pont) 14, hibds 4, nem versenyszer(i 6 dolgozat.

P. 5426. A fotonrakéta olyan elképzelt rakéta, amelynek hajtomidve az tizem-
anyagot fotonokkd alakitja, majd azokat egyiranyban, pdrhuzamosan kilovelli. Egy
hosszutdvi trutazds sordn a rakéta nyugalombol indulva egyenes pdlydn haladva
felgyorsul valamekkora sebességre, majd a hajtomivét az ellenkezd irdnyban tizemel-
tetve az uticélig fékezve megall. Ezalatt a rakéta tomege negyedére csokken. Mekkora
volt a rakéta maximdlis sebessége?

(A relativisztikus dinamikdrol rovid cikk olvashaté a KéMaL honlapjdn®.)

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy

“https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml.
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Megoldas. A rakéta mozgasa soran harom jellegzetes eseményt érdemes meg-
jelolni (lasd az @brdt):

(

«) A rakéta éppen elindul. Témege m1, sebessége: v = 0.
(8) A rakéta eléri a maximaélis sebességét. Ekkor a témege mao, sebessége vg.
)

(7) A rakéta eléri uticéljat. A tomege

mi
(1) m3 = WV
a sebessége pedig vz = 0.
() (8) ()
P2
’> -_—— m
all —p T —— ——
U2 all
—_—

A rakéta az () és a () esemény kozott osszesen —p; lendiilet(l, pic energidju
fotont bocsdt ki. (A rakéta haladési irdnydt tekintjiik pozitiv irdnynak.) A (B)
eseménynél a rakéta megfordul, és az ut hétralévd részében, vagyis (8)-tél (v)-ig
Osszesen po lendiilet(i, tehat pac energiaju fotonokat bocsat ki a haladasi iranyaban
(elbre).

frjunk fel megmaradési torvényeket a kiilonboz6 események kozott. Az («) és
a () esemény kozott a relativisztikus dsszenergia megmarad:

(2) mic® = msc? + prc+ pac.
Ugyanakkor a rendszer (rakéta+fotonok) dsszes lendiilete is dllandé marad:
(3) O=ps—p1, tehat  p=py=p.

Az (1) és (3) osszefiiggéseket (2)-be visszahelyettesitve kapjuk, hogy

2

m162 =

. 3
+ 2pc, vagyis p= gmlc.

Az (@) és a (5) események kozott az energiamegmaradds:

m202

(4) mic? = ——=—— + pc,

és a lendiiletmegmaradas:
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Innen mo-t kifejezve és (4)-be helyettesitve kapjuk, hogy

3 c3 3 ¢
2 2 ‘

=-m;— + — tehat - = - —
mic 3 1U2 8mlc , 8 80y

. ey . 3
és 1gy a keresett maximalis sebesség: vo = sc

Kollmann Aron Alfréd (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

22 dolgozat érkezett. Helyes Bencz Benedek, Lumity csapat (Kurucz Kende és
Vidor Nikoletta), Kollmann Aron Alfréd, Nemeskéri Déniel és Lincoln Liu megoldésa.
Kicsit hidnyos (4-5 pont) 4, hidnyos (1-3 pont) 10, hibds 1, nem versenyszer(i 2 dolgozat.

P. 5442. Egy eredetileg nyugvo atommag 20 kV potencidlkilonbség befutdsa
utdn a haladdsi irdnydra merdleges, 1,0 T indukcidju homogén mdgneses mezdbe
keril. A magneses mezdt eqy, a részecske haladdsi irdnydra merdleges sik vdlasztja
el az erétérmentes tartomdnytol. A részecske 3,3 - 1078 s mulva lép ki a mdgneses
mezdbdl. Melyik atommagrol van sz6?

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eors, Budapest
Megoldas. Az dbran sziirkével jelolt térrészben homogén, v Q ©B
B indukciéju mégneses mez6 van. A mez6ét hatarolé sikra m |

merolegesen érkez6 atommagot a magneses mez6 korpalyara
kényszeriti, és a részecske egy félkor alakd pélya megtétele

utan ismét merdlegesen hagyja el a magneses teret. Egy teljes

kor megtételének T periddusideje a magneses mezében t6ltott e
t id6 kétszerese lenne. —-v

A @ toltést, v sebességii, m tomegl atommagra a magneses térben F' = QuB
nagysagu, a sebességére meréleges Lorentz-er6é hat. A Newton-féle mozgasegyenlet

szerint:
21 T

QuB = mvw, ahol w= i 9,52-107 s~ 1.
A mozgdsegyenletb8l (v-vel valé egyszerfisités utdn) az atommag tomegének és
a toltésének ardnyara
m B 1.0T

0w  952-107 51

kg
=1,05-10"% =
C
adddik, amibdl az atommag A tomegszamanak és Z rendszdmédnak ardnydra ko-
vetkeztethetiink. Mivel m = A - u (ahol u = 1,66 - 10727 kg az atomi tomegegység),
valamint Q = Z - e (ahol e = 1,60 - 107! C az elemi toltés), azt kapjuk, hogy
A me
—=—=—-=101~1,0.
Z Qu ’
Ha az atommag tomegszdma (a protonok és a neutronok szdménak Ssszege) meg-
egyezik a rendszdmmal (a protonok szdmaéval), akkor ebben az atommagban nincs
neutron. Ilyen atommag csak egy van: a hidrogén.

Gerendds Roland (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 11. évf.)
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Megjegyzés. Az U gyorsitéfesziiltség szamszerli értéke latszolag sziikségtelen adat,
az A/Z ardny kiszdmitdsdnal nincs sziikségiink rd. Megaddsa mégsem volt folosleges, hi-
szen ha U tulsadgosan nagy, akkor az atommag sebessége megkozelitheti a fénysebessé-
get (c), és emiatt a newtoni mechanika képleteinek alkalmazdsa hibds eredményre vezet.
Esetiinkben a felgyorsitott protonok (hidrogénatommagok) sebessége a munkatétel szerint

v = LQU: 726U%2106E<<C:3108E7
V m \/ u S S

tehat nem volt sziikség relativisztikus képletek alkalmazédsara.
Forizs Borbdla (Budapest, Virosmajori Gimn., 11. évf.)

26 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos
(2 pont) 3, nem versenyszerti 2 dolgozat.

P. 5443. A KCI lapcentrdlt kockarendszerben kristdlyosodik, és a rdcsadllanddja
628 pm. Legfeljebb mekkora lehet a rontgenfény hulldimhossza, hogy létrejohessen
Bragg-reflexid az elemi cella testdtldira merdleges rdcssikokon? (Ldsd A réntgen-
szords, mas néven Bragg-reflexié c. cikket 2022. novemberi szdmunk 489. oldaldn. )

(4 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest
Megoldas. Hatdarozzuk meg az elemi cella testatlojara meréleges racssikok ta-

volsagat. Tekintsiik a racs egyik, az 1. dbrdn lathatd elemi celldjat, ami egy a ol-
dalélti kocka.

iy h
d
As ;A4 As f
Ay 7 As ¢
d
——————— .
1. dbra 2. dbra

A /3a hosszisigli A A7 testatléra merSleges sikok az Ap, As, As és az Ay,
Ag, Ag pontokra illeszked6 e és f, tovdbba az Az-n, valamint Az-en dtmend és
az Aa A7 egyenesre meréleges g és h sikok. Ezen sikok d tavolsdga hatdrozza meg
a legnagyobb hulldmhosszusiagot, amelyre 1étrejohet Bragg-reflexi6 (2. dbra).

Hatdrozzuk meg el6szor a g és az e stk tavolsdgat. Tekintsiik ehhez a v/2a
oldalélii Aq, As, As szabélyos haromszoget az e sikban. Az As A7 testatlé a harom-
szog M silypontjdban metszi az e stkot (3. dbra). A Pitagorasz-tételt felhasznalva

kapjuk, hogy
2 a? 2
1“14125 2@2_2:\/ga7
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a 4. dbrdrol pedig leolvashatjuk, hogy

3. dbra 4. dbra

Az e és g sikok tavolsiga tehat a testatlo % része, és ugyanekkora a h és f,
tovabba az f és e sikok tavolsiga is:
~ 628 pm
V3
A Bragg-egyenlet szerint az elemi cella testatléjdra meréleges récssikon szérédé
rontgenfény hullaimhossza legfeljebb A\ ax = 2d = 725 pm lehet.
Bencz Benedek (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 10. évf.)

d

= 362,6 pm.

11 dolgozat érkezett. Helyes Bencz Benedek, Schmercz Blanka és Szabé Mérton
megolddsa. Hidnyos (1-2 pont) 6, hibds 1, nem versenyszerli 1 dolgozat.

Fizikabdl kituzott feladatok

M. 419. Vagjunk ki Ad-es fénymasolopapirbdl kb. 2 cm szélességii csi-
kokat a papirlap hosszabb, illetve a révidebb oldalaival parhuzamosan.
A papircsikok kozépsé harmadat az dbrdnak megfeleléen, ivelt vonalak
mentén keskenyitsiik el! Mérjiik meg ezek hasznélatdval a papir (MPa egy-
ségekben kifejezett) szakitészilardsagat! Van-e eltérés a hosszabb, illetve
a rovidebb iranyban kivagott csikok szakitészilardsaga kozott?

(6 pont) Kozli: Gndidig Péter, Vacduka
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G. 801. Vizszintes talajon két, siléceken allo, 72 kg tomegi férfi koziil az elsé
0,02 bar, mig a masodik 0,025 bar nyomast gyakorol a héra. A mésodik férfi 5 kg
tomegi hatizsakot is visel a hatan.

a) Mekkora a silécek nyomofeliilete?

b) Mekkora lesz a mésodik férfi alatt a nyomds, ha hétizsdkjit ledobja és
féllabra 4117
(3 pont)

G. 802. Koriilbeliil hany perccel késébb delel a Nap Sopronban, mint Maté-
szalkan?

(3 pont) Kozli: Németh Ldszld, Fony6d

G. 803. Egyenes mentén allandd lassuldssal haladd test egy palyaszakasz vé-
gére érve elvesziti kezddsebességének a felét. Kezddsebességének hany szazalékat
vesztette el a palyaszakasz felez6pontjaig?

(4 pont)

80 cm G. 804. Egy 0,6 kg/dm3 stiriségii fahasab, mely-
nek magassdga 40 cm, alapélei pedig 80 cm és 30 cm
hossziak, egy nagy méretii medencében uszik. A ha-
sabot az dbrdn lathaté moédon a medence aljahoz
rogzitettiik egy rugoéval, melynek nytjtatlan hossza
50 cm.

a) Mennyi latszik ki a hasdbbdl, ha viz mélysége
90 cm és a rugd rugéallanddja 1440 N/m?

b) Legalabb mekkora munkavégzés aran lehet a hasdbot teljesen a viz felszine
f6lé emelni, ha a rugé kozben nem szakad el?

(4 pont)

P. 5454. Az autégumik javitdsa utan a kerekeket nagy fordulatszdamra por-
getik, és az esetleges ,iitést” kicsiny nehezékekkel kiegyenstilyozzdk (centirozzak
a kereket). Az egyik kereket 8116 helyzetbdl allandé szoggyorsuldssal forgdsba hoz-
zak. Egy bizonyos pillanatban a tengelytél R = 20 cm tavolsdgban 1év6 szelepsapka
gyorsulasanak nagysaga kétszer akkora, mint az indulaskor, és a sebessége ekkor
v=1m/s.

a) Mennyi id6 telt el az induldsatdl szamitva?

40 cm

90 cm

b) Mennyi volt a szelepsapka gyorsuldsa induldskor?
¢) Mennyi utat tett meg a szelepsapka ezalatt?
(4 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

P. 5455. Egy fiigg6leges tengelyti, 45°-os félnyilasszogi, surléddsmentes tolesér
belsé feliiletére, a tengelyétél 10 cm tavolsdgban vy nagysagu vizszintes sebességgel
egy pontszerl testet juttatunk. Mekkora lesz a test legnagyobb sebessége, ha

a) vo = 0,5 m/s;

b) vo = 2,0 m/s?

(5 pont) Példatari feladat nyomdn
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P. 5456. A képen azt lathatjuk,
hogy munkasok egy kutgytrit raknak
fel (vagy esetleg engednek le) pallékon
egy teherautérdl. A kutgylirii tomege
300 kg, atmérdje 1 m, a palldk hossza
5 m, a teherautd platdjanak magassaga
1 m. Tegyiik fel, hogy a munkéasok ke-
zei altal kifejtett erék eredéje parhuza-
mos a pallékkal, valamint a keziik és a kutgy(iri kozott 0,8 a tapaddsi surlodasi
egyiitthatd, tovabba a kutgytri nem csiszik meg a pallon.

Hatarozzuk meg, hogy a pallékkal parhuzamosan legalabb mekkora er6t kell
a betongytrtire kifejteni, ha egyenletes mozgdssal, megcsuszas nélkiil akarjuk gor-
getni

a) felfelé;

b) lefeld!
(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

P. 5457. Hoszigetelt, hengeres tartaly bels6
7 hossza L. A tartilyt egy hdészigeteld dugattyd
_ig . .. (6000888600 két részre osztja; a bal oldali térfélben egyato-
L mos idedlis géz, a jobb oldaliban vakuum van (ldsd
az dbrdt). A dugattyit a tartaly jobb oldali végé-
vel rugo koti ossze, melynek feszitetlen hossza L.
A gazt a bal oldali térfélben 1évo flitGszdl segitségével lassan melegiteni kezdjiik.

L

Hatdrozzuk meg a géz mdlhéjét ebben a folyamatban!
(5 pont) Oroszorszagi feladat nyomén

P. 5458. Harom telep mindegyike 12 V {iresjarasi fesziiltségli és 3 € belso
ellendllasi. A telepek milyen kapcsoldsa esetén kapjuk az R kiils6 ellendlldson
a legnagyobb teljesitményt, és mekkora ez a teljesitmény, ha

a) R=1¢;
b) R=3Q;
¢) R=35¢Q;
d) R=6 Q7
(4 pont) Kozli: Székely Gydorgy, Budapest

P. 5459. Egyenletes vastagsagu ellenalldshuzalbdl
R sugart kort hajlitunk. A kor egyik pontjanal ,,sugér-
irdnyban” I er6sségli aramot vezetiink be, egy mésik
pontjanél pedig (ugyancsak sugdrirdnyban) elvezetjiik
azt.

Milyen iranyu és mekkora nagysigu a magneses
indukciovektor a kor kdzéppontjaban?
(3 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/1 59



P. 5460. Szines parfiimét 4 cm kiils6 atmérdjli, 10 cm magas,
allandé falvastagsagu, henger alaki, n = 1,5 torésmutatdju iiveg-
ben hoznak forgalomba. A parfiimét a polcon szemmagassdgban
helyezik el, és hatulrdl vilagitjadk meg. A tdvoli vasarldk gy lat-
jak, mintha a hengerpalast falvastagsaga nulla lenne*. Legaldbb
hény ml parfiim lehet az iivegben?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

P. 5461. A “°K izotép més elem bomlédsa kézben nem jon létre, igy a mennyi-
sége a Fold 1étrejotte 6ta 1,25 milliard évenként felezédik. A 49K 11%-ban elekt-
ronbefogassal (EB) vagy 8T-bomldssal, 89%-ban 3~ -bomléssal alakul t.

a) Milyen magok keletkeznek az egyes radioaktiv folyamatokban?

b) Az egyik bomldstermék gdz halmazallapotd, amely egy adott kézet megszi-
larduldsa utan mar nem jut ki abbdl. Ezt a kézetmintat analizélva azt tapasztaljuk,
hogy a keletkezett gdz anyagmennyisége 90%-a volt a még meglevé °K-nak. Mennyi
idével ezel6tt szilardult meg a kozet?

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5462. Elhanyagolhat6 tomegii rugéhoz hosszi hasédbot erésitiink. Ha a rugot
a masik végénél fogva felfiiggesztjiik, megnyilasa s = 15 cm lesz. Ezutan a rugdt és
a hasabot vizszintes, sirlédasmentes sikra helyezziik, és a rugd szabad végét rog-
zitjiikk. A hasdbot az dbrdn lithaté médon ¢ tédvolsdggal hatrahizzuk, igy a rugd
megnyulik. Végiil a hasib fels6 lapjara, annak rugé feloli végére egy kocka ala-
ki testet helyeziink. A hasab és a kocka kozotti (tapaddasi és csiszdsi) surlédasi
egyiitthaté p = 0,2.

00000000000000'

* A fénykép csak illusztricié, az iiveg alakja és a falvastagsdga eltér a feladatban
leirtaktol.
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Ha a hasdbot elengedjiik, a rendszer mozgasba jon, és a kocka elcsiszik a ha-
sabon. A két test kozotti csiszds azt a pillanatot kovetéen szlinik meg, amikor
a hasab gyorsuldsa nullavé valik.

a) Mennyi ideig cstiszott a kocka a hasdbon?
b) Legalabb mekkora az ¢ tavolsdg, ha a leirt mozgds létrejohetett?
¢) Mekkora tdvolsdggal cstszott el a kocka a hasdbon?

(6 pont) Kozli: Wiedemann Ldszlo, Budapest

S

Bekiildési hatarid6: 2023. februar 15.
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 29): K. 749. Aladdin found five
coins in a box. One of them is a counterfeit coin, and the monkey Abu is the only one who
knows which. If Aladdin selects three coins and gives one of them to Abu, then Abu will
tell him whether there is a counterfeit one among the other two. Whenever Abu gets a real
coin, he will tell the truth, but he will lie if he gets a counterfeit coin. Is it possible to
identify the counterfeit coin with at most three questions? (Based on the idea of S. Rdka,
Nyiregyhdza) K. 750. When Pete walks to the school, he always has the same speed.
Sometimes he is in a hurry and then he runs, with twice the walking speed. Yesterday
he walked the first third of the distance to the school and then covered the rest of the
distance running. Today, he walked 6 minutes longer than the time spent running. How
many minutes longer did it take him today to get to the school than yesterday? K. 751. We
have five chocolate trufles, all of them look alike. However, three of them weigh 20 g each,
one weighs 19 g, and one weighs 21 g. We want to identify the 19-g trufle with the help of an
equal-arm balance only. Prove that it is possible to do it by using the balance three times,
but less than three is not enough. K/C. 752. There are k ways to select at least two of the
numbers 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 such that their sum is divisible by 3. In how many
ways is it possible to select at least two of the numbers 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18
such that their sum is divisible by 37 Express your answer in terms of k. (Two selections
are considered different if they do not consist of the same set of numbers.) K/C. 753.
Points B, C', D and E lie on one arm of an angle of vertex A, and points F', G, H and I
lie on the other arm. Given that AB=BG=GD =DI=1IE=FH=HC=CF=FA
(see the figure), show that the triangles CEH and IGD are equilateral.
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New exercises for practice — competition C (see page 30): Exercises up to grade 10:
K/C. 752. See the text at Exercises K. K/C. 753. See the text at Exercises K. Exercises for
everyone: C. 1748. Show that the shortest side of a cyclic quadrilateral inscribed in a unit
circle cannot be longer than v/2. (Canadian problem) C. 1749. Calculate the exact value
of VK, where K denotes the product of all positive factors of 2025. (Proposed by K. A.
Kozma, Gy6r) C. 1750. M and N are the common points of circles k1, centred at O and
ko2, centred at Oz. A secant drawn through point M intersects circle k1 at point A and
circle ko at point B such that A lies outside circle k2 and B lies outside circle k1. Lines
AO; and BOs intersect at point P. Points N and P lie in the same half plane determined
by line O102. Show that P lies on the circumscribed circle of triangle O1 NOs. (Proposed
by B. Bird, Eger) Exercises upwards of grade 11: C. 1751. Let a and b denote positive real

numbers such that a® + b*> = % Prove that ﬁ + ﬁ > 2. (Proposed by G. Szmerka,

Budapest) C. 1752. There are six people waiting in a line. It is taking very long, so they
decide to play. They select a permutation of the six positions at random, and perform it
three times successively. (A permutation is a rule of obtaining a new order by assigning
a (possibly) new position to everyone. For example they may chose the following rule: the
person at position 1 goes to position 3, the one at position 2 goes to position 1, the third
goes to position 2, the fourth goes to position 6, the fifth stays in place, and the sixth
goes to position 4.) What is the probability that at least one of them will be standing in
their initial position at the end? (Proposed by K. A. Kozma, Gy0r)

New exercises — competition B (see page 31): B. 5286. What is the smallest positive

integer n for which the number 11...1 (in decimal notation) is divisible by the number
—
n
33...37 (3 points) (Brasilian problem) B. 5287. Two circles touch each other externally.
100

The line passing through the centres of the circles intersects the circles again at points
A and B. The points of tangency on one of the common external tangents of the circles
are P and @, respectively. Prove that the lines AP and B(Q intersect on the common
internal tangent of the circles. (3 points) (Proposed by I. A. Molndr, Miskolc) B. 5288.
Two players are playing the following game on a 8 x 8 chessboard. They take turns in
selecting one side of a field of the chessboard, separating two adjacent fields of the board,
and colouring it yellow. The player who is first forced to create a closed yellow polygon will
lose the game. Which player has a winning strategy? (4 points) (Based on an American
competition problem) B. 5289. Let a, b, ¢ and d denote non-negative real numbers such

1 1 1 1 7 .
that a +b+ c¢+d = 1. Prove that ZAaTrEatTeaTEI o (& points) (Proposed

by J. Szoldatics, Budapest) B. 5290. Solve the following equation over the set of positive
integers: 3" +4" 4+ .-+ (n+2)" = (n+ 3)". (6 points) (Proposed by T. Kdspdri, Paks)
B. 5291. The centre of the inscribed circle of a triangle ABC' is I, and the centre of its
circumscribed circle is O. Given that ZOIA = 90°, AI = 89 and BC = 160, what is the
area of the triangle? (5 points) (Proposed by S. Rdka, Nyiregyhéza) B. 5292. Given a circle
k and points P and @ in its interior, construct™ a circle through points P and @ that
intersects the circle k£ at two diametrically opposite points. Depending on the position
of points P and @, how many solutions will the problem have? (5 points) (Proposed by
G. Katd, Kdpolndsnyék) B. 5293. Let p denote a prime number. What is the largest number

* Write down the steps of the construction (basic construction steps like bisecting an
angle, reflecting over a line, etc. do not need to be described in detail) and explain why
the method is correct. It is not required to perform the construction on paper.
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of polynomials with integer coefficients such that there are no pairs of polynomials such
that the value of their difference is divisible by p? at every integer? (6 points) (Proposed
by P. P. Pach, Budapest)

New problems — competition A (see page 33): A. 842. n people live in a town, and
they are members of some clubs (residents can be members of more than one club). No
matter how we choose some (but at least one) clubs, there is a resident of the town who
is the member of an odd number of the chosen clubs. Prove that the number of clubs
is at most n. (Proposed by Ddémdtir Pdlvdlgyi, Budapest) A. 843. Let N be the set of
those positive integers n for which n | k¥ — 1 implies n | k — 1 for every positive integer k.
Prove that if n1,n2 € N, then their greatest common divisor is also in N. A. 844. The
inscribed circle of triangle ABC'is tangent to sides BC', AC and AB at points D, E and F',
respectively. Let E’ be the reflection of point E across line DF, and F’ be the reflection
of point F' across line DE. Let line EF intersect the circumcircle of triangle AE'F’ at
points X and Y. Prove that DX = DY. (Proposed by Mdrton Lovas, Budapest)

Problems in Physics
(see page 57)

M. 419. Cut out approximately 2 cm wide strips from a sheet of A4 copy paper,
parallel to its longer and to its shorter side. Narrow the middle third of the paper strips
along the curved lines as shown in the figure. Measure the tensile strength of the paper.
(Express the tensile strength in MPa units). Is there a difference between the tensile
strength of the longer and shorter strips?

G. 801. Two men, each having a mass of 72 kg, are standing on skis on the horizontal
ground. The pressure exerted on the snow by the first man is 0.02 bar, and the pressure
exerted by the second one is 0.05 bar. The second man is also carrying a 5 kg backpack
on his back. a) What is the surface area of the skis, which is in contact with the snow?
b) What will the pressure exerted by the second man be if he drops his backpack and
stands on one leg only? G. 802. Approximately how many minutes later does the solar
noon happen in Sopron than in Matészalka? G. 803. The speed of an object travelling
in a straight line with constant deceleration decreases to half of its initial value when
it reaches the end of a straight path. What percentage of its initial speed is lost when
it reaches the midpoint of the path? G. 804. A wooden block of density 0.6 kg/dm3 is
floating in a large pool. It has a height of 40 cm, the length of its base is 80 cm and the
width of its base is 30 cm. The block is fixed to the bottom of the pool by a spring, having
an unstretched length of 50 cm, as shown in the figure. a) What is the height of that part
of the block, which is not under the water if the depth of the water is 90 cm and the
spring constant of the spring is 1440 N/m? b) At least how much work is required to raise
the block completely above the surface of the water if the spring does not break?

P. 5454. After repairing the tires of cars, the wheels have to be balanced. The wheels
are placed to a balancing machine which spins them at very high speed, and measures the
imbalance of the wheel. Then small wheel weights are mounted to the appropriate positions
in order to balance the wheel. A wheel is rotated at a constant angular acceleration from
rest. At a certain moment the speed of the valve cap, which is at a distance of R = 20 cm
from the axle, is v = 1 m/s, and its acceleration is twice as big as it was when the wheel was
started to move. a) How much time elapsed from the start? b) What was the acceleration
of the valve cap, at the start of the rotation? ¢) How much distance did the valve cap
cover during its rotation? P. 5455. A point-like object is given an initial horizontal velocity
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of magnitude vp and is placed to the inner surface of a frictionless funnel, 10 cm from the
symmetry axis of the funnel. The symmetry axis of the funnel is vertical and the angle
between the symmetry axis and the wall of the funnel is 45°. What will the greatest speed
of the object be if a) vo = 0.5 m/s; b) vo = 2.0 m/s? P. 5456. In the picture, you can see
workers rolling up a well ring to a lorry along the planks (or they may also roll down the
ring, along the planks). The weight of the well ring is 300 kg, the diameter is 1 m, the length
of the planks is 5 m, and the height of the lorry platform is 1 m. Assume that the net force
exerted by the workers’ hands is parallel to the planks, the coefficient of friction between
their hands and the well ring is 0.8, and that the well ring does not slide on the plank.
Determine the minimum force that must be exerted on the concrete well ring parallel to
the planks if it is to roll uniformly, without slipping a) upward; b) downward. P. 5457.
The internal length of a thermally insulated cylindrical tank is L. The container is divided
into two parts by an insulating piston; the left part contains a sample of monatomic ideal
gas, and there is vacuum in the right part (see the figure). The piston is connected to the
right end of the tank by spring, whose unextended length is L. The gas is slowly heated
by an electric heating element in the left half of the cylinder. Determine the molar heat of
the gas in this process. P. 5458. Three batteries have the same electromotive force of 12 V
and each of them has an internal resistance of 3 £2. How should the batteries be connected
in order that we obtain the maximum power dissipated in the external resistance R, and
what is this power if a) R=1Q;0) R=3Q;¢) R=3.5Q;d) R=6 Q7 P. 5459. A piece
of wire, whose thickness is the same everywhere, is bent into a circle of radius R. At
one point of the circle, a current of magnitude I flows into the wire in “radial direction”
and at another point (also in the radial direction) it flows out of the wire. What is the
direction and the magnitude of the magnetic induction at the centre of the circle? P. 5460.
Coloured perfume is marketed in cylindrical bottles with an outer diameter of 4 cm, and
a height of 10 cm. The thickness of the wall of the bottle is constant and its material has
a refractive index of n = 1.5. The perfume is placed on the shelf at eye level and backlit.
Distant customers see the cylinder as having a wall thickness of zero'. At least how many
ml of perfume can be in the bottle? P. 5461. The “°K isotope is not produced by the
decay of other elements, so its quantity on the Earth has halved every 1.25 billion years
since the Earth was formed. The “°K decays by electron capture or by 1 decay (11%)
and by 8~ decay (89%). a) What nuclei are produced in each radioactive process? b) One
of the decay products is gaseous and does not escape after a rock solidifies. Analysing
this rock sample, it was found that the amount of gas produced was 90% of the “°K that
was still present. How long ago did the rock solidify? P. 5462. A long rod is attached to
a spring of negligible mass. If the spring is suspended by the other end, its elongation will
be s = 15 cm. Then the spring and the rod are placed on a horizontal, frictionless surface
and the free end of the spring is fixed. The rod is pulled back by a distance of ¢ as shown
in the figure, so the spring will be stretched. Finally, a cube-shaped body is placed on the
top face of the rod, at that end of the rod which is closer to the spring. The coefficient of
friction (both static and dynamic) between the rod and the cube is g = 0.2. When the rod
is released, the system starts to move and the cube slides on the rod. The sliding between
the two bodies ceases after the moment when the acceleration of the cube becomes zero.
a) How long did the cube slide on the rod? b) What is the least distance of £ in order that
the above described motion could occur? ¢) How much distance did the cube slide along
the rod?

t The photograph is for illustration purposes only, the shape of the bottle and the wall
thickness are different from those described in the exercise.
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