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Pelikan Jo6zsef

Pétolhatatlan veszteség érte a magyar matematikai életet és a nemzetkozi ma-
tematikaversenyzést: Pelikan Joézsef 75 éves koraban, 2023. januar 20-an Budapes-
ten elhunyt.

1947. oktéber 26-dn sziiletett Budapesten. A ma-
tematikai versenyzés utjan édesapja, Pelikan Jozsef épi-
tészmérnok, tanszékvezetd egyetemi tandr inditotta el,
KoMal feladatok megoldaséra buzditva 6t mar altalanos
iskolds kordaban. 1962 és 1966 kozott a budapesti Fazekas
Mihaly Gimnézium nevezetes, legelsé specialis matema-
tika tagozatos osztalyaba jart. Osztalytdrsa volt szamos
késébbi kivalé matematikus: Andréka Hajnal, Baranyai
Zsolt, Berkes Istvdan, Laczkovich Miklos, Lovdsz Ldszlo,
Major Péter, Posa Lajos, Vesztergombi Katalin. Ebben
a nagyon motivald és inspirdlé kozegben a didkok nem-
csak tanaruktél, Rdabai Imrétdl, hanem egymdstol is ta-
nultak matematikat és sok minden mast, mikézben egy-
fajta nemes versengés is kialakult. Pelikan Jo6zsef emel-
lett Surdnyi Janostol tanult szamelméletet, majd Fried
Ervintdl algebrat.

Pelikdin Jozsef
kozépiskolds koraban
foté: KoMaL arcképcsarnok

1964-ben els6 dijat nyert a Magyar Televizié ,Ki miben tuddés?” versenyének
matematika kategéridjaban. A KoMal. matematikai és fizikai pontversenyeit tobb
izben megnyerte; 1965-ben a matematika OKTV-t is. Mind a négy gimnaziumi
évében tagja volt a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpiara (IMO) utazé magyar
csapatnak; egyszer eziist-, hdromszor aranyérmet szerzett; ezzel jelenleg a 12-18.
helyen &ll az IMO &rokranglistdjan. 1965-ben és 1966-ban kiilondijat is kapott egy-
egy feladat kiemelked6 megoldasaért. Negyedik osztdlyos gimnazistaként masodik
dijat nyert a Schweitzer Miklés Matematikai Emlékversenyen (amelyet egyetemis-
tak, valamint az 6téves egyetemi képzésben frissen végzett hallgatok szamara ren-
deznek).

1966 és 1971 kozott az Eotvos
Diszlkods . " Loréand Tt/l('iomé,nyegyetem matemati-
alamaiitd : m?:mt . kuﬁhz}llga‘c(’)l]? vol/t. 1973-ban arany-

‘ gyluris kitiintetéssel szerezte meg
az egyetemi doktori fokozatot.

Tiz  tudomédnyos  publikicidja
jelent meg a diszkrét matematika,
a (fél)csoportelmélet és a szdmelmélet
teriiletén. Lovasz Laszléval és Vesz-
tergombi Katalinnal még egyetemista

korukban kozosen irt, Kombinatorika cimii szakkori fiizetiiket, amely magyarul,
németiil és japanul is megjelent, késébb konyvvé bévitették ki, amely angolul,
portugélul, németiil és (szdmos kiaddsban) magyarul is megjelent.
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Energiainak legnagyobb részét a kimagaslé szinvonali egyetemi tanitasra és sa-
jat tudasanak az ezt megalapozdé, dllandé bovitésére forditotta. 1971 és 2020 kozott
tanitott az ELTE Természettudomanyi Kardnak Algebra és Szamelmélet Tanszé-
kén. A matematikushallgatok szémdra tartott kétéves bevezetd algebrakurzusban
a hivatalos tananyagon feliil Lie-algebrakrol, reprezenticidelméletrdl, a linearis al-
gebra kombinatorikai alkalmazédsairdl és sok minden masrdl is beszélt. Legsajatabb
szakteriilete a csoportelmélet volt, de azon kiviil is rengeteg, szertedgazd témakor-
ben tartott magas szintii kurzusokat, olyan témdakrél is (pl. algebrai geometria,
homologikus algebra), amelyekhez Magyarorszagon akkoriban még kevesen értet-
tek, és a hallgaték méstél nehezen tanulhattdk volna meg. Eldadédsai legendasak
voltak. Hatalmas tudasa, képessége a lényeg kiemelésére és érthetd, tiszta, egysze-
rli megfogalmazdaséra, brilidns stilusa, humora lenytigozte hallgatésdgat. Meg tudta
mutatni, milyen izgalmas az algebra, hangsilyt fektetve a matematika mas agai-
val val6 kapcsolatokra, a megleps, varatlan jelenségekre és az elegans, gyonyori
bizonyitdsokra. Kivalé matematikusok egész sora, a nala alig fiatalabbaktdl a mai
fiatalokig, szdmol be arrél, hogy milyen meghatérozé élmény volt ezeknek az elo-
addsoknak a meghallgatdsa, mennyire mélyen formalta a gondolkodasukat. Tébben
az 0 hatdsanak is tulajdonitjak azt, hogy részben vagy egészben az algebranak és
hatarteriileteinek szentelték kutatoi palyajukat.

Gyakorlatokat vezetni kevéshé szeretett, mint el6adni, de nagyszerii volt eb-
ben is. Az &ltala Osszedllitott feladatsorokat megoldva magunk fedezhettiik fel egy-
egy témakor legfontosabb triikkjeit, modszereit. Elcfordult, hogy egy-egy mély tétel
bizonyitasat bontotta fel egymasra épiilé feladatokra. Zarthelyi dolgozatai hirhed-
ten nehezek voltak; egyes visszaemlékezések szerint ezt azzal kompenzalta, hogy
a félév végén a két dolgozat jegyét nem atlagolta, hanem Osszeadta. Oriési tekin-
télye ellenére kozvetlen, pézmentes emberi viszonyt alakitott ki didkjaival, akik
tegezték és Joconak szolitottak oOt.

Nyugdijaztatdsa utdn még tiz éven at, 6t évfolyamnak tartotta a bevezetd
algebraeldadéasokat. Ekkor mér kevesebben merték visszategezni, a tempd kicsit
lassult, a vizsgakon a szigor kicsit enyhiilt. A hallgatok lelkesedése megmaradt: két
évfolyam didkjai is arra kérték &6t, hogy a hivatalos tanrendi 6raszamon feliil is
rendszeresen tartson nekik el6addsokat, amit meg is tett.

A mér emlitett didkkori sikerek utdn felnétt élete is Gsszefonédott a matema-
tikaversenyek torténetével. A Kiirschak Jézsef Matematikai Tanuléverseny bizott-
saganak 1972-t61 2018-ig volt tagja, ezen beliil nyolc évben titkara. Fontos szere-
pe volt a Nemzetkozi Kenguru Matematikaverseny magyarorszagi meghonositasa-
ban; harom alkalommal igen aktiv résztvevdje volt az Association Kangourou sans
Frontieres feladatkivédlaszté nemzetkozi szemindriumainak. Az 1970. évi, Keszthe-
lyen megrendezett IMO-n koordindtor és angol-francia—német—orosz tolmécs volt.
Az 1982. évi budapesti didkolimpidn mindezeken felill a feladatkivélaszté bizott-
sag elnoke is volt. 1973-ban a magyar IMO-csapat helyettes vezetoje, 1988-ban és
az 1990-t0l 2019-ig terjed6é harminc évben pedig vezetdje volt.

Csapatvezetoként igen elszantan és hatékonyan folytatta le az IMO-koordina-
torokkal vald egyeztetéseket a magyar versenyzék pontszamairdl. Ennek féként
a régebbi didkolimpidkon volt nagy jelentosége, mert akkor még nem késziiltek
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a maihoz hasonlé részletességli pontozasi ttmutatok. Szakmai kompetencidjanak,
diploma&ciai érzékének és széleskorii nyelvismeretének koszonhetéen megvalasztot-
tak az IMO-t irdnyité ,Advisory Board” tagjava (1992-2002), majd két ciklusra
elnokévé (2002-2010). A didkolimpidkon egyre nétt a résztvevé orszégok, koztiik
a latin-amerikaiak szama, igy egyre fontosabba, végiil — a fent emlitett négy mel-
lett — az IMO 6t6dik hivatalos nyelvévé valt a spanyol. Jocd, mar nyugdijasként,
beiratkozott egy spanyol nyelvtanfolyamra, és fiatalokat megszégyenité lelkesedés-
sel és szorgalommal vetette bele magat a tanulasba. A 2020. és 2021. évi, online
megrendezett didkolimpidkon a Hivatalos Nyelvek Bizottsdganak tagjaként segitet-
te a munkat, ellendrizve a vilagszerte késziilo feladatsor-forditasokat.

A 2017-es olimpiai csapat vezetdjeként Rio de Janeiroban

Szamos kiilfoldi egyetemen volt vendégel6ads. Tobb orszagban tartott isme-
retterjeszt6 eldadasokat matematikardl és versenyekrdl angolul, francidul, németiil
és oroszul. Az 6 munkéja a Springer kiadé ,,Contests in Higher Mathematics: Miklds
Schweitzer Competitions 1962-1991” cimi kotetének az algebrai feladatok megol-
désat tartalmazdé fejezete.

Magyarorszagi tehetséggondozd tevékenysége részben, de nem kizardlag, a di-
akolimpiai felkészitésre iranyult. El6adasokat tartott az olimpiai szakkoron, az olim-
piara felkészité és egyéb matematikataborokban, az Ifjusagi Matematikai Korben.
A KoMal-ba az évenkénti IMO-beszamoldkon kiviil matematikai ismeretterjesz-
t6 cikkeket is irt, feladatokat is javasolt. O frta a Typotex kiadé ,Uj matematikai
mozaik” cimi kotetének klasszikus algebrai gorbékrdl szélo fejezetét.

2009-ben, Vesztergombi Katalinnal megosztva kapta meg a Bolyai Janos Ala-
pitvany dijat, amelyet féként magyar kozgytijtemények vezetoinek és kiilonleges
kiadvanyok létrehozéinak itélnek oda. 2014-ben a Nemzeti Matematikaversenyek
Vilagszovetségének Erdés Pal-dijat, 2020-ban a Bolyai Janos Matematikai Tarsu-
lat Beke Mané6-nagydijat vehette at.
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Pelikan Jozsef dijakat ad dat a KéMalL Ankéton 2005-ben

Versenyszertien bridzsezett. Nyert budapesti és orszagos parosbajnoksagot is.
A Taurus csapatanak tagjaként 1985 és 1995 kozott hét Magyar Kupa-gydzelemnek
és tiz budapesti csapatbajnoksagi gy6zelemnek, emellett 1986-ban a Bajnokcsapa-
tok Eurépa-kupdjan elért masodik helyezésnek volt részese. Az Eurépa-bajnoksigo-
kon 1985-ban a magyar néi, 1989-ben és 1991-ben pedig a férfi (nyilt) vdlogatottnak
volt a kapitanya.

A budapesti Ifjisdgi Eurdpa-bajnoksdgon 1986-ban (a sor mdsik szélén Ottlik Géza)
fot6: bridzs.hu

Biztos vagyok abban, hogy sem kollégai, sem tanitvanyai nem fogjak 6t elfelejteni.

Frenkel Péter
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A

A d-dimenzios tér fedése konvex test eltoltjaival*

L —] 1. Egy fedési feladat

Egy iskolaban rendszeresen beazik a mennyezet, igy hat megprébaljak legalabb
a tandri asztalt megmenteni, nehogy az is tonkremenjen. E célbdl a matekszertar lo-
gikai készleteit veszik igénybe: megprobaljak egybevagd idomokkal teljesen lefedni
az asztalt. Ha a kis (nem lyukas!) négyzeteket hasznéljak, akkor konnyen kitaldl-
haté, hogy hogyan lesz a legkevesebb idomra sziikség. De vajon mi a helyzet, ha
(szintén nem lyukas!) kor idomokkal préobaljak lefedni? Akkor mi a leggazdasdgo-
sabb fedés? Még izgalmasabb — és dltalanosabb — kérdés, hogy mi a helyzet akkor,
ha az ,asztallapunk” a d-dimenziés tér, a lefedéshez hasznalt testek pedig vala-
milyen egybevagd, szintén d-dimenzids konvex testek. Ez a cikk ezzel az utébbi,
altalanos problémaval foglalkozik.

Korébbi cikkeinkben [1, 2] bevezettiik R?-t, a d-dimenziés euklideszi geometria
ponthalmazat, és abban a konvex, illetve a zart halmazokat. Néhany jelolés: egy
Re-beli K halmaz eltoltja egy v € R? vektorral a K +v = {x+v : x € K} halmaz.
(Vagyis a vektoroknak az a halmaza, amelyet igy kapunk, hogy K minden elemét
eltoljuk v-vel.) A K halmaz A-szorosa, ahol \ valés szam (skaldr), a AK = {Ax:
x € K} halmaz, specidlisan —K = (—1)K, amely nem mds, mint a K halmaz
origéra vett kdzéppontos tiikorképe.

Az, hogy egybevdgd — sOt azonos helyzetli — alakzatokat akarunk haszndlni,
megfelel annak, hogy egy d-dimenziés K zart konvex halmaz eltoltjaival akarjuk
a lehetd leggazdasdgosabban lefedni az egész RY teret. Hogyan definidljuk a gaz-
dasagossagot? Nyilvanvaldéan végtelen sok eltoltra lesz sziikségiink, igy azok szama
nem megfelel6 mennyiség. Definidlhato egy fedés stirtisége, de az technikailag né-
miképp izzadsagos, ezért egy egyszeriibb mennyiséget hasznalunk: célunk az, hogy
egyik pont se legyen tul sokszor fedve. Tovabbi egyszeriisités, hogy a lefedéshez
hasznélt test legyen kozéppontosan szimmetrikus. (A kiinduldsi példdban hasznélt
négyzet és kor is megfelel ennek a feltételnek.) Nyilvdn nem megy az dltaldnos-
sdg rovasara, ha a kiindulasi test — amelynek az eltoltjaival fediink — szimmetria-
kozéppontjanak az origét valasztjuk.

2. Fedés megadasa beirt oktaéder és koriilirt kocka segitségével

Az elsé médszer, melyet bemutatunk azon alapszik, hogy tetszoleges kozép-
pontosan szimmetrikus konvex testet tudunk ,szendvicselni” egy oktaéder és egy
paralelotép kozé. Lassuk, mik ezek a d-dimenzids testek!

Vegyiink R%ben d darab olyan vektort — uy,...,ug —, amelyek nem esnek egy

” s

hipersikba, tehat csak gy lehet a szdmszorosaik osszegeként a 0 vektort eléallitani,

* A cikk az Innovacids és Technolégiai Minisztérium UNKP-20-5 kédszami Uj Nemzeti
Kivalésag Programjanak a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovéciés Alapbdl finanszi-
rozott szakmai tdmogatasaval késziilt.
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ha mindegyiknek a 0-szorosat vessziik. Ekkor azt mondjuk, hogy uy,...,uy az R?
tér egy bazisa. A sikban példaul ilyen bazis két vektor, amelyek nincsenek egy egye-
nesen, a térben bazis harom olyan vektor, amelyek nincsenek egy sikban. A bézis-
nak van egy fontos tulajdonsiga: R? minden p vektora el6all p = A\ju; +. ..+ A\gug

alakban valamely Aq,...,A\g € R skalarokra, rdadasul az el6allitas egyértelm.
Az uy,...,uy bazis segitségével meghatarozunk két alakzatot. Egyrészt az
X(uy,...,uy) = conv{uy, —uy,ug, —us,...,uy,—Ug}

halmazt az altaluk meghatarozott keresztpolitopnak hivjuk, ahol a conv jelentése
konvex burok, lasd [1]. Hiromdimenzids térben példaul, ha az i, j, k egységvekto-
rokat vessziik, akkor éppen egy szabdlyos oktaédert kapunk.

Ugyanakkor egy bazis meghataroz egy méasik objektumot is, amely pedig a pa-
ralelogramma d-dimenzids megfelel6je, a paralelotop:

P(uy,...,ug) = {puy + poug + ... + prgug : pa, ..., pa € [-1,1]}.

Gondoljuk meg, hogy ez haromdimenziéban éppen egy paralelogramma alapu ferde
hasdb. (Ezt hdrom dimenzié esetén paralelepipedonnak is nevezik.)

Ugyancsak konnyen meggondolhaté, hogy az igy megadott paralellotép kon-
vex, és az is, hogy kozéppontosan szimmetrikus, a szimmetria-kézéppontja pedig
az origo.

Tetszoleges d dimenzidoban azon hasab d-dimenzids térfogata, mely alapjanak
(d — 1)-dimenziés térfogata A, magassiga pedig m:

Am.

Azon gila d-dimenzids térfogata, mely alapjanak (d — 1)-dimenziés térfogata A,
magassaga pedig m:

1A

g m.
(Ezt a két térfogatképletet most nem igazoljuk, de 14thatd, hogy a megfelel§ hé-
romdimenziés képletek altaldnositdsai.)

1. feladat. Egy K test térfogatdat jelolje vol(K). Igazoljuk, hogy tetszdleges
ui,...,uy bazisra

1. tétel (Auerbach-bazis létezése). Legyen K egy Re-beli origora kézépponto-
san szimmetrikus, korldtos, zdrt, konvex halmaz. Ekkor van olyan bdzisa R%-nek,
amely altal meghatdrozott keresztpolitop K-ban van és amely dltal meghatdrozott
paralelotop tartalmazza K-t.

A bizonyitdshoz vegyiik R? egy olyan béazisat, amelynek minden vektora K-
beli, és amelyre a vol (X(ul, .. .,ud)) térfogat maximadlis. Az, hogy ilyen bézis
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van, tehat hogy ez a maximum valéban felvétetik, igazolhaté abbdl, hogy K kor-
latos és zéart, de most ezt a bizonyitast sem részletezziik. Mivel K konvex, ezért
X(uy,...,uq) benne van K-ban, hiszen minden konvex alakzat tartalmazza akar-
hany pontjanak konvex burkat.

Be kell latnunk, hogy a P(uy,...,uy) paralelotép tartalmazza K-t. Legyen
u € K egy tetszéleges pont. A bazis definicigjanal emlitettiik, hogy minden vektor
—1gy u is — egyértelmiien el6dll u = Auy + ...+ A\guy alakban valamely A1,...,\g €
€ R skaldrokra. Be kell latnunk, hogy minden i-re \; € [—1, 1]. Rogzitsiik mondjuk
i = l-et és tegyiik fel, hogy A1 > 0. Az X (uy,...,u,) keresztpolitépot tekinthetjiik

egy kettds gildnak, melynek alapja a (d — 1)-dimenzids conv(us, us, . .., uy) kereszt-
politop, és két tovabbi cstcsa az u; és —u; pont. Ha a uj-hez tartozé gila ma-
gassaga m, akkor azon gula magassiga, melynek alapja szintén conv us, us, ..., uy,

de a tovabbi pontja u, éppen A\;m. Persze K konvexitasabol adéddan ez a gila
is K-beli, illetve az origéra vett tiikrozottjével egyiitt kapott kettds gila is. Mivel
a bazist ugy vélasztottuk, hogy az altaluk meghatarozott keresztpolitéop maximalis
térfogati legyen, ezért azt kapjuk, hogy A1 < 1.

Az origéra vett kozéppontos szimmetriat kihasznalva hasonléan beldathato,
hogy A; < 0 esetén A; nagyobb vagy egyenld, mint —1, tehét Ay € [—1,1], és ugyanez
belathatd a tobbi \; egytitthatordl is. Ezzel az 1. tételt bebizonyitottuk. O

Célunk a kovetkezé belatasa.

2. tétel. Legyen K egy korldtos, zdrt, konvez halmaz R%-ben, amely az origdra
kozéppontosan szimmetrikus, tehdt K = —K . Ekkor létezik v vektorok olyan E C R?
halmaza, amely vektorokkal rendre eltolva K-t a kapott alakzatok egyiitt fedik R -t

(formdlisan |J (K +v) =R%), és R? egyik pontjdt se fedi tobb, mint (d + 1) ilyen
veEr
alaki halmaz.

Hogyan hasznaljuk az 1. tételt a tér egy fedésének konstrukciéjahoz?

2. feladat. Igazoljuk, hogy tetszdleges uq, ..., uy bdzisra

Adott tehat a K = —K korlatos, zart, konvex halmaz R?-ben. Vegyiink egy
hozzé tartozé uy,...,uy Auerbach-bazist, tehat olyat, amely megfelel az 1. tétel
feltételeinek. A 2. feladat szerint

1
(1) gP(ul,...7ud)QKQP(ul,...,ud).
Csempézziik R?-t a kicsiny éP(ul, ..., uy) paralelotép eltoltjaival gy, hogy az el-
toltak e paralelotép éleinek egész szdmszorosaival — vagyis az 1/d - u;-k paros szdm-
szorosaival — legyenek odébb. Igy kitoltottiik az egész R? teret ezekkel, és az elto-
lasvektoraink halmaza

2i 2i
E:{;ul—i—...-k;dudi ilw"videz}'
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Ekkor tehat az éP(ul, ...,ug) + v alaki halmazok, ahol v € E, fedik R?-t,
igy persze a K +v (v € E) halmazok is. Kérdés, hogy egy tetszéleges p € R?
pontot legfeljebb hényszor fednek az utébbiak. Az (1) tartalmazdsbdl adédéan p-t
legfeljebb annyi K + v halmaz tartalmazza, ahdny P(uy,...,us) + v alakd halmaz.

3. feladat. Igazoljuk, hogy tetszéleges p € R? pontra a p pontot tartalmazo
P(uy,...,ug) + v alaki halmazok szima, ahol v € E, legfeljebb (d + 1)".

Ha magunk akarjuk megoldani ezt a feladatot, még ne olvassunk tovabb,
segitség kovetkezik!

Segitség. Lassuk be, hogy P(ui,...,uq)+ v pontosan akkor tartalmazza p-t, ha

d%le(ul, ...,Uq) + p tartalmazza az éP(ul, ...,uq) + v paralelotépot.

Ha megoldottuk ezt a feladatot, akkor a 2. tételt belattuk. O

3. Mésodik médszer: fél sugari gémbok pakolasa

Most bemutatunk egy egyszerii, de tanulsdgos médszert, amellyel rdadasul egy
gazdasagosabb fedést kapunk.

3. tétel. Legyen K eqy korldtos, zdrt, konvex halmaz R*-ben, amely az origdra
kozéppontosan szimmetrikus, tehdt K = —K. Ekkor létezik olyan E C RY halmaz,

amelyre a K + v alaki halmazok, ahol v € E, fedik R -t (formdlisan |J (K +v) =
veE

=RY), és R? egyik pontjdt se fedi tobb, mint 3¢ ilyen alaki halmaz. (Ez —d > 2
esetén — nyilvdn ,gazdasdgosabb” fedést jelent, mint amilyet a 2. tétel igér.)

El6szor nézziik azt az esetet, amikor K az origd kozépponti egység sugart
(tomor) gomb. Ekkor tetszbleges v € R? vektorra és A > 0 szdmra a AK + v gomb
éppen a v-tél legfeljebb A tévol 1évé pontok halmaza. Egy R%beli halmazt most
hivjunk tdgasnak, ha barmely két pontjanak a tavolsaga legalabb 1.

Most jon az otlet: vegyiink egy mazimdlis tdgas halmazt R%-ben, tehat olyat,
amely tdgas, de amelyhez tetszéleges pontot hozzavéve mar nem tdgas halmazt
kapunk. Intuitive a kovetkezé médon lathaté be, hogy ilyen halmaz van. Vesziink
egy tagas halmazt. Ha hozzavehet6 még pont ugy, hogy tdgas maradjon, akkor
hozzévesziink egy ilyen pontot. Addig vesziink hozza djabb pontokat, amig mar nem
tudunk. Lehet, hogy végtelen sok 1épésre lesz sziikségiink, de ez nem baj, van idénk.
(Igazabdl a végtelen sok 1épést igényld ,,bizonyitdsokat” nem szoktuk bizonyitasnak
tekinteni. De itt ez a gondolatmenet halmazelméleti eszkozoket — példaul a Zorn-
lemmét — haszndlva korrektté tehetd.) Van tehdt egy maximdlis tdgas halmazunk,
jelolje E.

4. feladat. Ldssuk be, hogy tetszdleges v,w € E kiilonbiozdé pontokra az %K +v
€s az %K + w gombik atfedés nélkiliek, tehdt a belsejeik diszjunktak.

Most tekintsiik a K + v alaki gomboket minden v € E vektorra. Ezek a gom-
bk persze fedik Re-t, ami kovetkezik abbdl, hogy F maximélis, hiszen ha lenne
olyan pont, amit nem fednek, akkor az az E minden pontjanél 1-nél tdvolabb lenne,
vagyis vele bévithetd lenne F| tehdt E nem lenne maximalis.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/3 137



Legfeljebb hanyszor van fedve egy pont? Legyen p € R? tetszéleges pont. Mely
E-beli v vektorokra tartalmazza a K + v gémb p-t? Eppen azon v-kre, amelyek
benne vannak a p kézéppontu K + p gombben. Ha viszont valamely v vektor benne
van a K + p gémbben, akkor a fél sugara %K + v benne van a % sugaru %K +p
gombben. Ugyanakkor tudjuk, hogy az E pontjai koriili fél sugart gombok atfedés
nélkiiliek. Tehat p-t legfeljebb annyi K + v alakban irhaté gomb fedi (ahol v € E),
ahany atfedés nélkiili % sugaru gomb belefér egy % sugaru gémbbe.

Hogy ez pontosan mennyi, azt altalanossagban, tetszoleges d-dimenziéra meg-
adni nehéz. De egy fels6 becslést kénnyen tudunk adni a térfogatot hasznélva. Eh-
hez csak azt kell tudni, hogy a d-dimenzids térfogat hogyan valtozik, ha a halmazt
nagyitjuk. Tudhaté — béar itt most ezt sem bizonyitjuk —, hogy tetszdleges A € R
skaldrra és H C R? korlatos, konvex halmazra ha H A-szorosara valtozik — vagyis
benne minden tavolsag A-szoros lesz —, akkor a térfogata \)\|d—szeres lesz, azaz

vol(AH) = |A|* vol(H).

Ezt az azonossagot elfogadhatjuk azért is, mert hihetd, hiszen a sik, illetve térbeli
eset kiterjesztése, de azért is, mert egy kockara persze igaz, és konvex testek
térfogatat kicsiny kockakra torténd felbontas segitségével definialjuk.

Innen mar konnyen megkapjuk a kivant becslést, kihasznalva, hogy a p koriili
3/2 sugari gombben nem lehet tobb 1/2 sugart gémboécske, mint ahdnyszoros
a nagyobb gomb térfogata a kisebbének. Vagyis

1
(:;K + p) -ben levo §K + v alaki gombok szama, ahol v € E' <

< vol (Z’K) /vol (;K> - m -3

amivel a 3. tételt belattuk, ha K az egységgdémb.

A bizonyitas szé szerint megismételhetd tetszéleges kozéppontosan szimmetri-
kus, korlatos, zart, konvex K halmazra, egyetlen dolgot kell ehhez tenni, definidlni
a tagas halmazt. Rogzitsiik tehit K-t. Egy £ C R? halmazt K -tdgasnak hivunk,
ha barmely u, v € F kiilonb6z6 pontokra az %K +ués az %K + v halmazok atfe-
dés nélkiiliek, tehdt a belsejeik diszjunktak. Az, hogy van maximélis, tehat tovabb
nem bévitheté K-tdgas halmaz R?-ben hasonlé gondolatmenettel lathaté be, mint
a gombok esetén. Es innentél a bizonyitasban sehol nem hasznaltuk, hogy K a gémb
— ezt érdemes végiggondolni. O

Felmeriil a kérdés, hogy ennél gazdasagosabb fedés adhaté-e. Erdés és Rogers
[3, 4] belatték, hogy a 3. tételnél sokkal gazdasdgosabb fedés is megadhatd tetszo-
leges K konvex test esetén: olyan, amelynél egyik pontot sem tartalmazza tobb,
mint 3dInd eltoltja K-nak. Ha érdekel, miért van ez igy, gyere matematikusnak,
az egyetemen elmesélem.

Hivatkozasok
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Megjelent Bdrtfai Pal: A hdromszdég ciml gylUjteményes, osszefoglalé miivének
elektronikus véltozata.

https://www.bolyai.hu/files/Bartfai_Pal_A_haromszog.pdf

A konyv a szerz6 és a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat jévoltabol szabadon
letolthetd, masolhatd, terjesztheto.

A mi osszegylijtve tartalmazza a lényegesebb tudnivaldkat a haromszogrol,
kozismert és kevésbé ismert — helyenként kifejezetten meglepd — tételeket egyarant.
Az allitasokat bizonyitasokkal egyiitt kozli, melyek kozott egyszeriibbek és tobb
gondolkodast igényléek egyarant elofordulnak.

A konyv minden matematika irant érdeklédének nyujthat érdekes jdonsago-
kat, versenyre késziild didkok (és felkészit6 tandraik) szamadra pedig szinte kotelezd
olvasmanynak tekintheto. Részleteiben is felhasznalhaté ismeretszerzési céllal, kép-
lettarként, vagy bizonyitasi technikak elsajatitasara.

A tartalombdl:

— A héromszogrél altalaban — A héromszog szogfelezéi

— Baricentrikus koordinatak — Ceva tétele

— Derékszogii haromszog — Thalesz-tétel

— Pythagorasz-tétel — Gergonne-hdromszog

— Apolléniusz-kor — Euler-egyenes

— Feuerbach-kor — Napoleon tétele és a panorama pont
— A szimmedidn — Simson-egyenes

— Erdés-Mordell egyenlétlenség — Brocard-pontok

— Dél Keresztje — Izodinamikus pont

— A héromszog Apolléniusz-korei — Egyéb nevezetes pontok

Olvasasahoz, hasznalatdhoz sok sikert kivanunk!
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‘ % \ Gyakorl6 feladatsor

‘ emelt szintii matematika érettségire

J I. rész

1. a) Hany olyan, egész szdmokbdl &ll6 szdmhérmas van, melyben a harom
szém szorzata 67 (Két szdmhédrmast nem tekintiink kiilonb6zének, ha csak a szamok
sorrendjében térnek el egymédstol.) (4 pont)

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valds szamok halmazan:

b) (x+ 1)(x —2)(x — 3) = 6; (5 pont)
¢) (sinxcosz — 2sinx)(2sine — 1) = 0. (5 pont)
hang neve | frekvencia (Hz) 2. Az ugynevezett normél zenei A hang
A 440 frekvencidja 440 Hz. Az egy oktavval maga-
B sabb A hang frekvencidja éppen kétszer ekko-
o ra, azaz 880 Hz. Kozottikk 11 ,félhang” van,
1d. a tabldzatot.
Q Két szomszédos félhang frekvencidjanak
Cisz hanyadosa 4llandd, jeldlje ezt az allanddt g.
D a) Igazoljuk, hogy ¢ értéke ot tizedesjegy
Disz pontossdggal 1,059 46. (4 pont)
E b) Hatdrozzuk meg a tdbldzatban az egy-
F mas utan kovetkezd félhangok hidnyzd frek-
Fisz vencidit egész Herzre kerekitve. (3 pont)
G Ha két hang egyszerre szélal meg, az em-
Gisz beri fiil dltalaban azokat a hangkozoket hall-
IV 530 ja ,szépnek”, amelyekben a két megszolalo
hang frekvencidjanak hanyadosa minél ,egy-

szerlibb” torttel fejezhetd ki. A kvint hangkoz

példaul két olyan hang egyiittes megszélalasat jelenti, melyek 7 félhangnyi tavol-

sdgra vannak egymastol. A két hang frekvencidjanak hanyadosa ilyenkor nagyon
kozel van a 5-hez.

¢) Szdmitsuk ki a két hang frekvencidjanak hényadosdt hdrom tizedesjegy

pontossaggal és hatarozzuk meg, hogy a hanyados hany szazalékkal tér el a %—tél.

(4 pont)

d) Tekintsiik névekvd sorrendben a félhangok frekvencidinak pontos értékét,
majd ezeknek az értékeknek a kettes alapu logaritmuséat. Az ezekbdl képzett soro-
zatot jelolje {a, }. Véalasszuk ki az aldbbiak koziil az igaz 4llitas bettijelét. (2 pont)

A) Az {a,} sorozat szdmtani sorozat, melynek differencidja %
B) Az {a,} sorozat szamtani sorozat, melynek differencigja '¢/2.

C) Az {a,} sorozat mértani sorozat, melynek hanyadosa %
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D) Az {a,} sorozat mértani sorozat, melynek hanyadosa '¥/2.

3. A 3z — 2y — 7 = 0 egyenletli egyenes meroleges az ax — 6y + 1 = 0 egyenletl
egyenesre.

a) Hatdrozzuk meg a értékét. (4 pont)
A 3z — 2y + k = 0 egyenletii egyenes az z-tengelyt a P, az y-tengelyt a ) pont-
ban metszi.

b) Hatérozzuk meg k lehetséges értékeit, ha az O PQ hdromszog teriilete 75 egy-
ség (O a koordindta-rendszer origéjat jeloli). (7 pont)

4. A Boci tej 1 literes dobozban 380 forintba keriil az {izletben, 2 deciliteres
dobozban pedig dobozonként 220 forintba.

a) Ha 2 deciliteres dobozokban vesziink dsszesen 1 liter tejet, akkor hany szd-
zalékkal fizetiink tobbet, mint ha egy doboz 1 literes tejet vettiink volna? (3 pont)

A 2 dl-es tejesdoboz — matematikai értelemben — hasonlé az 1 litereshez. A tejet
forgalmazo cég szaméra a dobozokba tolthetd tej ara a tej térfogataval, a tejesdoboz
eloallitasi koltsége pedig a doboz felszinével egyenesen aranyos. Egy liter dobozba
toltheto tej a forgalmazd cég szaméra 210 forintba keriil, az egy literes tejesdoboz
el6éallitasa pedig 80 forintba.

b) Hany szézalékkal keriil toébbe az 6t darab 2 dl-es kiszerelésti tej el6éllitdsa,
mint az egy doboz 1 literes kiszerelésii tejé? (6 pont)

Mindségellendrzéskor a legyartott tejesdobozoknak dtlagosan 4%-4t sériiltnek
taldljak.

¢) Hatdrozzuk meg annak a val6szin(iségét, hogy 10 véletlenszeriien kivélasz-
tott tejesdoboz koziil legfeljebb 1 sériiltet taldlnak. (4 pont)

II. rész
5. a) Hany olyan egyenest hatdroznak meg egy téglatest csiicsai, melyek nem
illeszkednek a téglatest egyik élére sem? (3 pont)

Egy 12 c¢m sugari gémbbe téglalap alapii egyenes hasdbot irunk tgy, hogy
a hasdb csicsai a gomb feliiletén vannak. A hasab alaplapja éleinek aranya 1 : 2,
a hasdb magassaga 16 cm.

b) Mekkora a hasdb térfogata? (5 pont)

Egy 12 c¢m sugard gémbbdl olyan disztargyat csiszolnak ki, melynek alakja
téglalap alapt egyenes hasdb, és a hasab alaplapja éleinek aranya 1 : 2.

¢) Mekkora az {gy kicsiszolhaté legnagyobb disztérgy térfogata? (8 pont)

6. Egy szabalyos dobodkockaval haromszor dobunk. Hatarozzuk meg annak
a valdszintiségét, hogy a harom dobott szam

a) Osszege kisebb 5-nél; (3 pont)
b) kozott van 4-nél nagyobb; (3 pont)
¢) szorzata oszthatd 6-tal. (5 pont)
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A harom dobott szamot balrdl jobbra egymas mellé irjuk. Azt tapasztaljuk,
hogy az igy kapott haromjegyii szdmban a kozépso szamjegy éppen a harom szam-
jegy medianja.

d) Hény ilyen tulajdonsdgi haromjegyli szdmot kaphatunk? (5 pont)

7. a) Tekintsiik az a,, = sin(n - 7°) sorozatot (n € ZT). A sorozat elsé 100 tagja
koziil melyik a hérom legkisebb? (6 pont)
3

cos?2x —cosx + 1
mezheto. (3 pont)

b) Igazoljuk, hogy a

kifejezés minden valés = esetén értel-

¢) Hatdrozzuk meg az

3

:R—-R =
/ R, f(@) cos?2x —cosz+1

fiiggvény értékkészletét. Hol veszi fel a fliggvény a maximumat? (7 pont)

8. G egy tizpontu egyszerii graf, melynek Gsszesen 6 éle van.

a) Igaz-e, hogy G csucsai kozt biztosan van legaldbb egy olyan, amelynek
a fokszdma legaldbb 27 (2 pont)

b) Igaz-e, hogy G csticsai kozt biztosan van legaldbb két olyan, amelynek
a fokszdma legaldbb 27 (2 pont)

Egy szabalyos tizszog legrovidebb atléja egységnyi hosszusagu.
¢) Hatarozzuk meg a tizszog oldalainak hosszét. (3 pont)

Az A, B, C, D és E pontok egy 6tpontu teljes graf csicsai. A graf élei koziil
véletlenszeriien kiszineziink négyet.

d) Hatdrozzuk meg annak a valészinliségét, hogy az A, B, C', D, E pontokbdl
és a szinezett élekbdl allo graf fagraf lesz. (9 pont)

9. Két véros kozti utat egy kamion odafelé 60 km/h, visszafelé 50 km/h
atlagsebességgel tett meg.

a) Hatérozzuk meg a kamionnak a két it egészére vonatkozé atlagsebességét.

(4 pont)

H A tengeren 1év6 (pontszertinek te-
kintett) H szigetrél arut szallitanak

12 a tengerparton 1évé C pontba. Az egye-

: m nesnek tekintheté partvonalnak azon-
A 5 b & ban csak az AB szakaszén tud kikotni

ahajé (HA L AB), ezért itt dtrakodjik
a rakoményat, és koziton (a part mentén) kamionnal szallitjdk el C-be. A rakodés
egy Oraig tart. Az adatok: HA = 12 km, AB = 15 km, AC = 40 km.

A haj6 atlagsebessége a vizen 8 km/h, a kamion &tlagsebessége koziton
40 km/h.

b) Melyik utvonal a gyorsabb: a HAC vagy a HBC? Mennyi a széllitasi id6
az egyes ttvonalakon? (4 pont)
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¢) Az AB szakasz mely D pontjan kosson ki a hajo, hogy a szallitmany a lehetd
leghamarabb eljusson C-be? Mennyi ekkor a széllitasi id6? (8 pont)

Koncz Levente
Budapest

Megoldasvazlatok a 2023/2. szam emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész
1. a) Abrdzoljuk derékszogi koordindta-rendszerben az
f1[0:5] =R, f(z) = [a® — da + 3]

fiigguényt. (4 pont)
b) A p valds paraméter értékétdl fiiggben hdny megolddsa van az

|o? — 4z + 3| =p
egyenletnek a [0;5] intervallumon? (6 pont)

Megoldas. a) Elbszor azonos dtalakitast végziink:
fla)=2® —da+3| = |(z - 2)* - 1],

majd abrazoljuk a fiiggvényt.

b) Az |2% — 4x + 3| = p egyenlet megoldasainak
szama leolvashaté a grafikonrol.

— Ha p < 0, akkor nincs megoldas.
— Ha p = 0, akkor 2 megoldés van.
— Ha 0 < p < 1, akkor 4 megoldas van.
— Ha p =1, akkor 3 megoldas van.

—Ha 1 < p < 3, akkor 2 megoldas van.
— Ha 3 < p < 8, akkor 1 megoldas van.
— Ha p > 8, akkor nincs megoldas.

2. a) Az abc hdromgjegyt szdm kilencszerese az xabc alaki négyjegyid szdm.
Bizonyitsuk be, hogy az abc szdm oszthato 125-tel. (6 pont)

b) Igazoljuk, hogy © € R esetén

Ig (77) +21g (777) I (T) . (8 pont)
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Megoldés. ) 9abc = zabc,
9abc = 1000z + abe,
8abc = 1000z,
abc = 125zx.
Mivel eredményiink jobb oldala a 125-nek tobbszorose, ezért a bal oldalnak is
oszthaténak kell lennie 125-tel és éppen ezt akartuk megmutatni.
b) Tudjuk, hogy 7* > 0 és 7% > 0 Vo € R-re. Ekkor

lg(7) +1g(T") _ | (TP T
2 = 2 ’

x1g(7) — x1g(7)

S e < (1 T~ 1g(2),

lg(7" +777) —1g(2),

<
<lg(7" +77%).

1g(2)
A 10-es alapt logaritmus fliggvény szigorian monoton né, valamint a 7*-nek a 7=
pontosan a reciproka, és tudjuk, hogy egy pozitiv szdmnak és reciprokanak tsszege
mindig nagyobb vagy egyenld, mint 2. Mivel az atalakitasok ekvivalensek voltak,
ezzel belattuk, hogy az eredeti egyenlGtlenség helyes.

Mtyr d 3. Az dbran eqy gyerekek szamdra készilt jatékszényeg
Ny : eqyik — 1-es formdji — darabkdja ldthatd. Megdllapitottuk, hogy
- centiméterben mérve a =13, b=6,c=21,d=5,e=3, f =4
és r=1>5,5.

a) Hatdrozzuk meg az a sz269 nagysdgdt. (6 pont)

¢ b) Szamitsuk ki az 1-es formdju darabka teriiletét.
(7 pont)

Megoldas. @) Els6 lépésben meghatarozzuk az x-szel jelolt
- b - szakasz hosszat:

e=y(c—a—e?+ b+ f—d?=/(21—13-3)2+ (6+4—5) = 50.

Most mar ki tudjuk szamitani a sz6g nagysagat:

sin (2) = 1, a = 2 - arcsin (i) , «=2-arcsin ﬂ ~ 80°.
2 2r 2r 11
b) A sikidom teriilete:

T=a-bt+e- (b+f)+d-(c—a—e)+

(c—a—e)-(b+f—d) r?-sina 77 71« 5
— ~ 139,3 .
* 2 M 360 e
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4. Oldjuk meg a valés szamok halmazdn az aldbbi egyenletet:
1
gts”(@) 4 3eos(@) _ 4 = (. (14 pont)

Megoldas. A feladat megoldasanal segitségiil kell hivnunk a trigonometrikus
osszefiiggéseket és kikotést is kell tenniink, hiszen cos?z = 0 nem megengedett,
ezért x # 5 + k-, ahol k € Z.

El kell végezniink a kovetkez6 atalakitast is:

1 sin x + cos? sinx  cos?uw

_ - + =tg’z+ 1.
cos? x cos? x cos?2x  cosixw

Most megoldjuk az egyenletet:
2 1
98 (z) + geos2(z) _ 4 = 0,

9te*(@) 4 3te’atl _y

(3% ®)° £ 3.3 _4—.

Legyen 3% % = u, ekkor u? + 3u —4 =0, u; = —4, up = 1.

A két megoldészkéziil csak az us = 1 johet szoéba. Ezt visszahelyettesitve a ko-
vetkezét kapjuk: 3'8° ¢ = 1, vagyis 3'8* = 30, A 3-as alapii exponencidlis fiiggvény
kolesonosen egyértelmi tulajdonsiga miatt tg? z = 0, tgx = 0, amelynek megoldé-
sax =mn-m, aholn € Z.

II. rész

5. Egy katonai békefenntarto szervezet két egysége dllomdsozik Tanzdnidban.
Az orszag koordindta-rendszerben elhelyezett térképén az egységek bdzisainak ko-
ordindtdai: A(0;1) és F(2;—1). Egy kizds hadgyakorlat tervezésénél az egységek
parancsnokai egy olyan taldlkozdsi (P) pontot jeldlnek ki, mely mindkét bdzistol

egyenld tavolsagra van és egy stratégiai e}y | ‘.—
fontossdgiu autout mentén fekszik, mely- B

nek nyomwvonala leirhaté az ©+y =4 :

egyenletii eqyenessel. i G |

,,,,,

a) Hol taldlkoznak és milyen tdvol
van ez a pont az eqységek bdzisaitol?
(Egy egység a koordindtastkon 150 kilo-
méternek felel meg a valdsdgban.) )
(8 pont) =

A hadgyakorlat biztositdsa érdekében a parancsnokok el szeretnének helyez-
ni egy radart az érintett terileten, mely korkords mozgdssal képes ,letapogatni”
az egész teriletet, igy minden ellenséges mozgds elére lathatovd valik. A parancs-
nokok azt a pontot jelolték ki, amely az A; F és P pontok mindegyikéldl egyenld
tavolsagra van.

n)

o

[SURE V)
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b) Hatdrozzuk meg a radar dltal letapogatott kir teriletét. E kor terilete hdny
szdzalékkal nagyobb a hadgyakorlat és a két bdzis dltal meghatdrozott hdaromszég
terileténél? (8 pont)

Megoldas. a) Az, hogy a P pont az A és F pontoktdl egyenld tavolsigra van,
azt jelenti, hogy az AF szakasz szakaszfelez6 merdlegesén fekszik. Ennek egyenletét
ugy kaphatjuk meg, hogy elészor meghatérozzuk a szakasz (K) felezépontjat, majd
normalvektorat és ezekkel felirjuk az egyenes egyenletét.

— AP = (2;-2), KP:A;F:(l;O),

ezekbdl a szakaszfelez6 merdleges egyenlete: x —y = 1.

A P pont meghatarozasahoz a szakaszfelezé merdlegest metszeniink kell a fel-
adatban megadott egyenessel:

r+y=4,

r—y=1.
A fenti egyenletrendszer megoldasa © = 2,5 és y = 1,5. A keresett P taldlkozasi
pont koordindtdi: P(2,5;1,5). Ez a pont mindkét egységtdl

|AP| = \/2,5% 1 0,52 = 2,549 51

egység tavolsagra van, amely 2,54951 - 150 = 382,426 km tavolsagnak felel meg.

b) Itt el6szor a hdromszog koré irt kor egyenletét keressiik, melyhez sziiksé-
giink van az oldalfelez6 merdlegesek metszéspontjara. Mivel egyet mar ismeriink,
a hidnyz6t meghatarozzuk az a) részhez hasonléan:

A+ P
— AP = (25:05), K= “QL — (1,25;1,25).

Az egyenes egyenlete: 5x +y = 7,5.
A kor kozéppontja (M) a kiovetkez6 egyenletrendszer megolddsa:

r—y=1 17 5 17 5
S o= y=— = M —— ).
5x+y_775} T VT 12 12

A kor sugara:

2 2
r— |AM| = \/GD + (172) =1,53206 = 1,53206 - 150 km = 229,81 km.

Ebbdl kiszdmolhatjuk, hogy a radar altal a valésdgban lefedett kor teriilete:
Thsr = 229,812 - 7 = 165916 km?.
A haromszog oldalai a valésagban:

|AF| = 424,264 km, |FDP| = 382,426 km, |PA|= 382,426 km.
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Ezen adatok segitségével és a Héron-képlettel meghatarozhatjuk a haromszog valds
teriiletét:

Th = /594,558 - (594,558 — 424,264) - (594,558 — 382,426) - (594,558 — 382,426) =
= 67499,8758 km?.

EDbb6l mar ki tudjuk szamitani, hany szédzalékkal nagyobb a kor teriilete:

Tioe _ 165916 2,458.
Tn 674998758

A radar &ltal ellendrzott teriilet 145,8%-kal nagyobb a hadgyakorlat tényleges
teriileténél.

6. Kati és Attila szabdlyos érmékkel jatszik, ami azt jelenti, hogy a feldobdsndl
a fej és az irds valosziniisége egyenld. Kati zsebében hdrom darab 100 és 6t darab
200 forintos, mig Attila zsebében két darab 100 és hdrom darab 200 forintos érme
van. Mindketten kivesznek taldlomra egy-eqy érmét a zsebtikbdl.

a) Mekkora a valdszindsége, hogy a kettdjik dltal kihizott érmék dsszege pon-
tosan 300 forint? (4 pont)

Ezutdan Attila 10-szer feldob egy 200 forintos érmét.

b) Szdmitsuk ki annak a valdszindiségét, hogy Attila legalabb két alkalommal

fejet dob. (5 pont)
¢) Hdnyszor kell dobnia Katinak egy érmével, hogy 90%-o0s valdszindiséggel
kijelenthesse, hogy a dobdsok kozott volt legalabb egy fej? (7 pont)

Megoldas. a) A huzott érmék 6sszege pontosan akkor lesz 300 forint, ha Ka-
ti egy 100-ast hiuz és Attila egy 200-ast, vagy forditva, ezek alapjan a keresett
valdszintiség:

b 33,5219
8 5 8 5 40

b) Ebben a feladatrészben binomidlis eloszldssal kell szémolnunk, melynél

n =10 és p=0,5.

P(X>2)=1-P(X=1)-P(X =0) =

=1- (110) 0,51 0,57 — (100) 0,5 0,510,

A keresett valdszintiség: P(X > 2) = 0,989 3.
¢) Az el6z6 részfeladathoz hasonldan itt is binomidlis eloszlast kell haszndlnunk,
de nem ismerjiik az n paraméter értékét.

P(X>1)=1-P(X=0), 09<1— (g) L0,5°-0,5m,

1g(0,1)
1g(0,5)

Katinak legaldbb négyszer kell dobnia, hogy 90%-o0s valészintiséggel kijelenthesse,
legalabb egyszer dobott fejet.

0,9<1-05" —0,1<-05" 01>05" n> =332, n>4
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u(t) 7. Egy wvirusfertdzés
4000000 T alatt az 1 malliliter vérben
taldlhato wirusok szima
5000000 1 jol kozelitheté az abran
lathato v fligguénnyel. A v

; fiigguény megadhato a

2000000 |

v(t)=a-(6—t)-t>
1000000 T (a € R) alakban, ahol t
a megfertéziédéstol eltelt
} } } } } ‘ napok szamdt, v(t) pedig
0 1 2 3 4 5 6 1 t nap elteltével az 1 milli-

liter vérben taldlhato virusok szamdt jelenti.

Tudjuk, hogy a megfertézidés utan 4 nappal 4 millic virus taldlhato 1 milliliter
vérben.

a) Hatdrozzuk meg az a paraméter értékét. (2 pont)

b) Adjuk meg az 1 milliliter vérben lévd virusok mazximdlis szdmdt. (8 pont)

¢) Hany nap utdn nétt a virusok szama a leggyorsabban? (3 pont)

d) Hatdrozzuk meg a grafikon segitségével, hogy megkizelitéleg hdny napon
keresztil van 3 milliondl tobb virus 1 ml vérben. (3 pont)

Megoldas.

a) v(t)=a-(6—t)-t*, 4-10°=a-(6—4)- 4%

4.-10=a-2-16, a=125000.
b) v(t) = 125000 - (6 —t) - t2,  w(t) = (750000 — 1250001) - t2,
v(t) = 750000 - t* — 125000 3.

Az els6 derivalt:
v'(t) = 1500000t — 3750002,

a masodik derivalt:
v”(t) = 1500000 — 750 000 ¢.

A szé1sbértéket a v’ (t) = 0 egyenlet megolddsaval hatdrozzuk meg:
1500000t — 375000t* =0, 375000t(4 —1-t) =0, t;, =0, t, =4.
Ezutan megvizsgéljuk, hogy a kapott értékek koziil melyik a maximum:

v”(0) = 1500000 — 750000 - 0 = 1500 000 > 0 —  lokélis minimum,
v"”(4) = 1500000 — 750 000 - 4 = —1 500000 < 0 —  lokdlis maximum,
v(4) = 125000 - (6 — 4) - 42 = 4000 000.

A vérben taldlhato virusok maximalis szama 4 000 000.
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¢) Azt, hogy hdny nap utén nétt a virusok szdma a leggyorsabban, a v’ (t) = 0
egyenlet megoldasaval hatarozhatjuk meg: 0 = 1500000 — 750000¢, ¢t = 2.

Mar csak ellendrizni kell, hogy az igy megkapott érték valéban az inflexids
hely-e:
0" (t) = =750000, v"'(2) = —750000 # 0.

Belattuk tehat, hogy 2 nap utdn nott leggyorsabban a virusok szama.

d) A grafikon alapjdn ¢1 ~ 2,7 és to &~ 5 azok a helyek, melyeknél a virusok
szama pontosan 3 millio, igy ezen két érték kozott, azaz megkozelitoleg 2,3 napon
keresztiil haladta meg a virusok szdma a 3 milliét.

4000000 1
300000 froeererreseses s oo \
2000000 t

1000000 T

b i
o 1 2 3 1 5 6 I

8. A Minta csaldd négy tagjinak A betivel kezdddik a kereszineve. Ebben
a csaladban négyen usznak és négyen fociznak rendszeresen. A csaldadtagokrol még
azt is tudjuk, hogy

1) ecsak Andris és Attila jar tszni és focizni is;

2) egyediil Adrienn nem dzi egyik sportdgat sem;

3) Norbi probalja testvérét, Anndt az uszéktol hozzdjuk, a focistakhoz csabitani
- sikertelendil.

a) A fent leirtak alapjdn legaldbb hdny tagja van a Minta csalddnak? (5 pont)

Egyik hétvégén esett az esd, ezért Anna, Adrienn, Andris és Attila bardtaik-
kal otthon jdtszottak. A jaték kezdetekor a tdarsasdg minden tagjinak eqy-egy olyan
haromjegyt pozitiv szamra kellett gondolnia, amelynek minden szdmjegye 5-nél na-
gyobb és 8-ndal kisebb. Amikor sorra megmondtdk a gondolt szamot, kideriilt, hogy
nincs a mondott szamok kézott azonos.

b) Legfeljebb hdny tagi lehetett a bardti tdrsasdg? (3 pont)

Egy masik alkalommal Anna, Adrienn, Andris és Attila osztdlytdrsaikkkal
(Marcival, Marcsival, Miskdval és Magdaval) szinhdzba mentek. Mind a 8 jegy egy
sorba, egymds mellé szolt.

¢) Hany kiilonbézd iilésrendben foglalhat helyet a 8 ember, ha az azonos betiivel
kezd8dé keresztneviiek nem kerilhetnek egymds mellé? (5 pont)

d) Mekkora a valdsziniisége annak, hogy a fent leirt ilésrend alakul ki, ha
minden tlésrendet egyenlden valdszintnek tekintink? (3 pont)
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A betiisok . Megoldas. a) Készitsiink Venn-

diagramot, legyen U az tszok, F pedig
a focistak halmaza.

A Minta csalad legalabb 7 tagu.

b) A szamjegyek  kétfélekép-
pen vialaszthatéak meg, igy Osszesen

222 =38, a feltételnek megfelel6 szam
létezik. Ez azt is jelenti, hogy a tarsasag
legfeljebb 8 tagu.
¢) A feladat alapjén az A betiivel
T kezd6dd neviiek vagy az 1l-es, 3-as, 5-0s
és T-es helyeken iilnek, vagy a 2-es, 4-es,
6-os és 8-as szamu helyeken. Mindkét
esetben az altaluk {iresen hagyott helyeket feltoltik az M betiivel kezd6d6 nevii ba-
ratok. Mindkét sorrendben Anna, Adrienn, Andris és Attila 4!-féleképpen foglalhat
helyet. A tarsasag maradék 4 tagja szintén 4!-féleképpen iilhet le. fgy Osszesen

44144141 =2 - 41 - 41 = 1152-féle

iilésrend alakulhat ki.

d) A keresett val6sziniiség:

kedvezd esetek szama

2.41-41 1152 1

Osszes eset szama 8! 40320 35

9. Egy fogdszati cég logdjdnak alsé e modellezhetd az f(x) = ax* + ba? + ¢
polinomfiigguény segitségével. Az A, B és C' pontok mindegyi-
ke a gorbére illeszkedik: A = (—2;4), B = (0;4), C = (vV2;0).

a) Hatdrozzuk meg a megadott pontok segitségével
az [ fligguény eqyiitthatdit. (5 pont)

g(z)

A cég szeretné a fog alaki logdt rézmetszet formdjaban
elkészittetni. Az alakzatot az f és g fiigguények grafikonjai-
nak segitségével lehet modellezni:

f(z) =2t —42® + 4; g(z) = 0,52 + 9,

ahol x, f(x), g(x) centiméterben mért tdavolsigok. A fiigg-
vénygrafikonok az abran ldathatoak.

e b) Adjuk meg a kovetkezd dllitdsok logikai értékét.
(2 pont)
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Allitas Igaz Hamis
A logé fels6 hatarold ive illeszkedik a g-jeld fliggvény
grafikonjara.

Egy negyedfoku polinomfiiggvény
maximum 3 szélséértékkel rendelkezik.

Egy negyedfoki polinomfiiggvény inflexiés pontjainak
szama legalabb ketto.

¢) Mekkora az elkészitett logd térfogata, ha vastagsdga 2 centiméter? (9 pont)

Megoldas. a) Allitsunk fel egy egyenletrendszert a fent megadott pontok és
a hozzarendelési szabaly segitségével:

a- (=2 +b- (=2 +c=4, 16a +4b 4 c = 4, 160+ 4b+4 = 4,

a-0"+b-02+c=4, = c=4, =
a-(vV2) ' +b-(V2)' +c=0. 4a+2b+c=0. da+2b+4=0.
16a +4b = 0, N 16a 4+ 4b =0, ~ 84=8 = a=1
da +2b = —4. 8a + 4b = —8.
Innen mar egyszeriien kiszamithaté, hogy b = —4.
b) Allitas Igaz | Hamis
A g jelu fiiggvény a logo felsé hatarold ive X

Egy negyedfoku polinomfiiggvény
maximum 3 szélséértékkel rendelkezik. X

A negyedfoku polinomfiiggvény inflexiés pontjainak
szama legalabb ketto. X

¢) Mivel térfogat = alapteriilet - magassédg, kiszamitjuk a logé teriiletét. A te-
riilet ebben az esetben a két fiiggvénygrafikon (f,g) altal hatdrolt teriilet. Ennek
meghatarozasdhoz el6szor meg kell hatdroznunk az integréciés hatérokat, ame-
lyeket a kovetkezéképpen kaphatunk meg: x* — 422 +4 = —0,522 + 9, rendezve
z* — 3,522 —5=0.

Legyen z = 22, ekkor 22 — 3,52 — 5 = 0, amelybdl z; = —1,09 és zp = 4,59.

Egyértelmtien latszik, hogy csak a zo megoldéds johet széba, ahonnan x, =
= — 2,14 és x5 = 2,14 adddik, ezek az integraciés hatarok.

2,14 2,14
V= (9(z) — f(x)) dx] 2= [ / (—2*+ 3,522 +5)dz| -2 = 26,3-2 = 52,6.
—2,14 —2,14

A logé térfogata 52,6 cm?.

Keszeg Attila Tibor
Veszprém
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Matematika feladatok megoldasa

B. 5257. Az ABC hegyesszogii haromszdgben a magassigok AA1, BBy, illetve
CC4, az AB oldal felezépontja F. A k kor atmegy az F' és a Cy pontokon, valamint
az A1CY és B1Cy szakaszok Cq-en tuli meghosszabbitasat a P, illetve a Q pontban
metszi. Igazoljuk, hogy A1 P = B1Q.

(4 pont)

Ha az eredeti hdromszog egyenlii szért, melynek alappal szemkozti csicsa C,
akkor a C és F pontok egybeesnek. Ekkor a rajtuk athaladé kort tgy értelmezziik,
mint az AB oldalt a C7; = F pontban érinté kort. Az dbra ebben az esetben
szimmetrikus lesz a hdromszog szimmetriatengelyére, Q By = PA;.

C Vizsgaljuk meg az AC # BC' esetet.

I. megoldas.

Els6 allitas: F'A, = F'By.

Az A, és By pontok a magassagok
talppontjai, igy AA; B< = AB1B< =90°,
az Ay és By pontok az AB oldal Thalész-
korének pontjai. A Thalész-kor kozép-
pontja az F' oldalfelezépont, igy F'A; =
= F'B; (a Thalész-kor sugara).

Maisodik allitas: QB FA ~ PAFA.

Az F, Ay, By, Cy pontok rajta van-
nak az ABC héromszog Feuerbach-korén,
igy a keriileti szogek egyezOsége alap-
jan FB1Q< = FA;P<. A k kor Kkerii-
leti szogeinek egyezbésége alapjan pedig
A PF< = B1QF<. A két haromszog két-
két szoge megegyezik, a két haromszog ha-
sonlé.

A két hdromszog hasonlo és egy megfeleld oldalparjuk hossza megegyezik, ezért
egybevagok is.

QB = PA;.

Sipos Botond Ors (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Keressiikk meg a QQBi-et PAj-be vivé forgatva nyujtas kozép-

pontjét. Mivel QB N PA; = {C1}, ezért a kozéppont a QPCy és By A1Cy korok
masodik metszéspontja lesz. Ez éppen az F' pont, hiszen rajta van egyrészt a feladat
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szovege szerint a QQPCy koron, mésrészt az A; B1Cy Feuerbach-koron, igy a feladat
jelolései szerint a (PC1FQ) korben Cy PF< és C1QF< azonos {ven nyugvé keriile-
ti szogek, tovabbd a (B1C1FA;) korben C1 By F< és Cy A1 F<{ szintén azonos {ven
nyugvo keriileti szogek. A PFA; és QF By azonos koriiljardst hasonlé haromszo-
gek, tehat F' valéban a forgatva nyujtas centruma.

Az elsé megoldasban lattuk, hogy Ay, By a Thalész-kor pontjai, amelynek
kozéppontja az F felezépont. Tehat FA; = FB;.

Eszerint a forgatva nyujtas esetében az arany 1, ez egy F pont koriili forgatas,
az egymasnak megfeleld szakaszok egyenld hosszusagiak, PA; = QB;.

Seres-Szabd Mdrton (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 78 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 61, 3 pontot 6 versenyzé. 2 pontos 3,
1 pontos 2, tovabbé 0 pontos 6 versenyz6 dolgozata.

B. 5271. Legyen ABC olyan egyenld szdri derékszdgii hdromszig, amelyben
a C csicsndl van a derékszdg. Jeldljik ki az AB oldal belsejében az A’, a BC
oldal belsejében a B’ és a C' A oldal belsejében a C' pontokat gy, hogy az A’B'C’
hdaromszog hasonld legyen az ABC hdromszoghdz.

Mutassuk meg, hogy az AB oldal felezépontja, az A'B’ szakasz felezépontja és
a C pont eqy egyenesre esik.

(3 pont) Javasolta: Hajdu Endre (Sopron) és Hujter Mihdly (Budapest)

I. megoldas. Helyezziik el a haromszoget a derékszogli koordinata-rendszerben
ugy, hogy az A, B, C csticsok koordindtéi rendre (0;0), (2;0), (1;1). Az illeszkedési
feltételek miatt az A’, B/, C' csticsok koordinétéi rendre (2a;0), (2b;2 — 2b), (¢; )

alakban {rhatéak alkalmas a, b és ¢ valdésakkal. Ekkor a C'A’ vektor koordinatai
—

(2a — ¢; —c), a C'B’ vektor koordindtai pedig (20 — ¢;2 — 2b — ¢). Az AB szakasz

felez6pontjanak koordindtdi (1;0), az A’B’ szakasz felezépontjdnak koordindtéi

pedig (a + b;1 —b).

c(1;1)

A(0;0) A'(2a;0) (1;0) B(2;0)

1. dbra
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Az A’ B’C" haromszdg pontosan akkor hasonlé ABC-hez (az azonos bet{izésnek

megfelelden), ha a C’ pont koriili 4+90°-os elforgatds a C' A’ vektort C’ B’-be viszi,
azaz ha
(¢;2a —¢) = (2b—¢;2—2b—¢).

Innen, a masodik koordindtak egyenlOsége alapjan 2a — ¢ = 2 — 2b — ¢, azaz
a+b=1.

Tehdt C, valamint az A’B’ és az AB szakaszok felez6pontja egyarant illeszkedik
az x = 1 egyenletil egyenesre.

(A KOMAL honlapon ldthaté megoldds)

II. megoldas. Legyen az AB és A'B’ szakaszok felezépontja F, illetve E.
Bocsdssunk merdlegeseket az F és B’ pontokbdl AB-re, a merdlegesek talppontjai
Ty, illetve Ts. Be fogjuk bizonyitani, hogy az F' és T} pontok azonosak. Tekintsiik
a 2. dbrdt, amelyen az AC'A'< = a jelolést alkalmaztuk.

. /] 45°
A a A T T B

2. dabra

Az AC'A'< hegyesszog, hiszen B'C'A’< = 90°, és ugyancsak hegyesszog a
CB'C'«. Az AC"A'<« és CB'C’'< szbgek széarai paronként merdlegesek egymdsra,
és mivel hegyesszogek, ezért egyenl6 nagysdguak, vagyis

AC'A'a«=CB'C’'a=q.
Az A’B'C’ egyenl$ szaru derékszogli haromszog, igy C'B’A’<t = 45°, ebbdl
az kovetkezik, hogy
BB'A'< = 135° — a,
valamint B’ A’ B< = «. Hasonléképpen kapjuk, hogy

AA'C'a=135° — .

A megfeleld szogek egyenldsége alapjan tehat az AA'C’ és BB’ A’ haromszogek
hasonldk, amely hasonlésagndl az A’C’ és A’ B’ egymdsnak megfelel$ oldalak.
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/Cl

Az A’B’C’ hdromszdgben % = \/Lﬁ, ezért az AA" = a jeldléssel azt kapjuk,
hogy

(1) BB' =a-V2.

Nyilvédnvals, hogy BB’'T; egyenld szari, derékszogii haromszog, igy (1) alapjén azt
kapjuk, hogy BT, = B'Ty = a.

Az A'B'T, hiromszogben ET) kozépvonal, mivel E felezi az A’B’ szakaszt
és ET) || B'Ty. Ez azt jelenti, hogy a Ti pont felezi az A'T, szakaszt, és mivel
AA' = BTy = a, ezért T} felezi az AB szakaszt is, tehat F' és T azonos pontok.

Az AB-re meréleges ET; egyenes ezek szerint az AB szakasz felezémerolegese,
amelyre illeszkedik az ABC hdromszog C csucsa is. A C, E, F pontok ezért valéban
egy egyenesen vannak.

Kerekes Andrds (Szeged, Radnéti Miklés Kis. Gimn., 9. évf.)

III. megoldas. Legyen az AB és B
A’'B’" szakaszok felezépontja F, illet- 45
ve F'. A C'F’ merblegesen felezi
az A'B’ szakaszt. A CC'F'B’' négy-
szogben az egymassal szemben fekvo C'
és F' cstcsokndl derékszogek vannak, Bl —— F
ezek osszege 180°, ezért a hirnégyszogek " AN
tételének megforditdsa miatt CC'F'B’ / >
hiurnégyszog. Tekintsiik a 3. dbrdt.

A CC'F'B’ hirnégyszog koré irt
korben F'B'C’'<t = 45°, ezért a keriileti

szogek tételének alkalmazdsival adddik, s S 2 - 457

hogy c ¢ A
3. dbra

(2) FIOC'< = 45°

is igaz. A (2) osszefiiggés éppen azt jelenti, hogy C'F’ felezi a C'CB’'<< = ACB<«
derékszoget.

Az ABC egyenld széru derékszogli haromszogben az AC B< szogfelezdje az
ABC haromszog szimmetriatengelye, és igy athalad az AB étfogd F felez6pontjan.

Eszerint val6ban teljesiil, hogy a C, F’, F pontok egy egyenesen vannak.

Gabor Benjamin (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.),
Keresztély Zsdfia (Budapest XIV. Keriileti Szent Istvan Gimn., 10. évf.)

Megjegyzés. Tobb versenyzé az AB felezpontjat F-fel, a CF egyenes és A'B’ met-
széspontjat F’-vel jelolve azt bizonyitotta be, hogy F’ felezi az A’ B’ szakaszt.

Igy oldotta meg t6bb més versenyzé mellett Fehérvdri Dondt (Miskolc, Féldes Ferenc
Gimn., 11. évf.), Juhdsz-Molndr Erik (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.,
10. évf.), Achyut Bharadwaj (Bangalore, Geetanjali Olympiad School, 11. évf.) és Diaco-
nescu Tashi (Kolozsvar, Spark Hybrid International High School, 9. évf.).
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IV. megoldas. Helyezziik az dbrat a derékszogli koordinata-rendszerbe tugy,
hogy a C pont legyen az origd, az A pont az x-tengely pozitiv felén helyezkedjen el,
koordindtai legyenek A(a;0), a B pont pedig az y-tengely pozitiv felén helyezkedjen
el. Ekkor a B koordinétéi a feltételek miatt B(0;a), az AB szakasz F felez6pont-
janak koordinatai pedig

® r(33)

Ezzel az elhelyezéssel a C’ és B’ pontok az x, illetve y tengelyeken lesznek, koor-
dindtdik legyenek C’(¢’;0), illetve B’(0;0'), ahol 0 < ¢/ < a és0 < b’ < a, az A’ pont
pedig az y = —x + a egyenletit AB egyenesen van.

Tekintsiik a 4. dbrdt, amelyen C'B'C'<t = « és az A’ pontbdl merdlegest alli-
tottunk az z-tengelyre, a merdleges talppontjat D-vel jeloltiik.

Y

B(0;a)

>/
D)

C(0;0) .

4. dbra

A C'B'C< és A'C’ D<t merdleges széri hegyesszogek, ezért nagysdguk egyenld,
azaz
C'B'Ca=A'C'D« = a.
Ebbdl kovetkezik, hogy a C'B'C és az A’C'D derékszogli hdromszogek hasonldk, és
a C'A’ = C' B’ feltétel miatt egybevagdk is. Eszerint C'D = V' és A’D = ¢/, tehat
az A’ pont koordinatai
(4) A'(d + b5 ).

Az (4) osszefiiggés és B'(0; V') felhaszndldsdval az A’ B’ szakasz F' felez6pontjdnak
koordinatai

/ / / /
5) F,<c+b.c+b)'

2 72

Az ABC haromszog C pontbeli belsd szogfelezOjének egyenlete y = x. Ezen
az egyenesen minden olyan pont rajta van, amelynek elsé és méasodik koordinatéja
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egyenld, ezért (3) és (5) szerint erre az egyenesre illeszkedik az AB szakasz F', és
az A' B’ szakasz F' felezépontja, valamint a C'(0;0) pont is.

Meljin Ddvid Gergd (Kecskemét, Katona Jozsef Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzések. 1. A megoldést kiildé versenyzék donté tobbsége nem foglalkozott
annak igazoldsaval, hogy az ABC' egyenld szard derékszogii haromszogbe a feladat fel-
tételeinek megfeleléen irt A’ B’C’ haromszog 1étezik. Ennek bizonyitdsit szigortian véve
a feladat szovege sem irta eld. Ugyanakkor példaul a IV. megoldds lehet6séget ad arra,
hogy eljarast adjunk az A’ B’C’ haromszog szerkesztésére és ezzel 1étezésének igazoldsara.

Ehhez vegyiik fel az AC oldalon a C’ pontot tgy, hogy C’ az AC oldalon legfel-
A
jebb TC tavolsdgra legyen C-t6l. Ekkor a feladat jeloléseivel CC' = ¢’. Ezzel az AD = ¢

szerint egyértelmtien kijelslheté a D pont helye, igy pedig az AB oldalon az A’ pont is.
A B’ pontot ezutdn BC oldalon a B pontbdl kiindulva az BB’ = 2¢’ alapjan szerkeszt-
hetjiik meg, ebbdl kivetkezéen CB’ = DC’ = AC — 2¢, hiszen AC = BC.

Ezzel a szerkesztéssel a C'B'C és A'C’'D derékszogii hdromszogek egybevagdk, igy
egyrészt A'C’' = B'C’, mésrészt B'C' A’ = 90°, tehdt A’B'C’ a feladatnak megfeleld
haromszog lesz.

Ha C és C’ azonosak, vagyis ¢’ = 0, akkor kénnyen beldthaté, hogy az ABC és A’ B'C’

haromszogek egybeesnek. Ha pedig ¢’ = ATC, akkor ugyancsak egyszeriien igazolhatd, hogy
A’ illetve C" az AB, illetve AC oldalak felez6pontjai, a B’, illetve C' azonos pontok. Ebben

a két esetben is létezik a feladatnak megfeleld A’ B’C’ hdromszog.

2. A koordindta-geometriai megoldast adé versenyzok legtobbszor a IV. megoldads
szerinti elhelyezést valasztottak.

Licsik Zsdfia (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.) megolddséban
az ABC hiaromszog C cstcsat az origéba helyezte, és az AB szakasz felezémerdlegesének
az y-tengelyt vélasztotta tgy, hogy az A és B pontok méasodik koordindtai pozitivok
legyenek. Ilyen elhelyezés utdn mar csak azt kellett bizonyitania, hogy az A’B’ szakasz
felezépontjanak els6 koordindtaja 0, hiszen a C' pont és az AB szakasz felezOpontjdnak
els6 koordinatdja nyilvanvaléan 0.

Osszesen 104 dolgozat érkezett. 3 pontos 51, 2 pontos 11, 1 pontos 24, 0 pontos
13 dolgozat. Nem versenyszerii: 2 dolgozat, 1 dolgozat nem volt értékelhetd, mert iires
lapot kiildott be.

Megjegyzések a bekiildott dolgozatokkal kapcsolatban.

a) A bekiildott megolddsok tébbsége maximalis pontszdmot kapott. Ezek legnagyobb
része a fenti négy megoldas valamelyikét, vagy nagyon hasonlé bizonyitasi eljarast tartal-
mazott. Volt két olyan megoldds is, amely a Menelaosz-tételt alkalmazta, egy versenyzo
pedig a feladatot a komplex szamsikon értelmezve oldotta meg.

b) Néhany dolgozatban aprébb hidnyossdgok fordultak eld, a hiba mértékétél fiiggben
ezek a dolgozatok 1 vagy 2 pontosak lettek. Azok a megolddsok, amelyek felhasznaltdk
a bizonyitandé allitdst, dltaldban 0 pontot kaptak, legfeljebb 1 pontot akkor szerezhettek,
ha a dolgozatban olyan részlet jelent meg, amely a helyes megolddsban is el6fordult.

¢) Azokra a dolgozatokra, amelyekhez a versenyz6 nem készitett dbrat, a KoMalL
versenykiirdasa értelmében a javité 0 pontot adott.
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B. 5274. Az a < b pozitiv egészek szorzata négyzetszam. Mutassuk meg, hogy
van olyan x pozitiv egész, amelyre a < x2 < b.

(& pont) Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhdza)

Megoldas. Legyen ab = n?. A szdmtani-mértani kozepek kozti egyenlStlenség

miatt aT-H) > n (hiszen a # b). Igy a + b > 2n, vagyis

a+b>2n+1,

a—2n+b>1,
(\/Bi\/a)2>17
Vb—a > 1.

Tehat a [\/6, \/5] intervallum legaldbb egység hosszu, ezért kell lennie benne egész-
nek (hiszen két szomszédos egész kiilonbsége 1); legyen ez az egész k.

Ekkor va < k < \/5, azaz a < k? < b, és készen vagyunk.
Lovas Mdrton (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 12. évf.)

101 dolgozat érkezett. 5 pontos 58, 4 pontos 2, 3 pontos 2, 2 pontos 8, 1 pontos 10,
0 pontos 16 dolgozat. Nem versenyszerti: 2 dolgozat.

| | A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

|_ J (759-763.)

K. 759. Egy kilencfos tarsasagrol tudjuk, hogy mindenki pontosan négy mésik
embert ismer a tarsasdg tagjai koziil. (Az ismeretség kolesonos. )

a) Lehetséges-e, hogy a tarsasig tagjai kozott barmely két embernek van kozos
ismerdse?

b) Igaz-e, hogy egy ilyen tdrsasdg tagjai kozott barmely két ember vagy ismeri
egymast, vagy van kozos ismerdsiik?

K. 760. Az A(2;4), B(6;4), C(4;10) hdromszoget az x = a, majd az y = 2
egyenesre tiitkrozziik.

a) Mennyi a két titkrozés utan kapott csicsok masodik koordinatdinak dsszege?

b) Mennyi a értéke, ha a két titkrozés utdn kapott cstcsok elsé koordindtdinak
Osszege 367
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K. 761. Jancsi a 3/5 szdmlaldjahoz és nevezdjéhez is hozzairja — vagy elé, vagy
mogé — ugyanazt a szamjegyet ugy, hogy a szamldléban és a nevezében is kétjegyii
szam szerepeljen. Mekkora a legnagyobb eltérés az igy kaphaté szamok kozott?

K/C. 762. Egy 5 x 5-6s tébldzat huszonét mezdjét valamilyen sorrendben ki-
valasztjuk, és egy szdmot irunk rd. Az aktualisan valasztott mezore azt a szamot
irjuk, amely megmutatja, hogy annak a mezoének addig hany olyan oldalszomszédja
van mar, amelyre irtunk szdamot.

(Ezt a tabldzatot pl. az aldbbi sorrendben tolthet- slol1l1]1]1

tiik ki: ab, b, ¢b, db, eb, e4, €3, €2, a4, a3, a2, al, bl, cl,
41112121411

di,el,....)

fo oy e . s 1y s . . . 31121421

Készitsiink még két ilyen kitoltést. Adjuk ossze a ki-
toltésben 1évo szamokat. 211132 (|3]1
Bizonyitsuk be, hogy akarhogyan toltjiik ki a szabaly- Tj1rf1rj1)1|2
nak megfeleléen a tablazatot, a szamok Osszege minden a b c d e

esetben 40 lesz.

K/C. 763. Egy egységnyi sugaru félkorbe két
olyan, az atmérore illeszkedd négyzetet irunk, melyek-
nek van kozos oldalszakasza, és egy-egy csucsuk a kor-
vonalra illeszkedik.

Tudjuk, hogy a kor kézéppontjabdl a két négy-
zet koron 1évo csicsaihoz hizott sugarak egymaésra merdlegesek. Igazoljuk, hogy
a két, ilyen médon megrajzolt négyzet teriiletének 6sszege allando.

%

Bekiildési hatarido: 2023. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

£

A C pontversenyben kitiizétt gyakorlatok
(762-763., 1758-1762.)

Feladatok 10. évfolyamig

K/C. 762. A szovegét lasd a K feladatoknal.

K/C. 763. A szovegét lasd a K feladatoknél.
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Feladatok mindenkinek

C. 1758. Adém az egyik rejtvényijsagban talalt egy blivos
négyzetet (tehat olyan 3 x 3-as szamnégyzetet, amelyben az egyes
11 3 sorokban, oszlopokban, illetve a két atloban talalhaté szamok
Osszege megegyezik), melyet ki is t61tott helyesen, majd taldlom-
ra kivalasztott egy sort vagy egy oszlopot a tablazatbdl, és felirta

a benne szereplo szamokat balrdl jobbra vagy fentrdl lefele olvasva. Ezeket a sza-
mokat jelolik az a, b, ¢ betiik az igy keletkezé ax? + bx + ¢ = 0 egyenletben. Adam
nagy érommel vette tudomaésul, hogy az egyenletnek két valds gyoke is van. Ezek
utan kiszamolta az egyenlet gyokeinek négyzetosszegét. Milyen szamot kaphatott?

Javasolta: Teleki Olivér (T6kol)

E C. 1759. Egymas mellé helyeztiik az ABC' és
EDC derékszogli haromszogeket az dbra szerint.

Az ABC haromszogben BC =3, CA = 4,
az EDC héiromszoghen DC =6, CFE =38.
A Az ABFE haromszog koriilirt kore a DE egye-
nest masodszor a P, a DB egyenest masodszor
a @ pontban metszi. Hatarozzuk meg az ABDFE
négyszog és az AEPQB 06tszog teriilete ardnyé-
yan\ nak pontos értékét.

B C D

Javasolta: Biré Bdalint (Eger)

C. 1760. Adjuk meg az 6sszes olyan pozitiv egész szamot, amelyhez a faktori-
alisat hozzaadva a szam kobét kapjuk.
Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1761. Egy szabdlyos haromszoget az egyik oldallal parhuzamos egyenessel
elvagunk. Megrajzoljuk a keletkezd haromszog és a trapéz koré irhaté két kort.
V39

3 !

Lehet-e a trapéz és a haromszog koré irt sugardanak aranya

Javasolta: Tatdr Zsuzsanna Mdria (Esztergom)
C. 1762. Létezik-e olyan pozitiv p primszam, amelyre teljesiil, hogy
log, »(4p — 11) = m,
ha az m paraméter a 2023 valamelyik szamjegye?

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

*

Bekiildési hataridé: 2023. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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A B pontversenyben kittizott feladatok
(5302-5309.)

B. 5302. Egy 8 x 8-as tablazat minden mezdjébe +1-et vagy —1-et irtunk ugy,
hogy az Osszes szam Osszege 0. Minden sorban és oszlopban kiszamoljuk a szamok
Osszegét. Legfeljebb hany pozitiv szam lehet ezen 16 6sszeg kozott?

(3 pont) Gdspar Merse Eléd (Budapest) 6tlete nyoméan
B. 5303. Az ABC egyenl§ szaru derékszogli haromszognek C-nél van a derék-
szoge. Vegyiink fel a BC' oldal belsejében egy D pontot tgy, hogy a C DA szog 75°

legyen. Tegyiik fel, hogy az ADC haromszog teriilete egységnyi. Bizonyitsuk be,
hogy BD = 2.

(4 pont) Javasolta: Hujter Mihdly (Budapest)
B. 5304. a) Vannak-e olyan a és b pozitiv egész szamok, amelyekre
a+b|a?+b% de a+bfa*+b*?
b) Vannak-e olyan a és b pozitiv egész szdmok, amelyekre

a+b|a*+b', de a+bfa®+b??
(4 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)

B. 5305. Legyen az ABC haromszog BC oldalanak B-hez kozelebbi harmado-
l6pontja Ay, C-hez kozelebbi harmadolépontja pedig As. A C'A oldalon hasonls-
képpen jeloljiik ki a By és B, végiil az AB oldalon a Cy és Cs harmadoléponto-
kat. Bizonyitsuk be, hogy az ABC' haromszog sulypontja illeszkedik az A1 B1Cy és
Ay B>Cy haromszogek koriilirt koreinek kozos pontjait 6sszekoto egyenesre.

(4 pont) Javasolta: Bir¢ Bdlint (Eger)

B. 5306. Van egy cinkelt dobdokockank és egy cinkelt érménk, amelynek egyik
oldalan egy potty van, a masik oldalan pedig kettd. Tudjuk, hogy a dobott pottyck
szamanak varhatd értéke ugyanannyi a kocka és az érme esetén. Mutassuk meg,
hogy egyszerre dobva a kockaval és az érmével, annak a valészintisége, hogy az ér-

mével tobb pottyot dobunk, mint a kockaval nagyobb, mint annak a valésziniisége,
hogy a kockaval dobunk tobb pottyot, mint az érmével.

(5 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)

B. 5307. Egy hegyesszogli haromszog teriilete T', beirt korének sugara r, ko-
riilirt korének sugara R. Mutassuk meg, hogy

V3T < (r+ R)%.

(5 pont) Javasolta: Simon Ldszlé Bence (Budapest)

Koézépiskolai Matematikai é€s Fizikai Lapok, 2023/3 161



B. 5308. Jelolje a, az n+ 1,n+ 2,...,n + 10 pozitiv egész szamok legkisebb
ko6z6s tobbszorosét. Hatarozzuk meg a legnagyobb olyan A valés szdmot, melyre
Aay, < apy1 mindig teljestil.

(6 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)
B. 5309. Szerkessziik meg a parabola fokuszpontjat és vezéregyenesét, ha adott
a tengelye és két pontja.

(6 pont) Javasolta: Hollé Gdbor (Budapest)

S

Bekiildési hataridé: 2023. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

| | Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok

|_ J (848-850.)

A. 848. Legyen G egy sikgraf, amely egyben paros gréf is. Igaz-e mindig, hogy
minden lapjdhoz hozzarendelhetjiik egy csicsat ugy, hogy semelyik két laphoz ne
rendeljiik ugyanazt a csicsot?

Javasolta: Matolcsi Ddvid (Budapest)

A. 849. Az r valds szdm esetén jelolje f(r) az r szdmhoz legkozelebbi egész
szémot (ha r tortrésze 1/2, f(r) legyen r — 1/2). Legyenek a > b > ¢ raciondlis
szémok gy, hogy minden n egészre f(na)+ f(nb) + f(nc) = n teljesiiljon. Mi lehet
a, b és c értéke?

Javasolta: Damdsdi Gabor (Budapest)
A. 850. Igazoljuk, hogy létezik egy olyan N pozitiv valés szam, melyre tet-
szOleges a,b > N valds szamok esetén az a és b hosszusdgu oldalakkal rendelkezd

téglalap keriilete lefedhet6 egymésba nem nyil6 egység sugari korlapokkal (a kor-
lapok érinthetik egymaést).

Javasolta: Vdli Benedek (Budapest)

ES

Bekiildési hataridé: 2023. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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Informatikabdl kittizott feladatok

1. 586. Judit és Gabor az érak kozotti sziinetben a tablanal jatszanak. Az iires
tablara felirnak haromjegyti pozitiv egész szamokat, 6sszesen N darabot. Ezutan
felvaltva letorolnek egy altaluk valasztott szambdl egy szamjegyet a szam elejérol
vagy végérél, de csak akkor, ha a megmaradt szam osztdja valamelyik tablan 1évo
szamnak. Ha a torlés sordn olyan kétjegyli szdm maradna, ami O-val kezdddne,
akkor a 0-t is letorlik. Tehdt a 205 szambdl a 2-es torlése utan 5 lesz. Az egyjegyi
szamokat nem torlik le.

A jaték véget ér, ha mar csak egyjegyl szamok vannak, illetve akkor is, ha
mar nem lehet a tablardl ujabb szamot letordlni. Készitsiink programot, amely
modellezi a fenti jatékot tgy, hogy a bemenetként megadott N szamhoz megad
egy tetszbleges torléssorozatot egészen a jaték végéig, vagyis amikor mar nem lehet
ujabb szamot tordlni.

A program a standard bemenet els6 sorabol olvassa be N értékét (3 < N < 20),
majd a masodik sordabdl az N darab szdmot. A program a standard kimenet egy-
mast kovetd soraiba irja ki a jaték egy-egy torlése utan a tablan lathatd szdmokat.
A szémok sorrendje a kiiraskor ne véaltozzon. Amennyiben nincs torlési lehetéség,
ugy a kimenetre ne irjunk semmit.

Példa:

Bemenet Kimenet (a / jel sortorést helyettesit)
5 / 941 517 467 983 708
5 / 120 250 340 270 155 | 120 250 340 270 155 / 120 250 340 270 15

120 250 40 270 15 / 20 250 40 270 15
20 250 40 270 1 / 2 250 40 270 1

Bekiildend6 egy tomoritett 1586.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasidllomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithato.

I. 587. Adott a sikon 6 darab (P, Ps,..., Ps) pont, mindegyik pont = és y
koordinataja a [—500; 500] (méter) intervallumba esik. Minden pont pillanatnyi se-
bességvektora a rakovetkezo pont iranyaba mutat, tehat mindig afelé mozog: a Py
a P, iranyaba, a P, a P3 irdnyéba, ..., a P; a Py irdnyaba, végill a Ps a P;
irdnydba, méghozza azonos nagysagi 0 < v < 1,5 (%) sebességgel. Készitsiink szi-
muléciot, amely masodperc idékozonként kozeliti a fenti folyamatot. Szamitsuk ki
az egyes pontok koordinatdit a kiindulasi pontbdl a ¢t = 0 kezd6értékkel a kovetkezd
1000 méasodpercben és jelenitsiik meg diagramon a mozgasukat.

1. Hozzuk létre a tdblazatkezel6 egy iires munkafiizetében az Alapadatok munka-
lapot.

2. Készitsiik el az AL:M1 cellak szévegét a minta szerint. Allitsuk az A2:M2 celldk
formatumat a minta szerint, adataik két tizedes pontossaggal jelenjenek meg.
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zet

A 8 & ) 3 F G H [ ) K L M x
1 X1 [ y1 | X2 ‘ Y2 | X3 ‘ NE] | Xq ‘ Ye | Xs | Vs [ X6 | Ye ‘ ¥ | }
2 | | | | \ | | | | | | \ | ¢
8 P I PP e B A Py O N L P v ~~~A~,,..A_,~‘,,..\.A\;

Hozzuk létre a Pozicick munkalapot. A munkafiizetben ne legyen t6bb munka-

lap.

frjunk be a feltételeknek megfelel6 adatokat az Alapadatok munkalap A2:M2
celldiba. A Pozicidk munkalap A1:M1002 celldiba keriiljenek a pontok kiszami-

tott koordinatai az elsé 1000
jobbra végezhetiink. Ezen a
formézas.

masodpercre. Segédszamitasokat az M oszloptol
munkalapon nem kovetelmény a minta szerinti

A B c D E F G H I J K L M i
1 t X1 Y1 X2 Y2 X3 E] Xy Y4 Xs Vs X¢ Ye }
2| o[ 500.00] 0.00] 250.00] 433.00] -250.00] 433.00] -500.00 0.00[ -250.00[ -433.00[ 250.00] -433.00)%
3| 1 499,25 1.30 248.50 433.00| -250.75 431,70| -499.25 -1,30| -248,50| -433.00| 250,75| -431,70,
4 2| 498.50 2.60| 247,00/ 433.00| -251.50| 430.40( -498.50 -2.60| -247.00| -433.00| 25150/ -430.40] }
5 3 497.74 3.89| 245.50| 432.99| -252.24 429.10( -497.74 -3.89| -245,50| -432,99| 252.24| -429.10f
6 4| 496.98 5.18| 244.00| 432.98| -252.98| 427.79| -496.98 -5.18| -244.00| -432,98| 252.98| -427,79] )
7] 5| 496.22 648 242.50] 432.96] -253.72] 42649 -496.22 -6.48] -242.50] -432.96] 253.72] -426.49[%
8 6 495.45 7,76 241,00 432,94| -254.45 425.18| -495.45 -7,76| -241,00| -432.94 254,45 -425.18|%
9| 7| 494,68 9.05[ 239,50 432,92| -255.18 423.87| -494.68 -9.05| -239,50| -432.92 255.18| -423.87 ’
10 8| 49391 10,34 238.00| 432.89| -255.90| 422.55| -493.91 -10,34| -238.00| -432.89| 255.90| -422.55 {
1 et 93501162 asesol_sszsel_ases _aias] ol 116 2650 5286 25663, 42124h

Végiil az Alapadatok munkalapon maximum az A:J oszlopok szélességében

az alapadatok alatt jelenitsiik meg a mozgdsvonalakat diagramon, ugy, hogy
lehetoleg gorgetés nélkiil teljesen megjelenjen a képernyon.

A megoldasban sajat fiiggvény vagy makré nem hasznélhato.

Bekiildend6 egy tomoritett 1587 .zip allomanyban a tablazatkezeld munkafii-
illetve egy rovid dokumentacié, amelyben szerepel az egymds utani adatsorok
kiszamitasanak elve, a megoldaskor alkalmazott tabldzatkezel6 neve, verziészama.

..
Mintak:

A B [ D E F 1 3 K L &
x| | x| | x| v | oxe | v | xs | ws | xe | e | v | P
2| 500.00] 000  250.00]  433.00] -250.00]  433.00] -500.00] 000 -250.00] -433.00]  250.00] -433.00] 1.50] 5
j Egymas felé mozgd pontok 3
5| S 400 3000 20000 10000 00 10000 2000 3000 4000 50000 H

s0000

6
, , {
8 7/ i
. / ¢
o / §
1 }
12 | <
| {
4 \ J
s —Test1 a
16 —Test2
h7 \ ——Test3 ;

Tests 1
8 —tents ¢
o = b
o | "
R1 :
2 4
R3 *
4 }
Rs
: i
R7
723 3
) oo /
R R SUSHIC GRS ISy SRS e L e S A P ue P P
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A A B C D E F G H 1 J K L M
% | 9 | xa | s | % | 95 | %0 | 90 | #s | 9s | % | e | v 18
2 500.00] 0.00]  250.00] 433.00] -250.00] 433.00] -500.00] 0.00] -250.00 -433.00[  250.00] -433.00] o,7o|3
Ld
3
ls Egymés felé mozg6 pontok ¢
H e o e = o {
- 500,00
6
7
s 400,00 3
b 7
0 30000
i i
2 )
3 200,00 }
4 4
5 0000 —Testl ;
6 ——Test2 <+
; ——Test3 »
000 Test4 {
18
2] —Tests
bo amgo e i
p1 {
p2 ~200,00
p3
R4
ps -300,00 ?
pé
R7 -400,00
ps
Ro \
~500,00 /
W‘-‘\ e i i T T Ve

4 & B T 1) B E G H T T T
1 X I J1 I X3 I Y2 I X3 I V3 [ %y I e I x5 | ¥s [ X6 l Vs I = |X
2 400.00]  400.00[ -300.00[ 100.00] -100.00] 0.00] 312.00] -450.00] 000 200.00] _ s0.00] _ s0.00] 0] §
3
Al Egymis felé mozg6 pontok r
5 | 500,00 -400,00 -300,00 200,00 -100,00 0,00 100,00 200,00 300,00 400,00 500,00 f
50000

L {

7‘ -
8 40000

3 i
Io" 300,00 ‘
1| 3
2 ¢
3| 20000 g
g

2 10000 —Testl ?
e ——Test2 L
7| ——Test3 e

| 000 Testd 4
8
| —Tests

E —Test6. }
po 100,00
p1| é
2 . ¢
b3 )
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bs| e (
o] ,
k7| 400,00
s |
o

R P O e S P T T S v oC- 1 SEP T SISOTSV P SRS PSSRV L PPN

I. 588 (E) A teniszezOk vildgranglistajat heti gyakorisdggal frissitik. A rendel-
kezésre all6 vilagelso.txt és jatekos.txt dlloményok a ranglista bevezetése 6ta
napjainkig tarté idészak férfi elsé helyezettjeinek adatait tartalmazzak.

A feladat megolddséhoz a digitalis kultira emelt szint{ érettségin hasznalhato
XAMPP hasznélatat javasoljuk.
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1.

Készitsiink 1j adatbézist tenisz néven. A mellékelt két — tabuldtorokkal ta-
golt, UTF-8 kodolasu — szoveges dlloméanyt importéljuk az adatbézisba az al-
talunk létrehozott tédblidkba, a fijlnévvel azonos néven (vilagelso, jatekos).
Az allomanyok elsé sora a mezéneveket tartalmazza. A létrehozés soran allit-
suk be a megfelel6 tipusokat és a kulcsokat. A tablak kialakitasdhoz vegyiik
figyelembe az alabbi tablaleirasokat és kapcsolatokat.

Tablak:

vilagelso (id, jatekosid, kezdete, vege)

id a folyamatos vildgels6ség azonositéja (szam), ez a kulcs;
jatekosid az aktudlis vildgels6 jatékos azonositdja (szam), idegen kulcs;
kezdete a folyamatos vildgelséség kezdd datuma (ddtum);

vege a folyamatos vildgelsdség befejezd ddtuma (ddtum);
jatekos (id, nev, orszag)
id a vildgelsd férfi jatékos azonositéja (szdm), ez a kulcs;
nev a jatékos neve (szoveg), az adatbédzisban névrokonok nincsenek;

orszag  a jatékos sziiletési orszdga (szoveg).

u @ tenisz vilagelso E @ tenisz jatekos ‘
@ id - int(11) / ¢ id - int(11)

# jatekosid - int(11) ‘o nev - varchar(50)

@ kezdete : date @ orszag : varchar(50)
@ vege : date

A kovetkezo feladatokat megoldd SQL parancsokat rogzitsiik a

tenisz_megoldas.sql

nevi allomanyban a feladatok végén zardjelben megadott névvel. A javitds so-

ran

csak ennek az allomanynak a tartalma lesz értékelve. Ugyeljiink arra, hogy

a lekérdezésekben pontosan a kivant mezék szerepeljenek, felesleges mezéket ne
jelenitsiink meg.

2.

166

A vilagranglistét hetente frissitik és a listavezetést hetekben mérik. Adjuk meg
lekérdezés segitségével idérendben, hogy ki hany hétig volt ranglistavezeto.
(2listavezetes)

Altaldban a jatékosok megszakitésokkal, de tébbszor keriilnek ranglistavezetd
pozicidéba. Listazzuk lekérdezés segitségével azokat a jatékosokat, akik csak
egyetlenegy id6szakban vezették a vilagranglistat. A listdban a jatékos neve,
orsziga, a ranglistavezetés kezdé és befejez6 ddtuma jelenjen meg. (3egyszer)

. Lekérdezéssel adjuk meg az elsé 20 — Osszesitve legtobb héten at — ranglis-

tavezetd jatékos nevét, orszagat és a hetek szdmat, utobbi szerint csokkend
sorrendben. (4legnagyobbak)

. Adjuk meg lekérdezés segitségével, hogy 2000-ben, év végén melyik jatékos

vezette a vildgranglistat. (5evvege)
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6. Lekérdezéssel hatarozzuk meg, hogy Roger Federer utolsé vilagels6sége utan
melyik jatékos volt el6szor listavezetd. (6federerutan)

7. Készitstink lekérdezést, amely kilistdzza azokat a jatékosokat, akik 2010. és
2020. kozott voltak ranglistavezeték. A listdban a jatékosok neve és orszaga
jelenjen meg ismétlédés nélkiil, az el6bbi szerint névekvé sorrendben. (7tobb)

8. Adjuk meg lekérdezés segitségével azt az évet, amikor a vildgelsé személye
legtobbszor valtozott. (8mozgalmas)

9. Lekérdezés segitségével adjuk meg azokat a férfi teniszezoket, akik egy naptari
év minden napjén vildgelsék voltak. (9rekorderek)

Bekiildendo egy tomoritett 1588.zip adllomanyban az adatbazis exportjat tar-
talmazo6 tenisz.sql és a feladatok megoldasat tartalmazé tenisz_megoldas.sql
nevi allomany.

Letolthet6 dlloméany: vilagelso.txt és jatekos.txt

I/S. 70. Egy T betiisorozatot palindromnak neveziink, ha az angol abécé kis-
betiiibdl &ll, és visszafele olvasva megegyezik T-vel. Példaul az ,abbfbba”, ,e” és
,tt” betiisorozatok palindromok, de az ,ab”, ,xyz” és ,abab” betiisorozatok nem.

Egy T betlisorozatot szuperpalindromnak neveziink, ha pontosan egy betiibol
all, vagy pedig felirhaté PxP alakban, ahol P egy szuperpalindrom, x pedig az an-
gol abécé egy tetszOleges kisbetiije. Példaul az .a”, ,xyxhxyx” és ,aaa” betiisorok
szuperpalindromok, de az ,aa”, ,xyxhyxy” és ,aabcbaa” betiisorok nem.

Adott egy N darab betiibdl all6 betiisor. Adjuk meg, hogy minimum hény
betijét kell megvéltoztatni ahhoz, hogy egy szuperpalindromot kapjunk.

A bemenet elsé sordban az N szam talalhatd, a betiisor hossza. A mésodik
sorban az angol abécé N darab betiije taldlhato, szokoz nélkiil.

A kimenet egyetlen sordban egyetlen szam szerepeljen: a minimalisan atirando
betlik szdama, hogy szuperpalindromot kapjunk. Ha ez nem lehetséges, irjunk ki
(—1)-et.

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
7 / aaabbbb
3 / aba 0
2/ ab -1

Magyardzat (1. példa): 3 betli megvaltoztatdsdval kaphatjuk példaul a kévet-
kez6 szuperpalindromot: ,abababa”.

Korldtok: 1 < N < 10°. Idékorlat: 0,4 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphatd, ha a program helyes kimenetet ad az N < 7
esetekben.

Bekiildend6 egy is70.zip témoritett allomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrdsprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathaté. A dokumen-
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tacio tartalmazza a megoldas elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forrasokat. Ne
tartalmazzon kdédrészleteket, azok magyarazata kédkommentek forméjaban a for-
rasprogramban szerepeljen.

S. 169. 2 egység magassagu egyenes hasab ala-
ki tdroléedényt szeretnénk késziteni. Az edény alap-
janak elkészitéséhez kiindulasként adott egy konvex
sokszog, melynek csticsai a koordinata-rendszer racs-
pontjaira esnek. Ennek a sokszognek toroljiikk egy
csticsat és a csticshoz kapcsolédé két élét, és Ossze-
kotjiik egy éllel a torolt élek megmaradt csticspont-
jait. Az igy kialakul6 sokszoget tekintjiik a tarold-
edény alapjanak.

Feladatunk, hogy a feltételek szerint adott kon-
vex sokszog esetén hatarozzuk meg, mekkora a be-
16le készithetd legnagyobb kapacitasi edény kapaci-
tasa.

A bemenet elsé sordban a konvex sokszog csucsainak N szama szerepel. A ko-
vetkezO N sorban a cstucsok x és y koordinatdja pozitiv koriiljarasi irdny szerint.
A listdban a szomszédos pontok a sokszoget alkoté szakaszok végpontjai. Az elsd
és az utolsd cstcs is Gssze van kotve.

A kimenet els6 és egyetlen sordba a konvex sokszoghdl készithetd legnagyobb
kapacitasu edény kapacitasa keriiljon.
Minta:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
v/14/02/01/10/31/33/ 24|17

Magyardzat: az dbran a H csicsot torolve az edény kapacitasa 17.
Korldtok: 1 < N < 100000, —10% < z,y < 108. Idékorlat: 1 mp.

Ertékelés: A pontok 40%-a kaphats, ha a program helyes kimenetet ad az
N < 100 esetekben.

Bekiildend6 egy s169.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentdlt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldds 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt&i kornyezetben futtathaté. A dokumentd-
cié tartalmazza a megoldas elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forrasokat. Ne
tartalmazzon kdédrészleteket, azok magyardzata kodkommentek formajaban a for-
rasprogramban szerepeljen.

%

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkezoé cimen t6lthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarido: 2023. aprilis 15.

%
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T
Mérési feladat megoldasa “
‘ [ 1] \

M. 419. Vagjunk ki Ad-es fénymdsolopapirbol kb. 2 cm szélességi csi-
kokat a papirlap hosszabb, illetve a rovidebb oldalaival pdrhuzamosan. A pa-
pircsikok kézépsd harmaddt az dbranak megfelelden, ivelt vonalak mentén
keskenyitsiik el! Mérjik meg ezek haszndlatdval a papir (MPa egységekben
kifejezett) szakitdszildrdsdgat! Van-e eltérés a hosszabb, illetve a révidebb
iranyban kivagott csikok szakitoszilardsdga kozott?

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

Megoldas. A mérés elvben egyszerii volt, de a tényleges megvaldsitasa soran
szamos nehézség és hibalehetdség addédott. A méréshez sok egyforma papircsikra
van sziikségiink, hiszen mindegyiket csak egyszer hasznédlhatjuk. A papircsikok egy-
formasdgat Csoka Péter és Schiffer Dondt (Pécsi Janus Pannonius Gimn., 11. évf.)
ugy biztositotta, hogy szamitégépen megszerkesztették, majd kinyomtattak az el-
keskenyitett csikok hatargorbéit, végiil kivagtak a mintadarabokat.

A szakitészilardsag kiszdmitdsahoz a terheléer6t (vagy a terhelési sulyok tome-
gét) kellett megmérni, valamint a papir elkeskenyitett részének keresztmetszetét.
A szalag szélessége tipikusan 5-10 mm volt, ezt tolomérével, vagy akar méroszalag-
gal is meg lehetett hatarozni. A papir vastagsdgat tolémérével, vagy mikrométerrel
mérték a versenyzok. Azok jartak el helyesen, akik nem egy-egy, hanem viszonylag
sok papirlap egyiittes vastagsagat mérték. Tomesz Ldszld Gergd (Miskole, Foldes F.
Gimn., 11. évf.) példdul 1000 lapos koteg vastagsdgat 9 cm-nek mérte, tehdt egy-
egy papir vastagsdgat 0,09 mm-nek taldlta. Mdsok (nagyobb mérési hibdval) 0,08
és 0,12 mm kozotti értékeket kaptak.

A fokozatosan novelend6 terhelés nagysagat tobbféle mdédszerrel is meg le-
hetett mérni. Voltak, akik iskolai stilysorozatot haszndaltak, masok huzémérleget,
pl. halmérleget alkalmaztak. A Cséka—Schiiffer mérépér tagjai egy kulacsba csur-
gattak egyre tobb vizet, majd megmérték az elszakadés elotti legnagyobb terhelés
(viz+kulacs) tomegét. Hasonléan jart el Nagy Imre (Marosvasarhely, Bolyai Farkas
Liceum, 11. évf.), aki a szalaghoz erésitett vederbe rézport ,,adagolt”. Otletes méd-
szert vélasztott Csilling Daniel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.,
10. évf.). O egy vizzel teli (1,75 l-es) miianyag palackot helyezett konyhai mérlegre.
A papircsik egyik végét a palackhoz erdsitette, a masik végét pedig egyre nagyobb
erdvel hizta felfelé. A mérlegen le lehetett olvasni a ,silycsokkenést”, vagyis a hu-
z6erd nagysagat.

Mindegyik mérési modszernél meg kellett oldani a papirszalag végeinek rog-
zitését. Ezt pl. szétszerelt satuval, kétoldalas ragasztdszalaggal, szigetelGszalaggal,
erés iratcsipeszekkel valdsitottak meg a versenyzok.
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A mért hizéer6bél (annak a szakitast megeléz6 legnagyobb értékébdl) és a sza-
lag legkisebb keresztmetszetébdl kiszamithatd a szakitoszilardsag. Valamennyi dol-
gozatbol az deriilt ki, hogy a papirlap hosszanti iranyaban egyértelmiien nagyobb
a szakitészilardsdg, mint a rovidebb oldal mentén kivagott csikoknal. Az elébbi
tipikusan 40-50 MPa-nak, az utobbi pedig 20-30 MPa-nak adédott. Sajnos a jegy-
z6konyvekbdl (egy kivételével) nem deriilt ki, hogy milyen gydrtményt, milyen
minoségii papirral végezték el a mérést, igy az eredményeket nehéz Gsszehason-
litani.

Kényes kérdés az elszakadas pillanatanak és az akkor fellép6 er6 nagysdganak
meghatarozasa. A szakadds olyan gyorsan torténik, hogy szabad szemmel nem
(vagy csak nehezen, pontatlanul) tudjuk leolvasni a mérleg vagy erémérd &ltal
abban a pillanatban mutatott értéket. Kiss Kinga Lili és Folytin Zoltan Mildn
(Debrecen, Téth Arpad Gimn., 9. évt.) telefonnal videdfelvételt készitett a mérleg
altal mutatott értékekrol, majd a felvételek elemzésével hatdroztak meg, hogy mi
torténik a papircsik elszakadasakor.

Tobben utdnanéztek és kideritették, hogy a szakitoszilardsag iranyfiiggése
a papir gyartasi folyamatdval fiigg dssze. A hengerléssel gyartott papir anyaganak
rostjai a hosszabb oldallal parhuzamosan, vagy ahhoz koézeli irdnyban helyezkednek

el, ez okozza az eltérést. (Ez az ,elméleti magyarazat” azonban nem tartozik hozza
a mérési feladathoz.)

A mérési hiba nagysagrendje a papircsik keresztmetszetének pontatlansagabdl,
valamint a szakitéerd mért értékeinek ,szérasabdl” becsiilheté meg. Voltak, akik
a szakitoszildrdsdg irodalmi értékének (amit nem taldltak meg) és a mért értéknek
a kiilonbségét nevezték volna mérési hibanak. Ez helytelen, mert az adott mérés
pontossagat kiilsé hivatkozas nélkiil, a sajat mérési adatainkbol kell kideriteniink.

12 dolgozat érkezett. Helyes 6 megoldds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 4, hidnyos
(1-3 pont) 2 dolgozat.

Fizika gyakorlatok megoldasa

FIN]
00 ] hatsé érzdkel
G. 798. A szdazméteres sikfutds verseny-
260 térdelbrajtbol indulnak. Az dbra azt mu- 600 PR
. o . ; els6 érzékeld

tatja, hogy mekkora vizszintes erd hat a rajt- 500 P Stk N
gépbe épitett elsé és hdtso érzékelore egy 400 / \
70 kg tomegl atléta induldsakor. Becstiil- 300 - / \
jik meg, hogy mekkora sebességgel hagyja el 200 ] B \
a sportold a rajtgépet! ) /

100
(3 pont) ! | | j \ | t[s]

0 0,1 02 03 0.4

170 Koézépiskolai Matematikai é€s Fizikai Lapok, 2023/3



Megoldas. A futét id6ben véltozd nagysagi erdk gyorsitjak. Fzen erdk dltal
létrehozott dsszes impulzusvaltozas az F(t) fiiggvények grafikonjin a gorbe alatti
teriiletek nagysdgdaval egyezik meg.

A hatsé érzékeld grafikonjat egy olyan haromszoggel kozelithetjiik, amelynek
az egyik oldala kb. 0,23 s, az ehhez tartozé magassaga 700 N, a gorbe alatti teriilet
tehat

0,23
Thstss = 700 N 5 - 80,5 kgg.
s
Az els6 érzékels grafikonjat egy FN]
olyan trapézzal kozelitjiik, amelynek 700 hatsé érzékeld
alapjai 0,33 s, illetve 0,22 s, a magassaga 600 -
pedig 500 N, igy a gorbe alatti teriilet elsd érzékeld
500 R il X
(0,33+0,22) s 400 ~ 7] \
Igss =500 N ——m——— = \
elst 2 300 - :'I : )
200 \
= 137,5 kg —. 100 \
; N \ | ths)
A rajtgép altal létrehozott teljes len- 0 0:1 0:2 0:3 0:4
diiletvaltozas

It‘)sszes = Ihétsé + Ielsc'i = 218 kggv
S

ami az m = 70 kg tomegi atléta

v — Iésszes — 3711 E ~ 3 E
m s s
indulési sebességének felel meg.

(Az alkalmazott kozelitések és kerekitések miatt ennél pontosabb eredményt
nem adhatunk meg, de mivel a feladat a sebesség becslése volt, ez a pontatlansig
elfogadhaté.)

Téth Hanga Katalin (Kecskeméti Banyai Julia Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan
31 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 4, hibds 6, nem ver-

senyszerli 3 dolgozat.

G. 800. Eqgy gytgtolencse egy bizonyos helyen lévd tdrgyrol N1 nagyitdsi, valodi
képet hoz létre. Ha a tdargyat az optikai tengely mentén d tdvolsdggal messzebb
vissziik a lencsétdl, a nagyitis No lesz.

Mekkora a lencse fokusztdvolsaga?
(4 pont)
Megoldas. A szokésos jelolésekkel a leképezési torvény:

1
f’

+

| =
E
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a nagyitas pedig
k
N = e vagyis k = Nt.

Ezekbdl kapjuk, hogy
1 1 1

PN 7

amit a

(1) t:(1+jlv>f

alakban is felirhatunk.

Az eredeti helyzetben t = t; és N = Ny, a megvaltoztatott helyzetii targynal
t =ty =t; +d és N = N,. Ezeknek megfelelden (1) szerint

(2) t = (1 + ]\1,1> f,

valamint

(3) t1+d=<1+;f2>f.

A (3) egyenletbél (2)-t kivonva kapjuk, hogy

(1 1 N1 — N
B <N2 N1> f= N1Ny h
vagyis a keresett fokusztavolsag

N1 N
f=—1"24
N1 — Ny
Bohner Emese (Budapest, Varosmajori Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

34 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 1, hidnyos
(1-2 pont) 8, hibas 7, nem versenyszer(i 8 dolgozat.

G. 803. Egyenes mentén dllando lassuldssal halado test eqy palyaszakasz végére
érve elvesziti kezddsebességének a felét. Kezddsebességének hany szdzalékdt vesztette
el a pdlyaszakasz felezépontjdaig?

(4 pont)

Megoldas. Jelsljiik a test kezdGsebességét vp-lal, a gyorsuldsat a-val (a < 0),
a palya hosszat S-sel, a pdlyaszakasz felezGpontjaban mérhetd sebességet pedig
xvg-lal.
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Az egyenletesen valtozé mozgas pillanatnyi sebessége és a megtett it kozotti
Osszefiiggés:
2_ 2
v — g
1 s(v) = ——.
(1) () ="

Irjuk fel (1)-et a palya teljes hosszdra, valamint a pélya elsd felére:

(v0/2)* — v

@ =Pt

illetve

S (zwg)? — 02

3) 5=

2 2a
A (3) egyenletet (2)-vel elosztva kapjuk, hogy

1271:7§,
8

5
=/ 2 ~0,79.

Ezek szerint a test a palyaszakasz felez6pontjdig a kezd&sebességének (1 — x)-ed
részét, kb. 21%-4t veszitette el.

vagyis

Biré Kata (Miskolc, Foldes F. Gimn., 10. évf.)

41 dolgozat érkezett. Helyes 17 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos
(2 pont) 2, hibds 13, nem versenyszer{i 6 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5429. Eqgy elektromos auto allo helyzetbdl indulva 10 s alatt egyenletes gyor-
suldssal 108 km/h sebességet ér el. Kerekeinek sugara 0,4 m, a keréktdresdan ta-
lalhato egy 0,2 m sugarid diszitégyiiri. Az induldstol szamitva mennyi idd milva
lesz ennek a vékony gylrinek olyan pontja, amely nem gyorsul? Mekkora ebben
a pillanatban az auto sebessége?

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vicduka
Megoldas. Az auté gyorsuldsa

~ 108 km/h 30 m/s _gm

10s  10s s2’
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A diszitégytiri valamelyik pontjanak ere-
do6 gyorsulasa akkor lehet nulla, ha ezen
pont a, tangencidlis gyorsulasanak és a.p
gyorsulasanak eredGje egyenlé nagysagui
és ellentétes irdnyu lesz az autd a gyor-
suldsaval.

Mivel a tangenciélis gyorsulds (a su-
garak ardnydnak megfeleléen)
a m

at:—:1,5

2 52

nagysagi, tovabbd a centripetdlis gyor-
sulds és a tangencidlis gyorsulds egymés-
ra meroleges vektorok, a Pitagorasz-tétel
szerint

m
acp =/a? —a? =2,6 o

A centripetélis gyorsulas nagysdgabdl kiszamithatjuk a kerék tengelyétol r = 0,2 m
tavol 1év6 pontok keriileti sebességét:

v? m m
Qop = Py ahonnan V= ,/apT =4/2,6 2 -0,2m = 0,72 o

Ekkora keriileti sebességre a diszitogytliri pontjai az auté induldsatdl szamitott

t="2 =048
[¢53

ido6 alatt tesznek szert. Ekkor az auté sebessége

Kk
vanto = at = (3 55 ) 0485 = 144 = ~ 5 =2,
S s h

£

,Bdrmi j6” csapat:
Esztinka Anna Karolina és Szaldki Szonja
(Budapest, Varosmajori Gimn., 11. évf.)

54 dolgozat érkezett. Helyes 23 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 11, hidnyos
(1-3 pont) 20 dolgozat.

L P. 5433. Eqgy vizzel toltott, téglatest alaki, el-
hanyagolhato falvastagsdgi akvdrium hdrom fiig-
d goleges oldala a vizbdl rdjuk esé fényt visszave-
ri. Az akvdrium szélessége d =50 cm, hossza
L =120 cm. Az akvdrium révidebb oldaldhoz viz-
szintes sikban valamekkora beesési szogben lézer-
sugdr érkezik. Az dbra feliilnézetet mutat. (A viz
torésmutatdja: n = 4/3.)
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A kilépd fénysugdr — tobbszori tikrozddés utan — éppen a beesd fénysugdarral
pdarhuzamosan haladva hagyja el az akvdriumot. Legfeljebb hany tikrozodés tortén-
hetett?

(5 pont) Zsigri Ferenc (Budapest) feladata nyomdn

Megoldas. Legyen a fénysugar beesési szoge «, torési szoge pedig B. A torési
torvény szerint
3

. 1. 1
sinff = —sina < — = —,
n n

4
tehdt [ legnagyobb értéke

3
Bmax = arcsin 1~ 48,6°

lehet. (Kihasznéltuk, hogy az arkuszszinusz-fiiggvény 0 és 7/2 kozott szigorian
monoton névekvd.) Nevezziik (a fénysugdr dltal kijelolt vizszintes sikban) az ak-
varium 120 cm-es oldaldaval parhuzamos irdnyt ,hosszantinak”, a rd merdlegeset
pedig ,keresztiranytunak”. Vegyiik észre, hogy az akvariumban ide-oda tiikr6z6do
fény sebességének mind a hosszanti, mind pedig a keresztirdnyu komponense (azok
nagysiga) mindvégig ugyanakkora marad.

A fény az akvarium hosszat oda-vissza

2L

t= —
Cyiz COS ﬂ

id6 alatt teszi meg (cyi, a fény terjedési sebessége a vizben). Ennyi id8 alatt a fény
keresztiranyban
h = ¢yt sin 8 =2Ltg B

utat tesz meg. A hosszanti falaknal torténé visszaver6dések N szama h/d egészré-
szénél legfeljebb 1-gyel nagyobb lehet:

h 2L
1 N < |= l=|—t + 1.
) HEER
Amennyiben N pératlan szdm, gy a vizben haladé fénysugar sebességének mind
a hosszanti, mind pedig a keresztiranyi komponense elGjelet valt, tehat a kilépd
fény a belépd fény irdnyaval parhuzamosan hagyja el az akvariumot.
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Mivel 0 és 7 /2 kozott a tangensfiiggvény is szigorian monoton névekvd, N leg-
nagyobb értékét 3 legnagyobb értéke adja meg:

2L 240
N < [7 tgﬁmax} +1= {% tg48,6°] +1=1[6,44] = 6.

Mivel azonban N paratlan, Ny, = 5. A fénysugar a hosszanti oldalakon legfeljebb
5-szor, a rovidebb oldalon 1-szer, Gsszesen tehdat legfeljebb 6-szor tiikrozédhet.

Fajszi Karsa (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10 évt.)
dolgozatanak felhasznalasaval

29 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos
(1-3 pont) 10, hibas 2 dolgozat.

P. 5438. Egy spanyol gazdasdgban a képen ldthato olajbogyopréssel torik pép-
pé a bogydkat. A 90 cm dtmérdji zizokerék tisztdn gordild sikja, amit az abran
szaggatott vonal jelez, a tengelytél 75 cm tdvolsagban van. A csacsi farka a ten-
gelytdl 180 cm tdvolsdgban verdesi a rudat, mikézben az dllat 2,4 m/s sebességgel
korbe-korbe fut. A zuzokerékre eqy 1 g tomegii olajbogyd ragad.

a) Mekkora az olajbogyd sebessége, amikor a felsé A pontba ér?

b) Mekkora a olajbogyd gyorsuldsa az A pontban?

¢) Mekkora és milyen irdnyd eredd erdt fejt ki a zizdkerék az olajbogydra
a legfelsé A pontban?
(5 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhdz

I. megoldas. A mozgas lefrdsdnal hasznéljuk az 1. dbrdn lathaté koordinata-
rendszert, valamint az dbra jeloléseit. (A vektorokat félkovér betiikkel fogjuk jel6lni,
a nagysagukat pedig ugyanazzal a bettivel, de nem félkovérrel, pl. |[v| = v.)
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\| v
W’ ".
rid () csacsl

figgdleges i

tengely ztzokerék !

— ! |

T |

1. dbra
a) A zizékerék kozéppontjdnak se- olajbogyé
bessége z{ csa}cs,i v s/ebességébc’il és a su- N\ A 2v E
garak aranyabdl szamolhato:

zizoékerék

r , T7bcm m m
=Ly = 242 =102
T T 180 em T s s

Mivel a kerék tisztan gordiil, vagyis
a 2. abrdn lathato legalsé pontjanak se-
bessége nulla, az A pont sebessége

4ll6 pont

m
vg=2v=20 —.

2. dbra
S

b) A zizdkerék tengelye a fiiggbleges riud koriil

, v 10m/s 1
=—-—=—=133 -
Y=g 0,75 m s

szogsebességgel fordul korbe a vizszintes « — y sikban. (Ha a szogsebességet forgas-

tengely irdnyt vektornak tekintjiik, akkor a jobbkéz-szabély szerint w’ fiiggblegesen
felfelé irdnyul.)

,Uljiink bele” egy olyan koordinata-rendszerbe, amelynek origja a zizékerék
kézéppontjandl van, és w’ szdgsebességgel forog a fiiggdleges tengely koriil. Ebben

a rendszerben a zuzdkerék mindig ugyanazon a helyen van, de w szogsebességgel
forog a rogzitett helyzeti, vizszintes tengelye koriil.

A forgé rendszerben az olajbogyéra haté ,valédi erd” (a nehézségi erd és a kerdk
altal kifejtett kényszereré F ereddje) mellett fellépnek tn. tehetetlenségi erdk is.
Az egyik ilyen erd a fiiggbleges tengely koriili forgasbdl szarmazd

Fo = mrw”?
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centrifugdlis erd, ahol r a fliggdleges forgdstengelytdl az A pontba mutatd viz-
szintes vektor). Ha a forgd rendszerben egy tomegpont (esetiinkben az A pontbeli
olajbogyd) v sebességgel mozog, akkor hat rd még az

/
FCoriolis =2mv X w

Coriolis-er6 (1dsd pl. a ,Négyjegyi” 1.2.5. alpontjit a tehetetlenségi erdkrél).

A tehetetlenségi erékkel kiegészitett Newton-féle mozgasegyenlet a forgé koor-
dinata-rendszerben:
F + F ¢ + Fooriolis = Maforgs,

ahol @forgs = —Rw?, hiszen az A pont R sugari korpalydn w szogsebességgel forog.
(R fiigg6legesen felfelé irdnyuls, R nagysdgu vektor.) Mdsrészt az 4llé (inercia-)
rendszerben igaz, hogy

F = mags.

Ezekbdl az egyenletekbdl adédik, hogy a keresett gyorsulas az olajbogyodprés allé
koordinata-rendszerében:

agne = —Rw? — rw'? — 20 x w'.

A vektorok irdnyét és nagysdgét figyelembe véve az utolsé tagot a 2w’?r médon is
felirhatjuk. Ezzel az allé rendszerbeli gyorsulasvektor vizszintes komponense:

m

ay = —3w?r =—-4,0 =
s

a fliggbleges komponense

2
B s V2 m
a, = —Rw’ = R —2,22 =2

a nagysaga pedig
a= /a2 +a =458 ?2
¢) Az m témegi olajbogydra haté eréket a Newton-egyenletbél kapjuk meg:
Fy = may = —3mrw? = —4,0- 1073 N,
illetve F, — mg = ma, szerint
F.=m(g+a.) =m(g— Rw®) =7,59-107° N.
Az ered§ er6 nagysiga:

F=F2+F2=858-10"%N.

Az F vektor az x, z sikban fekszik, és az irdnya a negativ = tengellyel

F,
o = arctg ( = > = 62,2°

nagysagu szoget zar be.

Bencz Benedek (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan
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II. megoldas. Az olajbogy6 sebességét és gyorsulasit a talajhoz képest allé
inerciarendszerben is kiszamithatjuk.*

oldalnézet

' / talaj

| feliilnézet

3. dbra

A 3. dbrdn lathaté derékszogli koordindta-rendszerben a kerék K kozéppont-
janak koordinétai az olajbogyd A ponton valé dthaladdsa utdn t id6 elteltével:

rix = (rcosw't,rsinw’t, R).

Ennyi id8 alatt a zuzdkerék sikja w't szoggel fordult el a fiiggbleges tengely koriil,
a keréknek a rud koriili elfordulasa pedig wt. Fz utobbi miatt az olajbogyd P pontja
Rsinwt téavolsagra keriil az A ponton atmend fiiggéleges egyenestdl. Az abrardl
leolvashatd, hogy az olajbogyd koordinatéi t ido6 elteltével:

(1) x(t) = rcosw't — Rsinw't - sinwt,
(2) y(t) = rsinw't + Reosw't - sinwt,
(3) z(t) = R(1 4 coswt).

Az x(t) figgvény a
. . 1 1
sinasin = 3 cos(a — f3) — 5 cos(a + f)
azonossag felhasznalasaval igy is felirhatoé:

R R
x(t) = rcosw't + 3 cos(w' + w)t — 3 cos(w' — w)t.

* Ennek a tdrgyaldsmdédnak az az elénye, hogy nem hivatkozik (a kozépiskolai oktatés-
ban elkeriilendének mondott) tehetetlenségi erdkre; hatranya viszont az, hogy a mozgdst
leir6 fiiggvények bonyolultabb alakiak.
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Ez harom koszinuszos fiiggvény Gsszege, éppen olyanoké, mint amelyek egy-egy kez-
ddsebesség nélkiil induld, harmonikus rezgémozgast irnak le. Az analdgia alapjan
a P pont z tengely irdnyu gyorsuldsa ¢ = 0 pillanatban:

R R
a,(0) = —rw'? — g(w/ +w)+ 5(&1’ —w)? = —rw? — 2Rww’ = —3rw'?.

Hasonlban szdmithatjuk ki az y(t) és z(t) Osszefiiggéseket. Ezekbdl leolvashatjuk,

hogy
vy (0) = 2rw’, a,(0) =0,

tovabba

Ezeket az eredményeket fels6bb matematikai médszerekkel, az (1), (2) és (3)
kifejezések elsd, illetve masodik derivaltjabdl is megkaphatjuk.

Megjegyzés. Hasonlé moédon szamithatjuk ki az olajbogyé gyorsuldsat abban a pilla-
natban, amikor az A-val 4tellenes helyzetben van (feltételezve, hogy még ott is hozzdtapad
a zuzokerékhez). Meglepd médon azt kapjuk, hogy a palya legalsé pontjandl (vagyis ott,
ahol az olajbogyé sebessége nulla) a vizszintes irdnyd gyorsuldsa 47w, tehit a bogyé
Hkifelé” gyorsul. Ennek szemléletes magyardzata az, hogy az olajbogyé pélyaja nem egy
r sugaru hengerpaldston fekszik, hanem egy r és egy /72 + R? sugari henger kozotti tér-
részben taldlhaté. A bogyé bizonyos helyzetekben egyre jobban eltdvolodik a fiigg6leges
tengelytol, emiatt lehet kifelé irdnyuld sebessége és gyorsuldsa is.

Erdekes (és latvanyos) eredményhez jutunk, ha az olajbogyé mozgdsit (a he-
lyét, sebességét és gyorsuldsit) grafikusan dbrazoljuk. A z tengely irdnyt mozgés
ismer6s lehet, az egy olyan harmonikus rezgémozgds, aminek , egyensiilyi helyzete”
z = R, amplitidéja R, korfrekvencidja pedig a kerék (a sajat tengelye koriili) forga-
sdnak w szogsebessége. A meglepetést a mozgas vizszintes sikbeli lefolydsa okozza.

4. dbra 5. dbra
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Ha egy derékszogli koordinata-rend-
szerben dbrazoljuk az x(t) és y(t)
koordinataji pontokat, tehat megad-
juk a pélyagorbét paraméteres alak-
ban (ezt szdmitégépes program, pl. a
GeoGebra vagy a WolframAlfa segitsé-
gével is megtehetjiik), akkor a 4. db-
ran lathato piros gorbét kapjuk. Ha-
sonléan jarhatunk el, ha a koordina-
tatengelyekre v, (¢)-t és v, (¢t)-t mérjik
fel, vagyis a sebességhodografot rajzol-
juk meg (az 5. d@brdn lathaté zold gor-
be), illetve ha a gyorsulds komponense-
it adjuk meg az id¢ fliggvényében, te-
hat a gyorsuldshodografot készitjiik el
(a 6. dbrdn a barna gorbe). (A tenge-
lyeken a megfelel6 mennyiségek SI mér-
tékegységrendszerben mért nagysagat
adtuk meg.)

A feladatban szerepld helyzetben az olajbogy6 helyét, sebességét és gyorsulasat
az abrakon A beti és egy kis fekete kor jeloli. Az idé muldsanak irdnyara az abrakon
lathaté nyilak utalnak. (A hodogréfokrdl szolé rovid cikket a KoMaL honlapjan
olvashatjuk*®.)

(G. P

65 dolgozat érkezett. Teljes értékli Bencz Benedek megoldasa. Kicsit hidnyos
(3-4 pont) 30, hidnyos (1-2 pont) 27, hibds 5, nem versenyszer® 2 dolgozat.

P. 5444. Egy vékony, hosszu, fiiggdleges, szigeteldridon surléddsmentesen mo-
zoghat eqy kicsiny toltott golydcska. Ha egy ezzel azonos toltést, ugyancsak kicsiny
testet helyeziink a rud tovébe, a mozgo golyo hg magassdigban lesz egyensulyban.
Milyen messzire tavolithatjuk el a ridtol vizszintes irdnyba az also testet ugy, hogy
a ridon lévd golyé még egyensilyban lehessen wvalahol? Milyen magasan van ez
a hely?

(6 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata nyomén

Megoldas. Legyen a szigetelorudon 1év6 golydcska témege m, toltése Q). Ha
a rud tovéhez helyezett masik toltés hy magassagban tudja az mg silyu golydceskat
egyensulyban tartani (14sd az 1. d@brdt), akkor fennall:

Q2

(1) kh—%

=mg.

Vizsgaljuk most a rudtél d tavolsdgban elhelyezett toltés és a ridon 1évo
golyéceska egyensilyanak lehetéségét. Ha a két toltott test kozott h a magassag-

“https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml
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ho

Q

1. dbra 2. dbra

kiilonbség, és az Sket 0sszekdtd egyenes « szoget zér be a fiiggblegessel (2. dbra),
akkor
Q2
(2) kzg—z cosa = myg,
ahol £ =d/sina a két toltés tdvolsidga. (1) és (2) osszevetésébdl kapjuk, hogy
az egyensuly feltétele:
d2
(3) 7= sin®a cos av.
0
Kérdés: Legfeljebb mekkora d mellett van megoldasa a (3) egyenletnek, vagyis
mekkora az
f(a) = sin®a cos

fiiggvény maximuma a 0 < a < 7/2 intervallumon? Abrézolva f(a)-t, a fiiggvény
grafikonjardl (3. dbra) leolvashatjuk, hogy ag & 55° és fiax =~ 0,38.

f(a)
fIIIaX 074
""""""""""""""""" /"'\
0.3 /’ :
0,2 / i
/ : )
0,1 / \
P | :
10° 20° 30° 40° 50° | 60° 70° 80° 90°

3. dbra
Ennek megfeleléen

Amax = hO V fmax ~ 0762 hO €S hmin = dmax ctgap = 0,44 h0~
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Az f(a) figgvény lokélis maximumdt differencidlszamitdssal, vagy szdmito-
gépes segitség (pl. a WolframAlpha) felhaszndldsaval pontosabban is megkaphatjuk.
Ezek szerint

1
g = arccos — =~ 54,73° és Sfmax = — =~ 0,3849,

V3

g~
J

tovabba
2

Anax = ho = 0,6204 h
/—27 0 0

és
ho
Amin = — ~ 0,4387 hy.
a7 0

(Tobb dolgozat alapjdn)

Megjegyzés. f(a) maximumét (4. dbra) nemcsak diffe-
rencidlszamitassal, hanem elemi mddszerekkel is meg lehet (&)
hatarozni. Vezessiik be a £ = cos «a jelolést, és keressiik az

fO=€a-¢

fiiggvény (lokélis) maximumadt. Ezt ott (anndl a A értéknél)
taldljuk, amelynél a

(4) &€ —Et+1=0

harmadfoku egyenlet hdrom valds gyoke koziil kettd egybeesik. (A 4. 4brén lathatjuk, hogy
(4)-nek vagy hdrom, vagy egy valds gyoke van.) A keresett A és &y értékeket a gyokok és
egyiitthaték kozotti osszefiiggésbdl kaphatjuk meg. Mivel (4)-ben nem szerepel masodfoku

tag, a harom gyok 6sszege nulla. Ha a kétszeres gyok £o, akkor a harmadik gyok —2&, és
a gyoktényezos alak

€ — e+ A= (£ —8) (€ +26) =€ —363¢ + 268,

A kiilonb6zé hatvanyok egyiitthatéit rendre sszehasonlitva kapjuk, hogy

—353 =-1, azaz o =

5l-

tovabba

2
A= max:23:77
f £O m

osszhangban a kordbban kapott eredményekkel.
(W. F.)

27 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldds. Kicsit hidnyos (5 pont) 3, hidnyos
(2-3 pont) 4, nem versenyszerii 2 dolgozat.
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(5 pont)

Megoldas. A testekre haté eréket az 1. db-
ran tiintettiik fel. Surlédas hidnyaban mindegyik
er6 hatasvonala a megfelel6 jéghenger tomegko-
zéppontjan halad keresztiil. A két alsé henger ko-
zOtt nem hat erd, mert az indulaskor rogton elta-
volodnak egymastol egy kicsit.

A hengerek kozéppontja az indulds pillana-

taban szabdalyos haromszoget alkot. A harom test
mozgasegyenlete (az dbran jelslt gyorsuldsokkal):

(1)

(2)

P. 5447. Hdarom egyforma, 5 cm sugari jéghen-
gert készitiink, €s azokat az abran ldthato helyzetbdl
kezddsebesség nélkiil elengedjik. A surlodas minden-
hol elhanyagolhato.

Mekkora gyorsuldssal indulnak el a jéghengerek?

Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

tovabba az also testek fiiggdleges iranyt mozgasanak hianya miatt

3)

3
mg—&—%K—N:O.

Az utolsé egyenletet (hacsak nem akarjuk kiszdmitani a talaj dltal kifejtett N nyo-
moer6t) elhagyhatjuk, nem lesz sziikségiink rd.

Az (1) és (2) egyenlet harom ismeretlent tartalmaz, a megolddshoz tehdt
még egy Osszefiiggést kell keressiink. Ez egy kinematikai kényszerfeltétel lesz, ami
azt fejezi ki, hogy a fels henger és az egyik (mondjuk a jobb oldali) jéghenger
folyamatosan érintkezik egymadssal, a tengelyeik tavolsaga idében allandé marad.

184

A két gyorsulds kapcsolatara akkor tudunk kife-
jezést felirni, ha az egyik (mondjuk a jobb oldali) alsé
henger vonatkoztatasi rendszerébdl tekintjiik a moz-
gast. Ekkor az alsé henger 4ll, a fels6 pedig a, gyorsu-
lassal mozog balra, mikézben a, gyorsuldssal mozog
lefelé (2. dbra). (Ezek a gyorsuldsok nemcsak a hen-
ger tengelyére, hanem barmely pontjara, igy az alsé
hengerrel érintkezd pontjaira is érvényesek.)

A fels6é henger ered6 gyorsuldsa a vizszintessel
30°-0s szoget kell hogy bezarjon, mert az alsé henger-
hez se nem kozeledik, se nem tévolodik attél. (A hen-
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gerek kezdetben &dlltak, {gy minden pontjuknak nulla a centripetdlis gyorsuldsa.)
Ezek szerint
ag sin 30° = a, cos 30°,

vagyis

a 1
4 4 —tg30° = —.
(> Qg & \/§

Az (1), (2) és (4) egyenletekbd] (K kikiiszobolése utédn) a keresett gyorsuldsokra

V3 . 1

ay = 79 és ay = =g

adédik.
Nemeskéri Daniel (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 12. évf.)

48 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldds. Kicsit hidnyos (3-4 pont) 6, hidnyos
(1-2 pont) 18, hibds 3, nem versenyszer(i 10 dolgozat.

P. 5450. Az f =5 cm fokusztavolsdgu gytjtdlencse optikai tengelyén, a lencsé-
tél jobbra 30 cm-re és balra 18 cm-re taldlhato, pontszerinek tekinthetd szentja-
nosbogarak elkezdenck egymds felé mozogni 2 cm/s sebességgel. Mennyi idé milva
keriil fedésbe eqymdssal a két bogdr képe?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

Megoldas. A leképezési torvény szerint ha egy f fokusztdvolsdgu gytijtolen-
csétdl t tavol 1évo targy képe a lencsétdl k tavolsagban jon létre, akkor fennall,
hogy:

o~ | =
E

+

|

ahonnan a képtavolsag

tf
]. k = .
(1) -
(Elgjel-konvencié: k pozitiv, ha a lencsét elhagyd sugarak dsszetartanak, {gy valodi

kép alakul ki a targgyal ellentétes oldalon; k negativ, ha a fénysugarak széttartéak
maradnak, ekkor a kép latszélagos és a targy oldalédn jon létre.)

Valamekkora ¢ id6 alatt mindkét bogar ugyanakkora, = = vt tavolsagot tesz
meg. (Ha a tavolsdgokat cm, az id6t s, a sebességet pedig cm/s egységekben mérjiik,
akkor x = 2t.)

A lencsét6l balra 1év6 (B) bogdr legfeljebb a lencséig tud eljutni, tehat = < 18.
Ekozben a masik, a lencsétdl jobbra 1év6 (J) bogar nem keriil 12 cm-nél kézelebb
a lencséhez, tehdt annak fékusztavolsdgdn kiviil marad (¢t > f). A J bogar valédi
képe a lencse bal oldaldn johet csak létre. A B bogar képe akkor eshet fedésbe
J képével, ha B a lencsétdl f-nél kisebb tavolsagba keriilve a képe latszélagos,
az tehat ugyancsak a lencse bal oldalan alakul ki.
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Valamekkora = it megtétele utan a J bogar targytavolsaga 30 — z, a B bogéaré
18 — x lesz. A megfeleld képtdvolsdgok (1) szerint:
5(30 — x)

ky=—r " >0 és kB:M

< 0.
25 —x 13—z

(Az utébbi egyenlétlenség akkor teljesiil, ha x > 13, vagyis a bogdr mar dthaladt
a lencse fokuszpontjan.)

A két kép dtfedésének feltétele: kg = —kjy, vagyis

5(30 — x) . 518 —x)
25 — x 13—z

Innen a
(30 —2)(13 —x) 4+ (25 —x)(18 — x) = 2(3:2 — 43z +420) =0

masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek gyokei: z1 = 15 és xo = 28. Mivel x5 > 18,
csak az x = 15 cm elmozdulés fogadhatoé el. Ekkora utat a szentjanosbogarak 7.5 s
alatt tesznek meg, és 15 cm, illetve 3 cm tavol lesznek a lencsétol. Mindkettojiik
képe a lencse bal oldalan, a lencsétol 7,5 cm tavolsdgban jon létre.

Megjegyzés. Ha lehetévé tessziik, hogy a bogarak (pl. a lencse kézepén 1év6 lyukon
keresztiil) dthaladjanak a lencsén, akkor tovabbi helyzetekben is fedésbe keriilhet a képiik.
z = 33 cm elmozdulds utan J a lencse bal oldaldra, a lencsétdl 3 cm-re, B pedig a jobb
oldalon 15 cm-nyire keriil. Ez az helyzet a fentebb szdmolt eset tiikérképe, a képek tehdt
itt is egybeesnek. Tovabbi megoldds: = 24 cm; ennél a bogarak a lencse jobb oldalédn,
a lencsétdl 6 cm tavolsagban talalkoznak. Mivel ugyanott vannak, nyilvan a képeik is
egybeesnek.

Tobb dolgozat alapjdn

41 dolgozat érkezett. Helyes 26 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos
(1-2 pont) 11, nem versenyszer(i 2 dolgozat.

P. 5459. Egyenletes vastagsdgu ellendlldshuzalbol
R sugari kort hajlitunk. A kor eqyik pontjandl ,sugdr-
irdnyban” I erdsségi dramot vezetiink be, egy mdasik
pontjandl pedig (ugyancsak sugdrirdnyban) elvezetjiik
azt.

Milyen iranyu és mekkora nagysdgu a mdgneses
indukciovektor a kor kézéppontjiban?

(3 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

Megoldas. A korvezeté az dram bevezetési és kivezetési pontjai kozott hala-
do korivekre bonthaté. Ezen korivek parhuzamosan kapcsolt ellenallasok. Parhu-
zamosan kapcsolt ellendlldsok esetében az I o dramerdsségek forditottan ardnyo-
sak az 112 ellenallasokkal. Az ellenalldsok viszont egyenesen aranyosak az iy {v-
hosszakkal. Tehat az aramerdsség forditottan ardnyos az ivhosszal, vagyis

Il-ilzlg-ig.
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A mégneses indukcié a kor kozéppontjaban a korivben foly6 aram erdsségének
és az ivhossznak a szorzataval ardnyos. A két ivhosszdarab jaruléka a magneses in-
dukcidvektorhoz azonos nagysagu, de ellentétes iranyu, tehat a kor kézéppontjaban
az ered6 magneses indukciévektor nullvektor.

Klement Tamds (Pécs, Lebwey Kldra Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

42 dolgozat érkezett. Helyes 27 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 3, hibds 7, nem ver-
senyszerii 5 dolgozat.

Fizikabdl kitiizott feladatok

M. 421. Huzzunk fekete, puha grafitceruzéaval vonalakat egy papirlapra. Fel-
tételezhetjiik, hogy a grafit atomi rétegekben ,kenddik”, és a szomszédos atomi
rétegek kozotti tavolsdg 0,34 nm. Hatarozzuk meg, hogy hany szénatom magassa-
gu egy vonal!

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

G. 809. Egy konnyti reszelovel kis méreti munkadarabot vizszintes sikban re-
szeliink. A két keziink altal kifejtett er6k eredéjének hatasvonala atmegy a munka-
darab feliiletének a kozepén, és ez a hatasvonal 30°-os szoget zar be a fliggblegessel.
Mekkora a reszelé és a munkadarab kozotti surlodasi egyiitthato?

(3 pont)

G. 810. Tizenegyesrigdskor a labda 4tlagsebessége elérheti a 150 km /h értéket
is. A kapusnak mennyi ideje van a védésre, ha az elrigas pillanataban a kapu
kozepén All, és a labda a kapu egyik alsé sarka felé mozog? Van-e igazsagtartalma
a kovetkezd monddsnak: , Bintetdt jol védeni nem lehet, csak rosszul rigni.”?

(3 pont)

G. 811. Vizszintes lapon harom ha-
sébot &llandé F erdvel hiizunk az db- m)
rdn lathaté mdédon. A hasdbok mind-
végig egy egyenes mentén mozognak, pillanatnyi sebességiik vg. Hogyan fiigg a ha-
sabokat 0sszekoto fonalakban ébredé fonalerd a hasabok és a lap kozotti p cstiszasi

surlédasi egytitthato értékétol?
(4 pont)
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G. 812. Egy testet vizbe meritve 1,5 N, glicerinben
pedig 1 N erével tudunk egyensilyban tartani. Mekkora
a test térfogata és a stirtisége?

(3 pont)

P. 5472. Mennyi id6 alatt keriili meg a James Webb tirtavesé a Napot?
(3 pont)

P. 5473. Fiiggblegesen, v = 50 m/s sebességgel fellétt, M = 3 kg tomegli love-
dék t = 3 s milva két részre robban. Az m; = 1 kg tomegii darabja t; = 1 s milva
foldet ér.

a) A robbandstdl szdmitva mennyi id6 mulva esik le a mésik darab?

b) Ha az elsének visszaesd darab a fellovés helyétél 40 m tavolsdgban ért foldet,
milyen tavol lesz a két darab egymadstol, amikor a masik is mar foldet ért?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5474. Vizszintes sikon egy homogén, vékony, m tomegi, £ hosszisigu palca
egyik végét csukloval rogzitjiik. A masik végét egy rovid ideig hato, a rudra meréle-
ges, vizszintes, F' nagysagu erovel megiitjiik. Mekkora ebben a pillanatban a palca
kozepének gyorsuldsa, szoggyorsuldsa és a masik végére hatéd csukloerd?

(4 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

P. 5475. Egy M =32 kg tomegi, V =
=4 dm?® térfogati tartaly sirléddsmentesen mo-
zoghat egy vizszintes asztallapon. A tartalyt egy
m = 16 kg tomegl dugattyu két részre osztja,
a bal oldalon Vy = 1 dm?® térfogati, po = 0,3 MPa
nyomasu és k = 1,5 adiabatikus kitevéji gazkeverék taldlhaté. A jobb oldalon
vakuum van. Mekkora relativ sebességgel iitkozik a dugattyu a henger faldnak, ha
a dugattyu rogzitését feloldjuk? Tételezziik fel, hogy a gdz minden id6pillanatban
termikus egyenstlyban van!

(5 pont) Példatéri feladat nyomén

P. 5476. Harom egyforma, A teriileti fémlemezt helyeziink el egymdssal par-
huzamosan. A lemezek kozotti tavolsdg kicsi a lemezek méretéhez képest.

a) Mekkora az elektromos térerésség a lemezek kozott, ha a bal oldali lemezre
+@Q, a kozépsére +2@Q), a jobb oldalira pedig +3@) toltést juttatunk?

b) Mekkora az elektromos térerésség a lemezek kozott, ha a bal oldali lemezre
+@Q, a kozépsore —2@Q), a jobb oldalira pedig +3@Q) toltést juttatunk?

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz
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P. 5477. Egy U =24 V fesziiltségi Ry

idedlis telepbél, R; = 500 Q-o0s és Ry = r‘—'i_/

= 300 Q-o0s ellenédllasokbdl, egy kapcsolo- " — —]
bol, valamint egy idealis transzformator- U N1 = V2 Ra
bél az dbrdn lathaté kapcsolast allitottuk ) — —
Ossze. A transzformétor primer tekercsé- o]
nek menetszama N; = 800, a szekunder
tekercsé No = 1000. A hosszi ideje nyitva 1év6 kapcsoldt egyszer csak zdrjuk.
Mekkora aram folyik a primer és szekunder kérben kozvetleniil a kapcsold zardsa
utan?

(5 pont) Kozli: Vigh Maté, Biatorbagy

P. 5478. Az {ivegbdl késziilt, stkdombori lencsét a sik oldalandl viz, a dombort
oldalanal levegd hatarolja.

a) Mekkora a lencse két oldali fokusztavolsdgdnak ardnya?
b) Mekkora ez az ardny, ha a hatdrol6 kozegeket felcserdljiik?
A lencse vékony és kis nyilasszogil. Az iiveg torésmutatdja 3/2, a vizé 4/3.

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5479. A klasszikus elektronmodell szerint az elektron egy olyan egyenletesen
feltoltott szigetel gombhéj, amelynek elektrosztatikus energidja az elektron mc?
nyugalmi energiajaval egyezik meg.

Mekkora mozgasi energiaval kellene egy elektront egy masik, kezdetben allo
elektronnak iitkoztetni, hogy ,0sszeérjenek” egymassal, ha a klasszikus mechanika
torvényeit alkalmazzuk?

(& pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5480. Egy fiiggbleges sik adott P pontjan keresztiil kiilonb6z6 hajlasszogi
(a sikra meré&leges) lejtéket fektetiink, és ezeken kezddsebesség nélkiil inditva pont-
szerlinek tekintheto testeket csusztatunk le. Hol helyezkednek el azok a pontok,
ahova a lecsiszé testek adott ¢ id6 alatt eljutnak? A sirlodési egyiitthato a lejtok
és a testek kozott p.

(6 pont) Glalileo Galilei (1564-1642) feladata nyomén

*

Bekiildési hataridoé: 2023. aprilis 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 158): K. 759. Each member of
a group of nine people knows exactly four others. (Acquaintances are mutual.) a) Is it
possible that every pair of people have an acquaintance in common? b) Is it true that any
pair of people either know each other directly or have an acquaintance in common? K. 760.
Triangle A(2;4), B(6;4), C(4;10) is reflected (in succession) in the line z = a, and then in
the line y = 2. a) What is the sum of the second coordinates of the vertices obtained by
the second reflection? b) What is the value of a if the sum of the first coordinates of the
vertices obtained by the second reflection is 367 K. 761. John is making new fractions out
of the fraction 3/5 by writing the same digit in both the numerator and the denominator
—either in front of or behind the existing digit—to obtain two-digit numbers. What is the
largest difference between the numbers that can be formed in this way? K/C. 762. Each
field of a 5 x 5 table is selected in some order, and a number is written in it. The number
written in a particular field is the number of fields sharing a common edge with this field
and already containing some numbers. (For example, the fields of the table may have been
filled in in the following order: a5, b5, c5, d5, 5, ed, e3, €2, a4, a3, a2, al, bl, cl, dl,
el, ... .) Fill in the table in two other possible ways. Add the numbers in all the fields.
Prove that the sum of the numbers will always be 40, no matter how the table is filled in
according to the rule. K/C. 763. T'wo squares are drawn in a semicircle of unit radius such
that they both lie along the diameter, they have another side along a common line, and
each has a vertex on the arc of the semicircle (see the figure). Given that the radii drawn
from the centre of the circle to the vertices lying on the circular arc are perpendicular,
prove that the sum of the areas of two squares drawn in this way is constant.

New exercises for practice — competition C (see page 159): Exercises up to grade 10:
K/C. 762. See the text at Exercises K. K/C. 763. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1758. Adam found a magic square in a magazine. (A magic square is
a 3 x 3 table of numbers in which the sum of the numbers is the same in all rows, columns
and diagonals, see the figure.) He filled in the square correctly, and then selected a row
or column at random. He wrote down the three numbers in the order as they appeared
left to right or top down. These are the numbers a, b, ¢ in the equation az® 4+ bz + ¢ = 0.
Adam was happy to observe that the resulting equation had two distinct real roots, and
calculated the sum of the squares of the roots. What numbers may he have got as a result?
(Proposed by O. Teleki, Tékol) C. 1759. Two right-angled triangles ABC and EDC' are
drawn next to each other, as shown in the figure. In triangle ABC, BC = 3, CA = 4, and
in triangle EDC, DC' = 6, CE = 8. The circumscribed circle of triangle ABFE intersects
line DE again at P, and line DB at Q). Find the exact value of the ratio of the area
of quadrilateral ABDE to the area of pentagon AEPQB. (Proposed by B. Bird, Eger)
C. 1760. Find all positive integers for which the sum of the number and its factorial equals
the cube of the number. Exercises upwards of grade 11: C. 1761. An equilateral triangle
is cut with a line parallel to one of the sides. The circumscribed circles of the resulting
triangle and trapezium are drawn. Is it possible that the ratio of the circumradius of the

trapezium to that of the triangle is \/?;7,? (Proposed by Zs. M. Tatdr, Esztergom) C. 1762.

Is there a positive prime number p for which log, ,(4p — 11) = m, where the parameter
m denotes one of the digits of 20237 (Proposed by B. Bird, Eger)
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New exercises — competition B (see page 161): B. 5302. Either +1 or —1 is written in
every field of an 8 x 8 table so that the sum of all entries is 0. The sum of the numbers is
calculated for each row and column. What is the maximum possible number of positive
sums out of the 16 sums obtained in this way? (3 points) (Based on the idea of M. E.
Gdspdr, Budapest) B. 5303. The isosceles right-angled triangle ABC' has its right angle
at C. D is an interior point of side BC' such that the angle C DA is 75°. Given that triangle
ADC has unit area, prove that BD = 2. (4 points) (Proposed by M. Hujter, Budapest)
B. 5304. a) Are there positive integers a and b such that a +b | a® + b2, but a +b{ a* +b*?
b) Are there positive integers a and b such that a+b | a* +b*, but a+bta® +b>? (4 points)
(Proposed by B. Hujter, Budapest) B. 5305. Let A; and As, respectively, denote the points
lying closer to B and closer to C that divide side BC' of a triangle ABC' in a 1:2 ratio.
Define points B; and B> on side C A, and points C; and C5 on side AB in an analogous
way. Prove that the centroid of triangle ABC lies on the line joining the common points
of the circumscribed circles of triangles A;B1C1 and Az B2Cs. (4 points) (Proposed by
B. Bird, Eger) B. 56306. We have a weighted (six-sided) die and a weighted coin. On one
side of the coin there is one dot, and on the other side there are two dots. The expected
value of the number of dots appearing on top is the same for the die and the coin. Show
that if the die and the coin are thrown simultaneously then the probability of getting
more dots on the coin than on the die is greater than the probability of getting more dots
on the die than on the coin. (5 points) (Proposed by V. Vigh, Sdndorfalva) B. 5307. The
area of an acute-angled triangle is T, its inradius is r, and its circumradius is R. Show
that v/3T < (r+ R)2. (5 points) (Proposed by L. B. Simon, Budapest) B. 5308. Let ay
denote the least common multiple of the positive integers n + 1,n 4+ 2,...,n 4+ 10. Find
the greatest real number A for which Aa, < an41 is always true. (6 points) (Proposed by
P. P. Pach, Budapest) B. 5309. Given the axis and two points of a parabola, construct its
focus and directrix. (6 points) (Proposed by G. Holls, Budapest)

New problems — competition A (see page 162): A. 848. Let G be a planar graph,
which is also bipartite. Is it always possible to assign a vertex to each face of the graph
such that no two faces have the same vertex assigned to them? (Submitted by Ddvid
Matolcsi, Budapest) A. 849. For real number r let f(r) denote the integer that is the
closest to r (if the fractional part of r is 1/2, let f(r) be r —1/2). Let a > b > ¢ rational
numbers such that for all integers n the following is true: f(na)+ f(nb) + f(nc) =n.
What can be the values of a, b and ¢? (Submitted by Gdbor Damdsdi, Budapest) A. 850.
Prove that there exists a positive real number N such that for arbitrary real numbers
a,b > N it is possible to cover the perimeter of a rectangle with side lengths a and b using
non-overlapping unit disks (the unit disks can be tangent to each other). (Submitted by
Benedek Vili, Budapest)

Problems in Physics
(see page 187)

M. 421. Draw lines on a piece of paper with a soft black graphite pencil. We can
assume that the graphite is “smeared” in atomic layers, and that the distance between
adjacent atomic layers is 0.34 nm. Determine the height of a line in terms of number of
carbon atoms above each other.

G. 809. We rub a small object with a light file in a horizontal plane. The line of action
of the sum of the forces exerted by our two hands passes through the centre of the filed
surface of the object, and this line of action makes an angle of 30° with the vertical. What
is the coefficient of friction between the file and the object? G. 810. When a penalty kick
is shot, the average speed of the ball can reach a speed of 150 km/h. How much time does
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the goalkeeper have to save the penalty if he is in the middle of the goal at the instant
when the ball is kicked and the ball is moving towards one of the bottom corners of the
goal? Is the following statement true: “You can’t defend a penalty kick well, they can only
kick it badly.”? G. 811. Three rectangular blocks are pulled along a horizontal sheet, with
a constant force I, as shown in the figure. The blocks are moving along a straight line
all the time, and their instantaneous velocity is vo. How does the tension in the threads
connecting the blocks depend on the value of the coefficient of kinetic friction p between
the blocks and the sheet? G. 812. A body immersed into water can be kept in equilibrium
with a force of 1.5 N, and with a force 1 N when it is immersed into glycerine. What is
the volume and density of the body?

P. 5472. How long does it take the James Webb space telescope to orbit the Sun once?
P. 5473. A projectile of mass M = 3 kg is fired vertically at a speed of v = 50 m/s, and it
explodes into two parts after ¢ = 3 s. The piece with mass m; = 1 kg will land in ¢t; = 1 s.
a) How long after the explosion will the other piece hit the ground? b) If the first piece has
landed 40 m from the firing position, how far apart will the two pieces be after the other
piece has also landed? P. 5474. One end of a uniform density, thin stick of mass m and of
length ¢ is fixed with a hinge on a horizontal surface. The other end is struck by a brief
horizontal force of magnitude F', which is perpendicular to the rod. At this instant what is
the acceleration of the centre of the stick, what is its angular acceleration and what is the
force exerted by the hinge on the stick? P. 5475. A container with mass M = 32 kg and
volume V' = 4 dm? can move frictionlessly on a horizontal table. It is divided into two parts
by a piston of mass m = 16 kg. On the left side of the piston there is a mixture of gases
of volume Vp = 1 dm?, at a pressure of py = 0.3 MPa, and of adiabatic exponent x = 1.5.
On the right side of the piston there is vacuum. What is the relative velocity at which the
piston will hit the wall of the cylinder if the piston is released? Assume that the gas is in
thermal equilibrium for all the time. P. 5476. Three alike metal plates of area A are placed
parallel to each other. The distance between the plates is small compared to the size of
the plates. a) What is the electric field strength between the plates if the charge of the
plate on the left is +Q), the charge of the middle plate is +2@Q and that of the right plate
is +3Q7 b) What is the electric field strength between the plates if the charge of the plate
on the left is +Q), the charge of the middle plate is —2@Q and that of the right plate is +3Q7
P. 5477. An ideal battery of emf U = 24 V| resistors of resistance values R; = 500 2 and
R> = 300 €2, a switch and an ideal transformer were used to construct the circuit shown
in the figure. The primary coil of the transformer has a number of turns of N; = 800 and
the secondary coil has N2 = 1000 turns. The switch, which had been open for a long time,
was once closed. What were the values of the current in the primary and secondary coils
immediately after the switch was closed? P. 5478. A plano convex glass lens is bounded
by water on its flat side and by air on its convex side. a) What is the ratio of the two
focal lengths corresponding to the two sides of the lens? b) What will this ratio be if the
two media at the sides of the lens are reversed? The lens is thin and has a small aperture
angle. The refractive index of glass is 3/2 and that of water is 4/3. P. 5479. According to
the classical electron model, the electron is a uniformly charged insulating spherical shell
whose electrostatic energy is equal to the rest energy of the electron mc?. Using the laws
of classical mechanics, determine the kinetic energy that should be given to the electron
if it is to collide with another initially stationary electron such that they “touch” each
other? P. 5480. Through a given point P of a vertical plane, slopes with different angles
of inclination are laid (perpendicularly to the plane), and point-like objects, which were
released from rest, slide down the planes. What is the locus of points which are reached
by the sliding objects in a given time of ¢t? The coefficient of friction between the slopes
and the objects is p.
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