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4 A |
Rétz tanar Ur

b 4

160 évvel ezeldtt, 1863. dprilis 9-én sziiletett Ratz Laszlo, a XX. szdzad egyik
legjelesebb matematikatandra, akinek a munkdssiga még ma is €rezteti hatdsdt.

Ratz Laszl6 Sopronban sziiletett, apja Rétz
Agost vaskeresked6 volt. E varosban végezte elemi
és kozépiskolai tanulményait is. A Soproni Allami
Forealiskoldban még nem a ,mértan, mennyiségtan”
volt a kedvenc targya, nem is igazan volt eredmé-
nyes benne. 1880-tél azonban mar a varos evangé-
likus liceumdba jart, a gimnazium utols6é két évét
itt végezte el, ahol a matematikédhoz valé viszonya
gyokeresen megvaltozott. Mégpedig az iskola nagy
tekintélyl tandranak, a ,Nulla bacsi” névvel emle-
getett Renner Janos Istvannak a hatasara. Réla ir-
ta egy kés6bbi tanitvanya: ,Mathematikat és fizikat
tanitott, olyan szeretettel s lelkesedéssel, amilyent
ezeknél a szarazaknak gondolt studiumokndl szinte
alig lehet elképzelni, de amellett kérlelhetetlen szi-
gorusaggal. ... El6tte nem az volt a fontos, hogy
a tananyagot el6adja s lemorzsolja az 6rat, hanem,
hogy minden egyes tanitvany, még a leggyengébb is,
megértse. ... Ordin katonds fegyelmet tartott, s siri csendben kellett varnunk
red. Sok év multan is nem egyikiink almodta, hogy Nulla béacsinal kellett felelnie
mathematikdbdl s ez mindig legsilyosabb lidércnyomas volt, mert mindenki tudta,
hogy néla csak alapos tuddssal, igazi késziiltséggel lehet boldogulni.”

Ratz Laszlo fényképe
a KoMaL 1930. november
15-1 szamdban

E rettegett, de kivalé tanar annyira megvaltoztatta Ratz Laszl6 matema-
tikdhoz valé viszonyat, hogy érettségi utan matematika—fizika szakra iratkozott
be a Budapesti Tudoméanyegyetemre, melynek 1883-1887 kozott hallgatdja volt.
Utana egy-egy évet tanult Berlinben filozofiat és Strasbourgban természettudo-
manyt. Hazatérése utan egy évet a budapesti egyetem Gyakorlé Fogimnéziumaban
— a mai ELTE Trefort Agoston Gyakorlé Gimnaziumban — t6lt6tt tanarjeloltként.
Matematika—fizika szakos egyetemi oklevelét 1890-ben szerezte meg, és attol kezd-
ve a nyugdijazasdig, 35 éven at az Evangélikus Fégimnaziumban tanitott, el6bb
helyettes tanarként, majd 1892. szeptember 1-jétél mint rendes tanar. Ez a mai is
gyakran csak ,Fasori gimnazium”-ként emlegetett iskolaépiilet 1904-re késziilt el,
addig a Siité utcdban volt az iskola.

Ratz Laszlé egész élete a tanitasrol, tehetségek felismerésérdl, a tehetséges és
kevésbé tehetséges gyerekek oktatasardl, nevelésérdl szolt. Nem alapitott csaladot,
az iskola kozelében bérelt lakast, igy idejének igen nagy részét tudta tolteni az ér-
deklodé tanuldk tehetségének gondozasaval.
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1909-ben a gimnazium igazgatdjava valasztottak, de még mandatumanak le-
jarta el6tt, 1914-ben lemondott e posztrdl, mert gy érezte, e munkdja mellett nem
tud elegendd id6t és energiat forditani a tanitvanyaira. ,,Biztos kézzel vezette be
novendékeit a matematika rejtelmeibe, odaadé tanari munkdjaval, egyéniségének
lenytig6zo erejével, valésaggal magaval ragadta tanitvanyait, s tanitasanak érdekes-
sége és elevensége nem csokkent a haladé id6vel sem, fiatalos hévvel tanitott utolséd
tanari éveiben is. Tanitdsdnak f6 vonzoéereje abban &dllott, hogy nagy tudoményos
képzettsége mellett le tudott szdllni tanitvanyainak lelkivildgaba, jol megvalogatta
a tanitasi anyagot. ... Novendékei sokszor csodédlkoztak azon, hogy a matemati-
kat sok helyiitt nehéz targynak tartjak, holott ez szerintiik egyike a legkénnyebb
és legélvezetesebb disciplindknak.” — irta réla gimnédziumi kollégaja Renner Janos
Lajos, Ratz Laszl6 soproni tandranak fia.

A Budapest-Fasori Evangélikus Gimndzium épilete ma

Hiressé vélt tanitvanyai kozott volt a késobbi Nobel dijas Wigner Jend, és
a Wigner altal a ,koztiink a legokosabb”-nak nevezett Neumann Jéanos is. ,A leg-
nagyobb hélat és szeretetet volt tandraim kozott Ratz Laszlé irant érezek. Most
sokkal mélyebben értem, mint azel6tt, milyen ritka dolog az, hogy valaki lemond
egy magasabb allasrél — az O esetében az iskola igazgatésagarol, — és egy szeré-
nyebb allast foglal el. O szeretett tanitani, szerette 14tni, mint hatol be a megértés
a tanuldk tudataba, mint értik meg milyen nagyszert az, hogy az emberi ész képes
egy gondolatot a masikhoz flizni, képes a kovetkeztetésekbdl csoddlatos épiiletet
— erés épiiletet — alkotni. Sok nagy tudds fejezte ki csoddlatat ezen képességeink-
kel kapcsolatban, de 6 szerette a csodat latni és érezni. Nagyobb dolognak tartotta
ezt, mint a csodat csupdn felismerni. Ratz Laszlé — képe az egyetemen a munka-
szobamban van — nem csak az iskoldban tanitott. Neumann Janosnak, kinek szinte
egyediilallo tehetségét csirajaban felismerte, maganorakat adott, nekem tobb ritka
érdekességli konyvet adott olvasasra, és ezekbdl nem csak matematikat tanultam,
de csodalatot is szereztem a kovetkeztetések bamulatosan iigyes egymashozszovése
irdnt is. Megértettem nagyon kordn, hogy ez a matematika lényege, ez a matema-
tikus mivészete és kivaltsaga.” — emlékezett vissza rda Wigner Jend.
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Réatz tanar ur addig tanitotta kiilon is
Neumann Janost, amig még 6 tudott tobbet. Utana
egyetemi tandrokat kért meg, hogy foglalkozzanak
a kiilonlegesen tehetséges ifjaval, példaul Kiirschék
Jézsefet.

De sokak, példaul Mikola Sandor szerint a ma-
tematikai tandraindl is mélyebb az a hatas, me-
lyet Réatz Laszlé a Kozépiskolai Matematikai La-
pok révén az orszag matematikai tanitasara kifej-
tett. ,,20 éven at szerkesztette e lapot. Teljesen 6n-
zetleniil csindlta, sem allami, sem masféle segitsé-
get sehonnan sem kapott (de nem is kért), sét a lap
kiaddséra tetemes Osszegeket is aldozott. A legna-
gyobb gonddal valogatta meg a kis folydirat cikkeit és feladatait, hogy a tanulékban
a mathematikai problémék irdnt valé érdeklédést folkeltse és az igazi mathemati-
kai gondolkozasi méd magvait elhintse. Még nagyobb gonddal és lelkiismeretséggel
olvasta at és biradlta meg az orszdg minden részébol beérkezé megoldasokat. Nagy
éleslatdssal mindenkor fel tudta ismerni az igazi tehetségeket, igyhogy méltan di-
csekedhetnék azzal, hogy mindazok, akik az egyetemeken és a féiskolakon mint
kivalé mathematikusok kitiintek, majdnem kivétel nélkiil az 6 lapjanak szlikebb
gard4jabol keriiltek ki”, irta Ratz nyugdijba vonuldsa alkalmébdl Mikola, aki is-
kolatarsa volt Réatz Laszlonak a soproni liceumban, a fasori gimnéziumban pedig
tanartarsa.

A 12 éves Neumann Jdnos

Bucsuzasul,

Ide 8 tova hirom esztendeje annak, hogy a K&zép-
iskolai Mathematikai Lapok megalapitisinak esz-
méje b megérlelédott. Az ének festet adott
Gross Gusztdv urnak 4ldozatkésisége, ki egy mutat-
vinyszimuak kell szdmu példényban valé elkészftésére
a nagyon is kétséges siker reményében villalkozott 8 ime
a vArva vért siker bér lasst, de biztos 1épésekkel megjott.
Az olvasSknak eleinte csak kicsi,‘de annél lelkesebb gér-
déja sorakozott a lap koriil, melynek jeligéje volt felkel-
teni és dpolni a kﬁzéplskolal mathematikai tanulményok
irboti érdeklgdést az ifjusig  kebelében az iskola falain
kivill is.

De nemcsak az ifjisig karo'ta fel az uj folyGiratot
— serény tevékenyaséget fejtvén ki a kirifattt foladatok
megolddsa kortl — de a magy: ar tanﬁrség és a magyar
ktzépiskola is meghozta 4ld gatdsa - 4ltal
biztosftvén a folyéirat fennéllhathét

Eme 1ﬁus£gtél és tanfroktél, valamint a magyar ks-
& mai napon, mid5a folyd-
iratomat utédom, R4tz L&szIS, budapesti f6gymn siumi
tanér ur ssakavatott vezetésére bizom.

Csakis az a remény, hogy a folydirat feji6édése a f6-
viros szellemi életének #rjaban nagyobb lendiletet vesz
majd és igy hivatésat sik bben tolti b2, ké arra,
hogy vezetésétsl megviljak.

Ign, hogy ez elhatérozésomat a folyéirat uj vezet§jének
kivalé gy tete és lelkessége tet kénnyebb! tette.

Végre az uj szerkesats ama megtisztel§ bizalma, mely-
lyel a folybirat tovdbbi szerkesztésében valé részvéielre —
egyszerdl kizkatonaként — felsz6litott, arra készlet hogy a
szives olvasénak istenhozzédot csak a viszontldtds remé-
nyében mondjak.

Gy6rott, 1896. mérezius hé 15-én.

Olvaséinkhoz!

Midén a K&zépiskolai Mathematikai Lapok
szerkesztését dtveszem, nem tartom szilkségesnek, hogy
részletes programmot adjak. A lap ezentul is a mathema-
tikai tanités szolgdlatiban fog. 4llani, irdnya nem véltozik,
czélja marad a régi.

Jél ismerem véllalkoz4saimnak nehézségeit, de elha-
tdrozdsomat megkonnyitette azon kedvezd korillmény, hogy
a lap lelkes alapitéja s eddigi buzgé szerkesztéje Arany
Déniel ur ezentul is megmarad fémunkatérsnak. Tud4-
sét 8 b6 tapas.talatait a legnagyobb készséggel bocsétja
a lap rendelkezésére.

A kedvezd ilélet, melylyel a hazai sajté a Kozép-
iskolai Mathematikai Lapokat fogadta, mutatja hogy a
magyar kézépiskolnak e kozlonyre sziiksége van. Fel-
adutdt azonban csak ugy fogja sikeresen megoldhatni, ha
minél szélesebb korokben terjed el s tdmogatdi nem csak
olvassék, de egyuttal frjik is a lapot. Ez okbél tisz-
teletteljesen felkérem t. szaktérsaimat, f6kép pedig a lap
eddigi munkatdrsait, hogy engem nehéz munkémban témo-
gassanak s kozlernényeikkel a Kozépiskolai Mathematikai
Lapokat .felkeresni sziveskedjenek.

Budapest, 1896. mérczius hé 15-én.

Ratz Lé&szlé
{égymnasiumi tandr.

Arany Ddniel lekészond és Rdtz Laszlo 1idvizld levele a Kézépiskolai Mathematikai Lapokban
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Rétz Laszlo a Kozépiskolai Matematikai Lapok szerkesztését az alapitétol,
Arany Dénieltol vette 4t 1896-ban.

Munkéssaga alatt olyan kés6bbi matematikusokat taldlunk a feladatmegolddk
kozott, mint Riesz Frigyes, Fejér Lipét, Karman Tédor, Kénig Dénes, Riesz Marcell,
Haar Alfréd, Szegé Gébor.

T6bb tankényvet irt, példaul Mikola Sédndorral kézosen (Rdtz-Mikola: Az infi-
nitezimdlis szdmitds elemei a kézépiskoldban), de élete nem szoritkozott kizdrdlag
a matematika tanitdsara. Hegediilt és vezette a gimnéziuma Dal- és Zeneegyesiile-
tét, lelkes turista is volt. Részt vett kora kozoktatasi reformjainak kidolgozasiaban,
szamos bizottsagnak volt tagja.

Rétz Laszlot 1925-ben, 62 éves kordban sajat kérésére nyugdijaztak. De nyug-
dijasként sem szakitotta meg a kapcsolatat a gimnaziummal, oda gyakorta bejart,
tovabbra is élénken érdekl6dott az iskolai élet irant és latta el tanacsokkal, azo-
kat, akik hozzd fordultak. O l4tta el a Volt Névendékek Egyestiletének iigyvezeto
alelnoki tisztét is.

1930-ban nyaraldsdbdl hazatérve utkozben agyvérzést kapott. Az iskola koze-
lében 1év6 varosligeti szanatériumba még sajat laban tudott bemenni, de allapota
rosszabbodott, és par hét mulva, szeptember 30-an elhunyt.

A gimnédziumédnak tandri testiilete altal kiadott gyaszjelentésben ez &ll:
»ozellemének és alddsos miikodésének emléke élni fog iskolankban, egyhazunk-

ban és az egész orszagban”

Es valéban. Az iskoldban dombor- 7
miives emléktabla emlékezik meg Ratz v, R B
Lészlérdl, Budapest XI. keriiletében Y e LASLLO. : .
utca viseli a nevét. | M::d ,::?:us “

2000ben_pedig  hirom _nagy- i
véllalat, az FEricsson Magyarorszag, SISO
a Graphisoft és a Richter Gedeon Nyrt.
megalapitotta a Ratz Tanar Ur Eletm
Dijat. Ezt a dijat olyan biolégiat, ma-
tematikat, fizikit vagy kémidt tanito Rdtz Ldszlé emléktdbldja a rdla elnevezett
tanarok kaphatjak, akik kimagaslé
oktaté-neveld tevékenységet végeznek
vagy végeztek a kozoktatasban.

Lapunk hajdani szerkesztéjének nevét viseli a matematika tanarok évenként
megrendezésre keriild Ratz Laszl6 Vandorgyiilése is.

Avtitorra
BUDAPEST FOVAROS X1 KERULETI ONKORMANYZAT
BUDAPESTI EVANGELIKUS GIMNAZIUN.

budapesti utcdaban

Forrasok
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avagy
hogyan miikédik a felvételi pontszamhatarok
v | meghatarozasa

l I Stabil hazassagok

Az érettségi vizsgak eredménye jelentés mértékben meghatdrozza az egyete-
mi felvételiken figyelembe vett pontszamokat. Ugyanez igaz a kozépiskolai felvételi
vizsgakra is. De vajon hogyan hatarozza meg a jelentkezé pontszama és az egye-
temek, illetve kozépiskoldk altala megadott sorrendje azt, hogy végiil hova veszik
fel? Err6l szol ez a cikk, pontosabban arrél az algoritmusrdl, aminek segitségével
az egyetemeket, illetve kozépiskolakat és a felvételizéket egyméshoz rendelik.

A kiilonbo6z6 orszagok egyetemei kiilonbozé felvételi eljardsokat alkalmaznak,
sokszor ez még egy orszagon beliil sem egységes. Ezeket az eljardsokat nehéz Gssze-
mérni, mert sok szempont szerint hasonlithaték ossze, egyikben az egyik jobb, ma-
sikban a masik. Raadasul egy adott tulajdonsig esetén is szubjektiv lehet annak
megitélése, hogy melyik a jobb. Ennek ellenére megkockaztatom azt a kijelentést,
hogy Magyarorszagon az egyetemi és a kozépiskolai felvételi eljaras is nagyon igaz-
sagos, és kozel van az optimélishoz.

Ebben a cikkben csak a felvételi eljaras legvégére koncentralunk, amikor mar
minden didknak megvannak a pontszamai azokra a szakokra, amelyekre jelent-
kezett, illetve minden didk rangsorolta a szakokat, amelyekre jelentkezett, vagyis
megadta, hogy melyik szakra menne a legszivesebben, melyikre a méasodik legszi-
vesebben stb.

Ezek utdan mindossze a kovetkez6 elvarast fogalmazzuk meg:

Ne forduljon el6 az, hogy a D didkot az FE, szakra vették fel, a Do-t pedig
az FEs-re, mikézben D, szivesebben ment volna az Fs-re, mint Fq-re és az Fy szak
is el6bbre rangsorolta D:-et, mint Da-t.

A D szivesebben ment volna az Eo-re” azt jelenti, hogy Dy rangsoraban az Ey
szak elorébb van, mint az Fi, az ,FEo szak elébbre rangsorolta D1-et, mint Do-t”
pedig azt, hogy a D, didk F5 szakra vonatkozd pontszama magasabb, mint a Dy
didké.

Ez a probléma bonyolult ahhoz, hogy itt részletesen targyaljuk, ezért ennek egy
er0sen egyszerisitett valtozatdnak megoldasara mutatunk egy egyszeri, de haté-

kony algoritmust. Ezt az egyszertisitett helyzetet a matematikaban stabil hazassag
problémanak hivjuk, melynek szokdsos megfogalmazdsa a kovetkezd:

Adott kné (N = {nq1,ng,...,nk}) és k térfi (F = {f1, f2,. .., fr}). Mindenkirél
tudjuk, hogy a méasik nem tagjait hogyan rangsorolja abbdl a szempontbdl, hogy
mennyire szivesen kotné ossze vele az életét. Minden né rangsorolja a férfiakat,
vagyis minden n; megad egy teljes >,, rendezést a férfiakon, és minden férfi
rangsorolja a ndket, vagyis minden f; megad egy teljes >, rendezést a ndékon,
holtverseny most nem megengedett. Ez felfoghatd gy is, hogy minden né esetében
adott F' egy permutécidja, és minden férfi esetében pedig N egy permutacidja.
(Az eredeti probléméhoz képest itt a nék az egyetemi szakok és a férfiak a didkok,
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vagy forditva. Nyilvdnval6, hogy ez erds egyszeriisitése az eredeti problémaéanak,
hiszen ebben az esetben ugyanannyi szak van, mint ahdny didk.)

Ezt a kiindulasi helyzetet két k x k-s tablazattal kivdléan tudjuk szemléltetni.
(Vagyis a bemeneti adatok mérete 2k?).

Hogy jobban megértsiik az algoritmust, ezért egy konkrét példan végig is
nézziik a lépéseit. 5 né és 5 férfi szerepel a mi torténetiinkben, vagyis két 5 x 5-6s
tablazat irja le az algoritmus bemeneti adatait:

ENEAENENE LAlR A AlS]
Jo | fs | fa| f3 | f2 ny | n1 | ns | ng | ns
f3a | fal fi| fol|fs Ny | Na | N1 | N2 | No
Nl A o] ] fa ns | ns | n3 | n3 | n3
fol fo| fs | f5| f1 ng | n2 | na | ns | My
fs | fa | fa | fal] fs n3 | n3 | na | 1| ng

Ez tehat azt jelenti, hogy ny legszivesebben fs4-hez menne feleségiil, és legke-
vésbé fs-hoz, mig fo-nek ni tetszik a legjobban és ng a legkevésbé.

Vizsgaljuk meg, hogy egy parbadllitast mikor tekinthetiink stabilnak, vagyis
mit jelent az az egyetlen elvardsunk, amit megfogalmaztunk a péarositassal kapcso-
latban. Azt jelenti, hogy nincs olyan né és férfi, akik kolcsénosen jobban vonzdédnak
egymadshoz, mint a parositdsbeli parjukhoz. Vagyis nincs olyan n; és f;, akiknek
a parositdsbeli parjaik f,. és ng, de f; >, fr ésn; >y, ns. Ok ugyanis szivesebben
elszoknének egyiitt, minthogy elfogadjak az aktualis parjaikat.

Nézziik meg, hogy stabil-e az a parositas, amikor a parban 1év6 tagok indexének

Ez nem stabil, hiszen n, és f1 szivesen elszoknének. Miért? Mert f; rangsora-
ban ny az elsd, {gy megelézi ns-6t, és ny rangsordban is elérébb van f; (a 3. helyen),
mint f5 (aki az utolso).

(A kovetkezd dbran zold nyillal jelsltiik a parositdst, pirossal pedig a pért, akik
szivesen elszoknének.)

Erdemes megnézni, hogy ha a parokat az azonos index{i n8kbél és férfiakbol
képezziik, akkor az a parositas stabil lesz-e.

Egy péarositast tehdt akkor mondunk stabilnak, ha nincs olyan férfi és no, akik
nem egymas parjai, de egyiitt szivesen elszoknének.
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A feladat a kovetkezo: taldlni egy h: N — F kolcsonosen egyértelmii megfe-
leltetést (bijekcidt), amelyre igaz az, hogy nincs olyan n; és ng, hogy

h(ns) >pn, h(n;) és ng >p,) ns-
(Az eredeti jelolések és a h kolesonosen egyértelmii megfeleltetés kozotti kapesolat
alapjan: f, = h(n;) és f; = h(ns).)
A probléma az 1950-es évek elején mér felvet6dott és azt a National Resident

Matching Program meg is oldotta, orvosrezidenseket és kérhazakat parositva meg-
felelGen.

1962-ben David Gale és Lloyd Shapley belatta, hogy mindig 1étezik stabil pa-
rositas, amelyet konnyen meg is lehet talalni az azéta Gale—Shapley algoritmusnak
nevezett eljarassal. Késébb Alvin E. Roth Nobel-dijas kozgazdasz észrevette, hogy
ez az algortimus pontosan ugyanaz, amit a National Resident Matching Program
10 évvel Gale és Shapley el6tt mar alkalmazott.

Az algoritmus a kovetkez6:

1. kor

1. 1épés: Minden férfi megkéri a listdjan elsé helyen szereplé né kezét.

2. lépés: Minden né ,feltételesen” elfogadja a szamara legkedvez&bb ajanlatot
(eljegyzések).

Elképzelhet6, hogy egy né nem kap ajanlatot. Ekkor var tovabb.

Ha egy férfit elutasit egy né, mert volt kedvez6bb ajanlata, akkor azt a not
a férfi végleg kihtzza a listajarol.

k. kor
1. 1épés: Minden nem eljegyzett férfi megkéri a listajan legelol szerepl6 no kezét,
akit még nem kért meg.

2. lépés: Minden né megnézi, hogy az 1j ajanlatok, illetve az esetleg mar
meglévo eljegyzés koziil melyik a legkedvezébb a szamadara, és azt valasztja. Ha
ehhez fel kell bontania a meglévd eljegyzését, akkor felbontja azt.

Addig lesznek 1jabb és tjabb korok, amig mindenki tagja nem lesz egy parnak.
Az is elképzelhetd, hogy mér az els§ korben véget ér az algoritmus.

Nézziik meg az algoritmust a mi példankon:

Az elsé korben fi és fo megkéri ny kezét, f3 és fs5 pedig ns kezét, mig fy4
ajanlatot tesz n4-nek.
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Jeloljiikk az ajanlattétel tényét A-val egy tabldzatban. Ezt kovetden tegyiik
meg a masodik 1épést, és jojjenek 1étre az eljegyzések, amiket E-vel jeloliink. ni két
ajanlatot is kap, f1-t0l és fo-t0l. A listajan f; elorébb szerepel, mint fs, igy fi
ajanlatat atmenetileg elfogadja, fo-t viszont elutasitja. Hasonld torténik ns-tel is,
aki f5 ajanlatat fogadja el és f3-at utasitja vissza.

ny | no | ng | ng | Ny ny | N2 | N3 | Ng | Ny
fi| A fi | E
fo| A f2
—
f3 A /3
fa A fa E
fs A fs E

Mivel n elutasitotta fo-t, ns pedig f3-at, ezért a férfiak ezeket a néket kihtizzak
a listajukrol.

Mivel ennek a két férfinak nincs eljegyzése, igy 6k a listajukon legel6l 4116 nének
tesznek ajanlatot. Vagyis fo n4-nek, f3 pedig ni-nek.

Mivel ny4 jobban szimpatizal fo-vel, mint f;-gyel, ezért felbontja a meglévo
eljegyzését. Hasonldan jar el ny is.

ny ) ns na ns ny ) ns na ns
fi| E Bkt
f2 A fo E
—
3| A f3| E
fa E fa
f5 E f5 E

Mivel n; elutasitotta fi-et, ny pedig fi-et, ezért a férfiak ezeket a ndket
kihuzzak a listdjukrdl, és a kovetkezd korben Ok kérik meg az aktudlis listajukon
legelokel6bb helyen all6 noé kezét, vagyis mindketten no-ét. no a sajat listdja alapjan
fi1-et elutasitja, fi-gyel eljegyzi magat:

ny | ng | ng | ng | ns ny | N | N3 | Ng | N5

1 A fi

f2 E fo E
—

fs | E f3| E

fa A fa E

fs E f5 E

Mivel fi-nek nincs eljegyzése, ezért 6 ajanlatot tesz ms-nek, mivel 6 a legelol
all6 holgy a listdjan. (ni-et és no-t mar kihuzta a listérol.)

Mivel njs listdjan el6bb szerepel fs, mint fi, igy nem bontja fel a meglévé
eljegyzését, hanem elutasitja fi-et.
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ny | no | n3 | ng | ns Ty | N2 | N3 | Mg | N5

f1 A fi

fa E fo E
—

fs | E fs | E

fa E fa E

f5 E fs E

Igy megint csak f; tesz ajénlatot, mégpedig ny-nek, de most sem jar sikerrel,
mert ny4 elébbre rangsorolta fs-t, igy 6 sem bontja fel az eljegyzését.

ny | ng | ng | ng | Ny Ny | Ng | N3 | N4 | N3

1 A fi

f2 E fo E
—

f3| E fs | E

fa E fa E

f5 E fs E

Az utolsé 1épéshez érkeztiink, fi; végs6 elkeseredésében ajanlatot tesz ms-nak,
akinek nincs eljegyzése és mas ajanlata sem, igy jobb hijan elfogadja f; ajanlatat.

ny | no | n3 | ng | ns Ty | N2 | N3 | Mg | N5
f1 A fi E
fa E fo E
—
fs | E f3s| E
fa E fa E
f5 E fs E

fgy tehdt azt kaptuk, hogy az ni—f3, na—f1, ns—f1, na—fo, ns—f5 egy stabil
parositas, senki nem akar elszokni senkivel.

Ez a  hagyomanyos” modell volt, hiszen a férfiak kérték meg a nok kezét. Ha
a nék kérnék meg a férfiak kezét — ki lehet probalni —, akkor is a fenti parositast
kapnéank.

Ez alapjan felmeriilhet az a sejtés, hogy mindig pontosan egy stabil parositas
létezik. Ez sejtés azonban gyorsan hamisnak bizonyul.

Vegyiik a kovetkezd nagyon egyszeri példat: Gsszesen két férfit és két not

akarunk Osszehdzasitani. A bemeneti adatokat a kovetkezd két egyszerii tablazat
tartalmazza:

f2 f1 ny | N2
fi ] fo ny | Ny

Mi torténik, ha a férfiak tesznek ajanlatot? Akkor az elsé kor els6 1épésében
mindkét né egy-egy ajanlatot kap, igy az algoritmus egy lépésben véget is ér,
a kapott parositas: fi—ni, fo—ns.
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Mi torténik, ha a nok tesznek ajanlatot a férfiaknak? Akkor az els6 kor el-
s6 lépésében mindkét férfi egy-egy ajanlatot kap, igy az algoritmus ekkor is egy
lépésben véget ér, de a kapott parositds: fi—ns, fo—nq.

A stabil parositds nem mindig egyértelmii, de azt Gale és Shapley bebizonyitot-
ta, hogy ilyen feltételek mellett mindig létezik megfelel$ parositéas, és egy parositast
a fenti algoritmus meg is taldl (méghozzd a bemeneti adatok szdm&tdl linedrisan
fiiggd szamu 1épésben).

A fenti nagyon egyszerii példdban az latszik, hogy ha a férfiak tesznek ajan-
latot, akkor nekik kedvez az algoritmus (mindkét férfi a szdmdra szimpatikusabb
nével keriilt parba), ha pedig a nék teszik az ajdnlatot, akkor nekik kedvez (mindkét
né a szdmara szimpatikusabb férfival keriilt parba).

Ez éltaldban is igaz. Mit jelent az, hogy a néknek kedvez az algoritmus? Azt,
hogy ha P,, az a stabil parositas, amelyet 1igy kaptunk, hogy a ndk tettek ajanlatot,
akkor nincs olyan P stabil parositds, amelyben van olyan nd, akinek ott szdmara
kedvez6bb parja van, mint P,-ben. Vagyis ha vessziik az 0sszes stabil parositast, és
megnézziik, hogy melyik nonek kik a parjai valamelyik stabil parositasban, akkor
P,-ben ezek koziil a lehetséges parok koziil a sajat rangsordban a legjobbat kapja
meg parként.

Nézziik még meg azt, hogy miben kiilonbozik az egyetemi felvételi rendszere
a stabil parositasi problématdl:

o Az egyetemi szakok és a felvételiz didkok szama nem egyezik meg.

e Az egyetemi szakokra nem egy didkot vesznek fel, hanem tobbet, és meg van
hatdrozva egy maximalis létszam, ahany didkot fel lehet venni az adott szakra.

o A felvételizok szigori rendezést adnak meg a szdmukra szimpatikus egyetemi
szakok kozott, ahogy ez a stabil hdzassag probléméban is szerepel. Azonban
az egyetemek Ugy rangsoroljak a didkokat, hogy lehet kozottiik holtverseny,
hiszen lehet két didknak azonos felvételi pontszdama egy adott szakra.

Tekintsiink el most az utolsé kiilonbségtol. Ekkor az algoritmust tudjuk mé-
dositani gy, hogy tovabbra is miikodjon.

Most tehat vannak az egyetemi szakok (S = {s1, 82, ..., sk}), ezekhez adottak
pozitiv egészek (M = {my,ma,...,my}) Ugy, hogy az s; szakra legfeljebb m; didkot
lehet felvenni. Illetve adottak a didkok (D = {dy,ds,...,d,}). Tegyiik fel tovdbb4,
hogy minden didk azokat a szakokat rangsorolta, ahovd szivesen menne (nincs
tehét didkonként az 6sszes szak rendezve), illetve minden szak szigorian rangsorolja
a didkokat, akik oda jelentkeztek.

Gondoljunk most minden s; szakra gy, hogy hozza van rendelve egy terem,
amelyben 1-t6]l m;-ig szdmozott székek vannak.

Az elsé korben minden didk odamegy annak a szaknak a terméhez, amelyet
elsonek jelolt meg. Minden s; szak terménél sorbarendezik a didkokat az s; szakra
sz016 pontszdmuk alapjan (itt most nem lehet holtverseny). Az els§ m; ember
leiil a székekre a sorrendnek megfeleléen. A tobbieket az s; szak elutasitja, és 6k
kihuzzak a listajukrdl ezt a szakot, oda mar biztosan nem fogjék felvenni &ket.
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A mdsodik korben azok, akik nem iilnek valamelyik teremben, megnézik, hogy
melyik a kovetkez6 szak a rangsorukban, és odamennek annak a szaknak a termé-
hez. Most minden s; szak terménél az Gsszes ott 1év6 didkot (tehdt azokat, akik
eddig a teremben voltak és azokat, akik most érkeztek) djra rendezziik, és megint
az els6 m; didk il le a székekre. Vagyis a most érkezok kiszorithatjak azokat, akik
mér eddig ott iiltek, ha magasabb a pontszamuk (elérébb vannak a szak listajan).
Akik a rendezés utan nem jutnak székhez, azokat az adott szak elutasitja, és ezek
a didkok ezt a szakot kihuzzak a listdjukrol.

A tovéabbi korok pontosan ugyanigy zajlanak egészen addig, amig van még
olyan didk, aki nem {il egyik teremben sem és van még a listajan szak. Amikor mar
nincs ilyen didk, akkor az algoritmus véget ér.

Elképzelhetd, hogy az algoritmus legvégén valamelyik terem nem telik meg,
maradnak iires székek. Ekkor az adott szakra nem sikeriil felvenni a maximélisan
lehetséges szamt didkot. Sajnos az is elképzelhetod, hogy egy didkot az Gsszes listdjan
1év6 szakndl elutasitanak.

A fenti algoritmus a didkoknak kedvez. Ez azt jelenti, hogy ha vesziink egy
tetszéleges didkot, és megnézziik az Gsszes lehetséges ,stabil parositdasban”, hogy
hova vették volna fel, akkor ez az algoritmus olyan péarositast ad, amely ezek koziil
a szakok koziil a didk altal legelorébb rangsorolt szakot rendeli a didkhoz.

Belathaté, hogy ez az algoritmus véges sok lépésben véget ér, és megfelel annak
a feltételnek, amit a legelején megfogalmaztunk. Ennek atgondoldsit az olvasoéra
bizzuk.

Fontos felhivni a figyelmet arra a momentumra, hogy ha valaki egy adott
terembe csak egy késébbi korben érkezik, de magas pontszama van, akkor kiszoritja
azokat, akik esetleg mar korok éta ott vannak (vagyis a listdjukon el6rébb szerepelt
az a szak), de alacsonyabb a pontszdmuk, mint a kés6bb érkezének. Ez az oka annak,
hogy nem érdemes azt a taktikat kovetni ebben a rendszerben, hogy elsé helyre
olyan szakot ir a felvételizo, ahova jé eséllyel felveszik, és a rizikdsabb szakokat
hatrabb rangsorolja. Azt kell az els6 helyre irni, ahova a felvételizé a leginkabb
menni szeretne, fiiggetleniil attél, hogy mekkora az esélye az adott szakra bekeriilni.
Semmilyen mértékben nem rontja a felvételi esélyeit a didk egy hatrébb rangsorolt
szakon azzal, hogy voltak szamara el6rébb rangsorolt szakok is.

Végezetiil ejtsiink par szét a holtversenyekrél, mert Magyarorszagon elképzel-
hetd, hogy tobb didknak is ugyanannyi pontja van egy adott szakra. Az aktudlis
szabaly az, hogy az azonos ponttal rendelkez6 didkokkal szemben egyformén kell
viselkednie a szaknak, vagyis ha két didknak ugyanaz a pontszama, akkor vagy
mindkettét fel kell venni, vagy mindkettot el kell utasitani. Ez nem elhanyagolhaté
nehézség, ha ezt a problémat is kezelni akarjuk, akkor egy bonyolultabb algoritmust
kell valasztanunk.

A holtversenyek kezelésére a kiilonb6z6 orszagok kiilonbozo stratégiakat alkal-
maznak. Van, ahol az a szabaly, hogy ha a hataron holtverseny van, akkor minden-
kit fel kell venni az adott pontszammal, azaz névelni kell a megfelel6 keretszamot.
Van, ahol épp az ellenkezdje torténik, vagyis akkor az adott pontszammal sen-
kit nem vesznek fel. El6fordul olyan is, ahol ilyen esetekben sorsolassal dontenek.
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A holtversenyek problémajat el lehet gy keriilni, hogy a pontszamitas lényegében
kizarja, hogy azonos pontszama legyen két didknak. Illetve az is egy 1étezé médszer,
hogy a pontszam mellett egy masodik tényezd (pl. sziiletési ddtum) is szerepet jat-
szik a szigord rangsor kialakitdsaban, mert elég valdszintitlen az, hogy két azonos
pontszamu didk napra pontosan egykori is legyen.

Magyarorszagon még legalabb két tényez6 bonyolitja a helyzetet. Az egyik,
hogy vannak olyan szakok, ahol alsé korlatja is van a létszamnak, vagyis a szak
nem indul el, ha nem tudnak megfelelé szamu hallgatét felvenni. A masik, hogy
az allamilag finanszirozott helyek teljes szamara is 1étezik egy kozos felsé korlat.

Juhasz Péter

[ \ |

A’.\"
Beszamolé a 2023-as EGMO versenyrol CJ 9

I_() \)_I

Az idei Eurépai Ledny Matematikai Didkolimpia (EGMO) 2023. aprilis 13. és
19. k6z6tt keriilt megrendezésre Szlovénidban, Portorozban. Idén 55 orszag 213 ver-
senyz0je kezdett neki a feladatok megoldasanak.

T

Portoroz

A magyar csapat nagyon szép teljesitménnyel, két arany-, egy eziist- és egy
bronzéremmel tért haza, ezzel az 6sszes (55) résztvevd orszag kozott 9., mig az eu-
répai orszagok (38) kozott 6. helyezést szerezve. Az eredmények:

Fiilép Csilla (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.) 40 ponttal aranyérmet,
Sztranydk Gabriella (Budapest, Berzsenyi Ddniel Gimn.) 38 ponttal aranyérmet,
Wiener Anna (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.) 35 ponttal

eziistérmet,
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Kercsé-Molnédr Anita (Budapesti Fazekas Mihély Gyak. Alt. Isk. és Gimn.) 19 pont-
tal bronzérmet szerzett.

Koszonjitk a Morgan Stanley és A Gondolkodds Orome Alapitvény tdmo-
gatdsat!
A versenyz6ék beszamoldja alabb olvashato.

%

Legtobben &prilis 13-4n, csiitortokon talalkoztunk Budapesten, és indultunk
neki a 7,5 6ras vonatiutnak Ljubljandba. Els6re riasztéan hossziunak tiint, de eliitot-
tikk az id6t beszélgetéssel és kiilonbozo jatékokkal. A szervezdk a vasitdlloméason
vizzel és édességekkel vartak minket, igy mindenki 1j erére kapott és készen alltunk
a Portorozba vezetd buszutra. Anitaval és Zsuzsdval a hotelben taldlkoztunk, igy
teljessé valt a csapat. A guideunk nagyon aranyos volt, elére tudta mindenki nevét
és segitett megtalalni a szobdinkat. Minden szoba kiilonb6z6 szinten volt, Anita
és Panka egy valamivel nagyobb szobat kapott a hajokra nézé kilatassal, Zsuzsa,
illetve Gabi és Csilla gyonyorii erkélyeket is kaptak, amik a par méterrel el6ttiik el-
teriils tengerre néztek. Sajnos Melinda nem veliink, hanem a szomszédos hotelben
aludt, de csak egy rovid séta vélasztott el minket.

Kincskeresdk

A maésnap reggelt egy treasure hunttal inditottuk, és Portoroz és a szomszé-
dos Piran kozott vezetd ttvonalon kiilonbozé rovid feladatokat csinalhattunk meg,
példaul tollakat kellett iivegekbe beleejteniink vagy magunkbdl ki kellett raknunk
az EGMO betiit. Délutan részt vettiink a megnyitén: néhany beszéd és zenés pro-
dukcié utdn minden orszdg versenyzoi kimentek a szinpadra, feltartottdk a zaszlo-
jukat és megtapsoltuk Oket. Zarasként mindenki odadllt a szinpad elé, és késziilt
egy nagy csoportkép.
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Eléz6 este Melinda és Zsuzsa jétandcsokkal (,Nagy, SZERKESZTETT &bra;
...7) 1atott el benniinket és megbeszéltiik, hogy mire figyeljiink majd a versenyen.
Most viszont csak egy-egy batorito olelést adtak, mert Melinda mar ismerte a fel-
adatokat, és hamar szerettiink volna aludni menni, hogy a lehetd legkipihentebbek
lehessiink masnap. Ez egészen jol sikeriilt, és a feladatok is nekiink kedveztek: a leg-
nehezebbnek szént feladat egy kombinatorika volt, amit mig tobb orszag tényleg
a legnehezebbnek tartott, szerintiink viszont egy megoldhaté feladat volt. Délutan
kiilonb6z6 workshopokon vehettiink részt, Gabi és Csilla példaul fiirdobbombékat
készitett.

Feladatmegoldds kézben

Vasarnap volt a mésodik versenynap, ahol az utolsé geometria feladat mindenki
szerint nehéz volt, sokat gondolkodtunk rajta, és a versenyen senki sem oldotta meg
teljesen, de Gabi még aznap este taldlt egy rovid befejezést a megoldaskezdemé-
nyére. Utana 1jabb programokat szerveztek nekiink: lehetett példaul kulcstartokat
és karkotoket késziteni vagy ajakirt fézni.

Amig a csapatvezetdink a dolgozatainkat javitottdk, mi elmentiink Ljublja-
ndba, ahol egy idengenvezetével egyiitt megnéztiink egy random utcat (,In these
schools they didn’t teach the girls mathematics and geometry because they thought
they couldn’t comprehend it *koponya megkocogtatdsa mutatéujjal*”), egy lakatos
hidat (,Ljubljana was protected by a city wall, this might be familiar for Euro-
peans”), a varat (,Ljubljana’s mascot and protector is a dragon but this here is
a painting of Saint George who slayed the dragon. So my question is: is this dragon
here a good dragon or a bad dragon? Do you understand my problem?”, It wasn’t
very comfortable, actually it was very uncomfortable, in those times safety was
much more important. Ljubljana was very small and a lot of people lived here, so
every bit of space was needed. For example some craftsmen rented the space under
the stairs for their workplace.”) Ezutdn elmentiink a folyén hajokdzni, és megettiik
a szendvicsiinket (erre utasitva voltunk). Végiil a WOOP! Aréndba mentiink, ahol
lehetett példaul szabadulészobdba menni vagy laser tagezni. Gabi és Csilla lekés-
ték a jelentkezést, igy mar csak bowlingozni tudtak volna, ezért inkabb elmentek
vasarolni.
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Estére Zsuzsa és Melinda végeztek a koordinalassal és megszavaztak a pont-
hatérokat, {gy mdsnap egyiitt mentiink a ,Kissdrkdny”-barlangba (Postojna). Ez
egy cseppkébarlang, ahol kis sarkanyok élnek, amik igazabdl barlangi géték. Kis-
vonattal mentiink be és ki, kozte sétaltunk és hallgattuk a tiravezeténk és egyéb
turavezetOk magyardzdsat, amiben (ljubljanai idegenvezeténkéhez hasonléan) meg-
lehetGsen sok szd esett sarkanyokrol.

Barlangi kisvonat és a ,sdrkdany”

Délutédn volt a closing ceremony, ahol a kivetitén sajnos Anita neve mellett
Brazilidt tiintették fel. Egyébként beszédek voltak (egyet elvileg a ChatGPT irt),
harfazas, vilagités tancolds, az érmek dtadasa és faraszté zaszlotartds. Az iinnep-
ség és sok sorban allds utdn fényképezkedés kovetkezett. (Anita betegen érkezett
a versenyre, ezért a programoknak csak egy részén tudott részt venni, emiatt nem
tudott megjelenni a keddi dijkiosztén sem.)

Ezutan keriilt sor a bucsivacsorara, ahonnan a magyar csapat szokas szerint
késett, de szerencsére nem ettek meg addigra mindent a tobbiek. fgy legalabb nem
kellett sorban allnunk, hiszen méar mindenki vett az ételekbdl. Az estét egy buli
zérta, ahol a hotel halljdban tdncoltunk, beszélgettiink és tortat, koktélokat (ter-
mészetesen alkoholmenteset) fogyasztottunk. A hangulat olyan jé volt, hogy a bulit
tobb mint mésfél éraval tovabb tartottak a tervezettnél, és nagyjabol 5 ,jutolsé dalt”
kaptunk.

Szerdara mar csakis a hazautazds maradt, egy djabb 7,5 érds vonatit fél ora
késéssel megtoldva, igy 8 kerek orat tolthettiink egy kis fiilkébe zarva. Nem nagyon
volt olyan pillanat, amikor mindenki ébren volt, de legalabb valamennyire ki tudtuk
pihenni magunkat, és felidéztiik az elmult hét legemlékezetesebb eseményeit.

%

A jové évi verseny Grizidban keriil megrendezésre 2024 prilisiban. A vélo-
gatési folyamat és a felkészité program részleteiért a

https://cms.renyi.hu/olimpiak/
oldal EGMO fiilét érdemes ellendrizni 2023. jilius kézepétsl. ©

Batran jelentkezzetek, a felkésziilésbe szivesen varunk minden olyan lanyt, akit
érdekelne a versenyen valé részvétel lehetOsége vagy csak szeretne tobb idét tolteni
komolyabb matematikafeladatok megoldédsaval.
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A magyar killdéttség: Baran Zsuzsanna (helyettes csapatvezetd), Fiilop Csilla,
Sztranydk Gabriella, Wiener Anna, Kercsd-Molndr Anita, Kiss Melinda (csapatvezetd),
Csahdk Timea (koordindtor)

Kiss Melinda Fléra és Baran Zsuzsa
az EGMO felkészité csapat nevében

Az EGMO 2023 feladatai

Els6 nap

1. feladat. Adott n > 3 darab pozitiv valds szam, a1, as, . ..,a,. Minden 1 < i <
ai—1+ait+1

< n-re legyen b; = (itt az ap-t ap-nek definidljuk, az a,yi-et pedig

ay1-nek). Tegyiik fel, hog}lf tetszéleges 1 < 4,j < n esetén a; < a; pontosan akkor
teljesiil, ha b; < b; teljesiil.

Bizonyitsuk be, hogy a1 = as = ... = an,.

2. feladat. Adott az ABC hegyesszogli haromszog. Legyen D az a pont a koriil-

irt korén, amire AD atméré. A K és L pontok rendre az AB, illetve AC szakaszokon
helyezkednek el gy, hogy DK és DL érintik az AK L haromszog koriilirt korét.

Bizonyitsuk be, hogy a KL egyenes atmegy az ABC haromszdg magassag-
pontjan.

Egy hdaromszdg magassagpontja a magassigvonalak metszéspontja.

3. feladat. Legyen k egy pozitiv egész szam. Lexinek van egy D szdtara, ami
valahdny k betiis sz6bdl all és minden sz6 csak az A és B betiliket tartalmazza.
Lexi szeretné egy k x k-as racs minden mezGjére vagy az A vagy a B betlit beleirni
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ugy, hogy mindegyik oszlop egy D-beli sz6t tartalmazzon feliilrdl lefelé olvasva, és
mindegyik sor egy D-beli szbt tartalmazzon balrdl jobbra olvasva.

Mi az a legkisebb m egész, amire teljesiil, hogy ha D tartalmaz legalabb
m kiilonbo6zé szot, akkor Lexi ki tudja tolteni a rdcsot ezen a médon, fliggetleniil
attdl, hogy milyen szavak vannak D-ben?

Masodik nap

4. feladat. Turbd, a csiga egy korvonal egyik pontjan iil, melynek keriilete 1.
Pozitiv valés szamok adott ci;csa;cs;... végtelen sorozatara Turbd egymas utan
megteszi a c1;ca;cs;. .. tavolsdgokat a korvonalon, minden alkalommal eldéntve,
hogy az éramutatd jarasaval megegyezO, vagy ellentétes irdnyban mészik.

Példaul, ha a c¢q;c9;c¢3;... sorozat a 0,4;0,6;0,3;... sorozat, akkor Turbé el-
kezdheti a maszast az alabbi mddon:

/_% 0,6 /

Hatarozzuk meg azt a legnagyobb C > 0 konstanst, melyre a kdvetkezo telje-
siil: pozitiv valés szamok tetszdleges ci;cs;cs;. .. sorozatara, ahol ¢; < C' minden
i-re, Turbd biztositani tudja (a sorozat tanulményozdsa utén), hogy van egy pont
a korvonalon, amin sosem fog tartézkodni és amin sosem fog atmaszni.

5. feladat. Adott egy s > 2 pozitiv egész szam. TetszOleges k pozitiv egésznek
definidljuk a csavartjdt, k'-t az aldbbi médon: rjuk fel a k szdmot as + b alakban,
ahol a, b nemnegativ egészek és b < s, ekkor a csavartja k' = bs + a. Az n pozitiv
egészre tekintsiik azt a di, ds, ... végtelen sorozatot, amire d; = n és d;+1 a d;-nek
a csavartja minden ¢ pozitiv egészre.

Bizonyitsuk be, hogy ebben a sorozatban pontosan akkor szerepel az 1, ha
az n-nek az s? — 1-gyel val6 osztdsi maradéka 1 vagy s.

6. feladat. Legyen ABC' egy haromszog, melynek a koriilirt kore Q. Jelolje
rendre Sy, és S, a felez6pontjat annak az AC, illetve AB {vnek, ami nem tartalmazza
a harmadik csicsot. Jelslje N, a felez6pontjat a BAC {vnek (a BC {vnek, ami A-t
tartalmazza). Legyen I az ABC héromszog beirt korének kézéppontja. Legyen wy,
az a kor, ami érinti AB-t és beliilrdl érinti 2-t az Sp-ben, és legyen w, az a kor, ami
érinti AC-t és beliilrdl érinti Q-t az S.-ben. Mutassuk meg, hogy az wy és w,. korok
metszéspontjain dtmend egyenes és az I N, egyenes az ) koron metszik egymast.

A beirt kor az a kor a hdromszégben, ami a hdromszég mindhdrom oldaldt
érinti.
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Megoldasvazlatok a 2023/4. szam emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. Hdarom testvér, Dia, Viki és Ddvid Keszthelyrél Balaton korili kerékpdrtu-
rara egyszerre indul. Dia 20 km/h sebességgel haladva 18 dra 30 perckor, David
35 km/h sebességgel tekerve 14 drakor ért haza. Mekkora sebességgel haladt Viki,
ha & pontosan 15 drakor ért vissza Keszthelyre? (12 pont)

Megoldas. Jeloljiik a Balaton kortut hosszat km-ben mérve s-sel. Mivel David
menetideje % oraval kevesebb, mint Didé, ezért

s s 9

20 35 2
Ebbél s = 210, amit felhaszndlva D4avid menetideje 3251?“1(1% = 6 ¢ra. Igy Vikinek
7 o6ra allt rendelkezésre az it megtételére, ezért az 6 sebessége %ﬁm =30 km/h

volt.
2. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn:

22 4+x—2 2224+ 9z —4
— 22 +b5x—4 222 + 32 — 2

=2. (13 pont)

Megoldas. A méasodfoku kifejezéseket szorzatta alakitva:

(x —1)(z+2) n 2x—1)4 —x)
(x—1)d—-2) (2x—-1)(z+2)

=2

Ez alapjén az egyenlet értelmezési tartoménya: D = R\ { —2; %; 1; 4}.

Az egyszeriisitéseket elvégezve:

x+2+4—z
4—z x+2

)

majd a nevezdkkel beszorozva:
(z+2)°+ (@4 —2)?=2z+2)4—=z),
22 4z +4416 — 8z 4 2% = 2(—x? + 22 + 8),
422 —8x +4 =0,
4z —1)° =0,
amib6l = 1 adédik. Mivel « ¢ D, ezért az egyenletnek nincs megolddsa a valds

szamok halmazan.
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3. Az ABCD hirtrapéz D-bdl indulé magassigdnak talppontja az AB ala-
pon E, dtléinak metszéspontja M. Tudjuk, hogy AE =4, EB =9 és BDA< = 90°.

a) Mekkora o trapéz teriilete? (6 pont)

b) Bizonyitsuk be, hogy az MDA hdromszdg terilete mértani kizepe az M AB

és MCD hdromszdgek teriiletének. (7 pont)
Dy C Megoldés. a) Az ABD derékszogli hé-

romszogre alkalmazva a magassagtételt:

M
DE=VAE-EB=vV4-9=6,
CD=AB—-2AFE=13-2-4=5,

5 B
A E B {gy az ABCD trapéz teriilete
L. dbra AB+CD 1345
o J; .DE — ; .6 = 54.

b) A hurtrapéz tengelyes szimmetridjat felhaszndlva: Taypa = T po. Méasrészt

Tyvpa _ MA _ Tmas
Tvep MC  Tupe'

A felirt két Osszefiiggés alapjan:

Tvipa-Tvsc =Tvuas - Tvcp,

(TMDA)2 =Tva - Tyvcbp,

Tyvpa =VTuas - Tucp,

ezzel az allitast belattuk.

4. Egy gula alaplapja egység oldali négyzet. Egyik oldaléle szintén egységnyi
hosszusagu és egybeesik a gula magassdgdval. Mekkora a gula szomszédos lapjai
dltal bezdrt szogek kozil a legnagyobb? (13 pont)

E, Megoldas. A 2. dbra szerint a gildt egy
egység éli kockabdl szarmaztathatjuk. ABC D
a gula alaplapja, ED a magassdga, FA =
= FC = /2 a kocka lap4tléi, EB = /3 pedig
a kocka testatldja.

Az EDA és ECD lapsikok az alapsikra és
egymadsra is merélegesek. Az FAB sik az alap-
lap sikjaval és az EC D lappal 45°-o0s szoget zar
C be, mig az EDA lapra merdleges. Hasonl6an,
az EBC sik az alaplap sikjaval és az ED A lap-
pal 45°-0s szoget zar be, az EC'D lapra pedig
merOleges. Ezért varhatéan az FAB és EBC
lapok hajlasszoge a gila keresett szoge. Ennek
a szognek a kiszamitasdhoz allitsunk A-bdl és

2. abra
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C-bél merdlegest az EB élre. A kocka szimmetridja alapjan ezek kozos F' pontban
metszik az EB élt. Az FAB és FEA derékszogli haromszogek alapjan a BF = x
jelolést bevezetve:

AF? =12 —2% & AF? = (V2)° - (V3—2)%,

2
s AF =/ <.

Az FAC héiromszogre alkalmazva a koszinusztételt, kovetkezik, hogy

cosCFA<I=( §)2+( %)2_(\@)2:—17

9. /2. /2 2
ahonnan CF A< = 120°.

A gila szomszédos lapjai altal bezart legnagyobb szog 120°.

ezek felhasznélasaval

xr =

Sl

II. rész

5. Blicc dr minden hétkéznap villamossal megy dolgozni, de sohasem vesz
jegyet. A wvillamosra minden nap p valdsziniséggel szdll fel ellendr, és ilyenkor
7000 Ft-ra binteti meg a jegy nélkil utazokat. Egy villamosjegy 350 Ft. Annak
a valdsziniisége, hogy Blicc urnak biintetésmentes hete lesz: 0,1935.

a) Adjuk meg p értékét. (3 pont)
b) Mennyi az esélye annak, hogy Blicc urat pontosan kétszer biintetik meg
a kovetkezd héten? (3 pont)

¢) Blicc urat aprilis elsején megbiintették. Mennyi a valdszindsége annak, hogy
Blicc trnak anyagilag megéri, ha a biintetés utin még hdrom hétig jegy nélkil

utazik? (4 pont)
d) Hdny utazds utdn lesz legalabb 99,99% az esélye annak, hogy Blicc dr nem
ussza meg a bintetést? (6 pont)
Megoldas.
a) (1—p)® =0,1935,
1—p=0,72,
p = 0,28.
b) P= (g) -0,28%.0,72% = 0,2926.

¢) Blicc urnak legaldbb 21-szer kell biintetésmentesen utazni, ennek esélye:

0,722 = 0,0010.
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A 28. utazds utdn kovetkezik be a feladat kovetelménye szerinti feltétel.

d) P(megussza a biintetést) < 0,0001,
0,72" < 0,0001,
1g0,72" < 10,0001,
n-1g 0,72 < 1g0,0001,
1g 0,0001 ~ 28,04,
1g 0,72

6. Szdmologép haszndlata nélkil hatdrozzuk meg az aldbbi kifejezések pontos

értékét:
1 1
a) log2(1+1>+log2(1+2)+...+
Flogy (14 =) +logy (14 - );
082 14 082 15 )
b) logsg 1 4 logsg 2 + logsg 3 + logsg 4 + logsg 6 + logss 9 +
C) 21g2 . (21g5 + 51g2);
d) log, 25 - logs 16 - logy, 27.
Megoldas.

278

(3 pont)

(4 pont)

(4 pont)

(5 pont)

1 1 1 1
a) logy (1+1)+10g2 <1+2>—|—...—|—log2 <1+14>+10g2 <1+15> =

—logy 2 +1ogy o+ ...+ logy 2 + logy 0 =
*ngl Og‘22 0g214 0«%‘215*

2 3 15 16
=1 22 .2 =log, 16 = 4.
°g2<1 2 14 15) 08> 10
b) logsg 1 + logsg 2 + logsg 3 + logsg 4 + logss 6 +
+logzg 9 + logsg 12 + logsg 18 + logzg 36 =

= (loggg 1 + logsg 36) + (logzg 2 + loggs 18) +
+ (logzg 3 + loggg 12) + (loggg 4 + logzs 9) + logzs 6 =

1 9
= 4logz 36 4 logss 6 = 4 + 3= 73
C) 21g2 . (21g5 +51g2) — 21g2 . (5]g2 + 5]g2) —

=282.9.5182-92.1082=2.2 =4,
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lg25 lgl16 1g27 1gl6 l1g27 l1g25
lg2 1g3 1gb 1g2 1g3 lg5

d)  logy 25 -logs 16 - log; 27 =

=log, 16 - logs 27 - logs 25 =4 -3 -2 = 24.

7. Adottak a ki : 2> +1y> —6x—4y—3=0¢ésky: 2> +y?> —122+12y+63 =0
egyenletd kordk. Tikrozzik ki-et a P(1;5) pontra, a kapott kirt jelolje k.

a) Irjuk fel K, egyenletét. (5 pont)

Megrajzolva a k| és ko kirdk két-két kizds belsd és kiilsé érintdit, azok rendre
a Q és az R pontban metszik egymdast.

b) Hatdrozzuk meg a Q és az R pont koordindtdit. (11 pont)

Megoldas. a) A k; kor egyenletét atalakitva ki : (z — 3)°+ (y — 2)° = 16, cbbdl
a kor kozéppontja és sugara O1(3;2), 11 = 4. O1-nek P-re vonatkozé tiikorképe
legyen O (o1;02). Ekkor 01;'3 =1 és % =5, amib8l O7(—1;8), r} =4, ezért
K, (x4+1)° + (y —8)° = 16.

b) A ky kor egyenletét atalakitva ky: (z —6)° + (y +6)° =9, ebbdl a kor
kézéppontja és sugara Oz(6; —6), ro = 3.

Tekintsiik a 3. dbrdt. Az O|QE], O2QFEy hiromszogek hasonldsiga alapjan Q
az 0104 szakasz 4 : 3 ardnyt osztépontja, ezért

3-(~1)+4-6 3-8+4-(-6)
Q( b 7

), azaz  Q(3;0).

o
LS
Q
%
Es
3. dbra

Hasonl6képpen az O] RF|, Oy RF; hidromszogek hasonlésdga alapjan (4. dbra)

O/R 4 0,0, 1

O,R 3 ®® Or T3

Ez alapjin az R(r1;72) pont koordindtdira fennall, hogy

r+3- (—1)
4

T2+3~8_

:6’ 4

—6,

amelyek figyelembevételével R(27; —48).
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4. dbra

8. Egy hdromszog oldalainak hossza a =3, b="T és c = 8 egyséyg.

a) Igazoljuk, hogy a hdromszdg szigei szamtani sorozatot alkotnak. (7 pont)

b) Adjuk meg a hdromszdig beirt és kérilirt kérének teriletardnydt. (6 pont)

¢) Mekkora részekre osztjdk a beirt kor érintési pontjai a hdromszig oldalait?
(3 pont)

Megoldas. a) Legyenek a haromszog szogel o < 8 < . Ha a szdgek szdmtani
sorozatot alkotnak, akkor « =5 —9§,vy= 040 és

a+B8+y=(B-90)+8+(8+6)=38=180°

amibdl 8 = 60°, tehat egy haromszog szogei akkor és csak akkor alkotnak szamtani
sorozatot, ha f = 60°. Ezt fogjuk igazolni.

A b oldalra felirva a koszinusztételt:
72 =324+82-2-3-8-cosp,
amibél cos f = 3 és B = 60° adédik.

b) Az éltaldnositott szinusztétel alapjan a haromszog koriilirt korének R suga-
rat meghatarozva:
b 7 V3

R = = =
2sinff 5. V3 3
2

A vizsgalt hdromszog T teriiletét és a félkeriiletét kiszamolva:

. V3
3.8.Y3
T:acszlnﬁ: 5 2 _ /3 és s:%ﬂzg adodik.

Ezek segitségével a beirt kor sugara:

T _6v3_ 23

s 9 37
igy a haromszog beirt és koriilirt korének teriiletaranya:
7V/3)2
rx () 1

ECo
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¢) Az 5. dbra szerint a keresett érintGszaka-
szok hosszai:

s—a=9—-3=6,
5s—b=9-7=2,
s—c=9-8=1.

5. dbra

9. Az f(x) =ax®+bx+c (a+#0) mdsodfoki fiigguény grafikonja dthalad
a P(1;6), Q(3;8) és R(7;0) pontokon.

a) Hatdrozzuk meg az a, b, ¢ egyiitthatdok értékét. (6 pont)

b) frjuk fel a fiigguénygorbe 5 abszcisszdji pontjdban az érintd egyenletét.
(4 pont)

¢) Szdmitsuk ki ezen érintd, a fiigguény grafikonja és az x tengely dltal hatdrolt
sikidom teriletét. (6 pont)

Megoldas. a) A megadott feltételek alapjan:
f)=a+b+c=6,
fB)=9a+3b+c=38,
f(7) =49a+Tb+c = 0.

Az egyenletrendszert megoldva:

1 7
———. b= = .
a 3 3, ¢ 5
b) Mivel
1 7
f(x):—§x2+3a:+§:

:—%(x—3)2+8 (x €R),

ezért

f(5) = —%(5 —3)°+8=6, =2

igy az érintési pont E(5;6).

6. dbra
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Az egyenes meredeksége:
f(@)=-2+3 = m=f'(5) = -2,

ezért az érint6 egyenlete: y — 6 = —2(x — 5), azaz y = —2x + 16.

¢) A mésodfoku fiiggvény zérushelyei a —%xg + 3+ % = 0 egyenlet alapjan:
r]=—16és a9 =7.

Az e egyenes és az x tengely M metszéspontja esetén y = —2x + 16 = 0, amibol
x =8 és M(8;0) adddik.

Az E(5;6) pont z tengelyre esd merdleges vetiiletét E'-vel jelolve E’(5;0), és
igy a vizsgalt teriilet:

7
1 7
5

A két teriiletet kiilon vizsgalva:

3-6
Tepm = — =9,

7
/ Lo o T g z3+3x2+7x7
—=x s+ )lde=|—-——F+—+—=| =
2 2 6 2 2],
5

(313 M7 49 (125 75 85\ 20
n 6 2 2 6 2 2 ) 3°

A sikidom teriilete:

Fony6né Németh Ildiké, Fony6 Lajos
Keszthely

Matematika feladat megoldasa

B. 5269. Legyen p > 19 egy pdratlan szdam. Szinezzik ki a 0,1,...,p—1 szd-
mokat két szinnel. Legyen 1 <1i < p esetén x; a {0,1,...,p— 1} halmaz egy vélet-
lenszertien vdlasztott eleme (egyenletes eloszlds szerint, eqgymdstdl figgetlenek a vd-
lasztdsok). Igazoljuk, hogy legaldbb 3/(2Pp) annak a valdszintsége, hogy x1, ..., xp
egyforma szindek ésp | x1+ ...+ zp.

(6 pont) Javasolta: Pach Péter Pal (Budapest)
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Megoldas. Legyen a megadott szinezésben a 0,1, ..., p— 1 szdmok koziil r darab
piros és b darab kék. Ekkor annak a val6szintisége, hogy egy adott x; elem piros lesz,

u = g; annak valésziniisége pedig, hogy kék lesz, v = ]%. A kett6 Osszege r + b = p,
illetve u + v = 1.

Minden ¢ =0,1,...,p esetén legyen A. az az esemény, hogy x1,...,z. mind
kék szindl, xc41, . . ., x, mindegyike piros, tovdbbd x1 + ...+ x, oszthaté p-vel. (Ha
¢ = 0, akkor mindegyik x; piros; ha pedig ¢ = p, akkor mindegyik kék.) Azt allitjuk,

hogy 0 < ¢ < p esetén P(A.) + P(Acp1) = uP~ ¢ toc. %.
Tekintsiik az A,V Aq4+1 eseményt: ez azt jelenti, hogy x1,...,x. kék, Tcya,...,

Zp piros, az T.41 tetszbleges szind, és x1 + ... + x, oszthatd p-vel. Mivel A, és A1
egymadst kizardé események, P(A.V Acy1) = P(Ac) + P(Act1)-

A P(A.V A.y1) meghatdrozdsdhoz elészor valasszuk ki az x4, . . ., x. elemeket:
annak valészinlisége, hogy mindegyikiik kék, v¢. Ezutan vélasszuk ki az xc42,...,%p
elemeket; annak valészinfisége, hogy ezek mind pirosak, uP~¢~1. Utolsénak va-
lasszuk ki az .41 elemet: ennek szine piros és kék is lehet, de értéke egyértelmiien

meghatarozott; a megfelel6 vélasztds feltételes valdsziniisége 217. Osszeszorozva,
1
P(A.) + P(Acp1) = P(AcV Apyq) = v° - uP™ et b
Annak a valdszintisége, hogy az x;-k egyforma szintiek és az 6sszegiik oszthatd
p-vel:
P(Ay Vv A,) = P(Ag)+ P(4,) =
= (P(Ao) + P(A1)) — (P(A1) + P(A2)) + (P(A2) + P(A3)) —

— (P(A3) + P(A) + — .. — (P(Ay2) + P(Ay 1)) + (P(Ay_1) + P(A,)) =
uP~l wP72p  wPT30? P m4? uvP=2 Pl
= - + - TR + =
p p p b p p
C (ut o)Wt —uP P+ uP 0 — PR e — L —wP 2 P
p

uP + P rP 4+ P

p - pp+1

(Tobb lépésben is kihasznaltuk, hogy p pératlan.)
Legyen t = g, r=t+késb=t—k. Mivel p pdratlan, |2k| = |r — b| > 1, tehét

|k| > % A binomidlis tétel szerint kifejtve, és az els6 tagokat megtartva,

P+ b=+ k)P + (- k)=
= 9P +2(p>t”_2|k2 +2(p>tp‘4|k|4 +...+2( p >t|k|p_1 >
2 4 p—1
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2t 1 2t 1
2P 4+ 2 P=2- 19 T B
ZAT <2> i <4> 16

2t(2t —1) t*2 5. 2t(2t —1)(2t —2)(2t —3) ¢

=2(P +2. =
* 2 g 24 16
1 1 1 11 1
=2tP 4 (P — —¢P7! — P - Pl P2 3 ) =
* ( 2 > * (12 PRSIV 16

1 1
= P 71)_1 _ 717_3 _
3tP + 12t (t 9)+48t (11¢ — 3).

Mivel p > 19, az utolsé tagban t — 9 és 11t — 3 is pozitiv. Tehéat P +bP > 3tP, és igy

P + bP 3tP 3

Ezzel belattuk az allitast.
Wiener Anna (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11 évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzések. 1. Pontosabb szdmolassal azt kaphatjuk, hogy

(43) +0-3)

P(Ao \Y Ap) > p

)

és ha |r — b| = 1, akkor egyenléség 4ll fenn.

Belathaté, hogy a szdmlilé monoton né, ezért

1Y 1Y 20\ /18"
1+ - 1——) 2= — ) = 3,008.
( +p) +( p) (19) +(19) 3,008

A szamlalé hatérértéke

P P
nm<(1+1) N (1_1> > — et~ 30862,
p p e

igy a szamlaléban a 3 helyett példaul 3,1-et irva a feladat allitdsa méar semmilyen p-re sem
teljesiil.

2. A bekiildott dolgozatokban kétféle gyakori tipushiba volt. Sokan félreértették
a feladatot, és a szinezést is véletlenszeriinek vették. (Véletlen szinezéssel a valdszin(iség
kiszamitdsa trividlis.)

A masik gyakori hiba, hogy a fiiggetlenség vizsgdlata nélkiil, események egyiittes be-
kovetkezésének valdszintiségét gy szamoltdk, hogy a két valdszinliséget Gsszeszoroztik.
Tipikusan, kiszamoltdk annak a valdsziniiségét, hogy a szamok azonos szinliek, meg annak
a valdsziniiségét is, hogy az Osszeg oszthaté p-vel, majd egyszerlien tsszeszoroztak. A fel-
adat feltételeivel ez a szadmolds véletleniil j6 eredményt ad. Viszont a kapott eredmény
hibéds akkor, ha p péaros, vagy legaldbb harom szinnel szineziink.

3. Meglepd az a tény, hogy — legalabbis paratlan p és kétféle szin esetén — az egyszinii
elemekbdl alld, p-vel oszthatd Osszegii sorozatok szama csak a piros és kék szinli elemek
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szamatol fiigg, és nem szdmit, hogy a 0,1,...,p — 1 szdmok kozott hogyan helyezkednek el
a piros és kék elemek. Még meglep6bb ennek oka: az, hogy az X? +Y? polinom oszthaté az
X +Y polinommal. Ezt akkor értjiik csak meg igazan, ha a feladatot komplex szdmokkal
oldjuk meg. Az aldbbiakban vazolunk egy ilyen megoldast; a médszer az A. 448. feladat
honlapunkon megjelent méasodik megolddsat™ koveti.

Legyen ¢ = &2™/? = cos 2% + jsin 2?”
barmely x egész szam esetén legyen

az els6é p-edik komplex egységgyok, és

1 p—1
kx
= - E e,
L k=0

Ha p | x, akkor az 6sszeg mindegyik tagja 1. Ellenkezd esetben a tagok egy e # 1
héanyadost mértani sorozatot alkotnak, és a mértani sorozat Gsszegképletébdl ko-
vetkezik, hogy az Osszeg 0. Tehat,

1) Mwy={t herle

0 egyébként.

Legyen ismét a piros szamok szama r, a kékek szdma b, tovabba barmely &
egész szamra legyen

Z ekt és g(k) = Z ghe

oz<p oz<p
x piros x kék

A k =0 esetben mindegyik ¥® hatvany értéke 1, igy f(0) és g(0) éppen a piros,
illetve kék elemek szdma: f(0) = r, g(0) = b. Tovabb4, felhasznélva (1)-et,

f(k) +g(k) =p-x(k).

Az olyan zi,...,z, sorozatok szadma, amelyekben mindegyik z; piros, és
az Osszegiik oszthatd p-vel,

> ) Xttty =

x1 piros xg2 piros T, piros
§ ’ E E < § :Ek($1+$2+ +mp)>
x1 piros w2 piros Tp piros =
151
DS (5 ) (8 ) (5 ) -1
x1 piros T2 piros T, piros p k=0

“https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=A448&1=hu
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Hasonléan lathatjuk, hogy az olyan x1,...,x, sorozatok szdma, amelyekben mind-
egyik x; kék, és az Osszegiik oszthaté p-vel,

151
I; Z g(k)".
k=0
A feladatnak megfelel6 z1, ..., x, sorozatok szdma tehat

p—1 p—1 p—1
1

D gk = =" (f(R) +g(k)) =

1 _ _ _ _
T p D (FR) + k) - (FR)P = F(R)P2g(k) + F(R)PPg(k)* = +... 4+ g(k)" ).
k=0
Ha 1 < k < p, akkor f(k)+ g(k) = 0. Ha pedig k = 0, akkor f(k) =r, g(k) =0, és
azt kapjuk, hogy a feltételeknek megfeleld 1, ..., x, sorozatok szdma
151 FO) +g(0)P 7P 40P
L3 (7 4 gthyr) = HOAO

=0 p p

ami csak a piros és kék elemek szamatol fiigg.

A feladatra 21 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 3 versenyzd: Tarjin Bernat,
Varga Boldizsar és Wiener Anna. 2 pontos 2, 1 pontos 1, a tébbi 14 versenyzé nem
kapott pontot.

I_ _I A K pontversenyben kitiizétt gyakorlatok
ABACUS-szal k6zos pontverseny
9. osztalyosoknak

K H (769-773.)

K. 769. A Kozmds Etteremben tul sésra sikeriilt a husleves, ezért a fénok
szeretné felhigitani a hiitében talalt sétlan levessel. A sos leves 5 szdzaléka, a sotlan
leves 1,2 szazaléka s6. Hany litert keverjen Ossze a kétféle levesbdl a fonck, ha
72 deciliter levesre van sziiksége és szeretné, hogy a sétartalma 3,48 szazalék legyen?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gydr)

K. 770. Hanyszor annyi olyan mez6 van a sakktablan, amelyrol a huszar leg-
aldbb négy mezore 1éphet tovdbb, mint amelyrol nyolc mezére 1éphet?

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

K. 771. Ferike pontosan kilenc négyzet alaku részre vagott fel egy téglalapot.

A négyzeteket megvizsgélva Ferike észrevette, hogy az egyiknek a teriilete 64 cm?,
két mésiké 16 cm?, a t6bbié pedig 4 cm?. Mekkora volt az eredeti téglalap keriilete?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyor)
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K/C. 772. Hany olyan négyjegyli, tizes szdmrendszerbeli természetes szadm
van, amelynek els6 hirom szdmjegye (a magasabb helyiértékt6l az alacsonyabb
felé haladva) kiilonboz6, mind a négy szédmjegye primszdm, de a négyjegyll szdm
nem oszthaté egyik szamjegyével sem?

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)
K/C. 773. Létezik-e olyan derékszogii hdromszog, amelyre az oldalak szdm-

értéke egész szam, pontosan két oldalanak a hossza primszam és a teriiletének
szamértéke is primszam?

Javasolta: Biré Bdlint (Eger)

%

Bekiildési hataridé: 2023. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal . hu/munkafuzet

ES

A C pontversenyben kitiizétt gyakorlatok
(772-773., 1768-1772.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 772. A szovegét lasd a K feladatoknal.

K/C. 773. A szovegét lasd a K feladatoknél.

Feladatok mindenkinek
C. 1768. Mutassuk meg, hogy a

83 + 27y = —6 - 53,
3 2 zy

r y 5
egyenletrendszernek nincs megolddsa, ha x, y valés szamok.

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

C. 1769. Az ABC hegyesszogii haromszog magassagpontja M, az oldalak
hosszdra AB > BC > CA teljesiil. Az AM szakasz felezOmerdlegese az AC' oldalt
a D, a BM szakasz felez6merolegese a BC' oldalt az E pontban metszi. Mekko-

rak az ABC haromszog szogei, ha tudjuk, hogy a D, M, E pontok egy egyenesre
illeszkednek?

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)
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C. 1770. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan a

3 9
T4 =7-=
v -

egyenletet.
Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

Feladatok 11. évfolyamtadl

C. 1771. Az ABC egyenl6 szard derékszogii haromszogben a BC' befogd fe-
lezépontja D, az AB &tfogd B-hez kozelebbi harmadolépontja E. Igazoljuk, hogy
AD és CE mer6legesek egymasra.

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

C. 1772. A tizes szdmrendszerben legfeljebb haromjegyii pozitiv egész szamok
kozott hdny olyan van, amelynek a kettes szamrendszerbeli alakja palindromszam?
(Palindromszamnak neveziink egy szdmot, ha szdmjegyeit forditott sorrendben frva
az eredeti szdmot kapjuk vissza.)

Javasolta: Koncz Levente (Budapest)

%

Bekiildési hatarid6: 2023. jinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

S

A B pontversenyben kitiizétt feladatok
(5318-5325.)

B. 5318. Egy pozitiv egész szamnak leirtuk az Gsszes pozitiv osztéjat egy lapra.
A leirt szamok kozott két olyan van, amely 8-cal osztva 2 maradékot ad és négy
olyan van, amely 8-cal osztva 4 maradékot ad. Hény olyan szam lehet a lapon,
amely 8-cal osztva 6 maradékot ad?

(3 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)

B. 5319. Igaz-e minden hegyesszogii haromszogre, hogy van legalabb egy olyan
magassagvonala, amelynek talppontja az oldal kézépsé harmadéba esik?

(3 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)
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B. 5320. Az a, sorozat elemeire teljesiil, hogy Z"—ﬁ’ + aaﬁ = 2, els6 harom
2021
tagja pedig a1 = 1, az = 4 és az = 2. Igazoljuk, hogy (212023 egész szam.

(5 pont) Javasolta: Andrei Eckstein (Temesvar)

B. 5321. Mutassuk meg, hogy barmely haromszog sulyvonalainak négyzet-
Osszege kisebb a félkeriilet négyzetének masfélszeresénél.

(4 pont) Javasolta: Németh Ldszlo (Fonyéd)
B. 5322. Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszogben a szokésos jelolésekkel

cosa  cosfB  cosa —cosf

s—b s—a s—c ’

akkor a hdromszog derékszogli vagy egyenld szard. (Az s a hdromszog keriiletének
felét jeloli.)

(5 pont) Javasolta: Hollé Gdbor (Budapest)

B. 5323. A kovetkez6 nyereményjatékot jatsszuk: 2023 darab kartydra tetszé-
siink szerint valés szamokat {runk a [0,100] tartoméanybdl. A kdrtydkat ezutdn egy
urnaba dobjuk, majd az urnabdl egy kartyat véletlenszertien kihtizunk. Ha a kihu-
zott kartyan szerepl6 szam megegyezik az 6sszes kartyan szerepl6 szamok atlaganak
2/3-aval, akkor a kihizott kértydn szerepld Osszeget megnyerjiik. Ellenkezd eset-
ben a nyereményiink 0. Milyen szamokat irjunk a kartyakra, hogy a nyereményiink
varhaté értéke a lehetd legnagyobb legyen?

(5 pont) Javasolta: Dura-Kovdcs Baldzs (Garching)

B. 5324. Artur és Bori a kovetkezd jatékot jatsszék: felvaltva, balrdl jobbra
haladva irnak egy-egy szdmjegyet, amig egy 2023-jegyii egész szamot nem kapnak.

Az frast Artir kezdi egy nem 0 szdmjeggyel. Artir gy6z, ha a kapott szdmnak van
n db T-es

A 7 7. ’” . . ..
17...7 (n = 1) alaki osztdja, ellenkezd esetben Bori a nyertes. Melyikiiknek van
nyerd stratégidja?

(6 pont) Kés Géza (Budapest) javaslata alapjan
B. 5325. Adjuk meg az 6sszes olyan korldtos, konvex poliédert, amelynek lap-

sikjai ¢+ e+ £+ 1 részre bontjak a teret, ahol ¢, e és £ rendre a poliéder cstcsainak,
éleinek és lapjainak szamat jeloli.

(6 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Séndorfalva)

*

Bekiildési hataridé: 2023. janius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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Az A pontversenyben kitiizétt

| < |
nehezebb feladatok
(854-856.)
| - |

A. 854. Igazoljuk, hogy

n 22’C . 2k+1
< 4
2k ok
=27 +3
teljesiil barmely n pozitiv egész szam esetén.

Javasolta: Kovdcs Béla (Szatmérnémeti)

A. 855. A nem egyenl6szari ABC haromszog legrovidebb oldala BC. Vegyiik
fel az M és az N pontot az AB, illetve az AC oldalon ugy, hogy BM = CN =
= BC teljesiiljon. Jelolje D és E az AM N héaromszog beirt és koriilirt korének
kozéppontjat, jelolje tovabba I és O az ABC haromszog beirt és koriilirt korének
kozéppontjat. Bizonyitsuk be, hogy a DE és IO egyenesek az ABC héaromszog
koriilirt kérén metszik egymast.

Javasolta: Luu Dong (Vietndm)

A. 856. Egy ko-papir-ollé bajnoksagban a versenyzok teljes kormérkdzést
jatszanak, és barmely két versenyz6 tiz menetben iitkozik meg egymaéssal. Minden
versenyzének van egy kedvenc stratégidja, egy elére leirt tizes (példaul
KKOPPKOPPO), és minden ellenfél ellen ugyanazt a tiz kezet mutatja (az els-
re lefrt sorrendben). A bajnoksdg végén kideriilt, hogy minden versenyz legy6zte
legaldbb egy menetben mindegyik masikat.

Bizonyitsuk be, hogy legfeljebb 1024 versenyzo vett részt a bajnoksagban.
Javasolta: Matolcsi Ddvid (Budapest)

Bekiildési hataridé: 2023. jinius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Informatikabdl kitlizott feladatok

1. 592. Egy gyongysorba kiilonbozé szinli gyongyoket fiiztek fel. A golydk
egyszintiek és sziniiket az angol dbécé egy-egy nagybetiijével adjuk meg. Készitsiink
programot i592 néven, amely megadja a gyongysor leghosszabb olyan szakaszanak
hosszat, amelyben csak kétféle szinii gyongy van.
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A program standard bemenetének els6 soraban a gyongysor elemszama van N
(1 < N <1000). Az ezt kovetd sorban a gyongyok szineit jelold nagybetiik vannak
sz0kozzel elvélasztva.

A program a standard kimenetre irja ki a leghosszabb gyongysorrészlet hosszat,
amely kétféle szint tartalmaz.

Példa a bemenetre: Kimenet

11 5
PKPSPSPKSKP

Bekiildendo egy tomoritett 1592.zip allomédnyban a program forraskédja és
rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasillomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithato.

.

I. 593 (E). Rendelkezésiinkre &ll a meteo.txt (tabuldtorokkal tagolt, UTF-8
kédolast) szovegfajlban a Budapesten 1900. és 2020. kozott mért néhdny meteoro-
l6giai adat havi bontdsban. Ennek segitségével készitiink a feladatban statisztikat:

1. A tablazatkezeld egy iires munkafiizetében nevezziik 4t meteo neviire a mun-
kalapot. Importaljuk ebbe a munkalapba az Al-es cellatdl kezdve a meteo. txt
f4jl tartalmat. Munkankat i593 néven mentsiik el a tablazatkezelé alapértel-
mezett formatumaban.

2. Végezziik el az alabbi formazasokat:
a. A munkalap betiitipusa legyen Verdana, betiimérete 12 pont.

b. Az els6 sor feliratai legyenek a minta szerintiek, a sormagassag bedllita-
saval érjiik el, hogy a feliratok hossza ne haladja meg a két sornyit.

c. Az oszlopszélességek legyenek optimalisak gy, hogy minden cella tartal-
ma olvashato legyen.

3. Feltételes formazassal allitsuk be, hogy a péaratlan évek adatainak cellai kap-
janak #E2EFDA szinkédu hattérszint.

4. Az AE oszlopban, minden év decemberének soraban, szamoljuk ki az adott év
Osszes csapadékmennyiségét. Itt és az 5-6. feladatndl is a to6bbi honap soraban
az adott oszlopban ne jelenjen meg adat.

5. Az AF oszlopban, minden év decemberének sordban szamoljuk ki az adott év
havi kozéphémérsékleteinek atlagat.

6. Az AG oszlopban minden év decemberének sordba keriiljon a Forrd sz, ha
abban az évben volt forré nap (forré nap: amikor a maximumhdémérséklet
> 35 °C), kiilonben a cella jelenjen meg iiresen.

7. Hatdrozzuk meg a szélséségeket, azaz keriiljon a H1442:11442, az N1442:01442
és a V1442:W1442 cellapdrokba a mért idészakban feljegyzett legalacsonyabb
napi hémérséklet értéke és datuma, a legmagasabb napi homérséklet értéke és
datuma, tovabbd a legcsapadékosabb nap csapadékmennyisége és datuma.

8. Mésoljuk le a hénapneveket a B1444:B1455 tartomanyba, és szamitsuk ki
a Ul1444:U1455 tartomany celldiban az adott honapban az évente mért csa-
padékmennyiség Gsszegét.
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9. Jelenitsiik meg a B1457 celldban a legcsapadékosabb hénap nevét.

10. Készitsiink vonaldiagramot az 1915, 1965 és 2015 évi havonta mért atlagho-
mérsékletekrél 1j munkalapra. A diagramhoz tartozzon egy alul elhelyezked6
jelmagyarazat, cime: A havi kozéphomérséklet otven évente legyen.

A megoldasban sajat fiiggvény vagy makro nem hasznalhato.

Bekiildend6 egy tomoritett 1593.zip allomanyban a tablazatkezelé munkafii-
zet, illetve egy rovid dokumentécid, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott
tablazatkezeld neve, verzidészama.

Az adatok forrasa:

https://www.met.hu/eghajlat/magyarorszag_eghajlata/
eghajlati_adatsorok

A megoldashoz sziikséges letolthetd allomany: meteo.txt.

I. 594. Az OpenAl éltal készitett ChatGPT segitségével az 1. 591. feladatban
ADA programot készitettiink az I. 589. feladat megoldasara.

Készitsiink programot ugyanennek a probléméanak a megolddsira 1594 néven
az altalunk vélasztott programozasi nyelven, felhasznédlva a ChatGPT javaslatait.
A javasolt algoritmus, illetve programkéd részleteket elfogadhatjuk, vagy a felté-
teleket megvéltoztatva Gj valtozatot kérhetiink, illetve modosithatjuk, de ezeket
a lépéseket a dokumentéaciéban adjuk meg.

A megoldandd probléma leirasat megismételjitk: egy szamjegysorozatot alli-
tunk el6 a kovetkezo leirds szerint, majd ennek atlagat, moduszat és medidnjat
kifratjuk.

A feladat a kézépszintdi digitdlis kultira érettségi gyakorlati feladatsorainak
programozasi feladataihoz annyiban hasonlit, hogy nincs beolvasando adatfdjl, ha-
nem a feldolgozando sorozatot generdlni kell, majd azt feldolgozni. A megoldds egy-
ben kisérlet arra, hogy a ChatGPT mennyire segitené az érettségi feladat megoldd-
sat.

1. A program olvasson be egy id8pontot dra, perc (0 < ora < 23 és 0 < perc <
< 59) formédtumban és egy idStartamot (1 < delta < 1440) percben, majd az
utobbinak megfeleld szaimban, percenként az idépontokat allitsa elo.

Az idépontok meghatarozasanal vegyiik figyelembe, hogy az egész szamok be-
vezetd 0 szamjegyeit elhagyjuk, nem téroljuk, ha azok nem sziikségesek. A percen-
kénti id6pontnovelésnél figyelembe vessziik az Ora- és a napvaltast is.

2. Minden id6pont éra és perc értékét szamjegyekké alakitva egy sorozatban
taroljuk.

3. frjuk ki a sorozatot gy, hogy az adatok k6zott ne legyen semmilyen elvalasz-
téjel.

4. Hatarozzuk meg és irjuk ki az igy kapott sorozat szdmjegyeinek atlagat két
tizedesjegy pontosan.

5. Szamitsuk ki és irjuk ki a sorozat medianjat két tizedesjegy pontosan.

6. Irjuk ki a sorozat méduszat.
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Minta a szoveges kimenet kialakitdsdhoz:

éra= 23

perc= 55

idétartartam= 9
2355235623572358235900010203

ftlag= 3.25
Medidn= 3.00
Médusz= 2

Bekiildend6 egy tomoritett i594.zip allomanyban a megoldast adé prog-
ram forraskodja és egy szoveges dokumentacio, amely tartalmazza a megoldast és
a ChatGPT-vel val6 kommunikacié leirdsat. A dokumentéacié térjen ki arra, hogy
a megoldéas részletei miben térnek el a ChatGPT javaslataitol.

I/S. 72. Egy levelibéka szeretne atjutni egy patak atellenes oldaldra. A patak
atellenes pontja, ahova a béka szeretne eljutni, M centiméterre van a béka jelenlegi
poziciéjatol. Szerencsére a patakon vizinévények élnek, melyekre ugorva kénnyebb
lehet az dtkelés. A béka ttjdban 6sszesen N szdmu vizinévény taldlhaté (egyenes
vonalban, a té dtellenes pontja felé), az i-edik vizinévény T'[i] cm-re van a béka
kiindulasi helyétol.

A béka minden egyes mésodperchen vagy szokken pontosan 1 cm-t (vagy
a partra, vagy egy madsik vizinovényre), vagy pedig ugrik legfeljebb D cm-t (vagy
a partra, vagy egy mdsik vizinovényre). Az ugrds nagyon féraszto, ezért minden
ugrds utan pihenésként szokkennie kell a békdnak (legaldbb egyszer).

Adjuk meg, hogy minimum mekkora D ugrasra kell képesnek lennie a békdnak,
hogy at tudjon jutni a patak atellenes oldaléra.

A bemenet els§ sordban az N és M szamok taldlhaték székozzel elvilasztva:
a vizinovények szama, és a patak szélessége. A madsodik sor szokozzel elvalasztva
tartalmaz IV szigorian monoton novekvé sorrendben adott szamot: az i-edik szam
az i-edik novény Ti] tdvolsdga a béka induldsi helyétél.

A kimenet egyetlen sordban egy szdm szerepeljen: a minimalis D tévolsédg,
amivel a béka 4t tud jutni a tulpartra.

Mintak: Bemenetek (a / jel sortorést helyettesit) Kimenetek
25/23
15/ 2

Magyardzat: az elsé példdban a béka ugrik az 1. névényre, aztan szokken
a 2. novényre, aztan ugrik a tulpartra. A masodik példaban a béka egybdl dtugrik
a tilsé partra (nem tudja felhaszndlni a névényt, mivel nem tudna székkenni ugrés
utén).

Korldtok: 1 < N,M < 10°, 0 < T[i] < M, T[] szigori monoton névekvd. 1ds-
korlat: 0,4 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphatd, ha a program helyes kimenetet ad az
N, M < 100 esetekben.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/5 295



Bekiildendd egy is72.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumen-
talt és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas lépéseit, vala-
mint megadja, hogy a program melyik fejlesztéi kornyezetben futtathatd. A doku-
mentacié tartalmazza a megoldas elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forraso-
kat. Ne tartalmazzon kédrészleteket, azok magyarazata kodkommentek formajaban
a forrdsprogramban szerepeljen.

S. 171. Jazmin készitett egy listat a nyéri programokrol, amiken részt szeret-
ne venni. Ismerjiik tovabba minden program kezdetét és végét napokban és azt is,
hogy az adott program mennyibe keriil. Jazmin nem tud egyszerre két programon
ott lenni, pontosabban, ha egy program az i-edik napon befejezédik, akkor a kdvet-
kez6 program csak az ¢ + 1-edik napon kezdodhet. Jazmin gy szeretné kivalasztani
a programokat, hogy azok hossza Osszesen a lehet6 legnagyobb legyen, de az Gssz-
koltségiik ne lépjen at egy megadott K értéket. (Ha az esemény az i-edik napon
kezdédik és a j-edik napon ér véget, akkor annak hossza (j — i+ 1) nap.)

A bemenet elsd sordban a programok N szama és a maximalis Osszkoltség,
K szerepel. A kovetkezé N sorban az egyes programok adatai szerepelnek. Minden
sorban szerepel a program elejének és végének idépontja napokban (e;, v;), majd
a koltsége, k;.

Kimenet: a kimenet els6é sordba a programok lehetséges legnagyobb Gsszes
hossza keriiljon. A masodik sorban adjuk meg a programok sorszamait, melyek
Osszes hossza az el6bb kiirt érték és teljesitik a feltételeket, azaz nem fedik &t
egymast és az 0sszkoltségiik nem nagyobb, mint K. A programokat a listaban 1évo
sorrend szerint, 1-t6l indexeljiik.

Minta:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) | Kimenet (a / jel sortorést helyettesit)
33/122/243/452 3/ 2

Magyardzat: az els6 és a harmadik program 6sszkoltsége til nagy, ezért a ma-
sodik programot valasztjuk.

Korldtok: 1 < N < 10000,0 <e; <v; £100,1 < k; <10000 (i =1...N).1d6-
korlat: 1 mp.

Ertékelés: a pontok 40%-a kaphaté, ha a program helyes kimenetet ad az
N < 15 tesztesetekre.

Bekiildend6 egy s171.zip témoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldéas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztéi kornyezetben futtathaté. A dokumentd-
ci6 tartalmazza a megoldas elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forrasokat. Ne
tartalmazzon koédrészleteket, azok magyardzata kodkommentek formajaban a for-
rasprogramban szerepeljen.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkezoé cimen t6lthetok fel:
https://www.komal .hu/munkafuzet
Bekiildési hatarido: 2023. janius 15.
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Egy hajdani KoMaL-palyazat emléke

Ezerkilencszazhetvenstben a debreceni Reformétus Kollégium Gimnédziuma-
nak harmadik osztalyat jartam. Az akkori K6MaL szorgalmas olvaséjaként igye-
keztem a matematikai és fizikai feladvanyokat megoldani. A lap bizonyos idonként
—taldn évente — kisérleti fizikai palyazatot hirdetett meg kozépiskolasoknak. Ez a ro-
vid irds egy ilyen palyazatrdl szol.

Nyilvanvald, hogy egy fizikai kisérlet megtervezéséhez, az eszkozok elkészité-
séhez, a mérések elvégzéséhez, a mérési eredmények jegyzokonyvezéséhez, kiérté-
keléséhez és a kovetkeztetések dokumentalasahoz egy kozépiskolas didknak tanari
tamogatdsra van sziiksége. A fizikaérdkon bemutatott kisérletekben ilyen szinten
altaldban a didkok nem vesznek részt, azokban a tandr szerepe elsddleges. A pélya-
zat azonban olyan készségek meglétét igényli, amelyek egy dtlagos kozépiskolastol
nem elvarhatdak. Fontos tehat a felkészité tanar és a didk kozotti munkamegosztas
hatédrait gondosan megvalasztani, hogy az érdeklédd didk a szaméra egyelére isme-
retlen feladatokkal boldoguljon, és természetesen kozben tanulsagara szolgédljon.

1975-ben csalddommal Ozdon laktunk. Az akkor negyvenezres VAros az or-
szag egyik nehézipari kozpontja volt. A térségben a vasércfeldolgozas kezdetei a 18.
szazadra nyulnak vissza. A huszadik szédzad hetvenes éveire a tizezer embert foglal-
koztaté Ozdi Kohdszati Uzemekben egyrészt nyersvas-eloallitds, masrészt az akkori
szocialista viszonyok k6zott korszertinek szamité finomhengerm és dréthiizé tizem-
rész is miikodott.

A nehézipari tevékenység rengeteg alapanyagot és flitéanyagot igényel, és a ter-
melés mellékterméke az alig-alig hasznosithaté salak. Akkoriban Ozd hatéréban
valésigos hegyekben &llt a vildg tdvoli tdjairél — a Szovjetunidébdl, de taldn még
Indiabdl is — széllitott, feldolgozasra varé koksz és vasére. A salakhegyek, az ugy-
nevezett meddohdnydk, szintén részei voltak a varos kornyezetének.

Az én palyazatom témadja ezekhez az irdatlan nyersanyag- és salakhegyekhez
kapcsolédott. A vizsgdland6 kérdés: kimutathaté-e a radioaktiv hattérsugarzashoz
képest tobbletsugarzéas a nyersanyag- és salakhegyek kozelében. A vizsgédlatok sajat
készitésti Geiger—Miiller-féle szamlaloszerkezettel torténnek.

Nem tul ambicidzus cél egy gimnazista szamara? Bizonnyal az. Az akkori
gimnéziumi fizika tananyag csak roviden érintette a radioaktivitds kérdését, és
az elektromossagtan sem terjedt ki — értheté moédon — gyakorlati barkédcsolasra.
Az adatkiértékelés pedig tavolrél sem volt része a matematikai anyagnak. Akkor
hat hogyan is tortént ez az egész?

Itt lesz dontd szerepe a kornyezetnek, amely inspiralja, az dtlagosnédl nagyobb
er6feszitésre Osztonzi az érdekléd6 didkot, de segité mentorként ott &ll azokban
a kritikus pillanatokban, amikor a tanitvany mar végképp nem boldogul. Az én
esetemben két ilyen személy is volt.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/5 297



Az egyikiik apam, akkortdjt az 6zdi kérhdz orvosa, aki a matematikai kiér-
tékelésnél irdnyitott, kezembe nyomva — ha jél emlékszem — a Hajtman-féle sta-
tisztikakonyvet, melybél a kiilonbozd t-, x2- és egyéb préobakat tanultam meg és
alkalmaztam az adatsorokra. Masrészt pedig Sturmann Sandor tanar ur, az 6zdi
Brédy Imre Ipari Szakkozépiskola tandra, akire a legnagyobb tisztelettel és szere-
tettel emlékszem, és ahogyan akkor, most is Sanyi bacsiként fogom emliteni. Sanyi
béacsi mindent tudott az elektronikarél. Nem volt olyan elektromos szerkezet ha-
rom varmegyében, amit ne tudott volna megjavitani, kezdve a kohdszat behemét
vezérlérendszereitdl a kérhaz EKG- és rontgenkésziilékéig. Ha van a tandrsagnak
mintamodellje, akkor 6 az volt. A pélydzat sordn mindig olyan feladatokat adott,
amiket erdfeszitések aran ugyan, de meg tudtam oldani, és csak akkor lépett koz-
be, amikor mar tébb kart okoztam volna, mint hasznot. Kettejiikk dtmutatasaval,
biztatdsaval kezdtem a pélydzat elkészitésébe, mely ily médon inkabb az 6zdi ott-
honomhoz kotédott.

Sanyi bécsi elOszor is elém tett egy szamomra érthetetlen kapcsolési rajzot.
A tépegységet, ellenalldsokat, kondenzatorokat még csak-csak felismertem, de az el-
lentiitem tranzisztorkapcsoldsok és a jelerésité mar meghaladtak a tudasomat. Se-
baj, adott néhany szakkozépiskolai elektronika tankonyvet, és én nekialltam a félve-
zetdk, a tranzisztorok és egyéb alkatrészek tanulményozdsanak. Amellett el kellett
kezdenem tanulni a radioaktivitasrdl, a hattérsugarzasrol, a sugarzasmérésrol és
hasonlékrél, de méar nem emlékszem, milyen kényvekbdl.

A nyéri sziinetre hazaérve Sanyi bacsival nekilattunk a mérészerkezet 6sszeal-
litdsanak. Elso feladatom egy transzforméator tekercselése volt, hiszen a hordozhaté
késziilék 3 darab 4,5 V-os lapos elemmel miikodott, de a detektaldsra hasznélt
Geiger—Miiller-féle szamlalocsonek 1-1,5 kV fesziiltségre volt sziiksége. Sanyi bacsi
adott rézdrétot, vasmagot és egy maga barkacsolta tekercselot. Napokig tekercsel-
tem, szamoltam a meneteket; ha elsztirtam, kezdtem el6lrol. Végiil is kész volt
a tekercs, Sanyi bacsi kimérte, és elégedetten nyugtazta. Masodik feladat: nyomta-
tott dramkoroket maratni. Sanyi bacsitél kaptam a miianyag lapokat, amire nekem
kellett megtervezni a majdan részerelend6 alkatrészek helyét, valami lakkfestékkel
berajzolni az Osszekot6 vezetékeket. A felesleges réteget valami rendkiviil biidos
folyadékban lemarattam, amely utdn csak a lefestett részeken maradt meg a la-
pokra eredetileg felvitt rézboritas. A lapos elemek Osszeforrasztasa is az én dolgom
volt. A mérések soran t6bbszor kellett cserélni az elemeket, a végére az elektroddk
forrasztasa mar csukott szemmel is ment. Nagyjabol ezzel el is ment a sziinido,
visszamentem Debrecenbe. A Csapé utca elején akkoriban miikédott egy kis bol-
tocska, ahol radidécsoveket meg hasonld apro elektromos alkatrészeket lehetett kap-
ni. Nagy hezitdlasok utan bementem a boltba és megkérdeztem a boltostol, hogy
milyen tranzisztorai vannak. A boltos éppen raért, és szerencsére hasonszérii szaki
volt, igyhogy kisvartatva halmokban allt az asztalon a rengeteg alkatrész, és meg-
allithatatlanul magyarazott. Par napon keresztiil még visszajartam hozza, 6 pedig
lelkesen tanitott a tudomanyara. Nevét nem tudom, de koszonet neki eztton is.

A téli sziinetben Sanyi bacsi azzal fogadott, hogy Osszeszerelte és behangolta
a kis késziiléket, amelyben 6rommel ismertem fel a sok kinlédéssal elkészitett
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tekercsemet és az esztétikusnak csoppet sem mondhaté forrasztdsaimat. A miiszer
kész, nyomas a terepre.

Akkorra mar a radioaktivitasrdl szolé konyvekbél megtanultam, hogy mi fan
terem a haromféle sugarzds, nagyjabol azt is, hogyan keletkezik, mit és hogyan mér
a GM-cs6. A mérésnél hasznélt cs6 féleg a gamma-sugarzas mérésére volt alkal-
mas. A méréeszkoz lelke egy argonnal toltott, elektroddkkal elldtott arasznyi iiveg-
cs6. Alaphelyzetben az dramkorben nem folyik dram, az argongdz szigetel. Egy,
az iivegesovet eltaldlé gamma-részecske az Ar-atomokat ionizdlja. Az igy szabadda
valt elektronok és a cs6 falabdl a sugarzas hatéasara kiszabadult elektronok az andd
felé mozdulnak el. Tovabbi titk6zések soran ujabb elektronok véalnak szabadda a ko-
tott elektronhéjbdl, és az anddra elektronlavina zudul. Egy beérkezd részecske tehat
a megfeleld fesziiltség hatasdra néhany mikroszekundum alatt mérheté elektromos
aramimpulzust, tiiskét generdl. A nehézkesen mozgé gézionok a katédot elérve re-
kombinalédnak, és a miiszer készen all az 1j részecske fogaddsara.

A miiszert a gimnézium fizikaszertdraban taldlt, ismert aktivitasu forrdssal ka-
libraltam, bar erre, mint utélag kideriilt, nemigen volt sziikség, hiszen csak az egyes
teriiletek sugarzasainak kiilonbsége érdekelt, az abszolit érték nem.

A decemberi kodos, havas reggeleken az Ozd kornyéki hegyekben kirdanduléd
turista egy fura alakra lehetett figyelmes. Oldaltaskdjaban egy szemmel lathatéan
silyos valami, ahonnan fejhallgaté vezetéke kunkorodik ki, és egy fényes csében
végzédd masik vezeték. Az alak idénként megdll, nézi az Orajdt, tartja a fényes
csbvet, aztan valamit feljegyez egy kis jegyzetfiizetbe. fgy mértem a kohdszati terii-
letektdl tavol 1évo, a Biikk-hegység érintetlen hegyoldalaiban jelentkezd radioaktiv
hattérsugarzast. Az ipari teriileteken a mérés természetesen nem ment ilyen simén,
hiszen szigorian 6rzott teriilet volt. Egy ismerds kohdsz volt segitségemre, aki el-
magyarazta az 6rséget ellaté cimborainak, hogy ,itt van ez a suhanc, valamit kell
vacakolnia valamilyen iskolai dolgozathoz, eresszétek mar be.” Es mig 6k joizl-
en eldumalgattak a fiitott 6rhazban, én felkapaszkodtam a havas meddShanydkra,
koriiljarogattam a vasérc- és kokszkupacokat, mértem és jegyzeteltem.

Egy-két hét alatt tetemes mennyiségli adatom gytlt Gssze. Mivel az Excel
program csak jé tiz év mulva keriilt kifejlesztésre, az adatokat kockas fiizetlapo-
kon taroltam. Végiil is adathordozénak nem rossz. Apam irdnyitasaval és egy kis,
elsd generdcids zsebszdmologéppel (Hiraddstechnika Szovetkezet) elkezdtem a sta-
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tisztikai feldolgozast. A végeredmény: a gyari teriileteken a hattérsugdrzas ha nem
is tulsdgosan, de a statisztikai eredmények alapjdn mégis szignifikdnsan magasabb
volt, mint az attdl tdvolabbi teriileteken.

Lett-e barmi kozvetlen, gyakorlati haszna a munkdmnak a kohészat radioaktiv
kornyezetszennyezése tekintetében? Aligha. A lényeg val6jaban az, hogy egy kozép-
iskolas diakot a KoéMal-pélyazat olyan feladat elé allitott, melynek minden részlete
kihivés és tanulési lehetoség volt. Nekiallni egy nagyjabol ismeretlen téménak, an-
nak szamtalan aspektusat részben onélléan, részben segitékkel attanulmanyozni,
az eredményeket elemezni és megfeleléen prezentalni egy életre sz6l6 élmény volt.
A forrasztasokrol és egyéb biitykolésrdl nem is szélva. Koszonet mindenkinek, aki
hozzasegitett, koztitk a KoMalL-nak is.

Azoéta eltelt 47 év, néhany hete mar nyugdijas vagyok. A nyaron a pincét ta-
karitottam. Egy dobozban valami nehéz targyat tapintottam ki. Mi lehet? A port
lesoporve, a dobozt felnyitva egyszer csak ott volt a kezemben a kis késziilék! Az el-
sargult cédulaja laposelemekkel, a sajat tekercselésii traféval, a nem szépségdijas
forrasztasaimmal. Apam és Sanyi bacsi emlékével. Ezt a kis késziiléket, mely las-
san muzealis kord, most szivesen felajanlom a KoMalL szerkesztéségének, ha tudjék,
hasznaljak egészséggel.

Barta Gabor
fizikus, informatikus

Fizika gyakorlatok megoldasa

I_ il
% 4

"

G. 807. 20 méter magasbol mdsodpercenként inditunk acélgolyckat, dsszesen
hdrmat. Az elsd golyo kezddsebességének a vizszintessel bezdrt szdge 30° felfelé,
a harmadiknak ugyancsak 30°, de lefelé, mig a mdsodik golyot kezddsebesség nél-
kil ejtyik le. Mindhdrom golyo egyszerre éri el a talajt. Mekkora volt az elsd és
a harmadik acélgolyé kezddsebessége?

(4 pont)

Megoldas. A méasodik golyé mozgdsa egyszerii (kezddsebesség nélkiili) szabad-
esés h magassagbdl, igy az esés ideje:

2h 2-20
ty=| = = [—— =202
g 9,81 m/s
A golydk 1 s id6kiilonbséggel indulnak és egyszerre érik el a talajt, az esésiik ideje

tehat t1 = 3,02 s és t3 = 1,02 s.

Legyen az els6 goly6 kezd&sebessége vy, vagyis a fliggblegesen felfelé muta-
t6 sebességkomponens vy sin30° = v1 /2. Ha a fiigg6legesen felfelé mutatd irdnyt
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véalasztjuk pozitivnak, és a golyé pillanatnyi magassagat a talajtél mérjiik, akkor
fennall:

U1 9 2
ht+ =t —2t2 =0
+ 9 1 2 1 3
vagyis a keresett kezdGsebesség:
t2 —-2h  9,81-3,022 -2-20
v = 94 =289 M 164 2
t 3,02 S s

Hasonlé médon a harmadik, ferdén lefelé inditott, vo kezdOsebességli golyd
ut-id6 Osszefiiggése:

U3 g 2
h— —t3—=t3=0
2 323
ahonnan
2h — gt? 2-20 — 1-1,022 m m
’]_)3: g 3 pry 0 978 70 —:29,2 _—
ts 1,02 S S

Zig6 Bogldrka (Révkomérom, Selye Janos Gimn., 10. évf.)

Megjegyzés. Ha a nehézségi gyorsulds kozelits, g ~ 10 m/ s? értékével szamolunk, ak-
kor a kévetkezd ereményeket kapjuk: t2 & 2,0s; t1 &~ 3,0sés t3 ~ 1,0, illetve v1 ~ 17 m/s
és vz =~ 30 m/s. Ezeket az értékeket nincs értelme ,pontosabban” (pl. 4 vagy 5 tizedes-
jeggyel) megadni, hiszen a kiinduldsi adataink ennél sokkal pontatlanabbak.

33 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 10, hibds 4, nem
versenyszerd 4 dolgozat.

G. 808. Egy dugattyiival elldtott, henger alaki tartdlyban 20 ° C-os, 30% relativ
pdratartalmi levegd taldlhato. Allandé hémérséklet mellett hdnyszorosdra valtoz-
tassuk meg a tartdlyban a levegd térfogatdt, hogy a benne lévé vizpdra elkezdjen
kicsapddni?

(4 pont)

Megoldas. A levegd relativ paratartalma megadja, hogy az adott hémérsék-
letii levegében tarolhaté maximalis vizgbzmennyiséghez képest mennyi a levegd
tényleges vizgdztartalma.

A 20 °C-os levegd kobméterenként 17,3 g vizgbzt képes megtartani, ez lenne
a 100%-os relativ paratartalom. Ha a levegé relativ paratartalma csak 30%, az azt
jelenti, hogy a vizgbz stirtisége csak 0,30 - 17,3 = 5,19 g/md.

A dugattyt segitségével a levegét Osszenyomva csokkenteni tudjuk a vizgéz
szaméra hozzaférhetd térfogatot, és igy novelni tudjuk a vizgdz sliriiségét egészen
17,3 g/mg—ig7 amikor a vizpara elkezd kicsapodni.

Az Osszenyomds ardnya % = 0,30, tehat a leveg6t az eredeti térfogatdanak
30%-4ra kell 6sszenyomjuk, hogy a benne 1év6 vizgdz telitetté valjon.

Medgyesi Julia (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 10. évf.)

31 dolgozat érkezett. Helyes 17 megoldds. Hibas 10, nem versenyszerl 4 dolgozat.
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P. 5455. Egy fiiggdleges tengelyti, 45°-o0s félnyildsszogi, surlodasmentes tolcsér
belsd feliiletére, a tengelyétél 10 cm tdvolsdgban vy nagysdgi vizszintes sebességgel
eqy pontszert testet juttatunk. Mekkora lesz a test legnagyobb sebessége, ha

Fizika feladatok megoldasa

a) vg = 0,5 m/s;
b) vo = 2,0 m/s?
(5 pont) Példatari feladat nyoméan

Megoldas. Az energiamegmaraddsbdl kovetkezik, hogy a test sebessége a palya-
janak legmélyebb pontjanal lesz a legnagyobb. Ebben a pontban a test sebességének
nincs fiiggbleges komponense, és igy a tolesér tengelye irdnydba mutaté (radidlis)
sebességkomponens is nulla.

Jeloljiik a tengelytsl mért tévolsdgot (ami megegyezik a tolcsér cstcsdhoz
viszonyitott magassdggal) h-val, a test sebességét v-vel, ezek kezdeti értékét pedig
ho-lal és vp-lal. A perdiiletmegmaradés torvénye szerint muvohg = mvh (ahol m
a test tomege), vagyis

0
1 h=ho—.
(1) o2
A mechanikai energia megmaradésat az
Lo 9 Lo 9
(2) 25 M + mgho = 5 M + mgh

egyenlet fejezi ki.
(1)-et (2)-be helyettesitve kapjuk:
1 9 o 1 2 Vo
(3) 3V T gho =5 v+ gho "

Ennek nyilvdnvalé megolddsa a v = vg, tehdt a (3) egyenlet nulldra rendezett
alakjabol ki lehet emelni a v — vy gyoktényezot:

1 h h
2—51)34—91]70(00—1)):(1)—@0) [U—;vo gvo} =0.

5 v
A szigletes zardjelben szerepld (a v # vy megolddsnak megfeleld) kifejezés akkor

tlnik el, ha
v? 4 vug — 2ghg = 0.

A misodfoki egyenlet megoldéképletét alkalmazva a keresett sebességre

—vp + \/v3 + 8gho
2

V1,2 =
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adédik, de koziiliik csak az egyik pozitiv:

—vp + \/v3 + 8gho
5 .

v =

Ha ez az érték kisebb, mint vy, vagyis h > hg, akkor a pontszerii test felfelé mozog
és a sebessége egyre csokken. Ilyenkor a sebesség legnagyobb értéke a kezdeti vg.
Ha viszont v; nagyobb, mint vy, akkor a test lefelé mozog, a sebessége a legmélyebb
helyzet eléréséig novekszik, és a legnagyobb értéke v .

a) Ha vgp = 0,5 m/s, akkor

-0,5 0,52 +8-9,81-0,1
_ ,+¢7; ; SPETE L.
S S

U1

tehdt a mozgds sordn a test legnagyobb sebessége 1,17 m/s.
b) Ha vg = 2,0 m/s, akkor

_ —2,0+/2,02+8-981-0,1 m
B 2 s

m
VU1 =0,72 — < vyg.
S

Ebben az esetben a test legnagyobb sebessége megegyezik a kezddsebességgel,
vagyis 2,0 m/s.

Nemeskéri Ddniel (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 12. évf.) és
Szanyi Attila (Bonyhdd, Petéfi S. Ev. Gimn. és Koll., 12. évf.)
dolgozata alapjan

32 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldds. Kicsit hidnyos (3-4 pont) 3, hidnyos

(1-2 pont) 14, hibds 6, nem versenyszerii 1 dolgozat.

P. 5463. Egy ismeretlen, légkor nélkili bolygs felett H = 225 m magassdgban
Llebeq” eqy rozoga trszonda. Egymds utdn lepottyan rola két csavar. A mdsodik
csavar akkor valik le az drszonddrdl, amikor az elsé éppen 16 métert esett. Mekkora
a két csavar tdavolsiga abban a pillanatban, amikor az elsé eléri a bolygo felszinét?

(4 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhéz

Megoldas. Legyen tg az az id6, mely alatt az els6 csavar hg = 16 m-t esett,
t az az id6, amely alatt az elsé csavar eléri a bolygé felszinét, d pedig a két csavar
tavolsaga, amikor az elsé eléri a felszint.

Alkalmazva a szabadesés altalanos képletét (s = %t2), fel tudjuk irni a méso-
dik csavar altal megtett dtra az alabbi egyenletet:

(1) H—d:%@—mﬂ

Tudjuk tovdbbd, hogy (a szabadesés dltaldnos t = \/2s/g Osszefiiggése szerint)

[2H
(2) t= 71
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és

3) t0:1/%.

(2)-t és (3)-t az (1) egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy

2
Hoa= 9 22 _ |2 :
2 g 9

amit d-re rendezve és egyszeriibb alakra hozva a keresett tavolsig:

d=2v/Hhg —hy=2+/(225m) - (16 m) — 16 m = 104 m,

ami nem fiigg az ismeretlen bolygd ismeretlen nagysdgi nehézségi gyorsulasatol.

AS > 0 csapat: Czehldr Gergely, Pdsztor Addm és Polydnyi Zorka
(Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 12. évf.)

79 dolgozat érkezett. Helyes 53 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 11, hidnyos
(1-2 pont) 10, hibds 3, nem versenyszer(i 2 dolgozat.

P. 5464. Eqy fiiggdleges tengelyt, lefelé nyilo pa-
rabola F' fokuszpontjan keresztil kiilonbozd hajldsszo-
gt lejtoket fektetink. Mekkora a hajlisszoge annak
a lejtonek, amelyen az F pontbol kezddsebesség nél-
kil indulo, surloddsmentesen lecsiszé pontszert test
a lehetd legrovidebb idd alatt éri el a paraboldt?

(5 pont) Faragd Andor (1877-1944) feladata nyomén*

Megoldas. Hasznaljuk ki a parabola azon tu- v
lajdonsagat, hogy barmely pontja egyenl6 tavol d
van az F fékuszponttdl és a v vezéregyenestol. r

ge «, a palya hossza (F' és P tavolsiga) pedig /.

|

|

&
Legyen F' és v tavolsaga d, a lejt6 hajlasszo- ¢—d i 4

|

!
Ekkor i

d

{sina=4{¢—d, vagyis {=-—1—.
1 —sina

Csuszés kozben a pontszer( test egyenletesen gyorsul, a gyorsuldsa (sirlédés-
mentes esetben) a = gsin«, igy a csuszés ¢ idejére fennall:

gsinatzzg d

2 ~1—sina’

*Faragé Andor indftotta ujra 1925-ben az 1. vildghdbord miatt megsziintetett
KoéMal-t, és annak 1939-ig szerkesztGje, kiaddja volt. O vezette be a kiemelkedd fel-
adatmegolddk fényképeinek kozlését.
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vagyis

. \/5 S S
g sma(l—sma)
A cstszés ideje akkor lesz minimalis, ha az
f(a) =sina(l —sina)
kifejezés maximalis. A fenti kifejezés a & = sin a valtozonak kvadratikus fliggvénye:

f(§) =€ -9),

ami a legnagyobb értékét & = %—nél, vagyis a = 30°-ndl éri el. (Ezt teljes négyzetté
alakitdssal, vagy derivéldssal lathatjuk be.)

Seprddi Barnabds Bendegiz (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 11. évt.)

Megjegyzés. Erdekes, hogy a legrovidebb lecstszasi id6hoz tartozd « szog sem a pa-
rabola d paraméterétél, sem a nehézségi gyorsulastél nem fiigg. Ezt a részletes szami-
tds elvégzése nélkiil, dimenziondlis megfontoldsokkal (dimenzidanalizissel) is beldthatjuk.
A dimenzidtlan « szog csak a méter mértékegységii d-t6l és a m/s2 mértékegységi g-tél
fligghetne. Mivel az idé mértékegysége csak g-ben szerepel, a nem fiigghet g-t6l. Ekkor
viszont a d-t6l sem fiigghet, hiszen nincs egy masik, hosszisig dimenziéji mennyiség,
ami d mértékegységét kiejthetné.

(G. P.)

41 dolgozat érkezett. Helyes 34 megoldéds. Hidnyos (1-3 pont) 6, nem versenyszer(i
1 dolgozat.

P. 5466. Egy nyirkos tavaszi reggelen a hdmérséklet 1 °C, a relativ pdratartalom
pedig 80%-0s. Egy szobdban 20 °C-on a relativ pdratartalom 40%. N6 vagy csékken
a szoba pdratartalma, ha szell6ztetink?

(4 pont) (Példatdri feladat nyoman)

Megoldas. Tablazati adatok szerint a 20 °C-os levegd maximalis paratartalma
(vagyis a telitett vizgéz stirtisége ezen a hémérsékleten) 17,3 g/m>. Ha a relativ
paratartalom 40%, akkor a leveg8ben kobméterenként 6,9 g vizgdz van. Az 1 °C-os
levegd maximalis paratartalma 5,2 g/m?, 80% relat{v paratartalomnél ez 4,2 g/m3-
nek felel meg.

Ha szelléztetiink, a 20 °C-os levegd egy része kicserélodik az 1 °C-os levegével.
Ennek hatdsara a szoba paratartalma csékken, hiszen az 1 °C-os leveg6 maximalis
paratartalmdnak 80%-a kisebb, mint a 20 °C-os levegé maximédlis paratartalmanak
40%-a.

Marfai Déra (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 10. évf.)

57 dolgozat érkezett. Helyes 34 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos
(1-2 pont) 12, hibds 7, nem versenyszer(i 1 dolgozat.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/5 305



P. 5467. Egy 20 cm hosszi, 3 cm? keresztmetszetett, megfeleld elektromos
szigeteléssel elldtott rézrudon teljes hosszdban egyenletesen feltekert fiitészdl van.
A rudat fiiggélegesen tartjuk gy, hogy az alsé vége éppen beleér egy olvado jeget
tartalmazo pohdr vizébe, igy folyamatosan 0 °C hémérsékleti marad. Hdny fokra
melegszik fel elegendden hosszi idé alatt a rid mdsik vége, ha a fiitdszdl 100 W
teljesitménnyel melegiti a rézrudat?

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vicduka
a7, Megoldas. Jeloljiik a rid keresztmet-
5 Tt szetét A-val, a hosszat f-lel, a flitoszal tel-

,,,,,, N T'n—2 jesitményét P-vel. Osszuk fel (gondolatban)
hd 5 : a rudat n darab h = £/n vastag szeletre, és
. legyen n > 1. A szeleteket szdmozzuk meg
alulrdl felfelé haladva 1-tél n-ig. (Az dbrdn
: a fit6szal nem lathatd.)

v ;3 Elegendden hosszi id6 alatt bedll a ter-
N T2 mikus egyensily, amikor a riud kiilénb6z6

N 1 . . v s g s n .
—_ pontjainak hémérséklete idében mar nem

1 3 '\_/T
Jeges vz To=0°C valtozik. Legyen a k-adik szelet felsd ré-

szének hémérséklete Ty, az alsd részének
hémérséklete pedig Tr—1. A rid alsé vége Ty = 0°C homérsékletii, a felsd végét
jellemzé T, pedig éppen a keresett maximalis hGmérséklet.
Jeloljiik a k-adik réteg fels6 és also lapja ko6zotti Ty, — Tx—1 homérséklet-kiilonb-
séget dp-val. A Fourier-féle hGvezetési torvény szerint rétegek felsé lapjan At idé
alatt

o )
Q) = )\Af At
hé dramlik a kérdéses réteghe befelé, az alsé lapon pedig
SN B
k h
hé aramlik kifelé. Ugyanakkor a flit6szal altal a vékony rétegnek atadott Joule-ho
h
QJoule = PZ - At.
(Ez utébbi minden kis rétegnél ugyanakkora, tehat nem fiigg a & indextél.)

Homérsékleti egyensulyban az egyes rétegnek dtadott és az onnan elvezetett
hé megegyezik, vagyis

b ki
2 °) + QJoulc = Ec )a
tehat )
Ph
— 01 = ——— =4l 5.
O — 0p—1 A7 allandé

Ezek szerint a 0y szdmok olyan (csokkend) szdmtani sorozatot alkotnak, melynek
differencigja
Ph?
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Feltételezziik, hogy a rud fels§ vége nem ad &t szadmottevé nagysagi hot
a kornyezo levegének, vagyis

QP =0,  tehat 4, =0.
Mivel a szamtani sorozat elemeire igaz, hogy
bp=01+(n—-1)d=0,
megkapjuk a sorozat els6 elemét:

Ph?

A vékony rétegek hoémérséklet-valtozasainak osszege megadja a rud fels6 és
alsé vége kozotti hémérséklet-kiilonbséget:

61+6,  n(n—1) PK* _ , Ph?
2 "T T A T oar

Th — Ty = Thmax = i(sk =
k=1

(Az utolsé lépésben kihaszndltuk, hogy n > 1.) Mivel nh = ¢, a keresett hémér-

séklet
Py

20A°
Az ismert adatok és Ay, = 395 W/(m K) felhaszndldsdval

Tmax =

100 W-0,2 m
2395 W/(mK) - (3104 m?)

Tax = ~ 84°C.

Haldsz Henrik (Szeged, Radnéti M. Kis. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

23 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 4, hidnyos
(1-3 pont) 10 dolgozat.

P. 5470. Két egyforma gytjtélencsét egymdssal szemben gy helyeziink el, hogy
fokuszpontjaik egybeesnek. Az egyik lencsét a kiozds optikai tengellyel pdrhuza-
mos, monokromatikus, egyenletes energiadram-siriségl fénynyaldbbal vilagitjuk
meg. A lencsék antireflexids (visszaverddést megakaddlyozd) réteggel vannak be-
vonwva, a lencsék belsejében torténd fényelnyelddéstdl és az ottani visszaverddésektol
eltekinthetink.

a) Milyen irdnyd erd hat a lencsékre?

b) Becsiiljiik meg a lencsékre hatd erdk nagysdgdt!

Adatok: a lencsék fokusztdvolsdga 10 cm, dtmérdjik 5 cm, a meguildgité nyaldb
fényének hullimhossza 590 nm, az elsé lencsére 1 W fényteljesitmény jut.

(5 pont) Kozli: Domokos Péter, Budapest
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Megoldas. Jeloljiik a lencse fokusztavolsagat f-fel, a sugarat R-rel, a 1ézernya-
14b (lencsére jutd) teljesitménye legyen P és a monokromatikus fény hullimhossza A
(vagyis a frekvencidja c¢/A).

A 1ézerfényt fénysebességgel haladé fotonok (kicsiny ., golydeskdk”) dsszessé-
gének fogjuk tekinteni (14sd a nem méretardnyos 1. dbrdt). Mindegyik, az dbran
kicsiny golydcskaként feltiintetett fotonnak

_he

€
energiaja és
p =

nagysagu lendiilete (impulzusa) van.

f=01m | f=01m

1. dbra

a) A lencsékre haté eré a fotonok eredd lendiiletének egységnyi id6 alatti
megvaltozasdval egyenl6. A lencsére valamekkora At id6 alatt £ = P At energiaji
fény érkezik, ami

E P

AN =— = — At

€ €

szamu fotonnak felel meg. Ezen fotonok mindegyikének ugyanakkora nagysagu és
irdnyt lendiilete van, az eredd lendiiletiik tehét

E P

e ¢ ¢

Ha az elso lencse helyén egy fényelnyel6 lap lenne, akkor erre a lapra

1 P 1w

= —=—=-——""=33.10°N
At ¢ 3-108m/s

Fo
er6 hatna. A lencse azonban nem nyeli el a fényt, csak a fotonok haladési ira-
nydt valtoztatja meg. A lencsébél At id6 alatt kilépd fény eredd lendiilete (ami
a szimmetria miatt az optikai tengely irdnydba mutaté vektor) a fentebb szdmolt
I-nél kisebb, de nullatol kiilonb6zé nagysagu lesz. fgy az elso6 lencsére hato erd, ami
a kozos fékuszpont felé mutat, ténylegesen valamekkora F' < Fj nagysagu.

A fénysugarak megfordithatésdga miatt a masodik lencsére is ugyanekkora
nagysagu, de ellentétes irdnyu er6t fejt ki a fény, hiszen a fény lendiilete a masodik
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lencsén athaladva I-r6l Ip-ra novekszik. A két lencse kozott tehat azonos nagysag,
de egymassal ellentétes irdnyd ,,vonzder6” jon létre. Ez a két erd azonban nem
a Newton III. torvényében szereplé hatds-ellenhatas miatt ugyanakkora nagysagu,
hiszen mindkét er6t a fény lendiiletvaltozasa, nem pedig a méasik lencse ,hatasa”
hozza létre.

b) A lencsékre haté erdk nagysdganak szdmszer(i értékét a fotonok lendiilet-
véltozdsdbdl lehet kiszdmitani (becsiilni). A szimmetria miatt elegendd, ha csak
az optikai tengely irdnyaba es6 lendiiletkomponenseket vizsgaljuk. Amennyiben egy
p impulzusi foton a lencsén dthaladva ¢ szoggel tériil el, akkor az optikai tengely
irdnyaba es6 lendiilete

Ap=p(1 —cosp)

értékkel csokken. A lencse széléhez érkezé fotonok eltériilési szoge

= arct = arct 1 =14°
= arctg — = arctg — = .

Ha mindegyik foton ugyanekkora szoggel tériilne el, akkor az eredé impulzus is
ugyanilyen ardnyban cstokkenne, tehat a lencsére haté erd

P
F* = = (1 — oS pmax) = 0,03 Fy ~ 1071° N
C

lenne. A fotonok azonban kiilonb6z6 szogekben tériilnek el, az optikai tengely
kozelében haladé fotonoknal pl. ¢ ~ 0, igy ezek a fotonok egyéltalan nem jarulnak
hozza a lencsére haté erohoz. Elfogadhaté nagysagrendi becslésnek tekinthetd, ha
az eredd erét F* és F' = ( valamilyen kozépértékével kozelitjiik, az tehat néhanyszor
10~ N nagységi lehet.

Ha pontosabban akarjuk kiszamitani a lézerfény &ltal kifejtett erot, akkor
valamennyi foton jarulékat figyelembe kell vegyiik. (Ezt a vizsgélatot a pontverseny
résztvevéitol nem vartuk el, hiszen csak az eré nagysdganak becslése volt a kérdés.
— A Szerk.)

2. dbra

Azok a fotonok, amelyek a lencsét egy r sugard (r < R), igen keskeny, Ar
szélességll korgylirii mentén érik el (ldsd a 2. dbrdt), valamennyien ¢ = arctg%
szogben tériilnek el, és gy a lendiiletiik megvaltozdsa (egyenként) At id6 alatt

Apzp(l—cosgp):p(l—\/fgfv>.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/5 309



Ezen fotonok szdma (a korgyfirii és a teljes kor keresztmetszetaranyabdl)

2roeAr P

a megfeleld lendiiletvaltozas tehat

2P f
Al = — |1 - ——— | rAr- At.
R20< %fQer?)T r

A lencsére hatd teljes erd

Al P& f 2rAr
(1) F:ZN:c§<1_W> R

A fenti kifejezésben szerepld tsszeg a korgytlrik vastagsdganak csokkentésével egyre
jobban kozelit az

217f d
/? V)

r=0
integralhoz, aminek értéke az ismert (SI mértékegységben megadott) szdmadatok-
kal (pl. a https://www.wolframalpha.com/ felhasznédldsdval) kiszdmithato:

0,025
0,1
K= / 32 rdr = 0,0152,
V0,01 + 72 r2

és ennek megfeleléen

P 00152 W

F=K- = A
¢ 3-10% m/s

=5,05-10"' N.

A Lumity csapat: Kurucz Kende és Vidor Nikoletta
(Budapest, Berzsenyi D. Gimn., 12/11. évf.)
dolgozatanak felhaszndlasaval

Megjegyzés. Az (1) képletben szerepld sszeget elemi uton (integrdlszdmitds alkal-
mazasa nélkiil) is meg lehet hatdrozni. Ehhez fizikai megfontoldsokat, az egyenletesen
gyorsulé mozgds ismert ut—idé és sebesség-elmozdulds képleteit hivjuk segitségiil.

1. Elsé észrevételiink: az rAr szorzat (ha Ar kicsi) igy is felirhaté:

(r+ Ar)2 —r?

rAr & %A(rz) = 5

2. Vezessiik be 1j véltozénak az x = r?/R? dimenziétlan mennyiséget (0 < x < 1).
x azt fejezi ki, hogy egy r sugari kor teriilete hdnyszorosa a lézersugdr teljes keresztmet-
t fejezi ki, h 1 kor tertilete ha 1é ir teljes k tmet,

szetének.) Ezzel a jeloléssel 2;%%7"

1
f
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3. Az Osszeg els6 része konnyen szamolhato:

Az 6sszeg masik fele mar nem ennyire egyszerii:

I

de ha a benne szerepld llandSkat atjelsljiik f — vo és R? — 2a médon, ismer8s képlethez
jutunk:

Ax
Z\/v0+2ax fz@’

ahol v(z) = i—gtc az egyenletesen gyorsulé mozgast végzo test pillanatnyi sebessége = 1t
megtétele utan.

Lathatjuk, hogy
Ky =f» At=fT,

ahol T az az id6, amennyi alatt a vy kezd&sebességgel induld, adllandé a gyorsuldsu test
x = 1 utat tud megtenni. Az Gt-idé fiiggvénykapcsolat szerint

%TQ T+l =1,

vagyis az eredeti paraméterekkel kifejezve:

2
]ZTQ—&-fT—l_O

Ennek a masodfoki egyenletnek a pozitiv megoldasa:

r_ IV R

R2/2 ’
és {gy (f = 4R esetén)

2 2
Ko =2 (%) 1+(?)—1 =817 — 32,

és végiil
K, — K> =33 —-8V17 = 0,015.
(G. P.)

7 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott a Lumity csapat megoldasa. Kicsit hianyos
(4 pont) 1, hidnyos (1-3 pont) 5 dolgozat.
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P. 5471. Hdrom egyforma, R sugari, m témegii jég-
hengert készitink, és azokat az abran ldthato helyzetbdl
kezddsebesség nélkil elengedjiik. A jég feliilete nagyon
sikos, emiatt a surlédds mindenhol elhanyagolhato.

a) Hatdrozzuk meg és dbrdzoljuk vdzlatosan az egyik
also jéghenger mozgdsi energidjdat a felsé henger elmoz-
duldasdanak fiigguényében!

b) Mekkora sebességgel csapddik a felsé jéghenger a talajhoz, és mekkora sebes-
ségre gyorsul fel a masik két jéghenger?

(6 pont) Kozli: Cserti Jézsef, Budapest

Megoldas. A szimmetria miatt
a fels6 jéghenger fliggolegesen lefelé mo-
zog, a pillanatnyi sebességét jeloljiik vq-
gyel, az als6 hengerek (vizszintes) sebes-
ségét pedig vo-vel. A felso és az egyik al-
s6 henger tengelyét Osszekotd egyenes-
nek a fiiggblegessel bezart (idében egyre
novekv nagysigi) szoge legyen a (lasd
az 1. dbrdt).

V3R — Az

1. db
Ameddig a fels jéghenger érintke- aora

zik az alsékkal, a fels6 henger éppen olyan sebességgel kozeledik a mésikhoz, mint
amekkora sebességgel az tavolodik tole:

vy cos @ = V9 c08(90° — o) = v sin a,

vagyis
sin «
v = V2.
cos a

Tekintsiik azt a helyzetet, amelynél a fels§ henger elmozduldsa Az, vagyis
amikor
(1) o V3R — Az
s = ————,
2R
és alkalmazzuk az energiamegmaradds torvényét. (Surlédas hidnydban a jéghen-
gerek nem jonnek forgasba, igy csak a tomegkozéppontok mozgasdhoz kapcsolddd
energidkkal kell szdmolnunk.)

1, 1, 1 ,(sinfa 1 ,l+4cos?a
mgszimvl—FQ-imUQ:iva oo 2 =gy — 5 —

Innen (1) felhasznaldsaval kapjuk, hogy barmelyik alsé test mozgési energidja a felsé
test elmozduldsédnak fiiggvényében:

Ax(\/gR — A;v)z .
4R? + (Az — V3R)®

mv% = mg.

N =

(2)
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Abrézolva a (2) figgvényt a 2.a. dbrdn lathaté grafikont kapjuk. Mivel az alsé
jéghengerre haté nyomoéerének folyamatosan gyorsitani kellene (vizszintes irdny-
ban) ezt a testet, nem lehetséges, hogy a mozgdsi energidja a fels6 henger bizonyos
elmozduldsa utdn csokkenni kezdene. Ténylegesen az torténik, hogy Az = 0,68 R
elmozdulasnél a jéghengerek elvalnak egymaéstol, onnantdl kezdve az alsé hengerek
nem gyorsulnak tovébb, a mozgdsi energidjuk allandé marad (2.b. dbra).

%mv% %mv%
0,147 mgR 0,147 mgR
Az Az
0,68 R V3R 0,68 R V3R
a) b)
2. dbra

A két alsé6 jéghenger sebessége az elvélds pillanatdban (és a tovdbbiakban):
vg = /20,147 Rg = 0,54/ Rg .
A jéghengerek elvdlasanak pillanatdban a helyzetiiket jellemzé szog:

\/gR - 0,68 R
- @@ = 1°
arccos 2 58, 5

és igy a kozéps6 jéghenger sebessége ekkor (fiiggtlegesen lefelé):
V] =vtga = 0,87@.
A tovébbiakban a k6zépsé test szabadon esik mindaddig, amig meg nem tesz
d=vV3-068R=105R

tavolsagot. Ekdzben

vz = \/v? + 29d = /0,872 Rg +2- 1,05 Rg ~ 1,7\/Ryg

sebességre gyorsul fel és csapddik a talajba.
Schmercz Blanka (Budapest, ELTE Apédczai Csere J. Gyak. Gimn., 12. évf.)
13 dolgozat érkezett. Helyes Schmercz Blanka megoldédsa. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 2,
hidnyos (1-3 pont) 9, hibds 1 dolgozat.
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P. 5472. Mennyi idd alatt kerili meg a James Webb drtdvcsé a Napot?
(3 pont)

Megoldas. A James Webb trtavesé a Nap-Fold Lo libracids pont koriil kering.
Az L, pont a Napot és a Foldet Osszekoté egyenesen van a Foldtél 1,5 millié
kilométerre. Az Ly pont a Folddel egyiitt fordul el a Nap koriil, és igy ugyanannyi
ido alatt keriili meg a Napot, mint a Fold. Tehat a James Webb {irtavcesé is pontosan
1 év alatt keriili meg a Napot.

Tobb dolgozat alapjdn

Megjegyzés. Néhany versenyzé az interneten talalt 6 honapos periédust adta meg
vélaszul, ami nem a Nap, hanem az Lo pont koriili keringési id6.

67 dolgozat érkezett. Helyes 47 megoldés. Hidnyos (1 pont) 8, hibds 9, nem verseny-
szerd 3 dolgozat.

Fizikabdl kituzott feladatok

M. 423. Utkoztessiink vizszintes asztallapon egyenesen és centrélisan egy nyug-
v6 100 forintos pénzérmének egy masik 100 forintos érmét. Mérjiik le az titkozés
utdn a megalldsaig megtett utakat. Hatarozzuk meg ezekbdl az iitkozés rugalmat-
lanségi fokat jellemz6 titkozési szdmot! Fligg-e az titkozési szdm az 1itk6z6 testek
relativ sebességétol?

(6 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata nyomén

G. 817. A James Webb {irtavcs6 a Nap-Fold rendszer dgynevezett Lo Lagrange-
pontja koriil mozog. Ez a pont 1,5 millié km tavolsagra van a F6ldtol a Nap és a Fold
kozéppontjat 6sszekoto egyenesen ugy, hogy a Fold a Nap és az Lo Lagrange-pont
kozott van. Képzeljiik el, hogy pontosan az Ly Lagrange-pontban vagyunk, és a Nap
felé néziink. Sziikségiink van-e véddszemiivegre? Mit latunk?

(4 pont)

G. 818. Egy nyitott vasuti kocsi vizszintes, egyenes palyan halad v sebesség-
gel. A sinpar kozvetlen kozelében 1évo dgyuval 2v sebességii 16vedéket 16viink ki
éppen akkor, amikor a vasuti kocsi vége az d4gyu mellett halad el. A vizszinteshez
képest milyen szogben 16je ki az dgyu a 16vedékét, hogy az a vasuti kocsi végé-
re essen? A kilovés utdn mennyi idével esik vissza a 16vedék? (A légellenéllastdl
tekintsiink el.)

(4 pont)
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G. 819. A képen harom, ugyanolyan folyadékot tartalmazé tartaly lathato,
melyekhez leereszté csovek csatlakoznak. Melyik tartdly iiriil ki leggyorsabban, ha
a folyadék belsé surléddsatdl (viszkozitdsatdl) eltekinthetiink?

| u u

Biztos, hogy a kozéps6 tartaly egyaltalan kitiriil, ha a csatlakozé cs6 legalja
nagyon mélyre keriil? Biztos, hogy a jobb szélsé tartdly egydltalan kiiiriil, ha
a csatlakozd cso legteteje nagyon magasra keriil?

(4 pont)
G. 820. Az dbrdn lathaté dramkor mindegyik ellendl- 2.
lasa 6 k2-os, a telep fesziiltsége U = 60 V. Hanyszor t6bb —
ho fejlédik a legjobban meleged6 ellendllason, mint a leg-
kevésbé melegedén? 1[] 3 H L
ont
(4 pont) .
I
L
U

P. 5490. Horvatorszaghban egy kétszer kétsdvos
autépalya-szakasz mindegyik sdvjan csucsforgalomban
az autok kozotti dtlagos tavolsag 150 m. A fizetés kapukon
belépéskor atlagosan 10, kilépéskor 20 masodperc alatt jut
at egy-egy auté. Hany kaput kellene elhelyezni az egyik,
illetve a masik oldalon, hogy még csicsforgalomban se legyen fennakadds, ha az au-
tépéalydn az autdék atlagos sebessége 100 km/h?

(4 pont) Példatari feladat nyomdn

P. 5491. Egy adott térbeli ponttdl induld, kiilonb6z6 hajlasszogi lejtokon egy
kezdGsebesség nélkiil induld, kicsiny test csiszhat le. Hol helyezkednek el térben
a lejték azon pontjai, amelyeknél a sturlédasi hé értékei megegyeznek?

(4 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka
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P. 5492. Két egyforma, egyenként m tomegii testet egy
elhanyagolhaté tomegii allocsigan atvetett rugalmas gumiszal
kot Gssze. A testeket az dbrdn lathaté helyzetben tartjuk — ek-

B kor a gumiszal éppen nytjtatlan —, majd a B testet kezd&se-
besség nélkiil elengedjiik. Az A test az inditas utan ty idével
valik el az asztaltol.

a) Mekkora a B test elmozduldsa a t = ¢y idSpillanatban?
A b) Az inditdstdl szdmitva mennyi idé milva lesz a B test
sebessége eloszor nulla?

¢) Mekkora a gumiszélat feszitd legnagyobb erd a mozgds
soran?

(5 pont) Kozli: Vigh Madté, Biatorbagy

P. 5493. A James Webb {irtavces6 az ugynevezett Lo Lagrange-pont kozelében,
a Folddel szinkronban jarja koriil a Napot. Ez a pont a Nap-Fold egyenesen,
a Foldtél nagyjabdl masfél millié kilométerre helyezkedik el a Foldnek a Nappal
ellentétes oldaldn, és arrdl nevezetes (a tobbi Lagrange-ponttal egyiitt), hogy az oda
helyezett testek ,tobbé-kevésbé” a Folddel egyiitt mozogva ,helyben maradnak”.
Egyszertsitett szamolassal mutassuk meg, hogy valéban ilyen messze van a Foldtol
az Lo Lagrange-pont!

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

P. 5494. Az dbrdn lathaté ,kettGs jojé” két egyforma, homogén
tomegeloszlasi korongbdl és a rajuk tekert fonalakbol &ll.

A két testet a fonalak fiigg6leges helyzetébol kezdbsebesség nélkiil
inditjuk el. Mennyi id6 alatt tekeredik le az alsé korongrdl a rajta 1évo
80 cm hosszisagu fondl?

(5 pont) Példatéri feladat nyoméan

P. 5495. Az dbrdnak megfeleléen egy R =
= 100 Q-os ellenallast, egy L = 1 mH 6nindukcidji
tekercset és egy C' =10 pF kapacitdsu kondenza-
tort kapcsolunk ossze. Az 1, 2, és 3-as pontok ko-
zil kettére f = 50 Hz-es szinuszos fesziiltségforrast
kapcsolunk. A harom eset koziil melyiknél fejlédik
a legtobb hé az ellenallason?

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest
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P. 5496. Az dbrdn lathaté médon egy 10 cm
atmérdjl, titkrozods feliilett hengert egy 5 mm
atmerdju 1ézersugarral vilagitunk meg. A vissza-
ver6do lézersugarra merélegesen egy ernySt he-
lyeziink el gy, hogy a visszaver6dési pont és
az erny6 kozott a tavolsdg 20 cm. Milyen ala-
ki és méreti fényfolt keletkezik az erny6n?

(5 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

P. 5497. Tekintsiik a hidrogénatom Thomson-féle atommodelljét. A hidrogén-
atom sugara kb. 50 pm.

a) Hol lehet egyensilyban az elektron?

b) Mekkora frekvencidval rezeg az elektron ezen egyensilyi helyzet koriil?
A szinkép milyen tartomanyédba esik az ilyen frekvencidju fény?
(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5498. Egy « hajldsszogli, h magas éket konnyen gordils, az ékkel egyiitt
M tomegii kocsira rogzitettiink. Az ék aljdn egy m < M tomegli test nyugszik.

A kis testet gy szeretnénk feljuttatni az ék tetejéig, hogy az éket allandé nagysagu,
vizszintes erével gyorsitjuk.

a) Legaldbb mekkora munkat kell végezziink ekozben, ha a sirlédéds elhanya-
golhat?

b) A legkisebb munkavégzés esetén mekkora erével hatunk az ékre és mennyi
id6 alatt emelkedik a kis test h magassdgra?

Adatok: h =1 m; M =1 kg; a = 30°.
(6 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

Bekiildési hataridoé: 2023. janius 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal . hu/munkafuzet
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 286): K. 769. In Burger Burner
Restaurant, it turned out that the soup is too salty. The chef decided to dilute it with the
leftover soup from yesterday, which did not have enough salt in it. Given that 5 percent
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of the salty soup is salt while there is only 1.2 percent salt in the leftover soup, how much
of each should the chef mix in order to obtain 72 decilitres of soup with a salt content of
3.48 percent? (Proposed by K. A. Kozma, Gyér) K. 770. What is the ratio of the number
of chessboard fields from which a knight may move to at least four fields to the number
of fields from where the knight may move to eight fields? (Proposed by B. Bird, Eger)
K. 771. Frankie cut a rectangle into exactly nine squares. On inspection, he observed
that the area of one square was 64 cm?, the areas of two other squares were 16 cm?,
and the rest of them were 4 cm? each. What was the perimeter of the original rectangle?
(Proposed by K. A. Kozma, Gy6r) K/C. 772. How many four-digit natural numbers are
there in decimal notation in which the first three digits (from the left) are different, all
four digits are prime numbers, but the four-digit number is not divisible by any of its
digits? (Proposed by B. Bird, Eger) K/C. 7T73. Is there a right-angled triangle in which
the measures of the sides are integers, the lengths of exactly two sides are prime numbers
and the area is also a prime number? (Proposed by B. Bird, Eger)

New exercises for practice — competition C (see page 287): Exercises up to grade 10:
K/C. 772. See the text at Exercises K. K/C. 773. See the text at Exercises K. Exercises for

everyone: C. 1768. Show that the simultaneous equations 8z> + 27y3 =—6- 53, % + % = z5—y

have no solution if z, y are real numbers. (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1769. The
orthocentre of an acute-angled triangle ABC' is M, and AB > BC > C A for the sides. The
perpendicular bisector of line segment AM intersects side AC at D, and the perpendicular
bisector of line segment BM intersects side BC at E. Find the angles of triangle ABC),
given that points D, M, E are collinear. (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1770. Solve

the equation /7 + % =7 —g over the set of real numbers. (Proposed by B. Bird,

Eger) Exercises upwards of grade 11: C. 1771. In isosceles right-angled triangle ABC, the
midpoint of leg BC' is D, and the point closer to vertex B that divides the hypotenuse in
a one to two ratio is E. Prove that AD and CE are perpendicular. (Proposed by B. Bird,
Eger) C. 1772. How many at most three-digit numbers are there in decimal notation
that become a palindrome number if converted to binary notation? (A number is called
a palindrome if its digits read the same left to right and right to left.) (Proposed by
L. Koncz, Budapest)

New exercises — competition B (see page 288): B. 5318. All positive divisors of
a positive integer are written down on a sheet of paper. There are two numbers on the
sheet that leave a remainder of 2 when divided by 8, and there are four numbers that leave
a remainder of 4. How many numbers may there be on the sheet that leave a remainder
of 6 when divided by 87 (3 points) (Proposed by B. Hujter, Budapest) B. 5319. Is it true
that every acute-angled triangle has at least one altitude whose foot lies in the middle
third of the side? (3 points) (Proposed by B. Hujter, Budapest) B. 5320. Given that

an+3 Qan

= 2 for each term of a sequence a,, and the first three terms are a1 =1,
an+1 an+2

2021

2
=4 and a3 =2 that
az and as » prove that “——

Temesvar) B. 5321. Show that the sum of the squares of the medians of a triangle is
smaller than one and a half times the square of the semi-perimeter. (4 points) Proposed

by L. Németh, Fonyéd) B. 5322. Prove that if S22 _ €55 _ cosa—cos

s—a s—c
conventional notations, then the triangle is right-angled or isosceles. (As usual, s denotes
the semi-perimeter of the triangle.) (5 points) (Proposed by G. Holld, Budapest) B. 5323.
We are playing the following game: arbitrary real numbers from the interval [0, 100] are

is an integer. (5 points) (Proposed by A. Eckstein,

in a triangle, with
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written on 2023 cards. Then the cards are dropped in an urn, and one card is pulled
out at random. If the number on the card equals 2/3 of the mean of the numbers on
all the cards then we will win as much money as the number on the card pulled out.
Otherwise we do not win anything. What numbers should be written on the cards so that
the expected value of the money gained is a maximum? (5 points) (Proposed by B. Dura-
Kowvdcs, Garching) B. 5324. Arthur and Barbara are playing the following game: they
take turns in writing down a digit, proceeding left to right, until they obtain a 2023-digit
number. Arthur starts the game, with a nonzero digit. Arthur will win if the resulting
n pcs 7
number has a divisor of the form 17...7 (n > 1). Otherwise Barbara wins. Which of them
has a winning strategy? (6 points) (Based on the idea of G. Kds, Budapest) B. 5325.
Determine all bounded convex polyhedra such that the planes of the faces divide the
space into ¢+ e + £ + 1 regions, where ¢, e and ¢, respectively, stand for the number of
vertices, edges and faces. (6 points) (Proposed by V. Vigh, Sdndorfalva)
n 22k.2k+1
New problems — competition A (see page 290): A. 854. Prove that kZO 2 gk <4
holds for all positive integers n. (Submitted by Béla Kovdcs, Szatmérnémeti) A. 855.
In scalene triangle ABC the shortest side is BC'. Let points M and N be chosen on
sides AB and AC, respectively, such that BM = CN = BC. Let I and O denote the
incenter and circumcentre of triangle ABC, and let D and E denote the incenter and
circumcenter of triangle AM N. Prove that lines IO and DFE intersect each other on the
circumcircle of triangle ABC. (Submitted by Luu Dong, Vietnam) A. 856. In a rock-
paper-scissors round robin tournament any two contestants play against each other ten
times in a row. Each contestant has a favourite strategy, which is a fixed sequence of ten
hands (for example, RRSPPRSPPS), which they play against all other contestants. At
the end of the tournament it turned out that every player won at least one hand (out of
the ten) against any other player. Prove that at most 1024 contestants participated in the
tournament. (Submitted by Ddvid Matolcsi, Budapest)

Problems in Physics
(see page 314)

M. 423. There is a 100-forint coin, initially at rest, on a horizontal tabletop. Send
another 100-forint coin to slide along the tabletop such that it undergoes head on collision
with the stationary one. Measure the distances covered by the two coins after the collision
until they stop. From the measured data determine the coefficient of restitution which is
a number to characterise the inelasticity of the collision. Does the coefficient of restitution
depend on the relative velocity of the colliding objects?

G. 817. The James Webb space telescope orbits the so-called Lo Lagrange point of
the Sun-Earth system. This point is located 1.5 million km from Earth along the line
connecting the centres of the Sun and the Earth, beyond the Earth. Imagine that you are
exactly at the Lo Lagrange point, looking towards the Sun. Do we need goggles? What
do we see? G. 818. An open railway wagon is travelling on a horizontal straight track at
a speed of v. With a cannon in the immediate vicinity of the railroad track, a projectile
is fired at a speed of 2v at the moment when the end of the wagon passes the cannon.
At what angle to the horizontal should the cannon fire its projectile so that it strikes
the end of the wagon? How long after firing does the projectile fall back? (Neglect air
resistance.) G. 819. The figure shows three tanks, to which drain tubes are attached, and
they all contain the same liquid. Which tank will drain the fastest if the internal friction
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(viscosity) of the liquid is negligible? Is it sure that the middle tank can even become
empty, if the lowest point of the drain tube gets to a very low position? Is it sure that the
right tank can even become empty, if the highest point of the drain tube gets to a very
high position? G. 820. Each resistor in the circuit shown in the figure has a resistance of
6 k2 and the voltage of the battery is U = 60 V. How many times more heat is dissipated
in the resistor that heats up the most than in the one that heats up the least?

P. 5490. The dual carriageway road considered in this problem has two lanes for
traffic going in each direction. The average distance between cars on each lane of the dual
carriageway at peak times is 150 m. The average time to pass through the toll gates is
10 seconds for entering and 20 seconds for exiting. How many gates would be needed on
one side and on the other to avoid congestion even at rush hour? (The average speed of
the cars is 100 km/h.) P. 5491. A small body starting from rest at a given point in space
can slide down along slopes of different angles of inclination. What is the locus of that
points of the slopes, in space, at which the values of the dissipated heat due to friction are
equal? P. 5492. Two identical bodies, each of mass m, are connected by a flexible rubber
thread, threaded through a stationary pulley of negligible mass. The bodies are held in
the position shown in the figure — at this position the rubber band is unstretched — and
then body B is released without initial velocity. Body A loses the contact with the table
at time to after the release of body B. a) What is the displacement of body B at time
t =to? b) How long after the start will the velocity of body B be zero for the first time?
¢) What is the maximum tension exerted in the rubber thread during the motion? P. 5493.
The James Webb space telescope orbits the Sun, near the so-called Ly Lagrange point,
synchronously with Earth. This point is located 1.5 million km from Earth along the Sun-
Earth line, beyond the Earth, and is notable (along with the other Lagrange points) for
the fact that bodies placed there “more or less” remain there “at the same position” as
they move with the Earth. Show by a simple calculation that the Lo Lagrange point is
really that far from the Earth. P. 5494. The “double yo-yo” shown in the figure consists
of two identical discs of uniform density and the threads wound on them. The two bodies
are released from rest such that the threads are vertical. How long does it take to unwind
the thread from the lower disc, if its length is 80 cm? P. 5495. A resistor of resistance
R =100 €2, a coil of inductance L =1 mH and a capacitor of capacitance C' = 10 uF
are connected as shown in the figure. A sinusoidal voltage supply of frequency f = 50 Hz
is connected to two of the points 1, 2, and 3. In which of the three cases will the heat
dissipated in the resistor be the greatest? P. 5496. A laser beam of diameter 5 mm is
incident on the reflecting surface of the wall of a cylinder of diameter 10 cm, as shown in
the figure. A screen is placed perpendicular to the reflected laser beam so that the distance
between the reflection point and the screen is 20 cm. What is the shape and size of the
light spot on the screen? P. 5497. Consider the Thomson model of the hydrogen atom. The
radius of a hydrogen atom is about 50 pm. a) Where can the electron be in equilibrium?
b) What is the frequency at which the electron oscillates around this equilibrium position?
Into which region of the spectrum does the light of this frequency fall? P. 5498. A wedge
of inclination angle o and height h was fixed to a trolley. The trolley can roll easily, and
the total mass of the trolley and the wedge is M. At the bottom of the wedge there is
a body of mass m < M at rest. We want to get the small body up to the top of the wedge
by accelerating the wedge with a constant horizontal force. a) What is the minimum work
that we have to do in the process if friction is negligible? b) In the case of this minimum
work, what is the force that we have to exert on the wedge, and how long does it take to
raise the small body to the height of h? Data: h =1 m; M = 1 kg; o = 30°.
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Nyari fizikatabor
2023. junius 23. és junius 29. kozott

Ismét megrendezzik a tobb évtizedes hagyomanyokkal rendelkezé
fizikatabort Dombdvar-Gunaras Udiil6faluban, az apartman héazakban és a
hozzajuk tartozé zoldterileten. A taborba varjuk olyan fizika irant nyitott tanulok
jelentkezését a 9—12. évfolyamokrol, akik tudjak vallalni az aktiv tabori részvételt
a vele jard utazasi viszontagsagokkal egyiitt. Elsésorban a KoMalL feladat-
megolddit varjuk, de korlatozott szamban mas — a fizika irdant hatarozottan
érdeklédé — diak is részt vehet a taborban, havalamllyenversenyeredmenyevagy
afizikatandranak ajanlasa ezt alatamasztja. ,

A taborban (kiilon tandrokkal és program-
mal) részt vesz a nemzetkdzi matematikai didk- ‘| N
olimpiara késziilé ,matematikus csapat” is, és
az esti eléadasokat (nemzetkozileg is ismert
el6addkkal) kozésen hallgathatjatok meg.

Ataborba olyan hataron tuli magyar kozépiskolasokat is varunk,
akik aktiv KOMaL versenyzdk, vagy a fizika irant elkotelezett, mas *
versenyeken eredményesen szerepld didkok. A Nemzeti Tehetség

Program keretében elnyert 2.489.000 Ft palyazati forrds (NTP- &

TSZM-22-0116) biztositja a tdbor koltségeinek nagyobbik részét
(szallas + napi haromszori étkezés, flird6belépd, jutalmak, el6addk
tiszteletdija stb).

Majus kozepén e-mailben kuldjik el a
diakoknak a tabori felhivast és a jelentkezési
lapot, melyet azoknak kell elektronikusan
visszakiildenitik, akik a nyari KoMaL Fizikatabor
résztvevdi akarnak lenni. A jelentkezési hataridé:
majus 31. Tuljelentkezés esetén a pontverseny
pillanatnyi allasa, illetve a beérkezett jelent-
kezések sorrendje leszamérvado.

A KoMalL elofizetési arai a 2023/24-es tanévre

lapszam ar : 1250 Ft BJMT tagoknak: 9900 Ft
egyiittesen megrendelt eldfizetési ar személykenkent plusz ajandék példany
1-9 db 10400 Ft 0 db
10-19 db 9900 Ft 1 vagy 2 db
20-29 db 9500 Ft 3 db
30-49 db 9000 Ft 4 vagy 5 db
50- 8500 Ft 6 vagy tobb db

A kovetkezo tanévre szol6 megrendelésrol a pontos informéaciok varhatéan jinius elején
keriilnek fel a honlapra.

Pet6fi ’ \ Nemzeti g
_ Kulturalis <= Egyiittmiikodési n a =
Ugynékség ./ Aisp Nemzeti Kulturdlis Alap  BetHien GABOR

Alapkezald Zrt, MINISZTERELNOKSEG
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