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4. IMO2023 A 64. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia

cID

%) chiva, neanEm feladatainak megoldasa I.

A hagyomédnyoknak megfeleléen kozoljikk a Nemzetkozi Matematikai Didk-
olimpia feladatainak megoldasait. A megoldédsok leirdsara idén is a magyar csapat
tagjait kértitk meg. Kozremiikodésiiket koszonjiik, és ezuton is gratuldlunk ered-
ményeikhez.

A szerkesztoség

Els6 nap*

1. Hatarozzuk meqg az dsszes olyan n > 1 Osszetelt egész szamot, amely ren-
delkezik a kovetkezd tulajdonsdggal: ha 1 = dy < do < --- < di, = n jeldlik n pozitiv
osztoit, akkor diy1 + d;ro oszthato d;-vel minden 1 < i < k — 2 esetén.

Megoldés (Simon Laszlé Bence). Beldtjuk, hogy n-nek nem lehet 1-nél tobb
primosztdja, azaz hogy n primhatvany. A primhatvanyok nyilvén teljesitik a feladat
feltételeit, mivel ha n = p*, akkor d; = p*~ !, és ekkor:

Pt =d; | dig1 +dipe =p +p T

Most vegyiink tetszéleges n-et, ami teljesiti a feladat feltételét, legyen a legkisebb
valédi osztdja p = do, minden szam legkisebb valddi osztdja prim, ezért p prim. Mi-
vel a legnagyobb osztonak az osztoparja nyilvan a legkisebb osztd, ezért did, = n,
hasonléan dodi_1 = n és dsdi_o = n. A feltétel szerint:

n

di—o | dip—1 + di, = n +n.
ds P

Egy felszorzas és leosztas utan latszik, hogy ez ekvivalens azzal, hogy:
p | ds + pds,

azaz p osztja dz-at. Most indukciéval belatjuk, hogy p osztja d;-t minden ¢ > 2-re.
1 = 2, 3-ra igaz az allitas, tegyiik fel, hogy ¢ — 1-re és i — 2-re igaz. Ekkor i-re is igaz,
mivel:

p|di—s| di1 +d;,

azaz mivel p osztja d;_1-et, ezért p osztja d;-t is. Tehat p osztja az Osszes osztdt,
kivéve az 1-et, azaz nem lehet masik primosztd, tehat belattuk amit akartunk, kész
vagyunk.

2. Legyen ABC' egy hegyesszigi hdromszdg, amelyben AB < AC'. Jelolje ABC
korilirt korét Q, melyen legyen S (az A pontot tartalmazd) CB v felezépontja.

* A méasodik nap feladatainak megolddsat a novemberi szdémban kézoljiik.
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Az A pontbdl BC-re bocsdtott merdleges a BS egyenest D-ben, az Q kort pedig
az E # A pontban metszi. Tovdbbd a BC-vel pdrhuzamos, D ponton dtmend egyenes
az L pontban metszi a BE egyenest. Jelolje a BDL hdromszdog korilirt korét w, és
legyen P az w és Q korok B-t6l kilonbozé metszéspontja. Bizonyitsuk be, hogy
az w-hoz P-ben hizott érintd és a BS egyenes a BAC< belsd szdgfelezjén metszik
egymdst.

1. megoldas. Legyen S’ az Q kor BC' {vének felez6pontja, amely S-sel dtellenes,
ekkor S5’ a kor BC-re mer6leges atmérdje, és az AS’ hir felezi a BAC szoget.
Messe az w kor P-ben huzott érintGje az 2 kort mésodszor a @ # P pontban;
a Thalész-tétel miatt SQS’'<t = 90°.

s
A Q
p
w
L D
Q

B C
E

S/

A feladat allitdsa az, hogy az AS’ szogfelezd, a PQ érint6 és a BDS egyenes
egy ponton megy at.

El6szor megmutatjuk, hogy AP 1. DP. Az APBE és DPLB hurnégyszogek
sz0geibol

PAD< = PAE<=180° — EBP< = PBL<=PDLg =90°— ADP«;

az APD héaromszégben DPA< = 180° — PAD< — ADP< = 90°.
Ezek utan vegyiik észre, hogy:
e Az ADE és az SS’ egyenes is mer6leges BC-re, tehat AD || SS'.
e A PQ egyenes az w kor P-ben huzott érintéje, igy

DPQ< = DBP< = SBP< = SQP<;
ebbél kovetkezik, hogy PD || QS.
e Végiil abbdl, hogy AP L PD || @S L 5'Q, kapjuk, hogy AP || S'Q.
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Ez a harom egyiitt azt mondja, hogy az APD és S’'QS héromszogek megfeleld
oldalai parhuzamosak. Ezért a két hdromszog vagy egymaés eltoltja, vagy pedig
kozéppontosan hasonldk. De a két haromszog nem lehet egymads eltoltja, mert
példdul az AD és S'S oldalaik ellentétes irdnyuak.

Tehdt, az APD és S'QS hdromsziogek koézéppontosan hasonldk, a megfelels
csuicsaikat Osszekotd egyenesek, nevezetesen AS’, PQ és DS egy ponton, a két
haromszog hasonldsagi pontjan mennek at, és ez igazolja a feladat allitasat.

2. megoldas (Lovas Marton). Lépésekben haladunk. Mindvégig irdnyitott sz6-
gekkel dolgozunk.

Elsé lépés: L, P, S egy egyenesen vannak.
Bizonyitds: Vegyiik észre, hogy

(LP,PB)< = (LD,DB)< = (BC,BD)< = (BC, BS)<,

és (PS,PB)< = (CS,CB)«. Mivel SB = SC, igy SBCA egyenld szaru, és ez
a két szog egyenlé. Ekkor (LP, PB)< = (PS, PB)<t-b8l kovetkezik, hogy LP és
PS ugyanaz az egyenes.

Masodik lépés: Legyen R w és AE masodik metszéspontja, T' pedig az A-t nem
tartalmazé BC' {v felez6pontja. Ekkor T', R, P egy egyenesen vannak.

Bizonyitds: (LD, DR)<t = 90°, hiszen LD || BC L AE || DR. Ekkor
(LP,PR)< = (LD,DR)< = 90°,

tehdt LS 1 PR. Mivel S és T &tellenes pontok (2-n, igy a Thélész-tétel miatt
(TP,PS)< =90° amibsl TP | LS, vagyis R és T is rajta van az LS egyenesre
P-bol allitott merdlegesen.
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Harmadik lépés: Legyen Y az az E-t6l kiilonb6z6 pont 2-n, melyre ET =TY.
Ekkor P, D, Y egy egyenesen vannak.

Bizonyitds: Szamoljunk szogeket. El6szor is
(BP,PD)< = (BL,LD)<x = (EB,BC)x = (EA, AC)«.

Szimmetria miatt BY = EC , és azonos hurhoz azonos keriileti szog tartozik, tehat
(FA, AC)< = (BP,PY)«. Igy (BP,PD)x = (BP, PY)<«, vagyis P, D, Y kolline-
aris.

Negyedik lépés: Legyen X AT és BS metszéspontja. Ekkor AX RB hirnégy-
Sz0g.

Bizonyitds: Vegyiik észre, hogy (RA, AX)< = (FA, AT)<. Mivel ET =TY,
igy

(FA,AT)< = (TP,PY)x = (RP,PD)x = (RB,BD)<x = (RB,BX)«,

azaz (RA, AX)< = (RB,BX)<.
Otodik 1épés: RX = X A.
Bizonyitds: Tudjuk, hogy AE L BC L ST, vagyis AE || ST, tehét
(EA,AT)< = (ST, TA)<.
A fentieket felhaszndalva
(RB, BX)< = (EA, AT)< = (ST, TA)< = (SB, BA)< = (XB, BA)<,

azaz RX-hez és X A-hoz ugyanakkora kerilleti szog tartozik az AXRB korben,
ezért RX = X A.

Hatodik lépés: PX = XR.
Bizonyitds: Ehhez azt fogjuk belatni, hogy X az APRA koréirt korének ko-
zéppontja. Eloszor is vegyiik észre, hogy
2-(RP,PA)x=2-(RP,PS)x<+2-(SP,PA)x«=2-(SP,PA)«
=2-(SB,BA)<x=2-(XB,BA)x = (XB,BA)<x+ (RB,BX)«
= (RB,BA)< = (RX,XA)<.
Ezt és az 6todik 1épést figyelembe véve adodik a jelenlegi 1épés allitasa, hiszen X
rajta van RA felezémerolegesén, és éppen kétszer akkora iranyitott szogbol latszik
RA-bSl, mint P. Ez a két tulajdonsdg mar egyértelmiien meghatarozza a koréirt
kor kozéppontjat.
Végezetiil lathato, hogy X R érinti w-t, hiszen

(XR,RD)<x = (XR,RA)x = (XB,BA)x = (RB,BX)< = (RB,BD)«,

vagyis érintészaru keriileti szogrél van szd. Adott pontbdl adott koérhéz huzott
érintOk azonos hosszuak, és PX = X R, vagyis PX érinti w-t, és készen vagyunk.
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3. Minden k > 2 egész szamra hatdrozzuk meg az dsszes olyan, pozitiv eqészekbdl
dll6 a1, aq, . . . sorozatot, melyhez létezik olyan P(z) = 2¥ +cp_12* '+ ... +cjz+co
polinom, amelyre cg,cq,...,cr_1 nemnegativ egész szdmok, €s

P(an) = Un410p42 " Qptk
fenndll minden n > 1 esetén.

Megoldas (Tarjan Bernat). Ez pontosan akkor igaz, ha a, szémtani sorozat.

Ha a,, egy szamtani sorozat d > 0 egész differencidaval, akkor valéban van ilyen
polinom, hiszen an11an+t2 ... antk = (an +d)(an +2d). .. (a, + kd), tehdt a P(z) =
= (z+d)(x+2d)...(z+ kd) polinom megfeleld.

Maér csak azt kell belatni, hogy ha van ilyen polinom, akkor a, szamtani
sorozat.

Tekintsiik egy olyan a,, sorozatot, amire igaz a feladat &llitasa. El6szor be-
latjuk, hogy a, konstans, vagy szigorian monoton névé. Mivel ¢; > 0 minden
0<i<k—1re, P(x) > 2¥, tehat minden n-re max {a; |n+1<i < n+k} > ay,
és ha egyenl6ség van, akkor P(z) = 2*, és indukciéval a,, = a,, adédik minden m-
re.

A tovédbbiakban feltessziik, hogy a, nem konstans. Ekkor nincs egyenl@ség,
tehat minden n-re van n < m < n + k, amire a, < a,,, tehat az a sorozat nem
korlatos, hiszen taldlhatunk egy végtelen hosszii szigorian monoton névé sorozatot,
és a; € Z. Tehat tetszbleges A korlatra létezik N tgy, hogy ha n > N, akkor
max (Gpi1, -, Gntk) = A.

Tehat A < max (Gnits- .- Gnik) < Gni1Gniz--- ik = Play) < c-ak valami-
lyen alkalmas ¢ konstansra, tehat minden A-ra létezik N tgy, hogy han > N, akkor

an = l\“/g, tehdt a, tart a végtelenbe.

Tegyiik fel, hogy a,, nem szigorian monoton névo. Tekintsiik a legkisebb a,
értéket, ha tobb ilyen van, akkor azt, amire n maximalis. A végtelenbe tartds és
az egész szamok miatt mindenképpen van minimalis elem, és ezek koziil legnagyobb
indexli. Ha ez ay, akkor ai-et elhagyva a sorozat tovabbra sem lesz szigorian
monoton novo, és az 1j sorozatban kereshetjiik meg az utolsé minimalis elemet. Ha
az els6 néhany elem elhagyédsa utdan mindig az elsé elem lesz az utolsé6 minimalis
elem, akkor a sorozat szigorian monoton névekvd, egyébként pedig lesz, amikor ez
nem igaz.

Legyen a b, = a,+m, sorozat egy olyan sorozat, amiben ez méar nem igaz, és
legyen b,, az utolsé minimalis elem. Ekkor b,, < b, 1, tehét

P(bnfl) = bnanrl Ce bn+k71 < bn+1bn+2 e bn+k = .P(bn)7

és by,_1 = by, de P(x) monoton nd, hiszen minden egyiitthatéja nemnegativ, tehat
ez ellentmondas, igy az a.,, sorozat szigortian monoton no.

Legyen dp;; = an+t; — an. Ekkor P(ay) = (an + dn:1)(an + dn2) - .. (an + dnik)
minden n-re. d,;; korldtos, mert alkalmas c konstansra P(z) < (z + ¢)¥, tehét
ak 1 < pi1nga ... angr = P(n) < (an + o), vagyis any1 < an +c, igy dpa < c.
Ekkor dp,; = dp1 + dpy1.1 + .- +dnyio1;1 < c- 4, tehat korlatos.
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Legyen S, = Zle dpi- Belatjuk, hogy kelléen nagy n-re S, = cy—;. Ehhez
elég egy adott (dy,ds;. . .;dy) szam k-asra megmutatni, hogy ez igaz, mert ilyenbél

csak véges sok kiilonb6z6 van a d szadmok korlatossdga miatt. Tehat ha minden
k

ilyen szém k-asra, amire Y d; # c,—1 van olyan A, amire x > A-bdl kivetkezik
i=1

(x+d1)(x+ds)...(x+di) # P(z), akkor ezek maximumét véve kapunk egy olyan

K korlatot, amire igaz, hogy ha a,, > K, akkor S, = cx_1.

k
Tegyiik fel, hogy dy,ds,. .., dy olyan pozitiv egészek, amikre > d; # ¢;. Ekkor

=1
ha Q(z) = (z+di)(x+d2)...(z+dk), akkor P(x) — Q(x) egy k — 1-edfok polinom,
k
hiszen Q(z)-ben z*~ 1! egyiitthatéja > d; # cx_1. Ennek a k — 1-edfoki polinomnak

=1
legfeljebb k — 1 gyoke van, tehat kelléen nagy x-re nem 0, igy valéban igaz, hogy
ha a,, elég nagy, akkor S, = cx_1.

Legyen N olyan, hogy han > N, akkor S,, = c¢x_1. Ekkor tetszéleges n > N-re
Sn+1 = Sn, tehdt

dn+1;1 +dn+1;2 +... +dn+1;k = dn;l +dn;2 +... +dn;k7 és dn+1;i—l = dnz *dn;la

tehat dnJrl;k = k’dn;l.
Legyen dp,,y = min{d;,; | i > N}.

k
kedng =dpyrge = Y dnpin > dna -k,
i=1
tehdt dy,4i1 = dp;1 minden 0 < ¢ < k-ra, és innentél ugyanezt elmondhatjuk (n+1)-
re is, tehat minden m > n-re d,;1 = dp;1. Tehdt a sorozat valahonnan kezdve egy
szdmtani sorozat, igy P(x) = (z +d)(z+2d) ... (z + kd) adott d-re és végtelen sok
x-re, vagyis az Osszesre, igy csak ez lehet a polinom.

Innentdl visszafelé indukcioval latszik, hogy a, valdoban egy szdmtani sorozat.

62. Ratz Laszlé Vandorgytilés OLYAI
Budapest, 2023. julius 4-7. TAR AT

A véandorgytlést még soha nem rendezték Budapesten, mert eziddig nem si-
keriilt megfelel6 helyszint talalni hozza. Az idei vandorgytlés helyszinének a Gra-
phisoft Park jelentkezett, ami kellemes kornyezetet biztositott: a févarosban egy
csendes, zoldovezeti, folyoparti helyszint.

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat oktatdsi bizottsdga a tavalyi siker utan
idén is egy péalyazattal segitette a fiatalok és az ,,els6bdlozdk”, azaz elGszor jelenlevok
részvételi dijanak kifizetését. Ennek, valamint valészintileg a budapesti helyszinnek
is koszonhetéen sokkal tobben jottek el, mint azt az utébbi években megszoktuk.
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A megnyitén hagyoméanyosan atadtak a Beke Mand-emlékdijakat és a
Reményi-dijakat is. Ezutdn Bojdr Gdbortdl, a Graphisoft alapit6jatdl hallhattunk
érdekes el6adast arrél, miért a matematika az orszdg egyetlen gazdasdgi kitorési
pontja. Ezt hagyomanyosan a 2022. évi Rétz Tanar Ur Eletmﬁdijas tanarok el6-
adasa kovette, majd kulturalis miisor kdvetkezett ébudai didkok eléadasaban.

Ugyan a helyszin a févaros volt, mégis a nyari estéket kisvarosias hangulat-
ban, a Graphisoft Park zold teriiletén elhelyezett asztalokndl kartydzva, beszélget-
ve, vagy a Rémai parton sétalva tolthettiik, az utébbi helyszinen mar megszokottan
djra és tjra vandorgytilési résztvevikkel taldlkozva. A csiitortok délutdni kirdndu-
lasok kozeli helyekre vezettek minket: Aquincumba, a Vasarely Mizeumba, egy
obudai sétara, illetve a Harmashatar-hegyre.

A véandorgyfilésrél hosszi beszdmol6 olvashaté az Erinté Elektronikus Mate-
matikai Lapok szeptemberi szdmdban'. Az eléaddsok anyagai és a legérdekesebb
eléadasokrél késziilt videdk megtekintheték a vandorgytilés honlapjan?.

A 2024. évi vandorgyilésre ismét varja a matematikatanarokat a Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat.

Miklés Ildiké

A kozépiskolai tanarok versenyének feladatai

1. Az R, L, V betiiket az dbra szerint beirtuk egy
20 x 20-as tablazat mez6ibe. Hany R, L és V beti keriilt
a teljesen kitoltott abraba?  (A) 132 R, 134 L, 134 V;
(B) 133 R, 133 L, 134 V; (C) 133 R, 134 L, 133 V;
(D) 134 R, 132 L, 134 V; (E) 134 R, 133 L, 133 V.

| <|= |
cl<|HB <
<|=mW|lH|l<| =
| <|=| &
cl< ||| <

2. A 3, 3, 8, 11, 28 szdmokat két egész szdmmal kiegészitve a minta terjedelme
kétszeresére n6, modusza és medidnja viszont nem valtozik. Mekkora lehet a kiegészitett
mintdban a két ismeretlen szdm Osszegének maximuma? (A) 56; (B) 57; (C) 58;
(D) 60; (E) 61.

4—2n

3. Valamely n egész szamra sina = :—_g éscosa = s Mennyi 16 tg? o maximalis

értéke? (A) 8 (B)9; (C)10; (D) 12; (E) Az eléz6k koziil egyik sem.

4. Pozitiv egész szamok egy sorozataban a harmadik tagtdl kezdve mindegyik az el6z6
kettd szorzata. A hatodik tag értéke 4000. Melyik szdmmal kezd8dik a sorozat? (A) 1;
B)2; (C)4 (D)5 (E)10.

5. Hany teriiletegység annak a haromszognek a teriilete, amely oldalainak hossza

VBT 1T, VTR E 122 65 V62 1427 (A) V122 1 142, (B)42; (C) —\/62+72'2\/62+7142;
(D) 63; (E) 84.

! https://ematlap.hu/tanora-szakkor-2023-3/1326-rlv-vandorgyules-a-
graphisoft-parkban.
Zhttps://www.bolyai.hu/62-ratz-laszlo-vandorgyules-budapest.
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6. Mennyi log3 =, ha z > 1, és log, (logg z) = logg(log, )7  (A) 9; (B) 12; (C) 16;
(D) 18; (E) 27.

7. Kiss tanar ur azt a feladatot adta tanitvanyainak, hogy szdmoljdk ki az 1125, 2925,
n szamok legkisebb k6z6s tobbszorosét. Roza tévedésbol az 1725, 2925, n szamok legkisebb
ko6z0s tobbszorosét hatarozta meg, és ugyanazt az eredményt kapta, mint a tarsai. Mennyi
n legkisebb lehetséges értékének primtényezds felbontdsdban a kitevOk dsszege?  (A) 3;
B) L (C)5 (D)6 (B)T.

8. A nem elfajulé ABC haromszogben a C csicshoz tartozé belsd szogfelezd a D
pontban metszi az AB oldalt. AD = 3, DB = 8, tovabba az ABC hiromszog oldalai és
a OD szoglelezd is egész hossziisdgiak. Mekkora a hdromszog keriilete?  (A) 30; (B) 33;
(C) 35, (D) 36; (E) 37.

9. Az a, b, ¢ és d nullatol killonbozd valés szémokra teljesiil a 2Totd — adetd

a b
— atbtd _ atbte egyenléség. Mennyi r lehetséges értékeinek Osszege? (A) 0;

® 1 ©z" O3 (©)4

10. A k € R paraméter hany értékére lesz az z> + kz + 36 = 0 egyenletnek két kiilon-
boz6 egész megolddsa? (A)6; (B)8& (C)9; (D) 14; (E) 16.

11. A pozitiv egész szdmokbdl all6 (a,) szémtani sorozat tagjaira teljesiil, hogy
1< a1 €10, 13 < a2 <20 és 241 < a5 < 250. Mennyi a4 jegyeinek Osszege? (A) 8;
(B)9; (C)10; (D)11; (E)12.

12. Az aldbbi dbra szerint elhelyeziink 5 négyzetet
egy 60 egység atmérGji korben. Hany teriiletegység
az 5 négyzet teriiletésszegének minimuma?  (A) 900;
(B) 1080; (C) 1200; (D) 1260; (E) 1350.

13. Egy élelmiszerboltban a tojast csak 10, 12 vagy 30 darabot tartalmazé dobo-
zokban aruljék. fgy lehetetlen a boltban 14 vagy paratlan szamu tojast vasarolni. Lehet
viszont pl. 78 darabot 30 + 4 - 12 megoszlasban. Ha m darab a boltban be nem szerezhe-
t6 paros szamu tojasok maximadlis mennyisége, akkor mennyi m szdmjegyeinek Osszege?
(A)8 (B)9; (C)10; (D) 11; (E)12.

14. Egy haromszog teriilete 30 cm?, egyik oldaldnak hossza 10 cm és ezen oldaldhoz
tartoz6 sulyvonaldnak nagysdga 9 cm. Mennyi ennek a silyvonalnak a hdromszog hozza

tartozé oldaldval bezart szogének szinusza? — (A) 1%; (B) é; (©) 2%; (D) %;
9

15. Petra és Réka egy kor alaki futépalya két atellenes pontjardl indulva egyméssal
szemben futott. Elsé taldlkozdsukig Petra 100 métert tett meg. Az els§ taldlkozasuk utdn
Rékanak még 150 métert kellett futnia ahhoz, hogy ismét egymdas mellett haladjanak el.
Ha a két lany sebessége végig dllandd, akkor hany méter a pédlya hossza?  (A) 250;
(B) 300; (C) 350; (D) 400; (E) 500.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/7 393



16. Bea, Evi és Vera egy 6 fordulébdl allé jatékot jatszik. Minden forduléban egy
gybztes van, és a jaték végeredménye véletlenszerlien alakul ki. Minden kérben Bea

5 valdszintiséggel nyer, mig Evi kétszer akkora eséllyel nyer, mint Vera. Mi a valdsziniisége

2
annak, hogy a jaték sordn Bea 3, Evi 2, Vera pedig 1 kért nyer meg? (A) é; (B) 7%;
5 1 1
©3 ol ®i
17. Mennyi az (a + b)(% + %) kifejezés minimadlis értéke, ha a és b pozitiv valds
szamok? (A)3; (B)6; (C)9;, (D)10; (E)12.

18. Ha z egy haromjegy(i szdm, akkor jelolje M (x) és m(x) rendre az x jegyeibdl
allé legnagyobb és legkisebb szdmot. Példdul M (231) = 321 és m(231) = 123, valamint
M (600) = 600 és m(600) = 006 = 6. Hany olyan x valédi hdromjegyti, pozitiv egész szdm
van, amelyre teljesiil az z = M (z) — m(x) egyenléség? (A)0; (B)1; (C)2; (D) 3;
(E) 4.

19. Az dbra szerint az ADE héromszégben DEA< = 120° és B, C az AD oldal
azon pontjai, melyekre a BC'E haromszog szabalyos. Ha AB = 4, CD = 16, akkor milyen
hosszi a BC szakasz? (A)8; (B) 8,5, (C)9; (D)9,5 (E)10.

E

Y,

A B c D

20. Egy 6 f6s tarsasidgban néhanyan ismerik egymést, de vannak olyan személyek
is, akik még soha nem taldlkoztak egyméssal. Ha a térsasdgbdl mindenki azonos szamu
ismerdssel rendelkezik, akkor hdnyféleképpen valdsulhat ez meg? (Az ismeretséget két
személy kozott kolesondsnek tekintjitk.) — (A) 60;  (B) 83;  (C) 170; (D) 320;
(E) 660.

21. Ha az a, b, ¢ és d pozitiv valds szdmokra teljesiil, hogy ab+2a +b+ 1 = bc+
3b+2c+5=ca+c+ 3a+ 2 =24, akkor mennyi az (a + 1)(b + 2)(c + 3) szorzat értéke?
(A) 64; (B) 100; (C)125; (D) 216; (E) 576.

22. Dia véletlenszertien kivalaszt 3 kiilénboz6 szamot az {1,2,3,4,5,6,7,8,9} halmaz-
bdl, és csokkend sorrendben egymds mellé leirva egy haromjegyt szamot alkot. Ugyanezt
teszi Viki is, csak & az {1,2,3,4,5,6, 7,8} halmazbdl vdlasztja ki véletlenszeriien a szdmo-
kat. Mennyi annak a valésziniisége, hogy Dia kap nagyobb szdmot?  (A) %; (B) g—g;

2 49 39
©3% M ® 5%
23. Az ABC egyenl§ szart haromszogben AB = AC. A mellékelt két dbra szerint
a DFE és FG szakaszok parhuzamosak a BC oldallal, a besatirozott részek azonos te-
riilletliek, az ADFE haromszog és a BCGF trapéz jelolt magassaga 11, illetve 5 egység
hossztsdgi. Hany egység az ABC hiaromszdég m magassaga?  (A) 14,6; (B) 14,8;
(C) 15; (D) 15,2; (E) 154.
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B

24. Egy 3 x 3-as négyzetriacs minden mezo-
jét véletlenszerlien kiszinezziik az aldbbi mintdk
valamelyike szerint:

Mi a valdsziniisége annak, hogy a négyzetracson beliil keletkezik olyan 2 X 2-es rész,
amely kozepén egy fekete négyzet alakul ki?

Az 4bra egy ilyen lehetOséget mutat be:

A) 50 B 3e ©gp D) 16 (B) 1

25. A H ={1;2;3;...;19; 20} halmaznak hény olyan R = {a;b;c} részhalmaza van,
amelyekre teljesiil, hogy a <b—1<¢—37 (A) 680; (B)816; (C)969; (D) 1140;
(E) 4080.

26. Legyen % + % + % +...+ % =a-— b' , ahol a és b pozitiv egész szdmok. Mennyi

az a + b Osszeg értéke?  (A) 2021; (B) 2022; (C) 2023; (D) 2024; (E) 2025.

27. Az dbra szerinti ABC' héromszog- C
ben AF = FB, AFC< =45° és BCF< =
= 15°. Ha FC A< = z°, akkor mekkora x ér-
téke? (A)24; (B)25; (C)27; (D) 30;
(E) 36.

45°
A F B

28. Legyenek ao, a1, az,...,aio olyan egész szamok, melyekre
1-3z)+ (1 -3z +...+(1—-32)"" = a0+ a1z + asz® + ... + aroz'®
Mennyi az |% +2 ..+ §+8‘ kifejezés értéke? (A) 0; (B)1; (C)3; (D)9

(E) 10.
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29. Egy 3 x 3-as tdblazat mez6it kitoltjik az 1-9 szamokkal. Egy 112156
elrendezést ,,szépen rendezettnek” neveziink, ha a tabldzat soraiban balrél
jobbra, az oszlopaiban pedig feliilrél lefelé a szamok noévekvé sorrendben
kovetik egymast. Az dbra egy ilyen elrendezést mutat be. Hany kiillonb6z6 4|7
»Szépen rendezett” kitoltése van a tdbldzatnak?  (A) 20;  (B) 36;
(C) 40; (D) 42; (E) 44.

30. Mennyi az (z 4+ 7)> 4 (y + 2)* kifejezés minimalis értéke, ha (z — 5)° + (y — 7)° =
=47 (A) 144; (B) 169; (C) 229 —24v/2; (D) 181; (E) 193.

A feladatsort Fonyéné Németh Ildiké és Fonyé Lajos &llitottak ossze, és Kiss Géza
lektoralta.

A kozépiskolai tanarok versenyének eredménye

. Fridrik Richard (Szeged, magdntandr),

. Kérolyi Gergely (Budapest, Berzsenyi Daniel Gimn.),

. Vértes Judit (Budapest, VI. Keriileti Kolcsey Ferenc Gimn.),

. Ujhézy Mérton (Budapest, ELTE Trefort Agoston Gyak. Gimn.),
. Magyar Zsolt (Budapest, Szent Istvdn Gimn.),

. Beringer Dorottya (Budapesti Corvinus Egyetem),

. Kovics Ildiké (Budapest, Veres Pélné Gimndzium),

. Zadori Ferencné (Budapest, Bornemisza Péter Gimn.),

. Bambi (jelige),

10. Veres Réka (Szeged, SZTE Gyak. Gimn. és Alt. Isk.).

© 0N UU R WN -

Az altalanos iskolai tanarok versenyének eredménye

1. Nagy Tibor (Kecskemét, Pet6fi Sdndor Kat. Alt. Isk. és Ovoda),

2. Méréné Palos Zsuzsanna (Budapest. Ujbudai Teleki Blanka Alt. Isk.),
3. T6th Gabriella (Csantavér, Hunyadi Janos Alt. Isk.),

4. Egyed Laszl6 (Bajai III. Béla Gimn.),

5. Rézsané Motké Edit (Ocsai Bolyai Jénos Gimnézium).

A 2023. évi Beke Man6 Emlékdijasok

A Beke Mané Emlékdij Bizottsdg dontése alapjan 2023-ban a dij maésodik
fokozatdban részesiilt Aszédiné Palfi Edit (Kecskeméti Kodaly Zoltan Enck-zenei
Al. Isk., Gimn., Szakgimn. és Alapfoki Miivészeti Isk.), Garbaczné Olasz Andrea
(Eger, Eszterhdzy Karoly Katolikus Egyetem Gyak. Alt. Isk., Gimn., Alapfoku
Miivészeti Isk. és Techn.), Farkashazi Csilla (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt.
Isk. és Gimn.), Kovics Gabriella (Budapest, Jedlik Anyos Gimn.), Kovics Béla
(Szatmérnémeti, Him Janos Rémai Katolikus Teolégiai Liceum), Matyuska Ferenc
(Békéscsabai SZC Széchenyi Istvan Két Tanitasi Nyelvli Kozgazdasagi Techn. és
Koll.) és Nadhaziné Borbola Eva (Kecskeméti Katona Jézsef Gimn.).

A részletes indoklds a Bolyai Janos Matematika Tarsulat honlapjan® olvas-
haté.

3https://www.bolyai.hu/dijak-beke-mano-emlekdi j
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A 2023. évi Reményi-dijasok

Akoshegyi Gerda Maria (Paks, Energetikai Techn. és Koll.), Darabant Emese
(K8bényai Szent L&szlé Gimn.), Dobos Sindor (Budapesti Fazekas M. Gyak.
Alt. Isk. és Gimn.), Fazakas Tiinde (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk.
és Gimn.), Fonyéné Németh Ildiké (Keszthelyi Vajda Janos Gimn.), Haldsz
Alexandra (Kecskeméti Bényai Julia Gimn.), Horvathné Bujtds Anna (Budapest
V. keriileti Eotvos Jézsef Gimn.), Hujter Balint (Budapesti Fazekas M. Gyak. Al.
Isk. és Gimn.), Izsa Eva (Budapest, Fasori Evangélikus Gimn.), Kéntorné Kovécs
Csilla Yvett (Veszprém, Lovassy Lészl6 Gimn.), Kokaveczné Banki Judit (Szeged,
Dugonics Andrés Piarista Gimndzium, AMI és Koll.), Marffy Katalin (Veszprém,
Lovassy Ldszl6 Gimn.), Reiterné Makra Zsuzsanna (Kecskeméti Bényai Julia
Gimn.), Remeténé Orvos Viola (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn.), Simon Janos
(Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn.), Szaszk6-Bogdrné Eckert Bernadett
(Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.), Szasz Csilla (Véci SZC Boronkay Gyorgy
Miiszaki Szakgimn. és Gimn.), Szeibert Janka (Szegedi Radnéti Miklés Kis.
Gimn.), Téth Marianna (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn.).

Gyakorlo feladatsor |
emelt szintii matematika érettségire | \
Kedves Olvasdk!

Ezek a feladatsorok azért késziilnek, hogy felkésziilési lehetGséget biztositsanak
az irasbeli érettségire azoknak, akik emelt szinti vizsgat kivannak tenni. A feladat-
sorokat tapasztalt tanarok allitjak Ossze, koztiik olyanok is, akik maguk is részt
vesznek az érettségi feladatok osszedllitasaban.

Az idei tanévtél lehet6ségetek van bekiildeni a megoldasotokat az
emeltkomal@gmail.com

cimre. A beérkezett dolgozatokat kijavitjuk és visszakiildjiik, igy is segitve a felké-
sziiléseteket. (A bekiildéssel kapcsolatos technikai tudnivalékat a feladatsor végén
taldlod meg.)

A legszorgalmasabb, illetve legeredményesebb bekiildék kozott a tanév végén
KoMalL ajandéktargyakat sorsolunk ki.

Sikeres felkésziilést kivanunk!

I. rész
1. a) Oldjuk meg a valés szdmok halmazén a 3/x + |z — 13| = 15 egyenletet.
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b) Hatérozzuk meg azt a legkisebb n természetes szdmot, amelyre

2
Ig [(n — 2)2 —(n—1)(n— 3)] +lg9n;—21# <1 (14 pont)

2. Egy nyolcfGs térsasdg egy kor alaku asztal mellett ugy foglal helyet, hogy
a szomszédok egymdéstol mért tavolsiga egyenld. Mindenkinek a két kozvetlen
mellette, és a vele pontosan szemben {il6 az ismerése, a tobbiek nem. (Az ismeretség
kolesonos.) Rajzoljuk meg az ismeretségi grafot.

a) Az ismeretségi grafot hany éllel kell kiegésziteni, hogy az teljes graf legyen,
illetve hény él elhagyédsaval kaphatunk fagréfot?

A tarsasigbdl kisorsolunk két embert, majd megédllapitjuk, hogy ismerik-e
egymast, vagy sem. Ezt az eljarast 6sszesen hatszor végezziik el.

b) Mennyi a valésziniisége annak, hogy legaldbb kétszer ismerds személyeket
sorsolunk ki?

¢) Az elébbi hat sorsolds esetén mennyi az ismerds parok szamanak varhato
értéke? (12 pont)

3. Adott az f(x) =2cosz, x € [— g; %] fiiggvény, és a P(0;y), y € [2; 7] pont.

a) Szamitsuk ki y pontos értékét, ha P-bél az f(x) grafikonjéhoz hizott érinték
merolegesek egymaésra.

b) Milyen x esetén lesz az f(x) fiiggvény elsé és mésodik derivéltjanak értéke
egyenlé? (12 pont)

4. Egy vallalati rendezvény szervezoi az étrend tervezése elott felmérték az igé-
nyeket, amelynek sordn a koévetkezd adatokat kaptdk. A résztvevok 12,5%-a vegetd-
ridnus, a férfiak kozott 1-gyel kevesebb vegetarianus van, mint a nék kozott. A nék
hetedrésze vegetarianus.

a) Hényan vettek részt a rendezvényen, ha 2-vel t6bb né volt, mint férfi?

Az est folyaman 16 né és 12 férfi vetélkeddn vett részt, ahol a hétfés csapatok
mindegyike 4 n6bél és 3 férfibdl 4llt.

b) Hényféleképpen lehet a négy csapatot Osszedllitani, ha a csapatokat nem
kiilonboztetjiik meg?

A csapatok tagjai kés6bb egyéni versenyben is Osszemérték tudasukat. Itt
haromféle dijat lehetett nyerni, mozijegyet, serleget vagy festményt. Egy személy
tobb dijat is kaphatott, de minden fajtabdl legfeljebb egyet. Mozijegyet 12-en,
serleget 10-en, festményt 7-en kaptak. Csak mozijegyet 6, csak serleget szintén
6 személy vehetett 4t, mig pontosan két dijat 6ten vihettek haza.

¢) Hényan kaptak csak festményt az esten, ha dsszesen 20-an kaptak dijat?
(13 pont)
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II. rész

5. Egy gépjarmi zart ilizemanyag
tartalya olyan félhenger, amelynek a ten-
gelyén atfektetett hatarolésikja vizszin-
tes, a korhenger palédstja a stk alatt van,
a henger sugara 25 cm, hossza 80 cm
(lasd az dbrdt).

A gépjarmi miszerfaldn az iizem-
anyagszint-jelzé a tartalyban levé folya-
dékszintnek a teljes magassaghoz viszo-
nyitott aranyét jelzi.

a) Hény liter iizemanyag van a tartdlyban, ha a szintjelz6 az 1/2-en &l1?

b) Hény négyzetméter lemezre van sziikség a tartdly elkészitéséhez, ha az il-
lesztések kialakitdsira a felhaszndlt teljes mennyiség 5%-at kell forditani?
_ 2
Egy auté 100 km-re juté dtlagfogyasztasat az F(v) = (vm?)%) + 5 képlet haté-
rozza meg, ahol v a jarmii km/h-ban mért sebességének nagysdga (v > 50), a kapott

eredmény az elfogyasztott lizemanyag literben mért mennyisége.

¢) Mennyi utat tud megtenni ez az auté 36 liter iizemanyag felhaszndldsdval, ha
az Ut harmadén 90 km/h-s, a tébbin pedig 130 km/h-s sebességgel halad? (16 pont)

6. Aranka és Balint harom egyforma szabdlyos dobdkockédval jatszik a gye-
rekszoba parkettdjan. Egymaéasra rakjék ezeket tigy, hogy egy négyzet alapi egye-
nes hasdb (torony) keletkezik, majd megszdmoljak, hdny pottyst latnak a tornyon
osszesen. (Ezeken a dobdkockdkon az 1 pottyel szemkozti lapon 6, a 2-vel szemkoz-
tin 5, a 3-mal szemkoztin 4 potty taldlhatd.)

a) Milyen értékeket kaphattak eredményiil?

Otszor egymés utén épitettek egy-egy tornyot tigy, hogy a dobdkockskat vé-
letlenszertien raktak egymésra. Mindegyik tornyon megszamoltak a pottyoket, és
azt kaptak, hogy az adatok egyetlen médusza 43, medidnja 44, atlaga 44 4.

b) Hatérozzuk meg az adathalmaz alsé és felsé kvartilisét.

Aranka és Balint elhatdroztdk, hogy ledontik az egyik ilyen kockatornyot,
de elotte megtippelik, hogy a parkettara esé kockdkon hany potty latszik majd
Osszesen. Aranka azt mondta, hogy a pottyok szama legaldbb 57 lesz, Bélint pedig
azt, hogy legfeljebb 49.

¢) Mekkora a valdszinlisége annak, hogy Arankdnak igaza lesz, és mekkora
annak, hogy Bélintnak? (16 pont)

7. a) Hatdrozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amelynek kozéppontja
az y tengely pozitiv részén helyezkedik el, dtmegy az origén és érinti az x> = 4y +4
egyenletli parabolat.

b) Rajzoljuk meg az f(z) = ixQ -1, z€[-3;2] és a g(z) = 7111372 + 2z — 3;
x € [2;7] fiiggvény grafikonjat, majd igazoljuk, hogy a gorbék szimmetrikusak

a P(2;0) pontra. (16 pont)
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8. Egy négyzet alapu egyenes csonkagila a alapéle 11 cm, b fed6éle 2 cm,
magassdga 10,8 cm. Mellette all egy ugyanakkora térfogati és magassigi négyzetes
oszlop.

a) Mekkora a két test felszinének kiilonbsége?

2 2
Legyen az a és b valés szdmok ,nevenincs” kozepe 4/ %
b) Igazoljuk, hogy két valds szam ,nevenincs” kézepe nem kisebb a szdmtani
kozepiiknél.
¢) Két kiilonbozé pozitiv egész szdm ,nevenincs” kozepe 13. Melyek ezek a szd-

mok? (16 pont)

9. Egy szabalyos dobdkockéaval kétszer dobunk, az elsének dobott értéket m,
a masodiknak dobottat n jeloli.

a) Mennyi volt m és n értéke, ha az f: R+ R, f(x) = 2% — ma? + n fiige-
vénynek a lokalis minimumhelyén 1 az értéke?
A két dobés alapjan elkészitiink egy a és egy b szamot, ahol
1, ham=1, 2, ha n primszam,
a =42 ham 6sszetett szdm, 0 =144, han=1,
3, ha m primszam, 6, ha n Osszetett szam.

Ez az a és b meghataroz egy g fliggvényt a kovetkezé mddon:

2 —a?
g: R=R, gx)= A

b, ha z = a.

, haz # a,

b) Mennyi a valésziniisége annak, hogy a két dobds alapjidn olyan a és b
szémokat kapunk, amelyek esetén a g(z) fiiggvény folytonos lesz az a helyen?
(16 pont)

Németh Laszlo
Fonyod

Technikai tudnivalék a bekiildéshez

A megolddsodat az emeltkomal@gmail.com cimre kiildheted be, a hatarid6
a feladatsor megjelenését koveté hénap 7. napja.

A megoldast szkennelve vagy fényképezve, lehetéség szerint egyetlen pdf file-
ban mellékeld a leveledhez. A megoldds lefrasakor és szkennelésekor/fényképezése-
kor is tigyelj a jél olvashatésdgra! Ha a kép felbontasa 200 dpi, akkor az altalaban
megfelelo.

A dolgozatbol egyértelmiien deriiljon ki, hogy ki készitette, tehat tiintesd fel
az elején a nevedet, iskoladat, osztalyodat!

A Kkijavitott dolgozatot arra a cimre kiildjiik vissza, ahonnan az eredeti érke-
zett.
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Megoldasvazlatok a 2023/6. szam emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a valds szamok halmazdn:

a) <;L)2 -7 <n i 2) = 30; (5 pont)

b) cosx —sinz = —. (7 pont)

V2

Megoldas. a) Felhasznélva az (Z) = (nﬁ k) azonossagot addédik, hogy

() -7 ()=

aholn > 2 ésn € Z. Legyen (g) =1y (y > 0). Ekkor: y? — Ty — 30 = 0. Ennek a ma-
sodfoku egyenletnek a gyokei: y; = 10 és yo = —3, melyekbdl az y = 10 az egyetlen
j6 megoldas. Ekkor (%) = 10, amibsl kovetkezik, hogy

n!
——— =10
2 (n—2)! ’

amit (n — 2)!-sal egyszeriisitve az n? —n — 20 = 0 egyenlethez jutunk, melynek

gyokei nq = 5, valamint no = —4. Mivel n > 2, ezért az egyenlet egyetlen megoldasa
az n = 5, és ez valoban jo is.

b) Az egyenlet mindkét oldaldt négyzetre emelve:

. . 1
cos’z —2-cosx-sinz +sinz = >

Mivel sin? z + cos? z = 1, ezért
) 1
1—2~sma:-cosx:§.

Tovéabba 2 -sinx - cosx = sin 2z, tehat 1 — sin2x = %,

Ennek az egyenletnek a gyokei: 1 = 17r—2 + k-, illetve xo = ‘?—g +1-m, ahol k,l € Z.

Az egyenlet négyzetre emelése nem ekvivalens 1épés, igy ellendrzés utan a felso-

roltak koziil a megoldas a kovetkezd: x1 = % + k- 27, illetve zo = —% +1-2m,

ahol k,l € Z. (Egy lehetséges mdsik megoldas, ahol nem jonnek be hamis gyokok:
V2

az egyenlet mindkét oldaldt beszorozva “5=-vel és alkalmazva az ismert addicios té-

telt, a cos (gc + %) = % egyenlethez jutunk, ami rogton a fenti eredményhez vezet.)

amibél sin 22 = 5 adédik.
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2. Attila elment a barkdcsiizletbe M8-as menetes szdrat (ez egy csavarfajta)
vdsdrolni. Ha 3 darabbal kevesebbet vdsdrolna, mint amennyire sziiksége van, de
darabja 8 forinttal drdgabb lenne, akkor 1188 forintot kellene fizetnie. Ha 2 da-
rabbal tobbet vasdrolna a sziikségesnél, de darabja 2 forinttal olcsobb lenne, akkor
2583 forintot kellene fizetnie.

a) Pontosan hdny forintért vdsdrolt Attila a barkdcsiizletben? (7 pont)

Attila a menetes szdaron kivil vdsdrolt még DIN
acél hatszoglapi csavart is, melynek képe az aldbbi
abrdn ldthaté. A csavar végén egy hasab taldlhato,
melynek alapja olyan nem szabdlyos hatszdg, amely-
nek minden szoge 120°-0s, tovdabbd oldalai felvdltva 2,
lletve 7 milliméter hossziak.

b) Szdmitsuk ki a hatszdg teriiletének pontos értékét. (4 pont)

Megoldés. a) Jelolje « a csavar darabszamdit, y pedig az egységarat. Ekkor
az aldbbi egyenletrendszert lehet felirni:

(z — 3)(y + 8) = 1188,
(z +2)(y — 2) = 2583.

A zéréjelek felbontésa és rendezés utéan:

zy + 8z — 3y = 1212,
zy — 2x + 2y = 2587.

A fels6 egyenlet megfelel oldalaibdl kivonva az alsé egyenlet megfelelé oldala-
it: 10z — by = —1375, ahonnan y = 2z 4 275. Ezt behelyettesitve a fels6 egyenlet-
be: (x —3) - (2z + 275 4 8) = 1188. A zdrdjelek felbontdsa, Gsszevonds és rendezés
utén a 2z2 4 277z — 2037 = 0 mésodfoki egyenlet adédik, melynek gyokei z; =7
és 1o = —145.,5, ezért Attila 7 darab csavart vasarolt az iizletben. Ezt visszahe-
lyettesitve kapjuk meg, hogy y = 289, vagyis a csavar egységara 289 forint. Attila
7 - 289 = 2023 forintért vasarolt az iizletben.

b) A hatszoget kiegészitjiik szabélyos ha-
romszoggé az dbrdn lathaté médon.

A kiegészité haromszogek oldalai
2 milliméteresek, ezért a nagy szaba-
lyos haromszog minden oldala 2+742 =
=11 mm hosszi. A nagy haromszog te-
riilete:

112 .sin60° 121-4/3
= mim

T =
2 4 ’
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amelybdl ki kell vonni a hatszoget hdromszoggé kiegészitd kisebb szabalyos harom-
szogek teriiletét. Egy ilyen kisebb szabdlyos haromszog teriilete:

22.' o
T:%&):\/?:mm?

A hatszog teriilete T' = % vV/3-3-v3= % -v/3 mm?2.

3. Adott eqy /2 cm oldalhosszisdgi szabdlyos sokszig, amelynek Gsszesen 252
darab dtloja van.

a) Igazoljuk (példdul addicids tételek segitségével), hogy:

—V2—+/6
cos 165° = # (3 pont)
b) A sokszdg cstcsai kizil véletlenszerden kivdlasztunk hdrmat. Mekkora annak
a valdsziniisége, hogy a kivdlasztott csiucsok dltal meghatdrozott hdromszég derék-
s20g1? (6 pont)
Tamds azt dllitja, hogy ennek a sokszognek a legrovidebb dtloja éppen olyan
hosszi, mint annak a téglatestnek a testdatloja, melynek élei 2, V2 és V6 cm
hosszusaguak.

¢) Igaza van-e Tamdsnak? (5 pont)
Megoldas. a)
cos 165° = cos(120° + 45°) = cos 120° - cos 45° — sin 120° - sin45° =

CLV2 VB V2 Ve VB V2 Ve

2 2 2 2 4 4 4

b) Jelolje n a sokszog oldalainak a szdmét. Az atldk szdmdnak ismeretében
felirhat6 az nn=3) _ 252 egyenlet, amibél az n? — 3n — 504 = 0 masodfoki egyen-
let adédik. Ennek a gyokei ny = 24 és no = —21, vagyis a sokszognek 24 olda-
la van. A 24 csticsbdl harmat (24) = 2024-féleképpen lehet kivdlasztani (Osszes
eset). A Thalész-tétel megforditasa miatt akkor kapunk derékszogli haromszoget,
ha a harom kivélasztott csics koziil ketto a sokszog koré irt kor egyik atmércjének
(mésképp: a sokszog leghosszabb atldjanak) két végpontja. A leghosszabb 4t16bdl
12 darab van, igy (112) = 12-féleképpen tudjuk kivalasztani a hdromszog atfogdjat.
A harmadik csics a maradék 22 cstics koziil barmelyik lehet, igy a kedvez6 esetek
szama: 12 - 22 = 264.
264

A kérdéses valoszintliség p = 5094 ~ 0,13.

¢) A szabdlyos n-szog bels6 szogeinek Osszege (n — 2) - 180°, igy a 24-szdgben

3960° o
91 = 165°-o0sak.

(24 — 2) - 180° = 3960°, vagyis a sokszog belsd szogei

NG
V2
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A koszinusztételt alkalmazva:
22 = V2 4V —2V2 V2 c05165° =242 — 4-cos 165° = 4 + V2 + /6,

igy £ =v4+vV2+V6. Az a, b, ¢ élhosszisagi téglatest testatléjanak hossza:
a? + b2 + 2, ezért a Tamés altal emlitett téglatest testdatldjanak hossza

éppen V4 + V2 4+ v/6 cm, vagyis igaza volt Tamdasnak.

4. Fiirge Feri vdllalkozo az egyik honapban harmincszor ment el a lakdhelye
hatdrdban lévé sebességellendrzd rendszer (VEDA) eldtt. A megengedett mazimdlis
sebesség itt 50 kTm, am a sebességellendrzdé rendszer csak 55 }%, vagy e sebesség
felett kild biintetdfeljelentést. Feri autdjanak dtlagsebessége a harminc mért alka-

lommal 53 kTm volt és tudjuk, hogy soha nem ment 50 kTm—na'l kevesebbel.

a) Legfeljebb hdny biintetést kaphatott Feri vdllalkozd? (4 pont)
Magyarorszagon 2022. julius 1-t61

ABS-645| AA‘AA.izal ujfajta rendszdmidbldkat vezettek be.
. Ezeken 4 betd; és 3 szdm szerepel. A tdb-

ldkhoz 26-féle betit (A,B,C,...) és 10-
féle szdmgegyet (0,1,2,...) haszndlnak fel. Az utolsé betd azonban — hasonléan
a Tégi tipust rendszdmokhoz — nem lehet O bett, mert az nagyon hasonlitana

a nulldra. (A tényleges szabalyok ennél bonyolultabbak, de a feladat kedvéért most
eqy egyszerdbb vdltozatot adtunk meg.)

régi 4j

b) Hatdrozzuk meg, hogy ha az dsszes régi és uj tipusi rendszamtdbla forgalom-
ba keril a fenti feltételekkel, akkor mennyi lesz annak a valdszinidsége, hogy idén
juliusban vdsdrolt uj autonkkal kézlekedve, eqy szembejovd jarmii rendszdma régi
tipusi. (4 pont)

Egy szdllitmanyozdsi cég tizemanyagszdllito teherautdjanak tartalya 10 méter
hosszi fekvd kérhengernek tekinthetd, melynek alapkore 2 méter dtmérdji. Legfel-
jebb a fekvéhenger 148 centiméteres magassdgdig tolthetd tizemanyag.

¢) Hdany kobméter iizemanyagot tud szallitani a teherautd? (6 pont)

Megoldés. a) Feri akkor kapja a legtobb feljelentést, ha mindig a leheté legke-
vesebbel 1épi til a megengedett sebességet, azaz maximum 55 kTm—val megy. Ahhoz,
hogy ezt a lehet6 legtobbszor tehesse meg, a tobbi esetben 50 kTm—val kell menjen.
Tegyiik fel, hogy a biintetett esetek szama x, ahol 0 < & < 30. Ekkor a mért sebessé-
gek atlaga: 50-(80—2)+%5z _ 53. Ebbél 5z = 90, vagyis « = 18, tehat Feri legfeljebb
18 feljelentést kaphatott.
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b) A 3 betii— 3 szam rendszamtablék szdma: 262 - 25 - 103 (= 16 900000). A 4 be-
t{i—3 szdm rendszamtablak szama: 26 - 25 - 10%(= 439400 000). A keresett valdszi-
niiség:

262 - 25 - 103 1

T 262.25-10% 1 263-25-103 27

p

c) A t6ltési térfogatot egy korszelet alapd
hengerdarab térfogataként kapjuk meg.

Visitési = Tszelet - 10 méter. Ha az {izem- A M B
anyag 148 centiméter magasan 4&ll, akkor
OM =48 cm = 0,48 méter, toviabba OB =

=1 méter. Legyen MOB< = «, ekkor

OM 048
OB 1~

CoOsx =

amibdl a = 61,3°. Az AOB< = 2a = 122,6°,

a sziirke cikkhez igy 360° — 122,6° = 237,4° ko-

zépponti szog tartozik, igy

237,4 1-1-sin122,6°
T+

~ 2.49 m?.
360 2 =

Tszelet =

A toltési térfogat
Visliesi = 2,49 - 10 = 24,9 m?.

II. rész

5. A professzionalis teniszezdk dtlagosan 40-45 éves korukig versenyszerien
sportolnak. Novak Djokovic bejutott a wimbledoni bajnoksdg negyeddontdjébe. El-
lenfele eqy 28 éves versenyzd, aki fiatalabb Djokovicndl. A két versenyzd életkord-
nak legkisebb kozos tobbszorose 140. Tudjuk, hogy Djokovic még nem téltitte be
a 45. életévét.

a) Hdny éves lehet Djokovic? (3 pont)

Az egyik legjobb magyar teniszezd Fucsovics Mdrton, aki 0,72 valésziniiséggel
szervdl érvényesen. Az eqyik mérkdzésén eqy szetten belil pontosan otoét szervdlt
Fucsovics, ahol az elsé néhdny szervdja mind érvénytelen volt, dm az ezt kovetd
szervdi mind érvényesek voltak. Ennek az eseménynek a valdszinisége kerekitve
0,0293.

b) Hdany érvénytelen szervdja volt Fucsovicsnak ebben a szettben? (5 pont)

A teniszezd javitana adogaté jatékdn, igy gyakorolja a szervikat. Mivel 2024-
ben tolti be 32. életévét, ezért elhatdrozta, hogy az elsé nap 32-t szervdl, majd minden
tovabbi nap 32-vel tobbet, mint az azt megelézé napon.

¢) Legaldbb hany napig kell gyakorolnia, hogy 2024-nél tébb gyakorolt szervdja
legyen dsszesen? (4 pont)
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Egy 28 fds teniszakadémidn mindenkinek van legaldbb 14 ismerdse. Anna Ba-
lazzsal szeretne edzeni, de személyesen nem ismeri 0t, ezért ismerdsein keresztiil
tizenetet kild neks.

d) Bizonyitsuk be, hogy az ismerdsik haldzatdn keresztil biztosan eljut az tize-
nete Baldzshoz. (4 pont)

Megoldas. a) Legyen Djokovics most k éves. Mivel 28 = 22 .7 és 140 = 2257,
ezért a legkisebb kozos tobbszoros definiciéja alapjan k = 2 - 5 - 7% alakban frhaté
fel, ahol a € {0;1;2} és b € {0;1}. Djokovics lehetséges életkorai: 5; 10; 20; 35; 70;
140. Ezek koziil csak a 35 felel meg a feladat feltételeinek, tehat Djokovics most
35 éves.

b) Ha pervényes = 0,72, akkor pervenytelen = 0,28. Mivel az érvényes és érvény-
telen szervak sorrendje ismert, ezért ha x érvénytelen szervéaja volt a teniszezonek,
akkor felirhaté az aldbbi egyenlet:

0,287 - 0,72°7% ~ 0,0293.

Ebbél adédik:

0,72°
0,727

0,287 - ~ 0,0293.

Ebbol kovetkezik, hogy 0,3889% ~ 0,1514. Innen:
logy 3589 0,1514 =
vagyis x = 2. Tehat pontosan két darab érvénytelen szervaja volt Fucsovicsnak.
¢) A szervik szdma egy olyan szdmtani sorozatot alkot, melynek elsd tagja és

differencidja is 32. Jelolje n a legkevesebb napot. Ekkor a

(2:324+(n—1)-32)-n
2

2024 <

egyenl6tlenséget kell megoldani, azaz 0 < 32n? + 32n — 4048. Ebbdl ny > 10,76 és
ngy < —11,76 kozelité eredmények adodnak. A feladat feltételeinek az nq, > 10,76
felel meg, azaz legaldbb 11 napig kell gyakorolnia a teniszezének.

d) A feladat modellezhet6 egy olyan egyszerii graffal, amelynek 28 cstcspontja
(teniszakadémiai tagok) van, és minden csticspont fokszdma legalabb 14 (ismeret-
ség). Be kell 1l4tnunk, hogy ez a graf osszefiiggd. Ha a graf nem lenne dsszefiiggd,
akkor legaldbb két diszjunkt komponensbdl allna. Ezen komponensek kézott lenne
olyan, amely legfeljebb 14 csticspontbdl all. Ekkor azonban ebben a komponensben
nem teljesiilhet az a feltétel, mely szerint minden cstcspont fokszama legalabb 14,
ezért a graf osszefliggs, igy sziikségszeriien barmely csicsbdl eljuthatunk barmely
csucsba, azaz ismerdsck hélézatan biztosan eljut Anna tizenete Baldzshoz.
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6. A McRonald’s cég éppen logot tervez ma-
gdnak. A konnyebben tervezhetdség miatt a lo-
got dbrazoltdk koordindta-rendszerben. A fiigg- 87
vény hozzdrendelési szabdlya: f(x) = —2x% +8|x|,
amely az abran ldathato.

a) Bizonyitsuk be, hogy az f(x) figguény
pdros. (2 pont)

b) Hatdrozzuk meg az f(x) figguény és
azy = d egyenletd egyenes dltal kézrezdrt korldtos
stkidom teriiletét, ahol d az f fiigguény mazimum- : bz
értékét jeloli. (7 pont)

Az f(x) figgvénynek hdrom zérushelye van: a; b és ¢ (a < b < ¢).

¢) Mutassuk meg, hogy ezek egy szdmtani sorozat eqgymdst kovetd elemes.
(4 pont)
d) Mekkora az a; b; ¢ adathalmaz szérasdinak pontos értéke? (3 pont)

Megoldas. a) Az f(z) fiiggvény akkor paros, ha f(x) = f(—z). Mivel
f(=2) = =2(—2)* + 8| — | = —22° + 8|z|,

ezért a fiiggvény valéban péaros.

b) Elbszor meg kell hataroznunk, hogy mely intervallumon keressiik a teriiletet.
Mivel a fiiggvény az y-tengelyre szimmetrikus (pdros), ezért elegendd az x > 0
esetnél megkeresni a fiiggvény szélséértékét. Teljes négyzetté alakitassal f(z) = —2-
(22 —4x) = -2 (v — 2)2 + 8, tehat d = 8, amit az x = 2 helyen vesz fel a fiiggvény.
Szamoljuk ki az aldbbi hatarozott integral értékét:

2 2 5
z? z?
f(z) —22% + 8z) dx*{f2-—+8~—} =
3 21,
0 0
23 22) ( 03 02) 16 32
=|\-2-—4+8 = )-(-2-=—+8: =——+16=—.
( 3 + 2 3 + 3 + 3
Mivel az dbrdn jelolt téglalap teriilete 16, ezért Y
a téglalapbdl kimaraddé rész teriilete 16 Mivel
az f(z) figgvény péros, ezért a kérdéses teriilet 8
nagysaga %
32
3
2 T
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¢) Hatérozzuk meg az f(z) fiiggvény zérushelyeit. Mivel a fiiggvény az y ten-
gelyre szimmetrikus (paros), ezért elegendd az x > 0 esetnél megkeresni a fiigg-
vény zérushelyeit: f(z) = —22% + 8z (x > 0). Az f(z) = 0 egyenletet kell megol-
dani, vagyis —2x2% + 8z = 0, amibdl z; =4 és x5 = 0 adédik. Az f(x) fiiggvény
zérushelyei tehdt: —4; 0; 4. Mivel 4 — 0 =0 — (—4)(=4), ezért ezek valéban egy
szamtani sorozat egymast koveto elemei.

d) Az a, b, ¢ adathalmaz dtlaga: # = 0. A szoras:

(044)* 4 (0—0)> + (0 — 4)* 32 4V6

3 3 3

7. Adott az ABC hdromszdg, ahol A( -1 4f), B(3; —2f+1) és C(h;4), tovdabbd
a hdromszdg S sulypontjdnak ordindtdja 1.

a) Hatdrozzuk meg f(€ R) értékét. (6 pont)
Tudjuk, hogy a hdromszég oldalainak négyzetdsszege minimadlis.
b) Szdmitsuk ki h(€ R) értékét. (5 pont)

FElizabet eqy-eqy pozitiv szdmjegyet helyettesit be véletlenszerden az ax? + bx +
+ ¢ = 0 egyenletbe az a; b; ¢ egyiitthatok helyére.

¢) Mekkora annak a valdszindsége, hogy az egyenletnek pontosan egy wvalds
gyoke lesz? (5 pont)

Megoldas. a) A megoldandé egyenlet a kdvetkezd: A4 (=2) 4 =1, ahonnan
4f —2.2/ +1 =0 adédik. Legyen 2/ =y. Ekkor az 3> — 2y + 1 = 0 mésodfoki
egyenlethez jutunk, ahonnan y =1 adédik. 2f = 2°. Az exponencidlis fiiggvény
szigori monotonitasa miatt f = 0, ami valéban megoldésa az egyenletnek.

b) A hdromszog csicsainak koordindtéi: A(—1;1), B(3; —2),C(h;4). A hdrom-
szog oldalainak a hosszai: |AB| =5, |AC| = vh? + 2h + 10, | BC| = Vh? — 6h + 45.
Az oldalak négyzetosszege tehat: 2h? — 4h + 80. Ennek a kifejezésnek keressiik
a minimumét. Legyen t(h) = 2h2 — 4h +80 = 2- (h — 1)> + 78. A t(h) fiiggvény-
nek a A = 1-ben van minimuma.

c) Osszesen 9% = 729-féle egyenlet frhaté fel (Gsszes eset szdma). A masodfoki
egyenletnek akkor van pontosan egy valds gyoke, ha a diszkrimindnsa nulla, tehat
b? — 4ac = 0, amibdl b? = 4ac adédik. Mivel az egyenlet jobb oldala oszthaté 4-gyel,
igy a bal oldal is, amibél az kovetkezik, hogy b paros szamot jelol. A kedvezd eseteket
az alabbi tablazat mutatja:

a|1]1]|4]2]9|1|3]|8
b|2|4|4|4|6|6|6]|8]|8]38
cl|1|4|112]|]1]9(3]|2|8|4

A keresett valdsziniiség: p = 71709 ~ 0,0137.

8. A logatté szelvényén a logy a alaki szamok szerepelnek, ahol az a egyjegyd
pozitiv egész szdmot jelol. Eqy szelvényen hdarom kilonbozo szamot kell bejeldlni.
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a) A logatté szelvényen egy szdmot véletlenszerden kivdlasztva mekkora annak
a valdsziniisége, hogy a kivdlasztott szam értéke egész? (3 pont)

b) A szelvényen szerepld pozitiv egész szamok legyenek az A halmaz elemei.
Egészitsiik ki a halmaz elemeit hdrom, kiilonbozé (nem feltétlenil logy a alakd)
szammal ugy, hogy az A halmazban szerepld adatsokasdg felsd kvartilise 2023 legyen.
(4 pont)

¢) Igazoljuk, hogy a log, 7 irraciondlis szam. (5 pont)

A nekeresdi kozépiskola végzds didkjai kéziil 42-en toltottek ki eqy-eqy szelvényt
a logattén. A didkok mindegyike eltaldlt legaldbb egy szdmot a kisorsolt szdmok ko-
ziil. Kéttaldlatos szelvénye 9 didknak volt. A nyeremény n taldlat esetén taldlaton-
ként 6n eurd. A taldlatok szamdt az aldbbi tabldzat mutatja:

A kisorsolt szamok | Elso szam | Masodik szam | Harmadik szam
Taldlatok szama 24 19 18

d) Hdany eurdt nyertek dsszesen a didkok? (4 pont)

Megoldas. a) Mivel az a egyjegyli pozitiv egész szdmot jelol, ezért a szelvényen
Osszesen 9 szam talalhaté. Ezek kozil az egész értékek az aldbbiak: log, 1 =0,
logs 2 =1, logy4 =2, log, 8 =3, vagyis a kedvezd esetek szdma 4. A kérdéses
valészintiség igy 5

b) A szelvényen szereplé pozitiv egész szdmok: log, 2 = 1, log, 4 = 2, log, 8 = 3.
Mivel hdrom kiilonb6z6 valds szammal kell kiegésziteni az A halmazt, igy az adat-
sokasdg osszesen 6 elembél fog allni. Ismert, hogy egy N elemii adatsokasig felsd
kvartilise a névekvd sorrend szerinti % - (N 4 1)-edik eleme az adatsokasagnak, tehét

N = 6 esetén % - (6+1) = 5,25. Ebbdl kovetkezben az 5. elem a fels6 kvartilis, azaz
a 2023. Ezen kiviil kell egy 3-nél nagyobb, de 2023-nal kisebb valés szdm, illetve
egy 2023-nal nagyobb szam, példaul a m, 2023, 2024 megfelel az 6sszes feltételnek.

¢) Indirekt médon tegyiik fel, hogy a log, 7 raciondlis szdm, vagyis felirhaté két
egész szam hényadosaként. Legyen log, 7 = IED’ ahol (p;q) =1, illetve p,q € Z, de
q # 0. Mivel log, 7 > 0 = log, 1 (a logaritmusfiiggvény szigori monotonitdsa miatt
7 > 0, ami nyilvdnvaldan igaz), ezért p, ¢ € N. Az egyenlet mindkét oldalét g-val be-
szorozva: ¢ -log, 7 = p, amibél log, 7¢ = p addédik. A logaritmus definiciéjat felhasz-
nalva: 2P = 7. A szdmelmélet alaptétele miatt a két oldal csak gy lehet egyenld,
ha p = ¢ = 0, ami ellentmond az eredeti feltételeknek, igy megddlt a feltevés, vagyis
a log, 7 irraciondlis szam.

d) Jelsljiik h-val azon versenyz8k szdmat, akik mindhdrom szémot eltaldltdk.
A logikai szita formulat alkalmazva: 24 + 19 + 18 —9 — 3h + h = 42. Ebbdl h = 5,
azaz 5 6 taldlta el mindharom szamot. 5 f6 mindhdrom szdamot, 9 f6 pontosan
kettot és 28 {6 csak egyet taldlt el, igy a nyeremény Gsszesen: 28-6+9-24+5-54 =
= 654 euro.

9. Egy futballbajnoksdgban a gydzelem 3, a dintetlen 1 pontot ér (a vereségért

nem adnak pontot). Egy idényben minden csapat jdtszik minden csapattal pontosan
egyszer.
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a) Hdny csapat vesz részt a bajnoksdgban, ha tudjuk, hogy minden idényben
ugyanannyi csapat vesz részt, minden mérkdzést lejdtszottak a csapatok, 4 idény
alatt dsszesen 2024 pontot szereztek a csapatok és 504 mérkidzésen nem sziiletett
dontetlen? (6 pont)

A futballbajnoksag emblémdja az abran lathato rajz, ame-
lyen 7 darab egybevdgd szabdlyos hatszig (1 fekete és 6 darab
fehér) koré irtunk egy kort dgy, hogy a fehér hatszigek 2-2 csi-
csa érinti a korvonalat. A hatszégek oldalhossza 1 cm.

b) Hatdrozzuk meg, hogy mekkora a kér azon részének te-
rilete, amely nincs hatszogekkel fedve. (7 pont)

A labddn lévé egyik egységnyi oldali szabdlyos hatszog egyik csucsdnak a mdsik
dt csucstdl mért tdvolsdgait novekvd sorrendbe rendeztik (az azonos tdvolsdgokat
csak egyszer drtuk fel).

¢) Egy tanuld azt dllitja, hogy a felirt tdvolsdgok (valamilyen sorrendben) egy
szamtani sorozat eqymdst kovetd tagjai. Dontsik el, igaza van-e. (3 pont)

Megoldas. a) 504 mérkézésen nem volt dontetlen, {gy ezeken dsszesen 504 -3 =
= 1512 pontot osztottak ki. A maradék 2024 — 1512 = 512 pontot a dontetlenekre
osztottak ki, igy ez % = 256 mérkozést jelent. Osszesen tehat 504 + 256 = 760

mérkozés volt, amely idényenként % = 190 mérkozést jelent, igy az % =190

egyenlethez jutunk. Ebbdl adédik, hogy n? —n — 380 = 0, amelynek a gyokei 20
és —19. A csapatok szama 20.

b) Az dbrdn az E pont az egyik fehér szabdlyos
hatszog olyan pontjat jeloli, amely illeszkedik az O ko-
zéppontu korre; A és B a sziirke és az E pontot tar-
talmazo fehér hatszog kozos oldaldnak két végpontja,;
F és G pedig oldalfelez6pontok. Ekkor az OAB sza-
balyos haromszogben az OF magassag hossza:

hiszen AB =1 cm. FG = 20F miatt OG = 3- \/73 EG = % cm, hiszen G felezGpont.
Az OF = R jelolést hasznalva az OFEG haromszogre alkalmazzuk a Pitagorasz-

tételt: ) /i )
1 3v3
w=(5)+ (%)
2 + 2

amibél R? = 7, azaz R = /T ~ 2,6458 cm. A kor teriilete: 21,991 cm?. A hét darab
hatszog teriilete:
V3

7. (6 ~ T) cm? ~ 18,187 cm?.

fgy a keresett — hatszogekkel nem fedett — rész teriilete:

21,991 — 18,187 ~ 3,804 cm?.
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¢) A szabalyos hatszog egyik csicsa A.

Ett6l a B és F cstcs 1—1 egységre, a D csucs
pedig 2 egységnyire van. Az AC és AFE tavolsiagok
a szimmetria viszonyok miatt egyenlék. Az ABC
sz0g nagysaga 120°, igy a koszinusztételt alkalmazva
az ABC haromszogben:

AC? =124+12—-2-1-1-cos120°,

azaz AC? = 3, amibél AC = /3. Az 1; v/3; 2 nem szdmtani sorozat, hiszen /3 >

> %, igy nincs igaza a tanulénak.

Safar Lajos Teleki Olivér
Réckeve Tokol

Rejtvények, 6rdoglakatok

Palcika a gomblyukban

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fej-
torét fogunk bemutatni. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiillonboz6 kira-
kos jatékok, topoldgiai feladvanyok, érdoglakatok és a matematikat felhasznéld
blivészmutatvanyok.

Manapsag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi él-
ményt az adja, ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a blivészmutatvianyok
tritkkjeit mi taldljuk ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készit-
jiik el. Probaljuk meg a feladatokat tovabbgondolni, dltaldnositani, igyekezziink
4j feladatokat kitalalni.

A megoldésokat, tovabbgondoldsokat, dltaldnositdsokat a

rejtveny.komal@gmail.com

cimre lehet bekiildeni. Ezek a pontversenyekbe nem szamitanak bele, de a leg-

jobbakat — akdr cikk vagy vide6 formajdban — a honlapunkon vagy itt a Lapban

orommel kozoljik.

E havi rejtvényiink egy vicces ordoglakat, amely Sam
Loydtdl, a hires amerikai rejtvénykészito zsenitol szarmazik.
Ahogy a bal oldali dbrédkon lathatd, a jaték egy 5-20 cen-
timéter hosszu palcikabdl és a végére erdsitett hurokbdl all.
A zsinér olyan hosszi, hogy még éppen nem ér el a palcika
masik végéig. Alapanyagnak barkacsboltban kaphat6 henge-
res rud vagy akar a vége kozelében keresztben atfurt ceruza
vagy ceruzacsonk is megfelel. Ha valaki megkérdezi, hogy mi
az a madzag a ceruzank végén, az maris lehetéséget ad a tré- Sam Loyd
fara. (1841-1911)

Forrds: Wikipédia
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A jaték lényege, hogy gyanutlan ismerdsiink gomblyukéba befiizziik a pélcikét
a jobb oldali dbra szerint, ezutan neki kell a palcikat onnan eltavolitani. Egysze-
riisége ellenére a feladat meglepden nehéz, a gyakorlatlan dldozatok nem szoktak
boldogulni ezzel a kihivéssal.

Az Olvaséra bizzuk annak kitaldlasat, hogy a palcikat hogyan lehet néhény
mésodperc alatt beflizni a gomblyukba, és hogyan lehet leszedni. A megoldést
kovetkezd havi szamunkban kozoljiik.

A szeptemberi szamunkban k6z6lt feladat
megoldasa
Az volt a feladat, hogy 6t darab 3-4-5
oldali derékszogli haromszoghdl allitsunk
Ossze egy tengelyesen szimmetrikus sikidomot.
A megoldéas az dbrdn lathaté konkav deltoid.

Orszagos Ordoglakat Talilkozé

2023. november 11-én, 1030-t6l 17%%-ig lesz a XVI. Orszégos Ordoglakat Ta-
lalkoz6 a Magyar Kereskedelmi és Vendéglatdipari Mizeumban (1036 Budapest,
Korona tér 1.)

A talalkozon taldlkozhattok jatéktervezdkkel, -készitékkel és -gylijtokkel, és
persze rengeteg jatékot lehet kiprébalni, koztiik olyan darabokat is, amik most el6-
szor lathaték Magyarorszagon. Délelétt rovid el6adasokat hallgathattok, délutan
ordoglakatmegoldé verseny is lesz. Kotetlen beszélgetésekre, a jatékok kiprébélasa-
ra, barkdcsolasra egész nap lehetéség nyilik.

A belépés ingyenes.
Tovabbi informacid: https://www.facebook.com/Ordoglakat

Koés Géza
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(779-783.) | 3

K. 779. Induljunk ki egy négyjegyli szambdl. Egy 1épésben az alabbi valtozta-
tasokat hajthatjuk végre a szamon:

1. Tetszolegesen felcseréljiik a szamjegyeit.
2. Az els6 két szamjegy mindegyikét noveljiik 1-gyel.

A kezd6 szdmunk legyen a 2024. Mennyi az a legkevesebb 1épésszam, amellyel
el tudjuk érni, hogy a szamunk 7654 legyen?

K. 780. a) Két pozitiv primszdm szorzatdhoz hozzdadjuk a két primszamot.
Kaphatunk-e igy primszamot? Ha kaphatunk, adjunk ra legalabb harom példat, ha
nem, indokoljuk meg, hogy miért nem.

b) Két pozitiv primszam szorzatdhoz hozzdadjuk a két primszdmot és még 1-et.
Kaphatunk-e igy primszamot? Ha kaphatunk, adjunk ra legalabb harom példat, ha
nem, indokoljuk meg, hogy miért nem.

K. 781. Egy piros és egy zold 2 x 3-as tdblazat mezo6ibe beirjuk az 1, 2, 3, 4, 5,
6 szamokat gy, hogy egy tablazaton beliil minden szam pontosan egyszer szerepel.
Osszeadjuk a téblazatok megfelelé mezéiben allé szamokat, igy kapjuk a harmadik
tablazatot. Az alabbiakban latunk egy példdt.

31 13161 41814
4156 5124 91710

Az alabbi dbran lathaté piros és zold iires tablazatot toltsiik ki ugy, hogy
az Osszeadds utdn a jobb oldali tabldzatot kapjuk, amelynek jobb alsé sarkét
letakartuk. Adjuk meg az Gsszes megoldast.

11{9 | 4
913

K/C. 782. Archibald rosszul emlékezett a tortek osszeaddsdnak szabdlyéra,
és igy adta Ossze az § és G torteket: ¢ + 5 = ZT-F; Lehetséges-e, hogy helyes

d
végeredményt kapott, ha a, b, ¢, d pozitiv szamok?

K/C. 783. A pilétdk a mutatds éra szédmlapjdnak segitségével hatdrozzdk meg
az iranyokat, pl. észak helyett 12 érat, kelet helyett 3 érat mondanak. Kovessiik
egy felderit6 repiil6 utjat, amely a f6ldon levo béazisrdl nézve 1 percet repiilt 1 ora
irdnyéaba, 2 percet 2 ora irdnyaba, 3 percet 3 dra irdnyaba, 10 percet 4 éra iranyaba,
5 percet 5 éra irdnyaba, 6 percet 6 ora irdnyaba, 7 percet 7 éra irdnyaba, 8 percet
8 éra irdnydba, 9 percet 9 éra irdanyaba, 4 percet 10 6ra iranyaba, 11 percet 11 6ra
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irdnyaba és 12 percet 12 éra irdnydba. A repiil6 sebessége a foldhoz képest végig
ugyanakkora nagysagu volt. Milyen ttvonalon repiilhetett volna el a legrévidebb
id6 alatt a kiindulasi helytdl a célallomashoz?

Bekiildési hataridé: 2023. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(782-783., 1778-1782.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 782. A szovegét ldsd a K feladatokndl.

K/C. 783. A szovegét lasd a K feladatokndl.

Feladatok mindenkinek

C. 1778. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan n egész szamot, amelyre 1 +2 + 3 +
+ ...+ n egy azonos szamjegyekbdl all6 haromjegyi, tizes szdmrendszerbeli szam-
mal egyenld.

(Vietnami feladat)

C. 1779. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan haromszog 1étezik, amelynek ol-

dalhossziisagait a
3z

77
szamok adjak meg, ahol x pozitiv egész. Hatarozzuk meg a legkisebb keriiletii ilyen
haromszog oldalainak hosszat.

2r—1; 3z+1

Javasolta: Bird Balint (Eger)

C. 1780. Vannak-e olyan pozitiv egész szdmokbdl allé (a;b) rendezett parok,
amelyekre az a? — 2b és b? — 2a is négyzetszam?

(Német versenyfeladat)

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1781. Oldjuk meg a valds szdmpérok halmazan a
3z +/y? — 21y = 222,
2? —x—\y? 21y =2

egyenletrendszert.

Javasolta: Biré Balint (Eger)
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C. 1782. Az ABCD négyzet D csicsabdl érintét hizunk az AB atmérdji,
a négyzet belsejébe rajzolt félkorhoz, az érintési pont (az A-tdl kiilonb6z8) E pont,
az AB szakasz felezOpontja F. Az érint6 a BC egyenest a GG, az AB egyenest a H,
valamint az EF egyenes a DA egyenest a K pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy
az FHE, DGC és DK FE haromszogek beirt koreinek sugarai ebben a sorrendben
egy novekvo szamtani sorozat kozvetlen egymads utani tagjai.

Javasolta: Biré Balint (Eger)

*

Bekiildési hatarid6: 2023. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A B pontversenyben kitiizétt feladatok
(5334-5341.)

B. 5334. Melyik az a legkisebb n, amelyre minden konvex n-szégnek van két
szomszédos tompaszoge?

(3 pont) Erdds Pdl (1913-1996) feladata

B. 5335. Az z, y, z pozitiv szdmok szorzata 1. Mennyi lehet az

(o) o))+ o 1) -G D) (o) (o 2)

kifejezés értéke?

(3 pont) Javasolta: Kiss Géza (Csémér)

B. 5336. Egy iskolai sorverseny dijazasdhoz négyféle édességet vésaroltunk.
Volt kozottiik 1300 Ft-os, 3000 Ft-os, 3300 Ft-os, tovabbé a kozonségnek feltett
villamkérdések dijazasdhoz nagyobb szamban 50 Ft-os is.

Az édességekért 41300 Ft-ot fizettiink, az atlagar pontosan 100 Ft volt.
Mennyit vettiink az egyes fajtakbol?

(4 pont) Javasolta: Kiss Géza (Csomor)

B. 5337. Egy szabdlyos n-sz6g minden oldaldra megrajzoltam kifelé egy szaba-
lyos hdromszoget. A haromszogek harmadik cstcsai egy nagyobb szabdlyos n-szoget
alkotnak. Mennyi lehet n, ha a két sokszog teriiletének aranya egész szam?

(4 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)
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B. 5338. Egy szinhdz nézéterének egyik soraban 10 szdmozott szék van. A szé-
kek a sor mindkét szélérol megkozelithetok. Az egyik eléaddsra a sorba jegyet valto
10 nézé véletlenszerii sorrendben érkezik meg és foglalja el a helyét. A néz6k nem
szeretnek ,atmdaszni” az elottitk megérkezett és korabban a helyét méar elfoglalt
tobbi nézon, ezért ha tehetik, akkor a sornak annak a szélérdl kozelitik meg a he-
lyiiket, ahonnan erre nincs sziikség. Hatarozzuk meg annak a valdszintiségét, hogy
lesz legalabb egy olyan néz6 a 10 kozott, aki nem tudja ,,atmaszds” nélkiil elfoglalni
a helyét.

(5 pont) Javasolta: Koncz Levente (Budapest)

B. 5339. A k; kor belilr6l érinti a ko kort a P pontban. Legyen M a ki
korvonal egy tetszéleges pontja, és messe a ki-hez M-ben hizott érinté ko-t az A
és B pontokban. Mutassuk meg, hogy PM felezi az APB szoget.

(4 pont)

B. 5340. Legyen n pozitiv egész szam. Tegyiik fel, hogy f, g és h legfeljebb
n-edfokd, valds egyiitthatds polinomok. Legfeljebb hény valés x szdmra lehet f(z),
g(x), h(x) egy nemkonstans hérom hosszi szaimtani sorozat harom eleme valamilyen
sorrendben, feltéve, hogy ez csak véges sok z-re teljesiil?

(6 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

B. 5341. A szabalyos ABCD tetraéder silypontja S, egy tetszéleges bels6
pontja P. Tiikrozziik a P pontot a tetraéder négy lapsikjara, igy kapjuk az XY ZW
tetraédert. Mutassuk meg, hogy XY ZW sulypontja a PS szakasz S-hez kozelebbi
harmadolépontja.

(6 pont) (Monthly feladat alapjdn)

Bekiildési hatarid6: 2023. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

| < |

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(860-862.)

| |

A. 860. Adott egy 2* darab taghdl 4ll6 0—1 sorozat. Aliz megkapja ezt a so-
rozatot, majd eldrulhatja a sorozat egyik tagjat (a tag helyét és értékét) Bobnak.
Hatarozzuk meg azt a legnagyobb s szamot, melyre Bob biztosan tud valasztani
s darab tagot a sorozatbdl, és mindegyiknek meg tudja allapitani helyesen az érté-
két, akarmilyen sorozatot is kapott Aliz.

Aliz és Bob a jaték el6tt osszebeszélhetnek azzal a céllal, hogy Bob minél tobb
jegyet biztosan meg tudjon mondani a sorozatbdl. Bob semmi més informéaciét nem
tud a 0—1 sorozatrdl a hosszan és az Aliz dltal valasztott tagon kiviil.

Javasolta: Szdics Gabor (Szikszd)
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A. 861. Legyen f(x) =2 — 2. Jelolje f™)(z) a fiiggvény n-szeres iterdltjat,
azaz legyen ) (x) = f(x) és f*H)(z) = £(f P (2)).

Legyen H = {:v  f00) () € —1}. Hatérozzuk meg a H halmaz hosszat (a H-t
alkoté intervallumok hosszainak Gsszegét).

Javasolta: Matolcsi David (Budapest)

A. 862. Az w korbe irt ABCD hurnégyszogben Fa, Fg, Fo és Fp rendre
az w kor AB, BC, CD, illetve DA iveinek felezOpontja, tovabba I4, Ig, Ic és
Ip a DAB, ABC, BCD, illetve C' DA héaromszogekbe irt kor kozéppontja. Legyen
wa az a kor, amely az F4 pontban beliilr6l érinti w-t és érinti a C'D szakaszt,
tovdbba legyen we az a kor, amely az Fo pontban beliilrdl érinti w-t és érinti az AB
szakaszt. Végiil legyen T az w kor és az Fplglc kor méasodik, Fp-tél kiillonbozo
metszéspontja, és legyen Tp az w kor és az Fplpla kor masodik, Fp-t6l kiillonbozo
metszéspontja.

Mutassuk meg, hogy az wa és we korok hatvanyvonala dtmegy a T és a Tp
ponton.

Javasolta: Kds Géza (Budapest)

Bekiildési hataridé: 2023. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 599. Egy szamsorozatot akkor nevezziink Fibonacci-tipusinak, ha a har-
madikt6l kezdve mindegyik eleme az eléz6 kettd Gsszege. A sorozat legismertebb
forméja, ha az els6 két szam 0 és 1.

A sorozatot rekurziéval definidljuk, amit iterativ médon is konnyen kddolni
tudunk.

(1) Fy=0, F =1

(2) Foi1=F,1+F, (n=1).

A sorozat elemei gyorsan novekednek. Valtoztassuk meg a 2. képletet.
(3) Foy1=(F,-1+F,) modm (n>=1).

A képletben szereplé m (m > 1) egész szdm, amellyel a sorozat 4j elemét maradé-
kosan osztjuk. A sorozat periodikus, el6bb-utébb tjra szerepel benne 0 és 1, igy
ismétlédni kezdenek az értékek.
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Készitsiink programot, amely m értékét beolvassa és a képernyore kiirja a pe-
riédus hosszat, valamint egy 1j sorba a periédus elemeit.

Példa bemenet | Kimenet

5 20
01123033140443202241

Bekiildend6 egy tomoritett i599.zip allomanyban a program forraskédja és
rovid dokumentédcidja, amely megadja, hogy a forrdsalloméany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

I. 600. Egy asztalon egyforma méretii korongok taldlhaték, mely(ek)re szdmo-
kat irtak 1-t6l 25-ig. Mindegyik szdam csak egyszer szerepel egy korongon, tehat
25 korong van. A korongok egymasra helyezhetdk, de csak akkor, ha a feljebb 1évé
korong szama osztdja az alatta 1év6 korong szaménak. Példdul épitheté a koron-
gokbdl egy 4 magassigu oszlop, ha a korongok szama 1, 3, 12, 24.

Valaki épitett mar néhany oszlopot az asztalon 1évé korongokbdl, de egyelore
elakadt az épitkezésben. Készitsiink programot, amely az asztalon lathatd oszlopok
ismeretében segit a tovabbi korongokat a kordbbi oszlopokba elhelyezni.

A program el6szor kérje be az eddigi oszlopok N szamdt, majd kérje be
az N darab oszlopban taldlhaté szamokat egy oszlopon beliil feliilrol lefelé ha-
ladva. Ezutan irja ki a még szabadon 1év6 korongok szamat névekvo sorrendben,
valamint azon szabadon 1év6 korongokon 1évé szamokat, amely korongokat nem
lehet az eddigi oszlopok egyikéhez sem hozzdtenni.

Egy lehetséges kommunikacié a felhasznaléval:

Az oszlopok szama: 4

1. oszlop: 6 12 24

2. oszlop: 2 20

3. oszlop: 15

4. oszlop: 9 18

Szabad korongok: 3 4 7 8 10 11 13 14 15 16 17 19 21 22 23 25
Nem hozzatehetd korongok: 7 8 11 13 14 16 17 19 21 22 23

Bekiildend6 egy tomoritett 1600.zip alloményban a program forraskédja és
rovid dokumentédcidja, amely megadja, hogy a forrdsalloméany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

I. 601. 1777-ben George Louis Leclerc, Buffon gréfja vetette fel a ,,tliprobléma”
néven ismert feladatot: Mekkora a valdszinlisége annak, hogy k hosszisagu tiit
dobva a d szélességii lapokbdl 4ll6 padléra, a lees6 tii metszi a padldlapok kozti
egyik vonalat?

Nézziik ennek a matematikai megkozelitését!

Jelolje = a ti kozéppontjanak a legkozelebbi vonaltél mért tavolsidgat

d
(0<z<y).
Legyen a tii és a padlé vonalainak szoge o (0° < o < 180°).
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Ekkor a tli vége y értékkel keriil magasabbra a ti kézéppontjanal (sina = ¥,

SENS

vagyis y = % - sin a). Ha y < z, akkor nem metszi a t{i a vonalat.

Annak az esélye, hogy metszi a tli a padlévonalat: p = % . S, ezért a kisérlet
a m meghatarozasara is hasznalhaté.
2k
pd’

Szimulaljuk a kisérletet szamitégéppel. Hat kiilonb6zé k és d értékre végez-
tessiink a tablazatkezelével 1000010000 dobaskisérletet, majd mindegyiknél ha-
tarozzuk meg a p relativ gyakorisagat. Ezekbél kapunk hat becslést a m értékére,
majd ezeket dtlagoljuk.

Az el6z6 képletbol -t kifejezve: m =

1. Nyissunk meg egy iires tablazatkezel6 munkafiizetet, majd mentsiik buffontu
néven.
2. Hozzuk létre és formdazzuk a mintak szerinti elrendezést.

3. Gépeljiik be a szoveges adatokat az ALl:A4 és a B5:S5 tartomanyokba, alkal-
mazzunk ezekre a celldkra félkovér betiistilust. Az A6:A1005 tartoményba ke-
rilljenek az 1,2,...,999,1000 értékek. A C, az F, az |, az L, az O és az R
oszlopok els6 két sordba gépeljiik be a mintakon lathaté, k és d aktudlis érté-
kére vonatkoz6 adatokat.

4. Szegélyezziik a tablazat celldit a minta szerint, a racsozés az 1005. sorig tartson.

5. AB,azE,aH,aK, az N és a P oszlopok 6 —1005. sordba keriiljon olyan képlet,
amely a véletlenszam generator segitségével megad egy 0 és g kozotti értéket.
Az adat négy tizedesjegy pontossdggal jelenjen meg.
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A B € D E F G H | J 3
1 k 35 25 39 i
2 d 42 28 47 f
3 p 0,5195 0,5682 0,5305 3
4 T 3,208213 3,142757 3,128321 f
5 X a metszi X o3 metszi X a metszi ;
6 1 16,7998 82,2798 1 5,3852| 149,2525 1 17,1438 127,0300 0 f
7 2 15,6780| 135,8457 0 1,0064| 72,1373 1 0,9689( 57,1320 1 f
8 3 8,2621| 13,4579 0 3,3395| 77,4478 1 20,1211| 111,9435 0 {
9 4 5,1619| 118,1755 1 10,4801| 88,6493 1 3,6113| 141,2104 1 }
10 5 3,5612 65,1099 1 13,6165| 129,1611 0 15,4909| 75,2836 1 g
il 6 11,3654 18,9238 0 5,7713| 49,4846 1 10,8561| 137,5507 1 ],
12, 7 20,4358| 164,2396 0 1,7951| 48,3134 1 20,7591| 53,3826 0 3
13 8 19,1296 104,6462 0 4,0231| 168,0176 0 11,0647 91,1145 1 ()
14 9 19,0624 65,1091 0 5,4710| 45,1630 1 5,9445| 106,3637 1 g
15 10 10,0954 1,3482 0 10,4503 113,0078 1 21,5912| 12,1085 0 3,
P T P e P N N T Y rermeuy NP [y S i
J K L M N o P | Q R s T ¢
S 20 20 35 k4
{ 24 30 46 3
0,532 0,4204 0,4915 4
] 3,132832 3,171583 3,096112 3,146636 {
s;:'metszi X a metszi X a metszi X o4 metszi :
0 2,8583| 27,1020 1 6,4767| 36,2750 0 17,3056| 121,1732 0 (
1 9,0152| 16,9091 0 2,6363| 69,2419 1 7,8562| 6,1557 0
§ 0 1,7859| 107,3037 i 10,6265| 117,2657 0 11,8636/ 48,3689 1 {
31 4,4992| 19,4314 0 0,1801| 7,9036 1 16,7637| 102,8964 1 ¢
! 3,5754| 140,2688 1 4,2146| 137,1033 1 18,6223| 147,3055 0 <
’ 1 10,2542 4,2830 0 1,4272| 65,0362 1 15,2580| 134,3725 0 j
<0 2,9580| 43,7260 1. 0,7262| 126,9023 1 22,5401| 121,9106 0 (’
I 0,4164| 76,8938 1 13,3030 28,2974 0 11,1707| 151,9486 0 (f
\ 1 0,1248| 143,1224 1, 7,9587| 135,4711 0 8,4067| 162,9435 0 3
‘ 0 8,7391| 67,2817 1 | 2,1519| 40,0552 1 1,7242 160,99?4 1 j
R s T T T P e N B N S LY AT s

6. A C,az F, az |, az L, az O és az R oszlopok 6—1005. sordba keriiljon olyan

10.

képlet, amely véletlenszam generator segitségével megad egy 0° és 180° kozotti
szogértéket. Az adat két tizedesjegy pontossiaggal jelenjen meg.

A D,aG, al,az M, a P és az S oszlopok 6—1005. sordba keriiljon 0, ha a tii
nem metszi a vonalat, vagyis y < z; ellenkez6 esetben a cella értéke legyen 1.

A C3, az F3, az 13, az L3, az O3 és az R3 celldkban szerepeljen olyan kép-

let, amely megadja a ,metszés” adott tesztben mért relativ gyakorisdgét
( j6 esetek szama )
kisérletek szama /°

A C4, az F4, az 14, az L4, az O4 és az R4 celldkban az a képlet szerepeljen,
amely megadja a 7 értékére kapott becslést az adott tesztben.

Végiil atlagoljuk ezek értékét a T4 cellaban. Allitsuk be a cella jellemzdit
a mintan lathatéra.

Segédszamitasokat az U oszloptdl jobbra végezhetiink. A megolddsban sajét

fliggvény vagy makré nem hasznalhaté.

420
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Bekiildend6 egy tomoritett i601.zip allomanyban a tablazatkezelé munkafii-
zet, illetve egy rovid dokumentacio, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott
tablazatkezeld neve, verzidszama.

I. 602. Az eurdpai Az év autdja szavazast 1964 6ta tartjak meg minden évben
a bemutatott 14j autdkrdl. A jelolésben és a szavazdasban autés magazinok szakij-
sagirdi vesznek részt.

A rendelkezésre allé és letoltheté adatbéazisban az 1964 —2023 idGszak elsd
harom helyezettjének adatai dllnak rendelkezésre.

Az adatbéazis a kovetkezd tablat tartalmazza:

Tadblak:
auto (azon, ev, helyezes, gyar, modell, pont)
azon a rekordok azonositéja (szamléls), ez a kulcs;
ev a szavazas éve (szdm);
helyezes A dijazott auté helyezése (szdm);
gyar az autd gydrtdjanak neve (szoveg);
modell  az autémodell neve (szoveg);
pont az autd versenyben elért pontszdma (szém).

A kovetkezd feladatokat megoldé SQL parancsokat rogzitsiik az evauto-
ja_lekerdezesek.sql nevi allomanyban a feladatok végén zardjelben megadott
névvel. A javitds sordn csak ennek az dlloménynak a tartalma lesz értékelve. Ugyel-
junk arra, hogy a lekérdezésekben pontosan a kivant mezék szerepeljenek, felesleges
mez6t ne jelenitsiink meg. A feladat megoldasdhoz a digitalis kultira emelt szinti
érettségin haszndlhaté XAMPP hasznalatat javasoljuk.

1. Az evautoja.sql allomany tartalmazza az adatbazist és a tablat létrehozd,
valamint az adatokat a tdblaba besziré SQL parancsokat! Futtassuk a lokélis
SQL szerveren az evautoja.sql parancsfajlt.

2. Készitsiink listat lekérdezés segitségével azokrdl az autdkrdl (ev, gyar, modell,
pont), amelyek 200 pontnél tobbel lettek harmadik helyezettek. (2harmadik)

3. A dijazott autdk gyarai kozott 4 japan van: a Honda, a Mazda, a Nissan és
a Toyota. Listdzzuk ki az 6sszes modelljiiket (ev, gyar, modell, helyezes) helyezés
szerinti sorrendben. (3japan)

4. Adjuk meg lekérdezés segitségével, hogy melyek azok a gyarak, amelyek csak
egyszer szerepelnek a tédblaban. (4Egyszer)

5. Adjuk meg lekérdezés segitségével, hogy melyik az elsé harom autégyér, ame-
lyik legtobbszor volt a valamelyik modelljével elsd helyezett. (5Elsok)

6. Irassuk ki lekérdezés segitségével, hogy mely években nyerte dijait az az auto,
amely legtobbszor szerepelt a dijazottak kozott. (6Evek)

7. A Fiesta nevii auté gyartéjanak milyen méas modellje van még a tablazatban?
Jelenitsiik meg a gydr és a modellek nevét (mindegyiket egyszer). (7Fiesta)

8. Melyek azok az autémodellek, amelyek elsé és masodik dijat is nyertek? Adjuk
meg lekérdezés segitségével a gyartd, valamint a modell nevét és a dijak évét.
(8Elsomasodik)
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9. Adjuk meg azokat az éveket és autéknak az adatait, amikor az elsé és masodik
helyezett pontszdma legfeljebb 5 ponttal tért el. (9Szorosnyeres)

10. Készitsiik el lekérdezés segitségével gydranként az éremtébldzatot (gydranként
az elsd, a masodik és a harmadik helyezések szdma) a neviik szerinti sorrend-
ben, a mintdhoz hasonléan. (10Eremtabla)

gyar a 1 1. helyezés 2. helyezés 3. helyezés

Alfa Romeo 2 2 3
Alpine 0 i 0
Audi 2 2 4
Austin 1 0 1
Autobianchi 0 2 0
BMW 0 5 2
N ANE AN AN AN AN AN N

Bekiildend6 egy tomoritett 1602.zip dllomanyban az evautoja_lekerdeze-
sek.sql nevi dllomany, amely a feladatok megoldaséat tartalmazza.

Letolthetd allomany: evautoja.sql.

A feladatok megoldésai regisztracié utan a kovetkezé cimen t6lthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2023. november 15.

*

KoMalL nyari tabor 2023

Junius 23. és 29. kozott keriilt sor az idei, tobb évtizedes hagyoménnyal ren-
delkez6 fizikataborra Dombévar—Gunaras Udiiléfaluban.

A tabororozason elsésorban a KoMal feladatmegold6i vettek részt, de mellet-
tiik még néhany, a fizika irdnt hatarozottan érdeklodd diak is.

Veliik egyiitt ott volt még — kiilon tandrokkal és programmal — a nemzetkozi
matematikai didkolimpiara késziilé csapat is.

A tdbor az NTP-TSZM-22-0116 pélyazat keretében valsult meg. A részt-
vevok szamara a tabor — a szallds, az étkezések, a fiird6belépdk, a jutalmak és
az eléadasok — ingyenes volt, ami a Nemzeti Tehetség Program tamogatasan ki-
vill az Aquincum Institute of Technology és a Hotel Eurépa-Gunaras nagylelkii
adoméanyanak volt koszonheto.
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Részletek két taborozé beszamol6jabol:

Nekem nagyon tetszett a tdbor, és
nem hiszem, hogy ezzel egyediil vagyok.
A két szobatdrsammal tobbszor is be-
széltiink arrél, hogy tul gyorsan tel-
nek a napok, és a tdbor vége felé is
olyan volt, mintha csak tegnap jottiink
volna. Elveztem ,vegyesen” gondolkod-
ni — csapatban és egyediil is —, mert
igy a szdamomra nehezebb témakorok-
bol valé feladatokon is tudtam dolgozni,
mert ha valahol elakadtam, akkor be-
vontam a csapattarsaimat. Ennek ko-
szonhetden lathattam, hogy az én gon-
dolatmenetemben felmeriil6, szimomra
nehezebbnek tiné problémédkat masok
hogyan tudjak megoldani, viszont 6n-
alléan is tudtam dolgozni. Tovabba se-
gitett az is, hogy ha valamikor elfd-
radt az agyam, akkor felfrissiilés gya-
nant mindig volt lehetéségem mozogni
egyet, vagy akar csak felmenni a szo-
bamba, és pihenni egy keveset.

A napokon beliil a matek és a kozosségi szérakozds aranya is idedlis volt, ezaltal
lehetové téve, hogy az ott toltott idom alatt végig ugyanolyan intenzitassal tudjak
matekozni, és hogy ez rendkiviil élvezetes is legyen.

Sajnos nekem kordbban haza kellett mennem a taborbdl, igy nem tudtam
kiélvezni a teljes egészét.
Bényei Borisz

Az idei tdborba péar nap késéssel érkeztem az elhiiz6dé érettségi idészak miatt.
Miér az dton eljutott hozzam az aznapi feladatsor, igy a délutdni matematikafog-
lalkozasra mar felkésziilten érkeztem. Itt taldlkoztam sok régi bardtommal, de 1j
arcokat is lattam.

Innentél a napok matematikdval és szérakozassal teltek. A reggeli utdn rogton
belevetettiik magunkat az adott témakor feladataiba, legyen az geometria, szamel-
mélet, vagy akar a Frobenius-szamok. Ezeken kisebb megszakitasokkal ebédig gon-
dolkodtunk, majd délutan megbeszéltiik néhdny feladat megoldasat. Estére min-
denki kifaradt szellemileg, a szakmai program utan altalaban pingponggal, billidrd-
dal vagy Tichuzassal kapcsolédtunk ki.

A tébor sordn sok kiilonleges programra keriilt sor, melyek soksziniibbé tették
a tabori élményt. Ide tartozik a MEMO-gyakorléverseny, ahol csapatokba osztva
mérhettiik dssze tuddsunkat, vagy a fizikael6adéas. Ut6bbi segitségével példakon ke-
resztiil betekintést nyerhettiink a dimenzidanalizis vilagaba. A strandoldson sajnos
nem tudtam részt venni (de elmonddsok alapjan ez is minden bizonnyal nagyon
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élvezetes volt), de a tdbort lezard tabortiliz koriili éneklésen anndl inkabb, ukulelén
kisértem azt.

A szokasos médon téliink szdz méterre keriilt megrendezésre a KoMalL nyari
fizikatabora, igy a fizikdsokkal minden étkezésnél taldlkoztunk. Ilyenkor gyakran
elbeszélgettiink veliik, és részt vettiink a fizika-totén is. Ok is becsatlakoztak a mi
programjainkba, példaul csapatot inditottak a gyakorléversenyen, de a tabortiiz
elokészitésében, majd az éneklésben is szerepet véllaltak.

A tébor alatt felfedeztiik a hotel kornyékét. Reggelente néhanyan elmentiink
futni, és kozben megtekintettiik a Dombévar-Gunarast koriilvevo réteket és mezo-
gazdasagi teriileteket. Nagy latogatottsagot élvezett a kozelben taldlhaté kisbolt is,
ahol beszereztiik a hatékony gondolkodashoz elengedhetetlen ragcsakat.

Elmondhaté, hogy a domboévari matematikatdbor a nyaram egyik csicspontja
volt, és sokat segitett a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpidra valé felkésziilésben.

Lovas Marton

A 2024-es nydri taborban vald részvételre a felhivds varhatéan a KéMalL jovd
mdajusi szamdban jelenik meg.

Tdmogatok:
AIT-BUDAPEST
KULTURALIS ES INNOVACIOS
I == 8 = MINISZTERIUM

A |[Nemzeti
Tehetség Program

EMBERI EROFORRAS

=) TAMOGATASKEZELO =2 HOTEL EUR(')PA***
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Beszamolé a 7. Eurépai Fizikai Didkolimpiarél b

Hannover Germany

Idén 2023. janius 16. és 20. kozott Hannoverben, Németorszagban rendezték
meg az Eurépai Fizikai Didkolimpidt (EuPhO). A versenyen 28 eurdpai és 9 Euré-
pan kiviili orszag osszesen 173 didkja vett részt. A versenyen 18 aranyérmet osztot-
tak ki, amelybdl az egyiket egy magyar didk, Molndr-Szabo Vilmos szerezte meg,
aki az abszoldt 11. helyen végzett.

A csapat és eredményeik:

Molnér-Szabé Vilmos (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlé Altaldnos Iskola
és Gimndzium, 12. oszt.) aranyérem (27,8 pont), felkészit§ tandra: Nagy Piroska
Madria;

Fey David (Budapesti Fazekas Mihély Gyakorld Altaldnos Iskola és Gimnézi-
um, 12. oszt.) bronzérem (19,3 pont), felkészits tandra: Nagy Piroska Mdria;

Bencz Benedek (Bair-Madas Reformatus Gimnézium, Altalanos Iskola és
Didkotthon, 10. oszt.) bronzérem (18,3 pont), felkészits tandra: Horvdth Norbert;

Budai Csandd Gyula (Dedk Téri Evangélikus Gimnézium, 12. oszt.) bronzérem
(16,0 pont), felkészité tandra: Horvdth Gabriella;

Molnar Barnabas (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimndzium, 12. oszt.) (11,1 pont), felkészitd tandra: Nagy Piroska Mdria.

A magyar csapat vezet6i Szdsz Krisztidn és Vankd Péter voltak, Vigh Maté
pedig a zstiriben, a harmadik elméleti feladat szerzdjeként képviselte hazankat.
Az alabbiakban kozoljitkk a verseny feladatait, a megolddsok a verseny honlapjan
érhetok el: https://eupho.ee/eupho-2023/.

Kisérleti feladatok
1. Mégneses inga (10 pont)
Egy inga rezgési frekvencidja modosithaté az inga és a tartdja kozotti még-
neses erdkkel. Ebben a kisérletben egy olyan ingamozgast fogsz vizsgdlni, amely

gravitacios és magneses kolcsonhatasok egyiittes potencidljaban torténik, a 3. db-
ran lathaté mérési elrendezésben.

Eszkozok (lasd a 3. dbrdt is)

A — Ingatest pontszerii tamaszokkal és tiikorrel a szogméréshez.

B — Ingatorony az inga aldtdmasztisara szolgdld régzitett pontokkal és 1ézermo-
dullal a szogméréshez.

C — A kiils6 mégneseket tarté sin.

D — 2 kis dipélmégnes, amit az ingatestre lehet régziteni (lehet z6ld, piros, fehér
vagy sirga).

E — 2 egyforma kiilsé dipélmagnes (fekete).
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F — 2 ismeretlen kiils6 mégnes, F1 és F2 (F1 kék, F2 fehér pottyel van megjelolve

a végein).
G — Erny6 a lézerfoltnak a szogmérésnél.
H - Stopper.

I — Ragasztoszalag, az ingatorony asztalhoz rogzitéséhez.
J — Ceruza és vonalzé.

1.1 Témegek (1 pont)

Az ingatest (pendulum) és a ré rogzitett két kis dipélmagnes teljes tomege
Mpen + Minag = 52,3+£0,2 g.
Hatérozd meg Mpen és Mmag értékét a lehetd legpontosabban!

1.2 Mégneses dip6lmomentumok (4 pont)

Ha kiils6 magnesek vannak a kézelben, a magneses inga a graviticids és magne-

ses kolcsonhatds egyiittes potencidljaban mozog. Az inga ilyenkor kialakulé w frek-
vencidja felirhaté az w; sajatfrekvencia és az wmag ,magneses frekvenciaeltolédas”
fliggvényeként:
(1) Ww=w?t w?nag.
Abban az esetben, ha a két fekete kiils6é dip6lmagnes szimmetrikusan van elhelyezve
az inga egyenstilyi helyzetétdl d tavolsdgra (14sd az 1. dbrdt) és a rezgés amplitidéja
kicsi, a frekvenciaeltolddas:

6/10 . . 62
2 I i R
@ Pmag T o LTI s

ahol yig = 4m-1077 N/A? a vdkuum permeabilitdsa, I a magneses inga tehetetlen-
ségi nyomatéka a forgdstengelyre vonatkoztatva, j; az ingdn 1évé magnesek Gssze-
sitett magneses momentuma, jo az egyes kiils6 magnesek magneses momentuma
és ¢ az ingan 1évé magnes tavolsaga a forgastengelytél. A dipélusmomentumok re-
lativ erOsségére vonatkozdan felteheted, hogy jo = 2,4 - j;. A nehézségi gyorsulas
g=9,81 m/s?.

1. dbra. Frekvenciaeltolédés kiils§ magnesek segitségével (feliilnézet).
A kiilsé méagnesek irdnya megfordithaté

a) Mérd meg az inga frekvencidjat a mégnesek kozotti d tavolsig fiiggvényé-

ben! Haszndlj nagyon kis amplitidot. Mérd végig a teljes lehetséges frekvenciatar-
tomanyt.
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b) Hatérozd meg az ingamdgnesek és a kiilsé mdagnesek anyaganak ,atlagos
magnesezettségét” (egységnyi tomegre vonatkoztatott magneses momentumét)! Eh-
hez készits egy megfelelé grafikont. Tovdabbi mérésekre is sziikséged lehet, hogy
minden ismeretlent meghatdrozzal. A magnesek nem-méagneses burkolatdanak vas-
tagsagat és tomegét elhanyagolhatod.

1.3 Ismeretlen kiilsé magnesek (3 pont)

Mindkét kék, ismeretlen kiilsd magnes (F1 és F2) t6bb mdgneses dipSlusbdl

van Osszedllitva. F1 belsejében minden dipélus pont forditva van, mint F2 belse-

jében. A maégneses frekvenciaeltolédéds az 1. dbranak megfelel§ elrendezés esetén
hatvanyfiiggést kovet:

(3) w?nag,F ~d".

a) Mérd meg az inga frekvencidjit d fiiggvényében! Hasznélj nagyon kis amp-
litidét. Olyan elrendezést haszndlj, hogy a magneses frekvenciaeltolodédst a lehetd
legpontosabban tudjad meghatarozni.

b) Hatdrozd meg az o kitevét!

¢) Véazold fel a mégneses dipdlusok egy lehetséges elrendezését az F1 és F2
belsejében, és indokold meg a vélasztasod!

1.4 Nemlinedris inga (2 pont)

Térj vissza az 1.2 részben hasznalt elrendezéshez a fekete kiils6é dipolmagnesek-
kel, az 1. dbranak megfelel§ elrendezésben! Az (1) képlet alapjén a kis amplitiddji
inga frekvencidja teljesen eltiintethetd, w — 0.

a) Hatdrozd meg a lehetd legpontosabban azt a mdgnesek kozotti d téavolsdgot,
amely a teljes eltiintetéshez sziikséges!

b) Vizsgdljad az inga periddusidejének amplitiddtdl valé fiiggését abban az
esetben, amikor az elébbi eltiintetést a lehetd legjobban sikeriilt beallitanod!

Javasolj egy fiiggvényt a kapcsolatra, és igazold ezt a mért adataiddal. Diszk-
utald az esetleges eltérések okat.

2. Optikai feketetdoboz (10 pont)

Feladatod, hogy meghatarozd egy optikai feketedoboz tartalmét anélkiil, hogy
kinyitnad azt.

A feketedoboz négy optikai nyildssal (A, B, C és D) rendelkezik a megvila-
gitashoz, és két optikai tengelye van (2. dbra). Az optikai tengelyek merSlegesek
egymasra. Mindegyik nyilas mogott legfeljebb egy optikai elem van, valamint egy
a doboz kozepén is. Egy 1ézert és egy kerékkel ellatott lézertart6t (amire ceruzaval
jeloléseket tehetsz) haszndlhatsz; a lézert a kerékkel tudod forgatni.

Eszkozok (lasd a 4. dbrdt)
A — Feketedoboz.
B — Lézeregység kerékkel ellatott tartéban (mindkét feladathoz hasznald ugyan-
azt a lézeregységet, amit az asztalra kell tenni).

C — Atlatsz6 elem.
D — Ragasztészalag, ceruza, vonalzd, papirdarab dtlés skaldval (diagonal scale).
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2.1 A kozépsé elem (0,3 pont)

A két optikai tengely a feketedoboz kézepén metszi egymédst. A metszéspontban
lehet: egy teljesen fényvisszaverd titkor (mindkét oldalon), egy féligdteresztd tiikor
vagy egy szabalyos haromszog alakt prizma, esetleg nincs ott semmi.

Hatarozd meg, melyik elem helyezkedik el a feketedoboz kozepén! Add meg
az optikai nyildsokhoz (A, B, C és D) képesti elhelyezkedését — példaul egy vazlatos
abraval. Vélasztasodat indokold.

1
1. optikai|tengely
I

I
1A
[EEE
P
I '
17
D
I
[
____________ s
: E,‘k(’)zplonti .' ' 2. optikai tengely
— — | —. (e - — R, | -—-22i.
D _‘? ------ : ‘?lem: """‘7- ----- B
b
.
1P
g
iC

2. dbra. A feketedoboz elrendezése és az ismeretlen elemek helyei

2.2 A t6bbi helyen 1évé elemek (2,2 pont)

Az A, B, C, D nyilasok mogotti négy helyen az 1. tabldzatban felsorolt elemek
koziil kiilon-kiilon van egy.

Hatarozd meg az egyes helyeken 1év6 elemek tipusat! Valasztdsaidat indokold.
2.3 Tulajdonsigok (7,5 pont) A Tdblizatban egy méasodik oszlop is taldlhatd, ami
a lehetséges elemeket jellemz6 tulajdonsagokat tartalmazza.

Hatarozd meg ezeket a jellemz6 tulajdonsdgokat azokra az optikai elemekre,
amelyek a feketedoboz A, B, C' és D helyein vannak olyan pontosan, amennyire
lehetséges!

Tabldzat. Lehetséges elemek a feketedobozban

nincs elem csak levegd van ezen a helyen

tiikor a tiikor tengelye és az egyik optikai tengely ko-
zOtt1 szog

prizma a prizma egyik oldala és a feketedoboz egyik op-
tikai tengelye kozotti szog, az alakja szabalyos
haromszog
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gyljt6- vagy szérdlencse doboz kézepétél mért tavolsag, fékusztavolsaga-
Megjegyzés: A lencsék tengelyei | nak nagysédga és eldjele

mindig az optikai tengelyek men-
tén helyezkednek el.

polarizétor a feketedoboz fiiggéleges tengelyéhez képesti po-
larizacié szoge

egyetlen keskeny rés a doboz kozepétdl mért tavolsag, rés szélessége

optikai récs a doboz kozepétdl mért tavolsig, a csikok irdnya,

a csikok tévolsdga

tllyuk a doboz kozepétdl mért tavolsig, lyukdtméro

Fontos ttmutatasok:
e A lézer hulldmhossza 650 nm.

e Tegylik fel, hogy az atlatszd elem torésmutatdja 1,5.

Képek a mérési elrendezésrol és az eszkozokrol

4. dbra. A 2. kisérleti feladat eszkozei.
Megjegyzés: A lézeregységet a ragasztiszalaggal réogzitheted az asztalhoz — lasd a B-t.
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Elméleti feladatok
1. Termikus lencsék (10 pont)

Ha egy féligdtereszto lapra erés lézersugér esik, lehetséges, hogy az anyag
inhomogén melegedése miatt az dthaladé fény 6nmagatdl fokuszalédik (self-focus)
egy pontra a lemez mogott. Ez a jelenség (thermal lensing) olyan anyagokban
figyelhet6 meg, amelyek torésmutatdja a hémérséklet novekedésével novekszik, amit
egy pozitiv v = g—; termo-optikai egyiitthaté jellemez.

Egy a=150 mm sugari, b=

= 0,2 mm vastagsdgu és A =0,1 op-

i tikai abszorpciés egyiitthatéju, félig-

o atereszté korong olyan anyagbdl ké-

sziilt, melynek hovezetési egyiitthato-

ja k=0,3 Wm'K~! és termo-optikai

egyiitthatéja v = 2,5 - 1074 K~1. A ko-

— = rong kiilsé pereme termikusan csatlako-

zik egy kor alaki fémtartéhoz (az 4b-

ran nincs feltiintetve), amely a peremen

konstans 7}, = 20 °C hémérsékletet biztosit. Egy parhuzamos, o = 0,5 mm suga-

ra és P, = 20 mW teljesitménytii 1ézersugar merolegesen esik a korong kozepére.
Az intenzitdseloszlds a sugdr teljes keresztmetszetén homogén.

5. dbra

a) Készits egy kvalitativ grafikont a T'(r) hdmérséklet-eloszlasrdl, ahol r a nya-
1ab tengelyétdl mért tdvolsdg! A grafikonon egyértelmiien jelold be a 0 <r <o
megvildgitott és a o < r < a kiils6 tartomdnyt. (2 pont)

b) A korong kézéppontjanak kérnyezetében a hémérséklet-eloszlast egy T'(r) =
= T, + mr? alakid mésodfoku fiiggvénnyel lehet leirni. Hatdrozd meg a T.. és m pa-
ramétereket! (4 pont)

¢) Mutasd meg, hogy a nyaldb valéban egy pontba fékuszalédik, és hatdrozd
meg ennek a pontnak a korongtél mért f tavolsagat! Ha a b) részben nem sikeriilt
meghataroznod T¢. és m értékét, hasznalhatod Oket paraméterként ebben a részben.
(4 pont)

Ne vedd figyelembe a korong hétagulasat. A hésugarzast, valamint a korong és
a kornyezo levegd kozotti hécserét hanyagold el. A kornyezd levegs torésmutatoja
legyen n = 1.

2. Tégla két sik kozott (10 pont)

Egy kis méretli tégla két, parhuzamos sik k6zé van beszoritva a sulytalansag
allapotaban. A sikok merdlegesek a z tengelyre. Az alsé sik az = tengely irdnyédba
mozog allandé uq sebességgel, mig a felsé az y tengely irdnyaba dllando us sebes-
séggel (14sd a 6. dbrdt).

A tégla kezdetben nyugalomban van. A tégla és az egyes sikok kozotti csiszasi
surlédasi egyiitthaté megegyezik.

a) Hatdrozd meg a tégla hosszi id6 utdn kialakuld ve. sebességét, ha u; = s
(4 pont)
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b) Hatdrozd meg a tégla hosszi id6 utdn kialakuld ve, sebességét, ha u; # us!
(6 pont)

6. abra 7. dbra

3. Lemez magnesek kozott (10 pont)

Két, egyforma hosszisagi, hengeres, R sugari ridmagnes kozel van egymés-
hoz, és a fiigg6leges szimmetriatengelyeik egybeesnek. A magnesek polaritdsa meg-
egyezik. Emiatt a magnesek kozotti légrésben a magneses mez6 irdnya a +z tengely
irdnydba mutat (ldsd a 7. dbrdt), és homogén B indukciéval jellemezhetd. A 1égrésen
kiviil nincs mégneses tér. A 1égrésbe egy nagy kiterjedésii, vizszintes, nem-magneses
fémlemezt helyeziink, és allandé v sebességgel mozgatjuk vizszintesen a +y tengely
irdnydba. A fémlemez vastagsaga 9§, a fajlagos ellenalldsa o.

a) Véazold fel az dramvonalak alakjdt a fémlemezben egy adott idépillanatban!
Tiintesd fel a tengelyeket a rajzon. (3 pont)

b) Hatérozd meg és dbrdzold a fémlemezbeli dramsiiriiséget a mégnesek szim-
metriatengelyét metsz6, az y tengellyel pdrhuzamos egyenes mentén! (5 pont)

¢) Mekkora vizszintes irdnyud erd sziikséges a lemez mozgatdsihoz? (2 pont)

Szasz Krisztian, Vanké Péter

Ifju Fizikusok
' Nemzetkozi Versenye

!
( Versenyfelhivas és beszamolo

Ha szereted a fizikdt, a kisérletezést, jol beszélsz angolul, és egy életre szolo
élményre vdgysz, akkor itt a helyed!

A Fizika Vildgbajnoksdgnak is nevezett IYPT (Ifjui Fizikusok Nemzetkozi Ver-
senye, angolul International Young Physicists’ Tournament) egy angol nyelvii, ki-
sérleti fizikai csapatverseny, ahova a vildg minden t&jérél (t6bb mint 30 orszagbdl)
érkeznek kozépiskoldsok, hogy Osszemérjék tuddsukat. Az IYPT a XXI. szazad ki-
hivasainak megfelel§ készségeket var el az induldktél: nemcsak a fizikdban kell
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jartasnak lenni, hanem az eredményeket prezentdlni és megvédeni is tudni kell.
A résztvevo didkok a versenyt megel6zéen elvégzett fizikai méréseiket és kutatasa-
ikat egy — angol nyelven eléadott — tudoméanyos prezentacié forméajaban mutatjak
be a rivalis csapatoknak.

Az IYPT verseny magyarorszagi els6 forduléjéra (Hungarian Young Physicists’
Tournament, HYPT) az hypt.elte.hu oldalon valé regisztracié hatdrideje:

2023. oktdéber 31. éjfél.

A jelentkez$ didkoknak egy tetszélegesen vélasztott IYPT problémdrdl (el-
érhetéek itt: https://www.iypt.org/problems/problems-iypt-2024/) egy leg-
feljebb 8 oldalas, magyar nyelvli dolgozatot kell bekiildeniiik. Bekiildési hatdridé
2023. november 28. Ezek alapjan a legjobbak az ELTE TTK-n december koze-
pén megrendezésre keriil6 szébeli fordulén vehetnek részt. Az indulé didkoknak itt
az altaluk bekiildott el6adast éloben kell eléadniuk 10 percben, majd kutatasukat
megvédeniiik.

A decemberi szébeli fordulét kovetéen a 10 legmagasabb pontszamot eléré didk
az ELTE TTK Anyagfizikai Tanszékén végezheti a tovabbi kutatdsait. A felkésziilés
soran nyujtott teljesitmény alapjan 3 didk indulhat az osztrdk AYPT versenyen,
az b legjobb didk pedig bekeriil a Magyarorsziagon megrendezésre keriil$ 37. [YPT
magyar csapataba.

Jelentkezés, a feladatok szévege és tovabbi informéacidk az hypt.elte.hu web-
oldalon, illetve az hypt@ttk.elte.hu email cimen.

Néhény példa a 2024-re kitlizott IYPT problémak koziil:

1. Talald fel magad. Vegyél egy dobozt (pl. egy gyufdsdobozt), és toltsd meg
azonos targyakkal (pl. gyufa, labda, . ..)! Taldlj ki egy mdédszert, amellyel kizérélag
a doboz razasa kozben keletkez6 hang alapjan meghatarozhaté a dobozban 1évo
targyak szdma. Hogyan fiigg a mérési mddszer pontossiga a targyak és a doboz
tulajdonsagaitél, valamint a pakolas siirtiségétol?

10. Mdgneses fogaskerék. Vegyél tobb egyforma ,fidget spinner”-t, és rogzits
a végiikre neodimium magneseket. Ha egymads mellé helyezziik 6ket egy sikban, és
az egyiket elforgatjuk, a tobbi a magneses mez6 hatasara kezd el forogni. Vizsgald
meg és magyarazd a jelenséget!

14. Vonalzotrikk. Helyezz egy vonalzét az asztal szélére, és dobj egy labdat
a szabad végére. A vonalzé le fog esni. Ha azonban a vonalzé egy részét letakarod
egy papirdarabbal, és megismétled a dobast, akkor a vonalzé az asztalon marad,
mig a labda lepattan réla. Magyarazd meg a jelenséget, és vizsgald meg a fontos
paramétereket!

Eziistérmesek lettek az ifju fizikusaink Pakisztanban

2023. julius 18-25. kozott keriilt megrendezésre 36. alkalommal az Ifju Fizi-
kusok Nemzetkozi Versenye (IYPT — International Young Physicists’ Tournament,
https://www.iypt.org). A pakisztdni vizumszerzés nehézségei miatt idén keve-
sebb csapat indult. A magyarok 14 orszag koziil végiil 7. helyen végeztek, ezzel
ezlistérmet szerezve.
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A felkésziilési idGszak soran a hallgatdk kutatdsaik folytatdsa mellett a verseny
koriilményeit szimulalva probaltédk el eléadasaikat. Az ELTE TTK IYPT laborja
az év folyaman megtelt a kisérletekhez és mérésekhez sziikséges eszkozokkel. Ezen
komplex alkotéi munka soran a didkok a fizikardl sokat tanulva megismerték a valodi
kutatémunka oromeit és nehézségeit is. A felkésziilés fontos pillanata a fizikusi
edz6tabor, ahol a kutatéi munkat és eléadasok gyakorlasat kozosségi programok és
jatékok valtottak egy idilli balatoni kérnyezetben.

Sajnos csapatunkat az 5 helyett csak 4 didk tudta képviselni, igy hatranybdl
indultunk. 9 kutatési témaval érkeztiink a pakisztani Murree varosaba, melybdl
4-et mutattunk be a versenyen. A megmérettetésen a sajat kutatasi eredmények
prezentaldsa mellett a t&bbi orszdg eredményeinek opponéldsa és értékelése (review)
is a verseny része.

Idén is sikeriilt a ,fizikdzas” mellett jobban megismerni a fogadd orszagot,
jelen esetben Pakisztant. Egy teljesen 4j vilagot és kulturat fedezhettiink fel. Kor-
benéztiink Murree varosidban, kirdndultunk a Himaldja aljaban, megismerhettiik
és ,kitanultuk” a helyi népzenét és tancot is. Mindek6zben kiilonleges ételeket fo-
gyasztottunk, amelyek, habar sokszor csipések voltak, de a helyi mangok izét azéta
is emlegetjiik. A helyiek egyediilallé vendégszeretete megalapozta, hogy igazan jol
érezziik magunkat.

Tovabbi informécidkért latogasd meg és kovesd Facebook oldalunkat:
www.facebook.com/hypt.elte.hu, ahol a csapat részletes élménybeszamoldjat, ké-
peit és eseményeit taldlod, amik tobbet mondanak minden szénal!

A magyar csapat tagjai:

Czehlir Gergely (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimnazium, 12. évf.);

Grosser Daniel (Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorl6 Altalanos Iskola és Gim-
ndzium, 11. évf.);

Szederkényi Kincsé (Budapesti Német Iskola, 10. évf.);

Vari Gergely Péter (Budapesti Fazekas Mihély Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimnézium, 11. évf.).

A versenyz6k felkészitése az ELTE Anyagfizikai Tanszékén folyt egyetemi hall-
gatdk, oktatok és kozépiskolai tanarok vezetésével.

— Egyetemi és kozépiskolai oktatok: Homdstrei Mihdly (Budapesti Német Isko-
la, ELTE), Ispdnovity Péter (ELTE), Jenei Péter (ELTE), Szeidemann Akos (Eot-
vos Jozsef Gimnézium, Tata), Széchenyi Gdbor (ELTE), Vincze Miklds (ELTE-
MTA).

— Egyetemi hallgat6k és doktoranduszok: Bandczki Timea (BME), Beregi Abel
(University of Oxford), Jéhn Zoltin (ELTE, TU Wien) Kadlecsik Adim (ELTE),
Lipovics Ddniel (University College London), Somogyi Bogldirka (King’s College
London), Penc Patrik (BME), Simon Tamds (ETH Ziirich), Vavrik Mdrton (BME).

A sok nevetéssel és kemény munkaval toltott év utan most indul a felkésziilés
a 2024-es megmérettetésre, mely Budapesten keriil megrendezésre.

az HYPT szervezok csapata
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“ Q Mérési feladat megoldasa

M. 423. Utkiztessiink vizszintes asztallapon egyenesen és centrdlisan egy nyug-
v6 100 forintos pénzérmének egy mdsik 100 forintos érmét. Mérjik le az titkozés
utdn a megdlldsdig megtett utakat. Hatdrozzuk meg ezekbdl az 1itkozés rugalmat-
lansdgi fokat jellemzd iitkozési szamot! Filigg-e az titkézési szdm az 1itkdzd testek
relativ sebességétil?

(6 pont) Varga Istvdn (1952-2007) feladata nyomén
Megoldas.

1. A mérés megtervezése

A kisérletet egy fa asztalon végeztem el, melyre hiztam egy vonalat. A vonalat
érintve elhelyeztem az egyik érmét, a masikat pedig a vonalra merdleges iranybdl
nekiléttem az all6 pénznek. A érmék iitkozési pontja éppen a vonalra esett. Meg-
mértem, hogy az iitkozési ponttdl milyen tavol alltak meg az asztalon csiiszé pénz-
érmék. Néha nem sikeriilt pontosan egyenes iitkozést eléidézni. Amikor az érmék
iitkozés utdni sebességének irdnya (ami kozelitdleg az iitkozési ponttdl a megalld
érme felé hizott egyenes irdnya) 5°-ndl jobban eltért a ,,16vedék” haladdsi irdnydtdl,
azt az eseményt figyelmen kiviil hagytam.

Az eredetileg 4116 érme cstiszdsdnak hosszdt (mm-ben mérve) da-vel, a kezdet-
ben mozgd érme iitkozés utdni elmozduldsét di-gyel jeloltem. (Nyilvan do > dy.)
Ezeket a tavolsagokat mértem viszonylag sok iitk6zésnél.

2. Elméleti megfontoldsok

Az iitkozés utdn a siurlédds miatt egyenletesen lassulé mozgast végeznek, igy
tudjuk, hogy a megtett it ardnyos a kezdOsebesség négyzetével, tehat a kezdose-
besség aranyos a tavolsag négyzetgyokével:

v=Kys.

Megjegyzés. A K aranyossagi tényez6 konkrét értékére nem lesz sziikségiink, de akar
ki is szamithatjuk, ha ismerjiik az érmék és az asztal kozotti p cstiszasi surlédasi egyiitt-
hatot: K = \/2ug. Feltételezziik, hogy K nagysiga mindkét pénzérmére ugyanakkora.

Az iitkozés utdni sebességek ezek szerint
:K\/dl, illetve U = K\/ dg.

Az iitkozés el6tt az egyik érme sebessége nyilvdn nulla (ve = 0), a mésik,
kezdetben mozgd test sebességét pedig az impulzusmegmaradas tétele segitségével
ki tudjuk szamitani. Mivel az érmék tomege megegyezik, a megmaradasi tétel igy

alkalmazhato:
v = Uy +u2=K(\/di1+\/£)-
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Az uitkozés rugalmatlansdgat jellemzd k itkozési szdm a két test egymaéshoz
viszonyitott (relativ) sebességébdl kaphaté meg, nevezetesen k az iitkozés uténi és
az litkozés el6tt sebességkiilonbségek hanyadosa (lasd pl. a Négyjegyti fliggvény-
tablazatokban a ,Pontszerii testek iitkzései” szakaszt):

o |m | Vi —\dy
V] — V2 Vdi +da |

Minden {iitkdzésre mérhetjiik a cstszasi tavolsdgokat és azokbdl k-t kiszamithatjuk.
Az titkozési szam esetleges vy fliggését gy vizsgalhatjuk meg, hogy dbrazoljuk
a mért tavolsagokbdl szamitott k értékeket a v,-gyel ardnyos v/d; + v/d> mennyiség
fliggvényében.

3. Mérési eredmények

Az aldbbi tdblazat a (mm egységekben) mért cstszdsi tthosszakat és a vi-gyel
aranyos v/ dj + v/ds mennyiséget, valamint a kiszamitott k értékeket tartalmazza.

di | do | Vdi+do k
11| 65 11,4 0,42
21 | 76 13,3 0,31
41 | 143 18,4 0,30
2| 21 6,0 0,53
29 | 89 14,8 0,27
1] 62 11,2 0,41
3] 38 7.9 0,56
14| 73 12,3 0,39
10 | 43 9,7 0,35
12| 84 12,6 0,45
5] 42 8,7 0,49
6| 57 10,0 0,51
10 4,2 0,52

11 | 105 13,6 0,51
9] 82 12,1 0,50
17 | 110 14,6 0,44
15| 22 5,9 0,59
10| 85 12,4 0,49
16 | 102 14,1 0,43

A mérési adatokat grafikonon is dbrézoltam. A z6ld vonal a mérési pontokra
legjobban illeszkedd egyenes.

4. Mérési eredmények kiértékelése

Az 6sszes mért/kiszamitott {itkozési szam atlaga k = 0,45, az adatok statisz-
tikus szérdsa (az 4tlagtdl valé négyzetes eltérés): o = 0,09. Az illesztett (zold)
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0,7
0,6

0,4 ° g

0,2
0,1 Vdi ++/d>

egyenes olyan tendencidt mutat, hogy nagyobb relativ sebességgel torténé titko-
zéseknél az {itkozési szam lecsokken. Ez a megallapitas azonban az adatok erds
szérasa miatt fenntartassal fogadhatd, hiszen a mérési pontokra akar vizszintes
egyenest is lehetne illeszteni. Ha biztosabban szeretnénk tudni, hogy van-e ilyen
sebességfiiggés, tovabbi méréseket kellene végezziink.

Megjegyzés. Acél korongok esetében kb. 0,7 lenne az iitkozési szam, azonban a 100 Ft-
os pénzérme kiils6 része nikkellel bevont acél, és a bevonat befolydsolhatja az iitkozés
rugalmassagat. Rdadéasul 2020 éta valtozott az Osszetétel, de én régi érméket hasznédltam.

5. A mérés pontossiga

A kozvetlenill mért adatok (tavolsdgok) mm-re pontosak voltak. Hasonlékép-
pen a kezdeti pozicié beallitasanal is lehetett egy mm-es pontatlansag. Ezek kis
tavolsagoknal szamottevl, nagyokra elenyészé mérési hibat okoztak. A mérés pon-
tossagat els6sorban az ismeretlen okbdl szarmazd nagy statisztikus szérds hatarozza
meg. Ha az Gsszes mért értéket egyetlen szammal akarjuk jellemezni, azt mondhat-
juk, hogy

k=05%0,2,

mert a statisztikus okokbdl szarmazé hibat a szérds 2-szeresének (esetleg 3-szoro-
sanak) szoktdk tekinteni. Ez meglehetésen nagy, mintegy 40%-os relativ hibdnak
felel meg.

A mérést befolyasolé egyéb tényezék: Az asztal lapjan a surlédas esetleg nem

mindenhol ugyanakkora. Megfigyelhetjiik még, hogy a 100 Ft-os pénzérme pereme
nem sima, hanem recés; ez is befolyasolhatja a mérést.

Csilling Ddniel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évft.)
mérési jegyzokonyve alapjan

8 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott Cséka Péter és Schiffer Dondt mérépar, Kiss
Benedek és S6s Addm mérdpér, Herczeg Viktéria és Ollé Sarolta mérépér, valamint
Csilling Déniel és Farkas Dorka Hanna megoldéds. Kicsit hidnyos (5 pont) 1, hidnyos
(3 pont) 2 dolgozat.
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Fizika gyakorlatok megoldasa

L l

G. 816. Van hdrom ohmos ellendlldsunk, melyek értéke 1 kQ2, 2 kQ és 4 k€.
Ezek kozil kettdt vagy hdrmat sorba kétink, és 230 V-ra kapcsolunk. Hdnyféle fe-
sziiltséget mérhetink az egyes dramkoriokben két tetszdleges pont kozott, és mekkordk
ezek az értékek?

(4 pont)

Megoldés. Az ellendlldsok nagysdgat jeloljiik Ri-gyel, Ro-vel és Ry-gyel (ahol
az index mutatja, hogy hdny kQ-os ellendllasrdl van szd), a tépfesziiltség effektiv
értékét pedig U-val.

A sorba kapcsolt ellenélldsok értékeit Osszeadjuk, igy kapjuk az eredd ellen-
allast. A mérhet6 fesziiltségeket fesziiltségosztdssal kapjuk: az U fesziiltséget egy
olyan torttel szorozzuk, amelynek a szamldléja a mért ellenallas, illetve a mért
ellenalldsok eredGje, a nevezGje pedig a sorba kapcsolt ellendllasok ereddje.

Ha harom ellenallast kapcsolunk sorba, és egy-egy ellendllas két végére csatla-
koztatjuk a fesziiltségmérot, akkor a kovetkezd fesziiltségeket mérhetjiik:

Ry 1
U=——FU=--230V=33V,
! R+ Ry + Ry 7

Ry 2
Up=—"—U=--230V=66V,
" Ri+Ry+Ry 7

Ry 4
U3 =——U=--20V=131 V.
3 Ri+ Ro+ Ry 7

Ha harom ellenalldst kapcsolunk sorba, és két egymads melletti ellenéllas fe-
sziiltségét mérjiik, akkor a kovetkezo fesziiltségeket mérhetjiik:

Ri+ Ry 3
Uy=———F"U=--230V=99V,
4 R+ Ry + Ry 7

R+ Ry 5
Usg=————U=--230Vx=164 V,
" Ri+Ry+Ry T

Ry + Ry 6
Usg=—"—"U==--20V=197 V.
7 Ry + Ry + Ry 7

(A harom ellenéllds barmelyik soros kapcsoldsdban a fenti hiarom eset koziil csak
kettd mérhetd. A harmadik méréshez mas sorrendben kell dsszekapcsolnunk az el-
lendlldsokat.)
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Ha harom ellenallast kapcsolunk sorba, és a harom ellendlldason mérjiik a fe-
sziiltséget, akkor nyilvan a tapfesziiltséget kapjuk:

_ Ri+Ry+ Ry

U, —
7 Ry + Ry + Ry

U=230V.

(Megéllapodas kérdése, hogy ezt a nyilvdnvalé (trividlis) mérést kiilon esetnek
tekintjiik, vagy sem.)

Ha kett6 ellendllast kapcsolunk sorba, és valamelyikiik két végére csatlakoz-
tatjuk a fesziiltségmérdt, akkor ilyen értékeket mérhetiink:

Ry 1
= — :7~2 ~
Us R1+R2U 3 30V~TTV,
Ro 2
Ug=—"F"U=--230V~153 V.
9 Ry + Rs 3

Ugyanezeket az értékeket kapjuk az Ry és Ry ellenalldsokndl is, igy ezek nem adnak
14j eredményt.

Végil az Ry és Ry ellendllas Gsszekapcsoldsakor

Ry 1
U1o R1+R4U £ 30V 6V,
illetve
Ry 4
Uj1=———U=--230V=184V
"7 R, + Ry 5

értéket mutathat a fesziiltségméré.
Osszefoglalva: a fesziiltségméré 11-féle (ha a trividlis esetet nem szamitjuk,

akkor 10-féle) értéket mutathat, ezek nagysdga névekvd sorrendben 33, 46, 66, 77,
99, 131, 153, 164, 184, 197 és 230 volt.

Blaskovics Addm (Budapest, Csillaghegyi Alt. Isk., 8. évf.)

40 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 8, hidnyos
(1-2 pont) 14, hibds 1, nem versenyszer(i 3 dolgozat.

G. 817. A James Webb drtdvesd a Nap-Fold rendszer ugynevezett Ly Lagrange-
pontja koril mozog. Ez a pont 1,5 millié km tdvolsdgra van a Foldtol a Nap és a Féld
kozéppontjdat dsszekitd egyenesen gy, hogy a Fold a Nap és az Lo Lagrange-pont
kézott van. Képzeljik el, hogy pontosan az Lo Lagrange-pontban vagyunk, és a Nap
felé néziink. Sziikségiink van-e véddészemiivegre? Mit ldtunk?

(4 pont)
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Megoldas. Tébldzati adatok szerint a mem méretardanyos 1. dbrdn lathatd
tavolsagok:

dnap = 1,392 - 10° km,
drsig = 12742 km,
INap = 149,6 - 10° km,

1
lrsla = mﬁNap =1,5-10°% km.
INap lrs1d 3
Nap FOld AFsld i

taveso

QFsld

dNap

1. dbra

Ennek megfeleléen az lirtaves6tél nézve a Fold 14t6szogének fele:

QFgd = arcsin droid _ 0,243°,
2lrs1d
a Nap fél latészoge pedig
dNap
QNap = arcsin ——————— = (0,264°.
P 2(gNap + EFéld)

Mivel oNap > aFsid, a Fold nem tudja teljesen el-
takarni a Napot, igy az Lo pontbdl nézve gytirtis nap-
fogyatkozédst latunk (2. dbra). A gyfir(i teriiletének és
a napkorong teljes teriiletének aranya

2 2
QNap — XFsld
2
aNap

~ 0,15,

2. dbra

vagyis a teljes napsugdrzas kb. 15%-a jutna a szemiinkbe.
Ez nagyon erds sugéarzas, tehat feltétleniil sziikségiink lenne véddszemiivegre.

A fizikdsok csapat: Herczeg Viktoria és Ollé Sarolta
(Hédmezdvésérhely, Bethlen G. Ref. Gimn., 9. évf.)

30 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos
(1-2 pont) 6, hibds 4, nem versenyszer( 3 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

—

P. 5474. Vizszintes sikon egy homogén, vékony, m témegi, £ hosszusdgi pdlca
eqyik végét csukloval rogzitjik. A mdsik végét egy rovid ideig hatd, a ridra merd-
leges, vizszintes, F' nagysagu erdvel megiitjik. Mekkora ebben a pillanatban a pdlca
kozepének gyorsuldsa, szoggyorsuldsa és a mdsik végére haté csukloerd?

(4 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar
a F Megoldas. Vegyiik fel a keresett K csuklderét,
a palca kozéppontjanak a gyorsuldsat és § szog-

£/2 £/2 gyorsuldsat az dbrdn lathaté mddon.

\\_‘y m Megjegyzés. Nem biztos, hogy a fenti mennyisé-

K gek az dbran bejelolt irdanyitasidak, ez csak a szamolas
végén deriil majd ki. Ha valamelyikiik el¢jeles nagysa-

gara negativ szam adddik, az azt jelenti, hogy a tényleges irdnya éppen ellentétes, mint
amit az dbra mutat.

A rid (mint merev test) mozgasegyenlete:
(1) F — K =ma,

a tomegkozéppont koriili forgdsanak egyenlete pedig

(2) Fé + Kg = (%mez’) B.

(Kihasznaltuk, hogy egy vékony, homogén pélca kozéppontjara vonatkoztatott te-

hetetlenségi nyomatéka %mﬁ?) Tudjuk még, hogy a ridnak a csukléhoz rogzitett
vége nem tud elmozdulni, a gyorsuldsa tehat nulla:

14
3 —=pB=0.
Q -
Ha kifejezziik (3)-bol 5-t, és azt (2)-be helyettesitjiik, ezt kapjuk:
1
(4) F+ K= zma
(1)-et és (4)-et dsszeadva
4 3F

2F = gma, vagyis a= o’

(3)-bdl pedig
_3F

Tl

B
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adédik. A csukléerét (1) alapjan hatdrozhatjuk meg:
3 1
ma 5 5
A negativ eldjel azt fejezi ki, hogy K irdnya az dbran jelolt irdannyal ellentétes,
vagyis F' iranyaval megegyezo.

Nemeskéri Ddniel (Bp., ELTE Apdczai Csere J. Gyak. Gimn., 12. évf.)

32 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos
(1-2 pont) 11, hibds 2, nem versenyszer(i 2 dolgozat.

P. 5475. Egy M =32 kg tomegi, V =
=4 dm® térfogati tartdly sirldéddsmentesen mo-
zoghat eqy vizszintes asztallapon. A tartalyt egy
m =16 kg tomegl dugattyu két részre oszlja,
a bal oldalon Vy = 1 dm? térfogati, po = 0,3 MPa

71

nyomdsi és k = 1,5 adiabatikus kitevdji gdzkeverék taldlhats. A jobb oldalon vd-
kuum van. Mekkora relativ sebességgel iitkozik a dugattyd a henger faldnak, ha
a dugattyd rogzitését feloldjuk? Tételezziik fel, hogy a gdz minden iddpillanatban
termikus egyensulyban van!

3V

vikuum

(5 pont) Példatari feladat nyomén

Megoldas. A bal oldali térfélben 1évo géz adiabatikusan tagul Vg térfogatrol
Vi =V =4V, térfogatra, mikoézben a nyomésa pg-rél valamekkora p;-re csokken.
Az adiabatikus dllapotegyenlet szerint

poVy = pL(4V0)"’,
vagyis a lecsokkent nyomas

1

1,5 1
p1 = (Z) Po = gPo = 37,5 kPa.

Az adiabatikus tdgulds sordn végzett munka (ami a belsd energia csokkenésével
egyezik meg)

1
poVo—mVy  1—35-4

W=7 151

pOVO = pOVO =300 J.

Ez a munka — mivel holeadds nincsen — egyrészt az M tomegl tartaly vy, sebes-
ségre torténd gyorsitasara, masrészt az m tomegli dugattyi v, sebességre torténd
gyorsitdsara forditédik:
1 1
W = inJ?w + imvfn
A rendszerre (strlédés hidnydban) nem hat vizszintes irdny kiilsé erd, {gy az dssz-
impulzus a kezdeti nulla érték marad:
m 1

MVyr — muy, =0, vagyis v = Mvm = ivm.
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A munkatétel ennek megfeleléen igy irhaté:
1 M 1 3
W:fmvfn(l—l——-f) = —mu?
2 m 4

ahonnan a dugattyu legnagyobb sebessége

_— [AW 4-300 _ m
™ V3m  3-16kg s’

a tartaly végsebessége pedig
1 m
UM = =V = 2,5 —.
2 S
A dugattyt tehat a folyamat végén

m
Urelativ = Um + UM = 7a5 ;

sebességgel csapddik neki a henger falanak.
Dercsényi Bence (Budapest, Varosmajori Gimn., 12. évf.)

43 dolgozat érkezett. Helyes 27 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 8, hidnyos
(1-3 pont) 6, hibds 1, nem versenyszer(i 1 dolgozat.

Fizikabdl kitiizott feladatok

M. 425. Mérjitkk meg minél pontosabban egy talpaspohar vagy masféle tiveg-
pohar anyaganak siirtiségét!

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vicduka

G. 825. Van egy kerek faliérank, amelynek ,,szdmlapjan” nincsenek szamok és
beosztasok, csak mutatok.

A kis- és nagymutato csak a hétoldalan taldlhaté gombbal dllithaté. Hatul ki-
alakitottak egy korbefutd peremet, aminek segitségével az éra barmilyen helyzetben
falra akaszthato. A gomb megfelel6 bedllitdsa utdan héanyféle helyzetben helyezhet-
jikk az 6rat a falra gy, hogy helyesen mutassa az idét?

(4 pont) Kozli: Vieddr Kdroly, Kiskunhalas

G. 826. Egy auté a reggeli csucsforgalomban fél 6ra hosszat halad a megenge-
dett varosi sebesség felével, majd az autépalyét elérve 4 6ra hosszan a megengedett
legnagyobb sebesség hdaromnegyedével, végiil 2 6ra hosszat orszagiton a megenge-
dett sebesség 80 szazalékaval mozog. Mekkora az auté atlagsebessége?

(3 pont)
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G. 827. A képsorozat egy vizcsepp leszakaddsanak fazisait mutatja egy csopogd
csaprol. Irjuk le, hogy mi torténik az egyes képeken!

-

-

(4 pont)

G. 828. Tételezziik fel, hogy a Fold tokéletesen gomb alaki, tomegeloszlasa
gombszimmetrikus, sugara 6400 km, tomege és tengely koriili forgdsideje megegye-
zik az igazi Fold adataival. Egy jél megtermett fizikus az Eszaki-sarkon dekagramm
pontos fiirdészobameérlegével éppen 100,00 kg-osnak méri magéat. Mennyit mutatna
ugyanez a mérleg, ha az Egyenlitén végezné a mérést?

(3 pont)

P. 5508. Egy auté 4ll6 helyzetbol indulva egyenletesen felgyorsul vy sebességre.
A gyorsitasi palyaszakaszon siirlin, egyenletes tdvolsdgokra sebességméridket telepi-
tettek. Mekkora a sebességmérok altal mutatott értékek atlaga?

(5 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

P. 5509. Vizszintes talaj kozelében 1évo jatékpuskabdl kilott kicsiny gumilove-
dék roppalydjanak emelkedési magassdga megegyezik a 16tavolsaggal.

a) A vizszintest6l mérve milyen szogben 16ttik ki a 16vedéket?
b) Mekkorak ezek a tdvolsdgok, ha a test kezddsebessége 10 m/s volt?

¢) Mekkora a pdlya gorbiileti sugara a kilovés uténi pillanatban, illetve a pélya
legmagasabb pontjaban?

(A kozegellenéllast elhanyagolhatjuk.)
(5 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest

P. 5510. Egy trolibusz 1 m/ s gyorsulassal indul a megallobdl. Egy féllabon allé
didk 1,5 m magasan kapaszkodik a menetiranyban elGtte 1évé fiiggbleges ridba.
Mekkora vizszintes irdnyu erével huzza a 75 kg tomegii ember a rudat, hogy
megtartsa fliggdleges testhelyzetét? Az ember silypontja a busz padldja felett 1 m
magasan van.

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz
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P. 5511. Egy elhanyagolhat6 tomegii, R sugari
abroncs egyik atméréjének két végpontjaba egy m, il-
letve egy M = 2m tomegii, pontszeri nehezéket erosi-
tettiink. A fiiggbleges sikii abroncsot asztallapra he-
lyezziik tgy, hogy kezdetben a két nehezék azonos
fiigg6leges egyenesen helyezkedik el (a nehezebb van
feltil). Az abroncsot ebbdl az instabil egyensilyi allapotbdl elengedjiik. Az abroncs
és az asztallap kozotti surlédéds elegendéen nagy ahhoz, hogy az abroncs csuszés-
mentesen gordiiljon az asztallapon.

a) Mekkora az abroncs kézéppontjdnak sebessége, amikor az M tomegii nehe-
zék eléri palyajanak legalsé pontjat?

b) Mekkora az a) esetben az asztalra haté nyomders?
(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy

P. 5512. Bizonyos mennyiségi vizet egy 800 W teljesitményti meriiléforraléval
melegitiink fel 20 °C-rdl 40 °C-ra. Azt véarjuk, hogy a vizet 210 masodperc alatt
tudjuk felmelegiteni, viszont ehelyett azt tapasztaljuk, hogy a melegités 230 mésod-
percet vesz igénybe. Hatdrozzuk meg az edény hékapacitasat! (Mds héveszteségtol
tekintsiink el.)

(3 pont) Kozli: Szdsz Krisztian, Budapest

P. 5513. Két dombori lencsével készithetiink (Kepler-) tdvesovet. Egy dom-
borti és egy homori lencsével is készithetd (Galilei-) tdvesd. Lehet-e két homort
lencse felhasznalasaval tavesovet késziteni?

(3 pont) Tankonyvi feladat nyoman

P. 5514. Vizszintes, sik feliilet egyik, A pontjaban egy pontszertinek tekinthe-
t6, —Q < 0 toltést test van rogzitve. A sikon egy szintén pontszertinek tekintheto,
m tomegl, ¢ > 0 toltésli test surlédasmentesen tud mozogni. Kezdetben az m t6-

megi test a B pontban van, ekkor a toltések tavolsaga rg, és az m tomegil testnek
kqQ

mro

az AB szakaszra merdlegesen, a sikkal parhuzamosan vy = nagysagu sebes-
sége van.

(A mozgds kozben a toltések nagysdga nem véltozik.)

Vo

-Q ‘_l'[_%TIL

A B

a) A mozgé test mennyi idé mulva jut ismét az AB pontok dltal meghatédrozott
egyenesre?
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b) Most a mozgé test kezdGsebességének nagysigat felére csokkentjiik. Az eléb-
bi esetbeli idonek hanyszorosa a kiindulasi helytdl a legtdvolabbi helyig valé legko-
rabbi eljutas ideje?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5515. A fénysebesség hanyad részével mozog az elektron a Bohr-modell
szerint a hidrogénatom alapéllapotaban?

(4 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5516. Egy vizszintes tengely koriil megporgetett pingponglabda fiiggdlege-
sen az asztallapra esik. A vékony gombhéjnak tekinthet6é labda tomege m, suga-
ra R, sebessége a leérkezéskor vy, szogsebessége wy = vo/r, tehetetlenségi nyoma-
téka © = %mRZ. A csiszasi és a tapadéasi surlédéasi egyiitthaté egyarant p. Tekint-
siik az iitkozést pillanatszertinek és tokéletesen rugalmasnak (azaz legyen a labda
tomegkozépponti sebességének asztalra merdleges vetiilete iitkozés elott és utan
azonos nagysagu).

Mekkora és milyen irdnyu lesz a labda sebessége az iitkozés utan? Mekkora
lesz a szogsebessége?

(6 pont) Kozli: Balogh Péter, Godolls

Bekiildési hatarid6: 2023. november 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 413): K. 779. Given a four-
digit number, the following transformations are allowed in each step: 1. We may change
the order of the digits as we wish. 2. We may increase each of the first two digits by 1.
Starting out from 2024, what is the least number of steps needed to obtain the number
76547 K. 780. a) Is it possible to obtain a prime number as a result if two prime numbers
are both added to their product? If so, give at least three examples. If not, explain why it
is not possible. b) Is it possible to obtain a prime number as a result if two prime numbers
are both added to their product, and then 1 is added to the sum? If so, give at least
three examples. If not, explain why it is not possible. K. 781. The numbers 1, 2, 3, 4, 5, 6
are entered in the fields of each of two 2 x 3 tables, one red and one green. Within each
table, every number occurs exactly once. Then the numbers in the corresponding fields of
the two tables are added, and a third table is formed with them. See the example below.
Fill in the given red and green tables so that the table on the right, with the lower right
corner hidden, should be obtained by performing the addition. Find all possible solutions.
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K/C. 782. Archibald did not remember the correct way of adding fractions, and added
the fractions % and 5 as follows: % + § = %. Is it possible that he obtained a correct
answer if a, b, ¢, d are positive numbers? K/C. 783. Pilots refer to directions by using
the face of a clock. For example, they say 12 o’clock instead of north, 3 o’clock instead
of east. Follow the flight of a reconnaissance aeroplane that started from the army base
on the ground, flew 1 minute in the direction of 1 o’clock, 2 minutes in the direction of
2 o’clock, 3 minutes in the direction of 3 o’clock, 10 minutes in the direction of 4 o’clock,
5 minutes in the direction of 5 o’clock, 6 minutes in the direction of 6 o’clock, 7 minutes
in the direction of 7 o’clock, 8 minutes in the direction of 8 o’clock, 9 minutes in the
direction of 9 o’clock, 4 minutes in the direction of 10 o’clock, 11 minutes in the direction
of 11 o’clock, and 12 minutes in the direction of 12 o’clock. The speed of the plane relative
to the ground remained the same throughout. What path would have been the shortest
from the starting point to the final destination?

New exercises for practice — competition C (see page 414): Exercises up to grade 10:
K/C. 782. See the text at Exercises K. K/C. 783. See the text at Exercises K. Exercises for
everyone: C. 1778. Find all integers n for which 1 +2+ 3+ --- + n, in decimal notation,
equals a three digit number of identical digits. ( Vietnamese problem) C. 1779. Prove that

there exist infinitely many triangles in which the lengths of the sides are 3—1; 2x — 1;
3z + 1, where z is a positive integer. Determine the length of the sides in the triangle
of the smallest perimeter. (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1780. Are there ordered pairs
(a;b) of positive integers for which both a® — 2b and b — 2a are perfect squares? (German
competition problem) Exercises upwards of grade 11: C. 1781. Solve the simultaneous
equations 3z + /42 — 21y = 222, 2? — x — \/y? — 21y = 2> over the set of real number
pairs. (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1782. From vertex D of a square ABCD, a tangent
is drawn to the semicircle of diameter AB lying inside the square. The point of tangency
(different from point A) is F, and the midpoint of line segment AB is F. The tangent
intersects line BC' at point G and line AB at point H. Line EF intersects line DA at
point K. Prove that the radii of the inscribed circles of triangles FHE, DGC and DK FE | in
this order, form three consecutive terms of an increasing arithmetric sequence. (Proposed
by B. Bird, Eger)

New exercises — competition B (see page 415): B. 5334. What is the smallest n
for which every convex n-gon has two adjacent obtuse angles? (3 points) (Paul Erdds,
1913-1996) B. 5335. The product of the positive numbers z, y, z is 1. What may be the
value of the expression (z + %)2 +(y+ ?%)2 +(z+ %)2 —(z+ %) (y+ i) (z+ %)7 (3 points)
(Proposed by G. Kiss, Csomér) B. 5336. The organizers of a school event bought four
kinds of sweets to use them as awards for correct answers. The prices paid for them were
1300 forints (HUF, Hungarian currency), 3000 forints, 3300 forints and (for questions for
the audience) a large number of sweets for 50 forints a piece. The total was 41 300 forints,
and the mean price per item was exactly 100 forints. How many of each kind did they buy?
(4 points) (Proposed by G. Kiss, Csémor) B. 5337. A regular triangle is drawn over each
side of a regular n-gon, on the outside. The third vertices of the triangles form a larger
n-gon. What may the number n be if the ratio of the areas of the two polygons is an
integer? (4 points) (Proposed by B. Hugjter, Budapest) B. 5338. There are 10 numbered
seats in a particular row of an auditorium. The seats are accessible from each end of the
row. The 10 spectators holding tickets for that row arrive in a random order and they
take their seats. Since the spectators do not like passing others already seated, they will
approach their seats from the direction where that can be avoided, if possible. Determine
the probability that at least one of the 10 ticket holders will not be able to access their

446 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/7



seat without passing a seated spectator. (5 points) (Proposed by L. Koncz, Budapest)
B. 5339. A circle k1 touches another circle k2 from the inside at point P. Let M denote
an arbitrary point on the circumference of ki, and let the tangent drawn to k1 at M
intersect k2 at points A and B. Show that PM bisects the angle APB. (4 points) B. 5340.
Let n be a positive integer, and let f, g and h denote polynomials with real coefficients
whose degrees are at most n. What is the largest possible number of real numbers = for
which f(z), g(z), h(z), in some order, are consecutive terms of a non-constant arithmetic
sequence, assuming that there are only a finite number of such x? (6 points) (Proposed by
P. P. Pach, Budapest) B. 5341. The centroid of a tetrahedron ABC'D is S, and an arbitrary
interior point is P. Reflect point P in the planes of the four faces of the tetrahedron to
obtain tetrahedron XY ZW. Show that the centroid of XY ZW is the point that divides
line segment PS in the ratio 2 : 1, with the shorter piece next to S. (6 points) (Based on
a problem from Monthly)

New problems — competition A (see page 416): A. 860. A 0—1 sequence of length
2% is given. Alice can pick a member from the sequence, and reveal it (its place and its
value) to Bob. Find the largest number s for which Bob can always pick s members of the
sequence, and guess all their values correctly. Alice and Bob can discuss a strategy before
the game with the aim of maximizing the number of correct guesses of Bob. The only
information Bob has is the length of the sequence and the member of the sequence picked
by Alice. (Submitted by Gdbor Szics, Sziksz6) A. 861. Let f(x) = x> — 2. Let f™(x)
denote the n*® iterate of f (ie. f(z) = f(x) and f&+H(z) = f(f<k)(1:))) Let H = {x:
£ () < —1}. Find the length of H (the sum of the lengths of the intervals in H).
(Submitted by Ddvid Matolcsi, Budapest) A. 862. Let ABC'D be a cyclic quadrilateral
inscribed in circle w. Let Fa, Fg, Fc and Fp be the midpoints of arcs AB, BC, CD
and DA of w. Let Ia, Ig, Ic and Ip be the incenters of triangles DAB, ABC, BCD
and CDA, respectively. Let wa denote the circle that is tangent to omega at F4 and also
tangent to line segment C'D. Similarly, let wc denote the circle that is tangent to w at
Fc and tangent to line segment AB. Finally, let Ts denote the second intersection of w
and circle Fglplc different from Fg, and let Tp denote the second intersection of w and
circle FpIpla. Prove that the radical axis of circles wa and we passes through points Tr
and Tp. (Submitted by Géza Kds, Budapest)

Problems in Physics
(see page 442)

M. 425. Measure as accurately as possible the density of the material of a footed
glass or any other type of drinking glass.

G. 825. We have a round wall clock with no numbers or graduations on the “dial”, just
hands. The hour and the minute hands can only be adjusted by a knob at the back. At the
back there is a circular rim which allows the clock to be hung on the wall in any position.
How many different positions can it be placed on the wall so that it will keep good time
when properly adjusted? G. 826. In the morning rush hour a car travels at half of the
urban speed limit for half an hour (the urban speed limit in Hungary is 50 km/h), then
reaching the motorway it travels at three quarters of the speed limit on the motorway for
4 hours (speed limit on motorways: 130 km/h). Finally it travels for two hours on a single
carriageway at 80% of the speed limit there (the speed limit on a single carriageway is
90 km/h). What is the average speed of the car? G. 827. The sequence of images shows
the stages of a water droplet falling from a dripping tap. Describe what is happening in
each picture. (See the attached figure.) G. 828. Assume that the Earth is a perfect sphere,
with a spherically symmetric mass distribution, and with a radius of 6400 km. Its mass is
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the same as that of the real Earth and the period of its rotation about its axis is also the
same as the period of the Earth. A stout physicist at the North Pole measures his mass
with a bathroom scale, which is accurate to 10 grams, and reads 100.00 kg. How much
would the same scale read if he measured himself at the equator?

P. 5508. Starting from rest, a car accelerates uniformly to a speed of vg. Along the
acceleration track, a lot of speedometers were installed, at equal distances between two
neighbouring ones. What is the average of readings of the speedometers? P. 5509. A small
rubber bullet was fired with a toy rifle, from a point close to the horizontal ground, such
that the greatest height that the bullet reached was equal to the horizontal range of its
path. a) At what angle, measured from the horizontal, was the bullet fired? b) What
are these distances if the initial speed of the bullet was 10 m/s? ¢) What is the radius
of curvature of the trajectory at the moment right after the launch and at the highest
point of the trajectory? (Neglect air resistance.) P. 5510. A trolleybus leaves the stop
with an acceleration of 1 m/s>. A student standing on one leg is holding the vertical
bus handle at a height of 1.5 m in front of him, in the direction of travel. With what
horizontal force does the 75 kg person pull the handle to maintain his vertical position?
The centre of gravity of the man is 1 m above the floor of the bus. P. 5511. Point-like
weights of masses m and M = 2m are attached to the two endpoints of the diameter of
a circular ring of radius R and of negligible mass. The ring is placed on a tabletop so that
it lies in a vertical plane and the weights are along the same vertical line, initially the
heavier is above the other, as shown in the figure. The ring is released from this unstable
equilibrium state. The friction between the ring and the tabletop is sufficiently high to
allow the ring to roll on the tabletop without slipping. a) What is the speed of the centre
of the ring when the weight of M reaches the lowest point of its trajectory? b) What is
the downward force exerted on the table in case a)? P. 5512. A certain amount of water
is heated from 20 °C to 40 °C using an 800 W immersion heater. We expect to heat the
water in 210 seconds, but instead we find that it takes 230 seconds. Determine the heat
capacity of the vessel. (Ignore other heat losses.) P. 5513. Using two convex lenses we can
build a (Keplerian) telescope. We can also build a (Galilean) telescope with using one
convex and one concave lens. Can we build a telescope with two concave lenses? P. 5514.
A point-like body with a charge —Q < 0 is fixed at point A, which lies in a horizontal
plane. In this plane, there is another point-like body of mass m, and with charge ¢ > 0
which can move without friction. Initially, the body of mass m is at point B, and at this
moment the initial distance of the charges is ro, and the body of mass m has a velocity of

magnitude vo = 4/ ﬁ?ﬁ, perpendicular to the line segment AB and parallel to the plane,

as shown in the figure. (The magnitude of the charges does not change during the motion.)
a) How much time elapses until the moving body returns to the line defined by the points
AB? b) Now the initial velocity of the moving body is halved. By what factor should the
previously determined time be multiplied in order to get the time during which the moving
body first reaches its furthest point from its initial position? P. 5515. According to the
Bohr model, at what fraction of the speed of light does the electron move in the ground
state of the hydrogen atom? P. 5516. A ping-pong ball, spinning around a horizontal axis,
falls vertically onto the tabletop. The ball, which can be considered as a thin spherical
shell, has a mass of m, a radius of R, its speed at the impact is vo, its angular speed is
wo = vo/T, and its moment of inertia is © = 2/nR?. Both the coefficients of kinetic and
static friction are p. Consider the collision to be instantaneous and perfectly elastic (i.e.
right before and after the collision the components of the velocity of the ball, which are
perpendicular to the table, should be equal in magnitude.) What will be the magnitude
and the direction of the velocity of the ball after the collision? What will be its the angular
speed?
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