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%Y. IMO2023 A 64. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia

SN

%" chiva. arantm feladatainak megoldasa II.

A hagyomdnyoknak megfeleléen kozoljitk a Nemzetkozi Matematikai Didk-
olimpia feladatainak megoldasait. A megolddsok leirasara idén is a magyar csapat
tagjait kértiikk meg. Kozremiikodésiiket koszonjiik, és ezuton is gratuldlunk ered-
ményeikhez.

A szerkesztoség
Masodik nap*

4. Legyenek x1,xo,. .., To023 paronként kilonbozd pozitiv valds szamok, melyek-
re fenndll, hogy

1 1 1
ap =|[(x14+az2+... 4z | —+F—+...+ —

Ty T2 Tn
egész szam minden n = 1,2,...,2023 esetén. Mutassuk meg, hogy asges = 3034.

Megoldas (Nador Benedek). Beldtjuk, hogy aniz > an + 2. Irjuk fel a
Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlétlenséget a v/z1 + ... + @y, /Tnt1 + Tnyo

és i+.__+l7\/#+ L sz4mpérokra:

T Tn Tn41 Tn+2

(@14 4 Tnya) ( L )
Apyo = T oo tx, — 4 ... =
" ! i Zy T2
- (($1+'~-+xn)+(l‘n+1+xn+2)) i—|—-i—i + ! + !
1 Tn Tptl  Tni2
> (v 4.+ ) ! +... 4 ! +4/( + ) ! + !
= T N Tn — . T x —
1 1+2 I Trio n+1 n+2 Tni1 P

1 1
=an + (zn-&-l + xn+2) Trit + Tnto .
n n

Ezutan ismét alkalmazzuk a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlotlenséget az
utolsé négyzetgyokre:

( n ) 1 n 1 - 1 n 1 9
xT €T > X E— X = 2.
n+1 n+2 Trit Trto n+1 Trit n+2 Trio

* Az els6 nap feladatainak megolddsdt az oktoberi szdmban kozoltiik.

WV
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1 P 1
=cx és — =cx egy alkalmas c-re.
Tn41 n+l1 Tn42 n+2 €8y

Ebbdl viszont kovetkezne x,, 11 = @42, ami nem lehet. Tehdt az utolsé egyenlot-
lenség szigord, igy a2 > a, + 2.

Itt egyenlOség akkor &ll fenn, ha

Mivel a,, és apio is egész, valamint a kiillonbségiik nagyobb, mint 2, ezért
Gnt2 = an + 3. Ekkor

2023 — 1 / 1
2023 = A2021 + 3 = aop19 +6 > ... 2@1+3~T = $1;+3033:3034
1

Ezzel belattuk a feladat allitasat.

5. Legyen n egy pozitiv egész. Egy japdn hdromszog 1 + 2+ ...+ n korbal dll,
szabdlyos haromszdg alakban elrendezve ugy, hogy mindeni = 1,2,...,n esetén azi-
edik sor pontosan i kort tartalmaz, melyek kéozil pontosan eqy piros szinid. Nindzsa-
utnak neveziink eqy n korbdl allo sorozatot, mely a legfelsé sorbol indul, eqy kirt
a kozvetlendl alatta lévd két kor valamelyike kévet, és a legalsé sorban végzddik.
Az alabbi dbran egy japan hdromszdg lathaté az n = 6 esetben; a berajzolt nindzsa-
ut két piros kort tartalmaz.

n==~06

Hatdrozzuk meg a legnagyobb k értéket (n figgvényében), melyre fenndll, hogy
minden japan hdromszogben taldalhato olyan nindzsa-iut, ami legaldbb k piros kort
tartalmaz.

Megoldas (Fiilop Csilla).
Valasz: k maximalis értéke: 1 + [log, n].
Bizonyitas: Legyen N = [log, n |, igy 2V < n < 2N+,

1. lépés: olyan elrendezés, amely-
ben bédrmely nindzsa-ut legfeljebb
1+ [logy n| piros kort tartalmaz. Mivel
egy nagyobb japan haromszog tartal-
maz egy kisebbet, ezért elég belatni
az n = 2N+ — 1 esetben.

Legyen i = 2%+ b, ahol 0 <a < N
és 0<b< 2% Ekkor az i-edik sorban
legyen piros a (20 + 1)-edik kér.

Van ennyi kor a sorban: 2b+ 1 <
< 2% 4 b, hiszen b < 2°.
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Ekkor a 2%,2% +1,...,29%1 —1 (0 < a < N) sorok koziil maximum az egyikben
1év6 piros kort tartalmazhatja egy nindzsa-ut. Tehat 6sszesen maximum N + 1 piros
kort tartalmazhat egy nindzsa-t.

2. lépés: belatjuk, hogy mindig van olyan nindzsa-ut, ami legalabb N + 1
piros kort tartalmaz. Elég n = 2V esetén beldtni, hiszen ha 2V < n < 2V, akkor
az els6 2V sorbdl 4ll6 japan hiromszog része az eredetinek, és az ottani nindzsa-
utak kiegészithetoek egy nindzsa-uitra a nagyobb japan haromszogben is.

Minden korhoz rendeljiink hozza egy szamot: ha piros, akkor 1-et, egyébként
0-t. fgy a korokben a szamok osszege 2V, A kitoltés miatt minden kérre van olyan
(onnan induld) nindzsa-it, amely a legalsé sorban ér véget, és legaldbb annyi piros
kort tartalmaz, mint amilyen szam bele van irva.

Médositsuk a korokbe irt szamokat a kovetkezd mdédon: vegyiik a legalsé olyan
sort, amiben van 0-nal nagyobb szam. Ha itt van 0-s kor: tiintessiik ki az egyik ilyen
kort. Az Osszes tobbi vele egy sorban 1évé korre végezziik el a kovetkezot: legyen
a korben 1év6 szam [. A korben 1év6 szamot valtoztassuk O-ra. Ha a kitiintetettol
balra van, akkor a jobbra felette 1év6 korben 1év6 szamot noveljiik [-lel, ha jobbra

sz

van, akkor a balra felette 1évojét noveljiik [-lel.

A kitintetett kor a 4., a legalsé 3 sor nincs feltintetve az dbrdn

igy a szamok Osszege nem valtozott, és tovabbra is igaz, hogy ha vesziink egy
korben 1év6 szamot, akkor van olyan onnan indulé nindzsa-it, ami legaldbb annyi
piros kért tartalmaz. Bizonyitds: legyen a korben eredetileg 16v6 szdm a (ez 1, ha
piros, egyébként 0), amit hozzdadunk b. Ekkor a b-s korbél indulva van b piros kort
tartalmazo nindzsa-ut, igy erre lépve az a-s korbol lesz a + b piros kor a nindzsa-
uton.

Ezt a lépést addig folytatjuk, amig a legalsé olyan sorban, amiben van 0-ndl
nagyobb szam, van 0-s is. Ha legaldbb a 2¥~'-edik sorban vagyunk, akkor ez
biztosan teljesiil, hiszen addig a sorban 1év6 szamok Gsszege pontosan az alatta 1évo
sorok széama plusz 1, ami legfeljebb 2V =1 és legaldbb 2V ~! + 1 kor van a sorban.

Amikor a legals6 nem csak 0-t tartalmazd sorban minden érték legalabb 1:
csokkentsiink minden szdmot ebben a sorban 1-gyel, igy az 6sszeg legfeljebb 2V ~1-
nel csokkent. Egy piros kort elvettiink az Gsszes ezen sor felett, vagy ebbdl a sorbdl
indulé nindzsa-itbdl. Ha igy a szdmok &sszege tobb, mint 2V~1, akkor néhéany
szamot (ebbél a sorbdl szabadon vélasztva) csokkentsiink, hogy az 6sszeg pontosan
2N =1 legyen. Tovabbra is igaz, hogy ha egy mez6ben (ebben a sorban vagy ezen sor
feletti sorokban) van egy szédm, akkor onnan indulva létezik legaldbb annyi piros
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kort tartalmazd nindzsa-1t, sét: ennél 1-gyel tobbet tartalmazo is van, mert abba
a sorba biztosan belépiink, ahol minden szdmot csokkentettiink 1-gyel, és ott 1
piros kort elvettiink minden tutbdl.

Ezt a gondolatot tovdabb folytathatjuk, hogy az tsszeg

oN=2 oN=3 ol 90

legyen. fgy Osszesen N-szer csokkentettiink, tovabba az Osszeg 1, ami biztosan
a legfels6 sorban lesz, hiszen azt a sort valtoztatndnk utoljara. Onnan van olyan
nindzsa-it, ami tartalmaz 1 piros kort, igy az N csokkentéssel egyiitt van olyan
nindzsa-it, ami tartalmaz legalabb N + 1 piros kort.

6. Legyen ABC' egy szabdlyos hdromszdg. Legyenek Ay, By, Cy az ABC olyan
belsd pontjai, melyekre BA; = A1C, CBy = B1A, ACy = C1 B, valamint

BAC< + OB A<+ AC| B<t = 480°.

Legyen tovdbbd BCy és CBy metszéspontja As, C Ay és ACT metszéspontja Bs,
valamint ABy és BA; metszéspontja Cy. Bizonyitsuk be, hogy ha az A1B1Cy hd-
romszog oldalai paronként kilonbozd hosszuak, akkor az AA1As, BBy By és CC1Cy
hdaromszdogek korilirt koreinek két kozos pontja van.

Megoldas (Németh Mirton
Tamads). Legyenek 04, 0, 0c az AA; A,
BB B; és a CC1C5 haromszogek koriil-
irt korei. A megoldds sordn mutatunk
két kiilonboz6 pontot (P-t és Q-t),
melyek hatvanya megegyezik a d4, 0p
és d¢ korokre.

Allitas: A a kozéppontja az As BC'
haromszog koriilirt korének.

Bizonyitas: A; rajta van BC' fele-
zémerélegesén, és a BA;C haromszog
belsejében van, tehat elegendd belatni,
hogy BA1C< =2BA,C<. Ez kivetke-
zik abbdl, hogy:

BA;C<x = AyBA< + BAC< + AC Ay« =

1
= 5((180° — AC1 B<) + (180° — CB1A<)) + 60° =
o 1 o 1
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Ekkor logikai szimmetria miatt By a By AC, illetve C a CyAB haromszog
koriilirt korének kozéppontja. Ebbol viszont kévetkezik, hogy

ByB1C5<t = 180° — AB1Bo<t = 180° — 2ACBy<t = 180° — 2CsBA< =
= 180° — CC1 A<t = B,C1Cs<,

vagyis B1C1BsCy hurnégyszog. Hasonléan C1A1Cy A, és Ay By AsBs is hurnégy-
sz0g. Az Ay ByC Ay B1Cy hatszog biztosan nem hirhatszog, mivel

C9A1Bo<t + BoCi Ag<t + Ay B1Co<t = 480° 7é 36007

ami viszont ismert tulajdonsiga a hirhatszogeknek. Ekkor viszont a harom kor
hatvanyvonalai paronként, Ay Ay, B1Bs és C1Cs egy pontban metszik egymast.
Legyen ez a pont P. Vildgos, hogy P hatdnya megegyezik a d4, dp és d¢c korokre.

Legyen AsBC koriilirt korének és a §4 kornek a mdésodik metszéspontja
As # As. Legyen tovabba AAsz és A; BC' koréirt korének metszéspontja Ay. De-
finidljuk a Bs, C3, By, C4 pontokat hasonléan.

Allitas: BCB5C; hurnégyszog.

Bizonyitas: By és B4 egymas tiikkorképei BBi-re, hiszen BBy = BiBg, tehat
BB, felezi a ByBBj szoget. Hasonléan Cy és Cy tiikrosek CCh-re. Iranyitott
szogekkel szamolva

BB3;C< = B4B3C< = B4AC< = ACBy< = O, BA< =
= BAC <t = B(3Cy<t = BC3C«.

Hasonléan C AC3A3 és ABA3B3 is hurnégyszog. AC3BA3;C B3 nem hirhat-
sz0g, mert akkor ABsC' Bs hurnégyszogsége miatt By az ABC koréirt korén volna,
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ami ellentmonddas. Vagyis a hdrom kor paronkénti hatvanyvonalai, AAz, BB3 és
CCs5 egy pontban metszik egymaést. Legyen ez a pont ). Ekkor () hatvanya meg-
egyezik 04, Op és ¢ korokre.

A megoldast diszkusszidval fejezziik be. Legyen O az ABC haromszog kozép-
pontja. Ekkor

BA;C« =480° — CB1 A< — AC B<t > 480° — 180° — 180° = 120°,

vagyis A; a BOC' héromszog belsejében van. Hasonl6 igaz Bi-re és Ci-re, te-
hiat a BA;C, CB1A és AC1B héromszogek diszjunktak. Ebbél kovetkezik, hogy
az A1 Bo(Ch As B1Cy hatszog konvex, azaz P az Ay As szakaszon taldlhato, és emiatt
0 4 belsejében van.
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Vegyiik észre tovabbd, hogy mivel A1 A; = A1 Az, P = @Q csak akkor allhatna
fenn, ha A, és Ay is BC' felezOmerélegesén lenne, mivel P rajta van az AiAs
szakaszon. Ekkor viszont A1 B; = A;Cq, mely ellentmond a feladat feltételének.

Ezzel megmutattuk, hogy P és @ kiilonbozd, és mindkettd rajta van a 04,
0B, 0¢c korok kozos hatvanyvonalan. Mivel P a § 4 kor belsejében van, ez csak ugy
lehetséges, hogy d4, dp és d¢ két kozos ponton mennek &t.
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Gyakorlo feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

S~
S’

Ezek a feladatsorok azért késziilnek, hogy felkésziilési lehetOséget biztositsanak
az rasbeli érettségire azoknak, akik emelt szint{ vizsgat kivannak tenni. A feladat-
sorokat tapasztalt tanarok allitjdk ossze, koztiik olyanok is, akik maguk is részt
vesznek az érettségi feladatok osszeallitasaban.

Kedves Olvasok!

Az idei tanévtol lehetOségetek van bekiildeni a megolddsotokat az
emeltkomal@gmail.com

cimre. A beérkezett dolgozatokat kijavitjuk és visszakiildjiik, igy is segitve a felké-
sziiléseteket. (A bekiildéssel kapcsolatos technikai tudnivalkat a feladatsor végén
taldlod meg.)

A legszorgalmasabb, illetve legeredményesebb bekiild6k kozott a tanév végén
KoMalL ajandéktargyakat sorsolunk ki.

Sikeres felkésziilést kivanunk!

I. rész

1. Az 06szi sziinetben a Nagy csaldd hdromnapos kirdnduldst tervez. Az elsé
napon a tervezett teljes tura harmadanal 2 km-rel tobbet tettek meg. A mésodik
napon a maradék tav harmadandl 3 km-rel tobbet turdztak. Az utolsé napra igy
a teljes tav harmadénal 1 km-rel kevesebb maradt hatra.

a) Hany kilométert tettek meg az egyes napokon? (5 pont)

A csalddot a nagysziilék is meglatogattdk a hétvégén. Az autdpdlyara valod
felhajtasukat kovetéen az autdjuk altal megtett utat a masodpercben mért eltelt
id6 (z) fiiggvényében a kivetkezOképpen irhatjuk le:

22+ 0,25 22, ha 0 < x < 4,5;
flx) =
4,25 x — 5,0625, ha 4,5 < x < 20.

b) Mennyi utat tett meg az auté a felhajtast kovetd 6todik masodpercben, ha
f(x) azt adja meg, hogy hanyszor 10 métert tett meg az autd? (3 pont)

¢) Igazoljuk, hogy a 2x + 0,25z2 fiiggvény x¢ = 4,5 abszcisszaju pontjaban
a paraboldhoz hizott érintd tartalmazza az f(x) fiiggvény linedris részét. (4 pont)

2. Egy feliil nyitott, fabdl késziilt, kocka alaku asztali tolltarto kiilsé élei 10,5 cm
hosszusaguak, a doboz falvastagsidga az aljan és az oldalain egyarant 8 mm.

a) Szémitsuk ki a doboz faanyagdnak térfogatét. (5 pont)
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b) Legfeljebb milyen hosszisigui lehet az a ceruza, amely beletehetd a tolltar-
téba gy, hogy nem 16g ki beléle? (A ceruza vastagsagat elhanyagoljuk.) (2 pont)

A dobozban 8 darab kék toll, 5 darab piros toll és 2 darab z6ld toll van, amelyek
koziil egyszerre 3-at csukott szemmel kiveszek.

¢) Mekkora a valészintisége, hogy lesz piros toll is a kivdlasztottak kozott?
(4 pont)

3. Az aldbbi tablazat egy iskola tiz osztdlydaban mutatja a lanyok és fiuk
létszamat.
Osztaly | 8.A | 8B | 9.A | 9B | 10.A | 10.B | 11.A | 11.B | 12.A | 12.B
lany 15 8 15 | 13 9 18 15 10 13 11
fiu 11 17 | 12 | 13 16 9 14 17 14 17

Ezekben az osztdlyokban a fitik korében felmérést készitettek, hogy ki szereti
a kosarlabdat, a kézilabdat, illetve a focit, a kérdésekre mindenki véalaszolt. Kide-
riilt, hogy a megkérdezett fitik 5%-a egyiket sem szereti, 28-an viszont mindhérmat
nagyon kedvelik. 103 olyan vélaszt talaltak az elemzéskor, amelyben legalabb két
sportot megneveztek a fiuk.

a) Hény didk vélaszdban szerepelt egy vagy két sport a kedvencek kozott?
(4 pont)
b) Hatdrozzuk meg a ldnyok szdmdanak terjedelmét, atlagdt és szoérdsét. (4 pont)

¢) Szamitsuk ki osztalyonként a lanyok és fitk szdma kozotti kiilonbség abszo-
lut értékét. Készitsiink box-plot (doboz)diagramot a kapott értékek alapjan.

(5 pont)
4. a) Igazoljuk, hogy a 22 + 322 — 1 = 0 egyenletnek az % egyszeres, mig a —1
kétszeres gyoke. (4 pont)
b) Oldjuk meg a 2 cos® x + 3 cos? z — 1 = 0 egyenletet a vals szdmok halmazén.
(4 pont)

¢) Jellemezziik monotonitds és konvexitds szempontjabdl az

f(z) =22° +32% — 1

fiiggvényt. (7 pont)

II. rész

5. Egyenld szari haromszoget készitiink 56 darab 1 cm hosszu pélcikdbdl azok
eltorése nélkiil, majd az oldalaira kifelé négyzeteket rajzolunk, melyek teriiletének
osszege 1056 cm?.

a) Igazoljuk, hogy a hdromszog szarai 20 cm hosszisdguak. (6 pont)
b) Szamitsuk ki a hdromszog befrhaté korének sugarat. (3 pont)

¢) A sulypontbdl mekkora szogben latszik a haromszog 16 cm-es alapja?
(4 pont)
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Tekintsiik a hdaromszog csicsait és silypontjat, ezek mindegyikét Gsszekotve
egymadssal egy egyszeri grafot kapunk.

d) Van-e ebben a grafban zart Euler-vonal? (3 pont)

6. Az djfajta magyar rendszamok a latin abécé 5 maganhangzdjat és 21 mas-
salhangzdjdt, illetve a 10 szamjegyet hasznéljak a kovetkezo feltételek mellett:

— Vagy mindkét els6 betii maganhangzd, vagy mindkét els6 betii méssalhangzo,
de nem haszndalhatéak a CS, GY, LY, NY, SZ, TY, ZS parositdsok.

— Ezt koveti még két tetszoleges betii.

— Végiil harom szamjeggyel fejezédik be a rendszam, ami nem lehet 000.
(A rendszamokra még szamos egyéb szabdly is vonatkozik, de mi most csak ezeket
vessziik figyelembe.)

a) Hény szdzalékkal tobb olyan rendszam lehetséges e szabdalyok szerint, ame-
lyekben a szamokon kiviil csak massalhangzék vannak, mint amelyekben szerepel
magdnhangzo is? A vélaszt egészre kerekitve adjuk meg. (6 pont)

Elektromos autonkat egy 50 kilowatt teljesitményti téltooszlopndl szeretnénk
feltolteni. A dijszabasi tablazatban az olvashato, hogy kilowattoranként 210 forintot
kell fizetniink a toltéskor. Ez az auté 15 kilowattéra energiat haszndal el 100 km-es
tavolsdgon. A Diesel-motoros auté lizemanyag-fogyasztdsa 100 km-enként 4,6 liter,
amit a benzinkuton literenként 720 forintért vasarolhatunk meg.

b) Hasonlitsuk 6ssze a két auté esetén a 140 km-es tavolsdgi utazds energia-,
illetve iizemanyagkoltségét. Van-e olyan tavolsag, amikor az elektromos autd ener-
giakoltsége magasabb, mint a Diesel-motoros auté tizemanyagkoltsége? (Feltéte-
lezziik, hogy az elektromos auté veszteség nélkiil fel tudja hasznalni a toltéskor
kifizetett energidt.) (4 pont)

Az utazas alatt a gyerekek mesefil- R C
met néztek egy olyan tableten, melynél
a szélesség és magassag aranya 16 : 9,
képatléjanak hossza 29 cm. A mesefilm
mar régi, képardnya 4 : 3, ezért a tablet
két oldalan egy-egy fekete sav lathato.

¢) A képerny$ maximélis kihasz-
naltsdga mellett hatdrozzuk meg a fe-
kete sévok osszteriiletét. (6 pont)

B

s

7. Tekintsiik a kovetkezd allitast: Ha egy szam oszthato 3-mal és 6-tal is, akkor
oszthato 18-cal.

a) Fogalmazzuk meg az §llitas megforditasét, és adjuk meg az {gy kapott 4llitds
logikai értékét, indoklassal egytitt. (3 pont)

b) Fogalmazzunk meg egy-egy olyan kijelentést, amelyek a 24-gyel valé oszt-
hatésaghoz kapcsoloddan:

(i) sziikséges, de nem elégséges
(77) elégséges, de nem sziikséges
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(#i1) sziikséges és elégséges feltételt adnak meg. (3 pont)

¢) Bizonyitsuk be, hogy a 4n3 + 20n kifejezés minden pozitiv egész n esetén
oszthaté 24-gyel. (5 pont)

d) Létezik-e olyan n ponti teljes graf, amelynek 4n® + 20n éle van? (5 pont)

8. Zsolt a nyaron 6 hét alatt didkmunkaval kereste meg 1j telefonjanak arat.
Az elsé héten bemelegitésként 20 6rat dolgozott, majd minden héten az el6z6 hetinél
4 oraval tobbet.

a) Mennyi pénzt keresett dsszesen Zsolt, ha a munkajaért 1790 forintot kapott
oranként? (2 pont)

A nyéar végén Zsolt megnézett egy szabadtéri eléadast, ahol a nézotér 4 szek-
torbdl allt. A két szélsé szektor elsé sordban szektoronként 20—20 iil6hely van,
majd hatrafelé minden sorban szektoronként 3-mal t6bb, a kozépsé két szektor
els6 soraban szektoronként 25— 25 nézé foglalhat helyet, majd minden sorban szek-
toronként 2-vel tobb. A sorokat elslrél teljesen feltoltotték 3210 nézével (kivéve
az utolsé megkezdett sort).

b) Hényan iiltek az utolsé megkezdett sorban? (5 pont)

Y a
\ Joef Wl
Zsolt a telefonjéra letoltotte a GeoGebra alkalmazast és csigavonalat rajzolt
ugy, hogy a koordindtarendszer origdjabol indulva megrajzolt egy 5 egység sugari

a félkorivet, amelynek atméréje az z-tengelyre illeszkedik. A B pontbdl folytatta
a rajzoldst a b korivvel, amelynek sugara az elsd kor sugardnak 80%-a, majd ezen

eljarast kovetve folytatta tovabb a rajzot.

Y/
R

=
~

c)

¢) Hanyadik korfv utdn lesz a csigavonal 65 egységnél hosszabb? (5 pont)

d) Melyik az a pontja a koordindtarendszernek, amelyik mindegyik félkoriv két
végpontja kozott helyezkedik el, akarmeddig folytatja is Zsolt a rajzolgatast?

(4 pont)
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9. Tekintsitk a ky kort, amelynek egyenlete (z — 2)2 +(y— 2)2 = 25, illetve
a ko kort, amelynek egyenlete 22 4+ y? — 162 — 4y + 55 = 0.

a) Igazoljuk, hogy a két korlap kozos részének teriilete egy tizedesjegyre kere-
kitve 10,9 teriiletegység. (8 pont)

b) Mekkora a valésziniisége annak, hogy ha véletlenszeriien kivélasztunk egy
pontot a két korlap altal osszesen lefedett részen, akkor az a két korlap kozos
részébe esik? (2 pont)

A k1 korvonal altal hatarolt zart korlap 81 rdcspontot tartalmaz, melyek koziil
nagyon rovid idore egy-egy pont véletlenszeriien felvillan.

¢) Hény felvillands utdn mondhatjuk, hogy 95%-nél nagyobb a valdszintisége,
hogy volt olyan felvillané pont, amely a korvonalra esett? (6 pont)

Jécsik Csilla
Gyor

Technikai tudnivalék a bekiildéshez
A megolddsodat az emeltkomal@gmail.com cimre kiildheted be, a hataridé
a feladatsor megjelenését kéveté hénap 7. napja.

A megoldast szkennelve vagy fényképezve, lehetGség szerint egyetlen pdf file-
ban mellékeld a leveledhez. A megoldas lefrdsakor és szkennelésekor /fényképezése-
kor is iigyelj a jol olvashatésdgral Ha a kép felbontdsa 200 dpi, akkor az altalaban
megfeleld.

A dolgozatbdl egyértelmiien deriiljon ki, hogy ki készitette, tehat tiintesd fel
az elején a nevedet, iskoladat, osztalyodat!

A kijavitott dolgozatot arra a cimre kiildjiik vissza, ahonnan az eredeti érke-
zett.

Megoldasvazlatok a 2023/7. szam emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a 3v/x + | — 13| = 15 egyenletet.

b) Hatdrozzuk meg azt a legkisebb n természetes szdmot, amelyre

92+ 18n+9
—_— <

lg[(n—2)°—(n-1)(n-3)] +1g e 1. (14 pont)

Megoldas. a) A négyzetgyok miatt 0 < . Legyen 0 < x < 13, ekkor az egyen-
let: 3y/x — x4+ 13 =15, 3\/r = o + 2. Négyzetre emelés utan: 9r = 22 + 4 + 4.
Rendezve: z2 — 5z + 4 = 0. Ennek gyokei: z; = 1, 29 = 4, mindketté megoldasa
az egyenletnek.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/8 461



Legyen 13 < x, most az egyenlet: 3/x +x — 13 = 15, 3/ =28 — z (z < 28),
9x = 784 — 56 + 2. Rendezés utdn: z? — 65z + 784 =0. A gyoksk: x3 = 16,
(1‘4 = 49)

Az egyenletnek harom valds megoldasa van: z; = 1, 29 = 4, x5 = 16.

Megjegyzés: A feladat grafikusan is megoldhaté.

b) n e N;
9(n+1)>
1 2 4 4—(n?—n-— lg——m——F— <1
g[n n+ (n®—n 3n+3)]+g(n_1)(n+1)< ,
tehat n # +£1.
1
1g1+lgm<1, ahol 0<9n—|—9’
— n—1
azazn>1,0—|—lg9:T+19<lg10.

A tizes alapi logaritmusfiiggvény szigoriian monoton névé, tehat

In+9

10 -(n—1 0
1 < /-(n—1) >0,

amib6l 9n + 9 < 10n — 10, igy 19 < n.

A 20 a legkisebb természetes szam, amelyre igaz az egyenl6tlenség.

2. Egy nyolcfés tarsasag egy kor alakid asztal mellett ugy foglal helyet, hogy
a szomszédok egymdastol mért tdvolsaga egyenld. Mindenkinek a két kozvetlen mel-
lette, és a vele pontosan szemben ilé az ismerdse, a tobbick nem. (Az ismeretség
kolesinds.) Rajzoljuk meg az ismeretségi grdfot.

a) Az ismeretségi grdafot hany éllel kell kiegésziteni, hogy az teljes grdf legyen,
illetve hdny €l elhagydsaval kaphatunk fagrdfot?

A tdrsasdgbdol kisorsolunk két embert, majd megdllapitjuk, hogy ismerik-e egy-
mdst, vagy sem. Ezt az eljdrast dsszesen hatszor végezziik el.

b) Mennyi a valdszinisége annak, hogy legaldbb kétszer ismerds személyeket
sorsolunk ki?

c) Az elébbi hat sorsolds esetén mennyi az ismerds pdrok szdamdnak vdrhatdé
értéke? (12 pont)

Megoldas. a) Mindenkinek 3 ismerése van, ezért % =12
ismerds par van a tarsasdgban, igy a gréfnak 12 éle van. (Ezt
az élek megszamoldsaval is megkaphatjuk, illetve ellenérizhet-
jiik.) A teljes grafnak (g) = 28 éle van, tehat ezt a grafot 16 él-
lel kell kiegésziteni a cél érdekében. A nyolc cstcsu fagrafnak
7 éle van, ezért 5 élet kell elhagyni ahhoz, hogy ebbdl a grafbol
fagraf legyen. Ez megoldhaté pl. igy, hogy elhagyjuk a szabé-

lyos nyolcszoghdl a négy atlot, és az egyik oldalt.

b) Annak az esélye, hogy a kisorsolt személyek ismerik egymdst: p = % = %,

462 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/8



hogy nem ismerik egymast: ¢ = %. Jeloljiik &-vel azt, hogy a 6 sorsolasbdl hanyszor
lett ismerds par.

6\ /3\ /4\° 4096 6\ /3\' /4 18432
P = - - - = P :1 = —_ — = .
(€=0) (0> (7> (7> 117649’ (€=1) (1> (7) (7) 117649

22528
1176490 8Y

A komplementer esemény valészintisége: P(§ =0)+ P(E=1) =
az adott eseményé:
22528 95121

PC)=1- 177619 = 117649

~ 0,8085.

¢) A binomidlis eloszlds vérhaté értéke: M(§) =n-p=6- % ~ 2,57 esetben
kapunk ismerds part.

3. Adott az f(z) =2cosz, z € [— 5 g] fiigguény, és a P(0;y), y € [2;7] pont.

a) Szamitsuk ki y pontos értékét, ha P-bdl az f(x) grafikonjdhoz hizott érintdk
merdlegesek eqgymasra.

b) Milyen x esetén lesz az f(x) figguény elsé és mdsodik derivdltjdnak értéke
eqyenld? (12 pont)

Megoldas. a) Az f(z) fiiggvény grafikonjdnak az y tengely szimmetriatengelye,
P rajta van az y tengelyen, ezért az érintéknek ezzel az egyenessel 45°—45°-
os szoget kell bezarniuk, amibdl addédik, hogy az x tengellyel is ekkora szoget
zdrnak be. Az egyik érint6é meredeksége +1 (a masiké —1), ebbél az els6 derivalt
segitségével az egyik érintési pont (E) helye meghatdrozhatd. f/(x) = —2sinz,

—2sinz = 1, sinz = —3, amibél z = —F, igy

):2-?:%.

2
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Elemi geometriai ismereteket haszndl az (1.) befejezés: a 45°-0s hegyesszogi
derékszogli hdromszog befogdinak hossza megegyezik, tehdt 0 — (— %) =y -3,
innen y = % ++/3, amely eleme az adott intervallumnak. Ezzel y pontos értékét
meghataroztuk.

(2.) befejezés: felirjuk az E-n dtmend +1 meredekségli egyenes egyenletét:
y—ﬁzb(m—&—%),

majd az z =0 helyen vessziik a helyettesitési értéket: y — /3 = %, ebbdl y-ra
az elobbi érték adddik.

b) f'(x) =—2sinz, f’(x)=—-2cosxz, —2sinx = —2cosz, sinx = cosxz. Az
egyenlet mindkét oldaldt oszthatjuk cosaz-szel, mert ez nem 0 (ha 0 volna, ak-

kor az x szinusza +1, vagy —1 lenne, tehdt az egyenlség nem dllhatna fenn). fgy
sin x

coss — gz =1, ahonnan — az értelmezési tartomanyt is figyelembe véve — z = B

<

4. Egy vallalati rendezvény szervezdi az étrend tervezése eldtt felmérték az igé-
nyeket, amelynek sordn a kovetkezd adatokat kaptdk. A résztvevdk 12,5%-a vegetd-
rianus, a férfiak kozott 1-gyel kevesebb vegetdrianus van, mint a nék kozott. A nék
hetedrésze vegetdarianus.

a) Hdnyan vettek részt a rendezvényen, ha 2-vel tébb nd volt, mint férfi?

Az est folyaman 16 nd és 12 férfi vetélkeddn vett részt, ahol a hétfés csapatok
mindegyike 4 nobél és 3 férfibol dlit.

b) Hdanyféleképpen lehet a négy csapatot dsszedllitani, ha a csapatokat nem
ktilonboztetjik meg?

A csapatok tagjai késébb egyéni versenyben is dsszemérték tuddsukat. Itt hd-
romféle dijat lehetett nyerni, mozijegyet, serleget vagy festményt. Eqy személy tobb
dijat is kaphatott, de minden fajtdbol legfeljebb egyet. Mozijegyet 12-en, serleget
10-en, festményt 7-en kaptak. Csak mozijegyet 6, csak serleget szintén 6 személy
vehetett dt, mig pontosan két dijat oten vihettek haza.

¢) Hdanyan kaptak csak festményt az esten, ha dsszesen 20-an kaptak dijat?
(13 pont)

Megoldas. a) Egy ismeretlen bevezetésével is megoldhaté a feladat, ha a részt-
vevo nok koziil a vegetarianusok szamat jeloljiik z-szel, akkor a nem vegetaridnus
nék szédma 6z, a vegetaridnus férfiaké pedig =z — 1.

né férfi osszesen

vegetaridnus r | z—1 2z —1

nem vegetdridnus | 6x | 8z —7 | 7(2z — 1)

Mivel az Osszes résztvevd 12,5%-a, azaz nyolcadrésze vegetaridnus, hétszer
annyian vannak a nem vegetarianusok, mint a vegetarianusok, akik 2x — 1-en van-
nak. Ha ebbél a 7(2z — 1)-bdl kivonjuk a nem vegetdridnus nék szdmédt, akkor
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megkapjuk a nem vegetarianus férfiak szamat (8xz — 7). A teljes létszdmban 2-vel
tobb né van, mint férfi, koziiliik az egyik vegetarianus, ezért a nem vegetarianus nék
szama 1-gyel nagyobb a nem vegetarianus férfiak szamandl, azaz 6x — 1 = 8x — 7,
ahonnan x = 3, amelybdl a rendezvény létszamara 40 f6 adodik.

Megjegyzés: egyenletrendszerrel is megoldhaté a feladat.

b) Az elsd csapat dsszedllitdsakor 16 né koziil négyet kell kivalasztani a sorrend

figyelembevétele nélkiil, majd a 12 férfi koziil harmat, ezt (146) . (132)—féleképpen

tehetjiik meg. A masodik csoportot hasonlé médon (142 ) . (g) -féleképpen allithat-
juk Ossze, és igy tovabb. Mivel a csapatok sorrendje egymas kozott nem szamit,

az Osszes lehetGség:

OO Q)] =vm w0

¢) Készitsiik el, majd az adatok alapjén tolt-
siik ki az egyes halmazokat jelképezd dbrdt. M(12)

S(10)

Felirhatjuk az alabbi egyenletet: %

7+6+a+6 =20, A
amibol a=1=b+c=4. Tovabba: b+ x =25, v
c+x=3,b+c=4,amibéle =2,b=3,c=1, az
az csak festményt egy személy kapott.

I1. rész

5. Egy gépjdrmi zdrt tizemanyag
tartdlya olyan félhenger, amelynek a ten-
gelyén dtfektetett hatdrolosikja vizszin-
tes, a korhenger paldstja a sik alatt van,
a henger sugara 25 cm, hossza 80 cm
(ldsd az dbrét).

A gépjarmid miszerfaldn az tzem-
anyagszint-jelzé a tartalyban levd folya-
dékszintnek a teljes magassighoz viszo-
nyitott ardnydt jelzi.

a) Hdny liter iizemanyag van a tartdlyban, ha a szintjelzé az 1/2-en dll?

b) Hdny négyzetméter lemezre van szikség a tartdly elkészitéséhez, ha az illesz-
tések kialakitdsdra a felhaszndlt teljes mennyiség 5%-dt kell forditani?

_ 2
Egy auté 100 km-re juté atlagfogyasztasat az F(v) = (leEa(())) + 5 képlet hata-

rozza meg, ahol v a jdrmd km/h-ban mért sebességének nagysdga (v = 50), a kapott
eredmény az elfogyasztott izemanyag literben mért mennyisége.

¢) Mennyi utat tud megtenni ez az autd 36 liter izemanyag felhaszndldsdval, ha
az at harmaddn 90 km/h-s, a tobbin pedig 130 km/h-s sebességgel halad? (16 pont)
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Megoldas. a) A korszelet teriilete: T =

ala . o .
B = tkorcikk — Tharomszog, & korcikk kozépponti
R szoge legyen 2a.
h
Roh L e
COsiy = — = —_ — = — o = .
R R 2
2
A korcikk kozépponti szoge tehat a teljesszog harmada, 18y tikesrcikk = %,
R?sin120°  R?V3 T V3
théronlszi)‘g - 9 = 4 N T = R2 (3 — 4> =~ 3,84 dmz.

Az iizemanyag térfogata: V = 3,84 - 8 = 30,7 dm?® ~ 30,7 liter.
b) A teljes felszin két {élkorbdl, egy téglalapbdl és egy félhenger paldstjabdl 4ll:

A=0,25%7+0,5-0,84 0,257 - 0,8 ~ 1,225 m?.

Mivel ez a sziikséges mennyiség 95%-a, ezért a keresett mennyiség: % ~ 1,29 m?.

¢) F(90) = 6 liter, F'(130) = 9 liter. Legyen az ut harmada x kilométer, ekkor
a maradék ut 2z kilométer, ezeken a szakaszokon a fogyasztas literben %, illet-
ve %, tehat: % + % = 36, ebbdl x = 150, azaz a jarmi 3x = 450 km-t tud
megtenni.

6. Aranka és Bdlint harom egyforma szabdlyos dobdkockdval jdatszik a gyerekszo-
ba parkettajan. Egymdsra rakjdk ezeket gy, hogy eqy négyzet alapi egyenes hasdab
(torony) keletkezik, majd megszdmoljdk, hany pittyédt ldtnak a tornyon dsszesen.
(Ezeken a dobdkockdkon az 1 péttyel szemkdzti lapon 6, a 2-vel szemkdztin 5, a 3-
mal szemkéztin 4 pétty taldlhatd.)

a) Milyen értékeket kaphattak eredményil?

Otszor eqgymds utdn épitettek egy-eqy tornyot ugy, hogy a dobdkockdkat vélet-
lenszeriien raktdk egymasra. Mindegyik tornyon megszamoltdk a pottyoket, és azt
kaptdak, hogy az adatok egyetlen mdodusza 43, medidnja 44, dtlaga 44,4.

b) Hatdrozzuk meg az adathalmaz alsd és felsd kvartilisét.

Aranka €s Balint elhatdroztak, hogy ledontik az egyik ilyen kockatornyot, de
eldtte megtippelik, hogy a parkettira esé kockdkon hdny potty latszik majd dsszesen.
Aranka azt mondta, hogy a pottyok szama legaldbb 57 lesz, Balint pedig azt, hogy
legfeljebb 49.

¢) Mekkora a wvaldsziniisége annak, hogy Arankdnak igaza lesz, és mekkora
annak, hogy Bdlintnak? (16 pont)

Megoldas. a) Az eredmény attdl fiigg, mi van a legfelsé kocka felsé lapjan,
ugyanis egy-egy szinten 2-szer 7 potty lathaté, igy a pottyok osszege 3 - 14 + x, ahol
x €{1,2,3,4,5,6}, tehdt Aranka és Balint a 43, 44, 45, 46, 47, 48 egész szdmokat
kaphatta eredményiil.
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b) Nemcsokkend sorrendbe rakva a szamokat, a k6zéps6 44, eldtte két 43 van,
az utdna kovetkezd két szamot nem ismerjiik. Az atlag ismeretében ezek Gsszegét
kiszamithatjuk: 5 - 44,4 = 222, 222 — (43 + 43 4+ 44) = 92, ami csak igy adédhat, ha
%, fg;g/ik a 45, a mésik a 47. Ennek az 6t adatbdl allo sokasagnak az alsé kvartilise

= 43, fels6 kvartilise pedig % = 46.

¢) Az 6sszes lathatd potty széma 3 - 14 4 (a + b+ ¢), ahol a, b, ¢ jeldli a felsd
lapokon levo pottyok szamat.

Aranka szerint: 3-14+ (a+b+c¢) 257=a+b+c>15. Legyen a < b < ¢,
majd vessziik az alapmegoldas permutdcidinak szamat, ezek adjak az Osszes esetet:
6+6+6=18 (1eset),5+6+6=17 (3eset),4+6+6 =16 (3 eset), 5+5+6 =16
(3 eset), 3+6+6=15 (3 eset), 4+5+6=15 (6 eset), 5+5+5 =15 (1 eset);
Osszesen 20 eset.

Az Aranka altal jésolt esemény valdsziniisége:

20 20 5
P(A) = = = — = — ~0,0926.
(4) 63 216 54 ’

Bélint allitotta, hogy 42+ (a +b+¢) <49=a+b+c < 7.

1+1+5=7(3eset), 1+2+4=7 (6eset),1+3+3=7(3eset),2+2+3=7
(3 eset), tsszesen 15 eset. A tobbi dsszegre (3, 4, 5, 6) ugyanazok az értékek adédnak,
mint a 15, 16, 17, 18-ra, mert a kocka szemkozti lapjain levo pottyok osszege 7,
ezért a (T—a)+ (7T—0)+ (7T—¢) = 21 — (a + b+ ¢) esetek szdma ugyanannyi, mint
az a + b+ ¢ esetek szama. Ebbol kovetkezik, hogy Bélint tippjének valdszintisége:

P(B) = 1320 ~ 0,1620.

Megjegyzés: a harom kockan legnagyobb eséllyel Gsszesen 52 vagy 53 potty lesz
lathatd.

7. a) Hatdrozzuk meg annak a kérnek az egyenletét, amelynek kizéppontja
az y tengely pozitiv részén helyezkedik el, dtmegy az origén és érinti az v® = 4y + 4
egyenletid paraboldt.

b) Rajzoljuk meg az f(x) = izz —1; 2 €[-3;2] és a g(z) = —Z—ixz +2x — 3;

x € [2;7] figgvény grafikonjdt, majd igazoljuk, hogy a gorbék szimmetrikusak
a P(2;0) pontra. (16 pont)

Megoldas. a) A kor kozéppontja
O(0; R), ahol R (R > 0) a kor sugara,
fgy a kor egyenlete: 22 + (y — R)2 = R?.
Az 22 helyére irjuk be a parabola egyen-
letének jobb oldalat:

4y +4+y% - 2yR + R? = R, N\ /a? =4y 4

Rendezés utan egy olyan R paramétert
tartalmagzo méasodfoku egyenletet kap- oy m—~|
tunk (y*+ (4 —2R)y +4 =0), amely-
nek az alakzatok y tengelyre vonatkozd
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szimmetridja miatt egy megolddsa van, tehat diszkrimindnsa 0. (4 — 2R)2 —16 = 0;
4R(R —4) = 0; Ry =0 (ez nem megoldas); Ry = 4.

A kér egyenlete: 22 + (y — 4)2 = 16, méas alakban: 22 + y? — 8y = 0.

b) A g(x) = —Z—lle +2r-3= —}L(x — 4)® + 1 alapjén kénnyen megrajzolhaté
az dbra.

Y
2

1
-4 =3 -2x-1 0 1 2 6 7 8 9 x
_ P(2;0) B(x2;y2)

T(0]—1)
_2

1. megoldas: leolvashaté, hogy mindkét parabola paramétere 2, tehat a két
gbrbe egybevagd, mert a parabola alakjat paramétere egyértelmiien meghatarozza.
Az f(x) grafikonjanak tengelypontja T(0; —1), a g(z) grafikonjanak tengelypontja
T"(4;1), ami éppen T'(0; —1)-nek a P(2;0) pontra vonatkozé tiikérképe, a két
parabola nyildsa (gorbiilete) ellentétes, tehdt egymés tiikorképei.

II. megoldds: vegyiink egy A(x1;y1) pontot az f(x), és egy B(z2;y2)-t a g(z)

grafikonjardl. Ha ezek egymds tiikorképei a P(2;0) pontra nézve, akkor fennallnak
zitxs 9. Yrtye

az —-, = 0 Osszefiiggések. Az els6bol: z; =4 — x5, a masodikbdl
Yo = —y1; alkalmazzuk a fiiggvénykapcsolatbol adodéd osszefiiggéseket:

1 1 1
71x5+2x273;f {4(41:2)21] =— {4(16812+x§) —1| =

—72—|—2 -3
x € .
| 2 2

Ekvivalens atalakitasokkal azonossagot kaptunk, ezzel belattuk az allitast.

8. Egy négyzet alapi egyenes csonkagila a alapéle 11 cm, b feddéle 2 cm,
magassaga 10,8 cm. Mellette dll eqy ugyanakkora térfogati és magassagu négyzetes
oszlop.

a) Mekkora a két test felszinének kilonbsége?

2 2
Legyen az a és b valos szamok ,nevenincs” kozepe 4/ %

b) Igazoljuk, hogy két valds szam ,nevenincs” kizepe nem kisebb a szdmtani
kozepiiknél.

¢) Két kilonbizd pozitiv egész szam ,nevenincs” kozepe 13. Melyek ezek a szd-
mok? (16 pont)

Megoldas. a) Az a alapélii és b fed3élli, m magassdgi négyzet alapi egyenes

P p 2+ab+b? oy PP
csonkagila térfogata: Vi = %’ az x alapélii, m magassagi négyzetes

oszlopé: Vo = a%m.
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2 2 2 2
Mivel V; = Vs, ezért 22 = %, ahonnan z = 4/ % . Behelyettesitve
az adatokat: x = 7 cm. A négyzetes oszlop felszine:

Ay =227 + 4em = 2x(x + 2m) = 14(7 + 2 -10,8) = 400,4 cm?.

A csonkagula oldallapjanak magassdga mg, ami egy olyan derékszogii hdromszog

atfogbja, amelynek vizszintes befogdja 112;2 = 4,5 cm, fliggdleges befogdja pedig

10,8 cm, igy m2 = 4,5% + 10,82, amelyb6l mo = 11,7 cm. A csonkagiila felszine:

(1142)-11,7
2

tehét a két felszin kiilonbsége: Ay — A; = 28,8 cm?.

b) Két valos szdm ,nevenincs” kozepe mindig létezik, mert

Ay =112 422 4+ 4. =429.2 cm?,

2 2 bY 3.0
a® +ab+ b = a+§ +Zb >0,

tehdt a négyzetgyokvonds mindig elvégezheto.

Ha QT'H’ < 0, akkor az &llitds trividlis. Legyen QT'H’ > 0, ekkor belatjuk, hogy

a+b o [a? + ab + b2
2 = 3 '

A négyzetre emelés utén (ami most ekvivalens miivelet) kapjuk, hogy

a? 4 2ab + b2 - a? + ab+ b2
4 = 3 ’

3a? + 6ab + 3b% < 4a® + dab+ 4%, 0 < a? —2ab+ b = (a—b)2,
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ez mindig igaz. Ide ekvivalens atalakitasokon &t jutottunk, ezért a kiindulé allitas
is mindig igaz, a bizonyitédst ezzel befejeztiik.

c) 4/ M =13, ahol a,b e Z". Négyzetre emelés és rendezés utan:
a® + ab + b? = 507. A szimmetria miatt feltehetd, hogy b < a, ekkor 3b% < 507 =
b < 13. Tekintsiik az egyenletet egy a ismeretlenti, b paraméterii masodfoku egyen-
letnek, ekkor

(1) a’+b-a+ (b*—507) =0,

mely egyenlet diszkrimindnsanak négyzetszamnak kell lennie ahhoz, hogy a megol-
dasok egészek lehessenek. D = b? — 4(b? — 507) = m? (m € Z), 2028 — 3b? = m?,

3(676 — b?) = m?.
Mivel a bal oldal oszthaté 3-mal, igy az m is, m = 3n, (n € Z), igy a
(2) 676 — b* = 3n?

egyenlethez jutottunk. Tudjuk, hogy 1 < b < 13, ezért 532 < 676 — b? < 675; azaz
532 < 3n? < 675. EbbSl 177,3 < n? < 225, vagyis 13 <n < 15. Az n lehetséges
értékei 14, 15. Helyettesitsiik ezeket rendre a (2) egyenletbe. n = 14 esetén b-re
irraciondlis szam (\/@) adédik; n = 15-re pedig b = 1. A b helyére irjunk (1)-be
l-et: a? +a — 506 = 0 = a; = 22, (az = —23), {gy a keresett két kiilonboz6 pozitiv
egész szam az 1 és a 22.

2 2
Ellendrzés: 4/ % =13.

9. Egy szabdlyos dobokockdval kétszer dobunk, az elsének dobott értéket m,
a mdsodiknak dobottat n jeloli.

3

a) Mennyi volt m és n értéke, ha az f: R R, f(z) = 2> — ma® +n figg-

vénynek a lokalis minimumhelyén 1 az értéke?

A két dobas alapjdn elkészitiink eqy a és eqy b szamot, ahol

1, ham=1, 2, ha n primszdm,
a=1<2 ham dsszetett szam, b=14, han=1,
3, ha m primszdm, 6, ha n dsszetett szam.

Ez az a és b meghatdroz eqy g fligguényt a kovetkezé maodon:

582—(12

g:R—=R, gx)y=< ¥~ 04

b, ha x = a.

, ha x # a,

b) Mennyi a valdszindsége annak, hogy a két dobds alapjin olyan a és b szd-
mokat kapunk, amelyek esetén a g(x) fiigguény folytonos lesz az a helyen?
(16 pont)
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Megoldas. a) f'(z)=32% —2mz, 0=2(3z—2m), 21 =0 é mzy= Zm

T
1" (x) = 62 —2m, f”(0) = —2m < 0, az x; helyen maximuma van a fiiggvénynek.
2 2
J (;’”) :6~?m72m:2m>0;

az xo-nél pedig lokdlis minimuma van, amelynek értéke:

f 2m B 2m3 2m2+ _8m3 4m3+ B 4m3
3 )3 3 "= o7 g TN

3
n— 42% = 1= m = 3 vagy m = 6 lehet, mert m-nek 3-mal oszthaténak kell lennie.

Ha m = 3, akkor n = 5, ha m = 6, akkor n = 33, ezt azonban dobdkockéval nem
dobhatjuk. Tehat a megoldas: m = 3, n = 5.

2 2 _
b) z a :(x a)(x—l—a):x_’_a’ ha x # a.
T —a r—a

Mivel x 4+ a mindenhol folytonos, az a helyen vett hatarértéke 2a, tehat b-nek kétszer
akkordnak kell lennie, mint a, hogy a g(x) fiiggvény az x = a-ban folytonos legyen.

Egy szabalyos dobdkockéaval % val6szintiséggel dobhatunk 1-et, %-dal Osszetett

szadmot (4,6), és %—del primszamot (2,3,5), ezért az egyes esetek valdszin{isége:

1 1 1 1 1 1

Pla=1b=2)==-+ - = — Pla=2b=4)=-.- = —
(a=1; )= 3= (a=2 )=3'5 1%

1 1 1

P — N b — = = = = —,

(@=3b=6)=3"35=3

Ezek 6sszege lesz a megoldas.
A g(x) fiiggvény a helyen vett folytonossdganak p = % + 1—18 + % = % a vald-

szintlisége.

Németh Lészlé
Fonyéd

Matematika feladat megoldasa

B. 5265. Nagyitsuk kétszeresére eqy derékszogii haromszdg beirt korét a derék-
5201 csucsbol. Mutassuk meg, hogy a kapott kér érinti a haromszég korilirt korét.

(4 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Szeged)
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1. megoldas. Elészor egy onmagédban is érdekes allitdst igazolunk.

Lemma: Vegyik azt a J kozép-
pontd kort, amely a Q pontban érinti
az ABC derékszogli hdromszog koriil-
it korét, tovdbba az AC' és BC' befogaoit
az Eg, illetve E 4 pontokban. Mutassuk
meg, hogy az EgFE 4 szakasz felezdpont-
ja az ABC' hdaromszdg beirt kirének ko-
zéppontja.

Bizonyitas: Legyen a QE 4 félegye-
nes és a koriilirt kor metszéspontja S,
valamint a QFEp félegyenes és a ko-
rillirt kor metszéspontja az S, pont.
Az AS, és BSy egyenesek metszéspont-

Q jat jelolje I. Tekintsiik azt a @) kozép-
ponti nagyitdst, amely F4-t S,-ba vi-
szi. Ez a kozéppontos hasonlésag a BC

egyenesét a koriilirt kor érintdjébe viszi, tehat ez az érinté parhuzamos BC-vel,
igy S, a BC iv felez6pontja. Az A-bdl induld belsé szogfelezé dtmegy a BC' iv
felez6pontjan, az A, I és S, pontok egy egyenesre illeszkednek. Ugyanezzel a meg-
fontoldssal B, I és Sy is egy egyenesre illeszkednek. Vagyis I az ABC héromszog
két bels6 szogfelezOjének metszéspontja, tehat a beirt kor kozéppontja. Azt kell
még beldtnunk, hogy I az F4Ep szakasz felezpontja. Alkalmazzuk Pascal téte-
1ét az AS,QS,BC hatszogre. Mivel az AS, és BS, metszéspontja I, S,Q és BC
metszéspontja Eu, QS és CA metszéspontja Ep, ezért Pascal tétele alapjan ez
a harom metszéspont egy egyenesre illeszkedik. Ezen kiviil az ICEAN\ = ICEBA,
mert két-két oldal és a kozbezart szog megegyezik. Az I pont az E4FEp szakasz
felez6pontja.

A most bizonyitott lemm&bdl mér
kovetkezik a feladat allitasa.

Legyenek ismét a haromszog csu-
csai A, B, C, BOA<t = 90°, a beirt kor
érintési pontjai az AC-n, illetve a BC-n
Ep és Ey, akozéppontja I. A C kozép-
pontt kétszeres nagyitas utan az érin-
tési pontok képei E; és E',.

CFEAIEp négyzet, ennek megfele-
16en a kétszeres nagyitas utan az I pont
felezi az E'y E'; szakaszt. Eszerint a két-
szeresre nagyitott kor éppen az a kor,
amely a lemmaban szerepelt: érinti
Q a koriilirt kort (az ott szerepld @ pont-

ban).

Virdg Rudolf (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.) megolddsa
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Megjegyzés. Versenyfeladatokban gyakran taldlkozhatunk olyan korokkel, amelyek
érintenek egy madsik kort és két egyenest. A leggyakoribb eset az, amikor egy haromszog
két oldalat és a korilirt korét beliilrdl érinti egy koér — mint a B. 5265. feladatban is;
az angol nyelvii szakirodalomban az ilyen érinté koroket miztilinear incircle-nek hivjék.
Versenyz6ink példaul a

https://en.wikipedia.org/wiki/Mixtilinear_incircles_of_a_triangle.
wikipédia-oldalon olvashatnak bévebben ezekrdl az érint6é korokrél.

II. megoldas. A Feuerbach-tételre hivatkozva roviden és elegansan oldhaté meg
a feladat.

Kicsinyitsiik a koriilirt kort a derékszogii csicsbdl felére, azt kell megmutat-
nunk, hogy ez a kor érinti a beirt kort. (A hasonlésig megtartja az érintkezést, ezért
a két &llitds ekvivalens.) Mivel a derékszogii haromszog magassagpontja éppen a de-
rékszog csucs, és a koriilirt kort a magassagpontbdl felére kicsinyitve a Feuerbach-
kort kapjuk, ezért a koriilirt kor képe a derékszogi haromszog Feuerbach-kore. Fz
pedig a Feuerbach-tétel szerint érinti a beirt kort, és éppen ezt akartuk megmutatni.

Varga Boldizsdr (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 10. évf.) dolgozata

II1. megoldas. Legyen a beirt kor kozép- B
pontja I, sugara r, a koriilirt kor kozéppont-
ja F, sugara R, tovabba a kétszeresre nagyi-
tott kor kézéppontja K, sugara 2r.

Az ABC héromszog oldalai a, b, ¢, az A-
nal fekvé hegyesszoge a.

A megoldés soran azt fogjuk megmutatni,
hogy a koriilirt kor és a kétszeresre nagyitott
kor kozéppontjanak a tavolsaga pontosan su-
garaik kiilonbsége, vagyis a K kozéppontu kor
beliilrél érinti az R sugaru kort. C B

A Thalész-tétel alapjan a koriilirt kor F kozéppontja az dtfogd felezOpont-

ja, R = % és FCA< = CAB< = a. CK belsd szogfelezd, igy FCK< = |a — 45°|.
Az IE,CEpg négyzet atléja rv/2, emiatt CK = 2rv/2. Derékszogli hdromszdg ese-

tén a beirt kor sugarar = s —c = %b*c Ez az a sz6g szogfiiggvényeivel kifejezve:

a+b—c 2Rsina+2Rcosa—2R
2 N 2

= R(sinav+ cosar — 1).

A szogfiiggvényértékek Gsszege ebbdl kifejezheto:

r+ R

1 i =
(1) sin v + cos « 7

frjuk fel az FFKC haromszog F'K oldaldra a koszinusztételt:

FK? = (27“\/5)2 + R?— 4rR\@cos(oz —45°) =
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= 872 + R? — 4V/2Rr(cos 45° - cos o + sin 45° - sin o) =

2
=8’ + R? — 4\@Rr§(cos a + sin ).

Az (1)-ben a szogfiiggvényértékek osszegét kifejeztiik a sugarakkal, igy az FK ta-
volsag négyzete:

r+ R

FK? =82+ R*—4Rr——— =8+ R —4r(R+7) = 4r + R* —4Rr = (2r — R)".

A két kozéppont tdvolsdga |R — 2r| éppen a két sugdr kiilonbsége, vagyis a kisebbik
kor beliilrél érinti a nagyobb kort.

Horvdth Mihdly (Budapest, Szent Gellért Katolikus Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
megolddasa

IV. megoldas. A két kor érintéséhez elegendd azt belatni, hogy kozéppontjaik

tavolsaga a sugaraik tavolsaganak kiilénbsége.

Legyenek a haromszog csicsai A, B és C, ACB< = 90°, a beirt kor kozép-
pontja I, sugara r, a kozéppont képe K, a koriilirt kér kozéppontja F', sugara R,
ahogyan az elsé megoldasban.

A két kor kozéppontjanak tavolsdga KF = d.

Legyen tovabba a C1 egyenes és a koriilirt kor C-t6l kiilonboz6 metszéspont-
ja M.
A K pont ABC' kérre vonatkozé hatvanyabodl

d>~R*=KM -KC=(IM—IK) - (IC + IK).

Legyen a beirt kor érintési pontja a BC' oldalon F 4.

A hasonlésig miatt [K = IC, valamint ACB< = 90°, az [ E4CFEp négyzet,
az IFE4C egyenld szart derékszogii haromszog, azaz IC = IK = +/2r. Euler tétele
szerint I F? = R? —2Rr, tehat az I pontnak a koriilirt korre vonatkozé hatvanyabél

IM-IC=(R—1IF)-(R+IF)=R?—1F*=2Rr,
igy

2Rr  2Rr
IM="" 2" _/R.
c V2r

Az eddigieket osszefoglalva kapjuk, hogy
(IM — IK)(IC + IK) = (V2R — V2r)2V2r = 4r(R — 1),
R* —d?> =4r(R —r),

d*> = R? —4rR + 4r* = (R — 2r)°.

A sugéaregyenl6tlenség alapjan R > 2r, tehat d = R — 2r.
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A beirt kor nagyitott képének sugara 2r, d pedig éppen a két kor sugaranak
kiilonbsége, a korck valéban érintik egymast.

Tarjan Berndt (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 11. évf.)
megoldasa

V. megoldés. Legyenek a haromszog csicsai A, B, és C, ahol C' a derékszogli
csucs. A beirt kor kozéppontja I, a C-hez tartozé hozzairt kor kozéppontja 1.
Legyen a beirt kor kétszeresre nagyitott képe g. A bizonyitdst inverzi6 segitségével
fogjuk végezni. Legyen a C kozéppontu

VAC - BC = Vab

sugaru k kor az inverzié alapkore.

El6szor invertaljunk a k korre, majd végezziink el egy tengelyes tiikrozést
az AC B« szogfelezGjére. A transzformacidkat kovetéen a B cstcs az A helyére,
az A cstics a B helyére keriil, ennek megfeleléen az ABC koriilirt kére a AB
egyenesbe megy at.

A g kor képe egy kor lesz, amely érinti az AC' és BC' egyenest, mivel az inver-
zional ezek helyben maradnak, a tiikrozés hatasara pedig helyet cserélnek.

Azt allitjuk, hogy a g kor képe a C-hez tartozé hozzairt kor lesz.

Ehhez elegendd beldtni, hogy az AC-hez és BC-hez tartozd érintési pont
képének tavolsdga a C csicstdl a félkeriilet (s).

Legyen a g kor érintési pontja a BC' egyenesen E 4, inverz képe H,. Ez az E4
éppen kétszer akkora tavolsdgra van a derékszogi csucstol, mint a beirt kor érintési
pontja, tehat az elsé megoldasban is ismertetett eredmény alapjan CE4 = a+b—c.
Az inverzié alapkore sugardanak ismeretében tudjuk, hogy

CE5-CH, = AC - BC = ab.
Azt kell tehat megmutatni, hogy

a+b+ci ab
2 Ca+b—c

CH, =s=

Ekvivalens dtalakitasokkal a Pitagorasz-tételt is felhaszndlva latjuk, hogy valéban
teljesiil az egyenlGség:

(a+b+c)a+b—c)=(a+b)’—c=a>+b+2ab— = 2ab.

Az Ep pont inverzére ugyanez a szamitas elmondhatd, hiszen CE4 = CEp.

Tehat a g kor inverze a hozzairt kor, amely érinti az AB egyenest. Az AB &tfogd
egyenese éppen a koriilirt kor inverze, igy ezzel be is lattuk a feladat allitasat.

Fiilop Csilla (Szegedi Radndti Miklés Kisérleti Gimn., 12. évf.)
megoldasa

Osszesen 95 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 75, 3 pontot 7 versenyzé. 2 pontos 1,
1 pontos 2, 0 pontos 4 versenyz6 dolgozata. Nem versenyszerii 6 dolgozat.
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Helyesbités

1

A szeptemberi szamunkban a versenyeredmények koziil sajnalatos médon ki-
maradtak a C csapatverseny 11-12. osztalyosok eredményei. Ezt a hidnyt most
potoljuk, a késébbi megjelentetés miatt olvaséinktdl elnézést kériink.

C-jelii matematika gyakorlatok csapatversenye, 11-12. osztalyosok

1. dij: Nyer6 Paros 2.0:
Kepenyes Fanni 11. o.t. (Szolnok, Varga Katalin Gimn.);
Gulyds Janka 11. o.t. (Szolnok, Varga Katalin Gimn.) .......... 203 pont
2. dij: ITtagoraszi harmas:
Veres Benedek Zoltan 11. o.t. (Szlovakia, Révkomarom, Selye Janos
Gimn.);
Koviacs Kristof 11. o.t. (Szlovakia, Révkomdrom, Selye Jdnos Gimn.);
Slezdk Déra 11. o. t. (Szlovdkia, Révkomdarom, Selye Janos Gimn.) 201 pont

Dicséretben részesiil: 3. Virtudlis Triumviratus: 158 pont; Beke Gellért
12. o.t. (Veszprém, Lovassy Ldszl6 Gimn.); Antal Ldszlé 12. o.t. (Veszprém,
Lovassy Lészl6 Gimn.); Kémives Norbert 12. o.t. (Veszprém, Lovassy Ldszl6
Gimn.); 4. Mind1: 135 pont; Streng Mdrké 11. o.t. (Budapest, V&-
rosmajori Gimn.); Ye Zhenghao 11. o.t. (Budapest, Varosmajori Gimn.);
Chen En Lei 11. o.t. (Budapest, Teleki Blanka Gimn.); 5. Komor Kos 3.0:
98 pont; Csontos Domonkos 11. o.t. (Budapest I. Ker. Toldy Ferenc Gimn.);
Komorjai Zsigmond Ldszlé 11. o.t. (Budapest 1. Ker. Toldy Ferenc Gimn.).

Kovetkezik: 6. Bélak: 37 pont; Papdi Krisztian Ldszld 12. o.t. (Pécsi
Leéwey Klara Gimn.); Jdvor Miklos 12. o.t. (Pécsi Lebwey Kldra Gimn.);
Papp Ldszlé Gyork 12. o.t. (Pécsi Lebwey Klara Gimn.).

Rejtvények, ordoglakatok

Doboz a dobozban

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fej-
tor6t mutatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilénb6z6 kirakds
jatékok, topoldgiai feladvanyok, 6rdoglakatok és a matematikét felhaszndld bii-
vészmutatvanyok.

Manapsag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi él-
ményt az adja, ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a biivészmutatvanyok
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triikkjeit mi talaljuk ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készit-
jik el. Prébaljuk meg a feladatokat tovabbgondolni, dltalanositani, igyekezziink
4j feladatokat kitalalni.

A megoldésokat, tovabbgondolédsokat, dltaldnositasokat a
rejtveny.komal@gmail.com
cimre lehet bekiildeni. Ezek a pontversenyekbe nem szdmitanak bele, de a leg-
jobbakat — akar cikk vagy vided forméjaban — a honlapunkon vagy itt a Lapban
orommel kozoljiik.

Biivészmutatvany

Ezt a mutatvanyt tobb helyen lattam mar, nem tudom, kitél szarmazik.

A bilivész el6hiz a cilinderébdl egy kocka alaki, piros papirdobozt.

— Ldtjdatok, mi ez?
— Doboz.

— fgy van, ez eqy piros papirdoboz. De ebben a dobozban valami nagyon érdekes
dolog van. Kitalaljatok, mi az?

— Egér? Galamb? Elefant?

— Hdt, egyik sem. Ldssuk csak! — kinyitja a dobozt — A piros dobozban egy kék
papirdoboz van.

Kiveszi a pirosbdl a kék dobozt, és forgatja.

— Vajon mi lehet a kék dobozban?
— Biztos eqy ujabb doboz. Sdrga? Netdn zold? Lila?

Kinyitja a kék dobozt, és a kozonség felé forditja: iires.
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— Nincs benne semmi. Ugye, milyen érdekes?

— Azt mondtad, valami érdekes dolog lesz benne! Midta érdekes a semmi?

— Igazatok van, a kék dobozban tényleg nem wvolt semmi érdekes. Inkdbb el is
csomagolom.

Becsukja a piros dobozt, és beleteszi a kék dobozba.

— Most mar tényleg van valami érdekes dolog a kék dobozban.

Feladat: Fejtsiik meg, hogy mikodik a mutatvdny, tervezziik meg és készitsiik
el a dobozokat. De ezzel még nincs vége, a megolddst gondoljuk tovdbb: lehetséges-e
hasonlé mutatvanyt eléadni hdarom dobozzal?

A megoldast a decemberi szdmunkban kozoljiik.

Az oktéberi szimunkban kézolt feladat (pdlcika a gomblyukban) megolddsa

Kos Géza
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(784-788.) |_ J

K. 784. Helyettesitsiik be a 0-9-ig terjed6 szamjegyeket egy kivételével az alab-
bi betiik helyére tigy, hogy a kialakuld, két haromjegyi szam kiilonbségeként kapott
eredmény a lehetd legkozelebb legyen a 300-hoz:

ABC — DEF = GHJ.

Mutassuk meg, hogy a 300-t6l lehetd legkisebb kiilonbséggel eltéro eredmény csak
egyféleképpen hozhato létre. (Kiilonbozé betiik kiilonbszd szémjegyeket jelolnek.)

K. 785. Harom kereskedo, Ali, Szelim és Khafim boltjaban egy hordé olajbo-
gyt ugyanazon az dron lehetett kapni junius elején. Ali felemelte az drat 10%-kal,
majd ismét 10%-kal, majd szeptember elejére 20%-kal csokkentette. Szelim felemel-
te az drat 20%-kal, majd 10%-kal csokkentette, és szeptember elejére ismét 10%-kal
csokkentette. Khafim felemelte az drat 20%-kal, majd szeptember elejére csokken-
tette 20%-kal. Tudjuk, hogy Ali szeptember elején 4 déndrral olcsébban adott egy
hord¢ olajbogydt, mint Szelim. Mennyibe keriilt Khafim boltjaban szeptember ele-
jén egy hordé olajbogyo6?

K. 786. Jelolje X az els6 50 pozitiv egész szam négyzetének Osszegét. Adjuk
meg X segitségével az els6 50 pozitiv paros szam négyzetének Osszegét.

K/C. 787. Hény metszéspontja lehet egy konvex tizenhatszog atléinak, ha
a metszéspontok mind kiilonb6z6ek?

K/C. 788. Egy sorozatban a; =2, ap41 = ay, + 2n. Hatdrozzuk meg ajgo
értékét.

Bekiildési hatarido: 2023. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

S

A C pontversenyben kitiizétt gyakorlatok
(787-788., 1783-1787.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 787. A szovegét lasd a K feladatoknél.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/8 479



K/C. 788. A szovegét lasd a K feladatoknal.

Feladatok mindenkinek

C. 1783. Legyenek a, b, ¢, d olyan pozitiv egész szamok, amelyekre az ]%, g[
intervallum tartalmazza a 1-et. Bizonyitsuk be, hogy

a_ua +c+1 ¢
b b+d+1 d
Javasolta: Bir¢ Bdlint (Eger)

C. 1784. Az ABC derékszogi haromszog rovidebbik befogdja egységnyi hosszu-
sdgui. A derékszogil csticsbdl az AB atfogéra bocsdtott magassag a hegyesszogek
szogfelezbivel olyan ¢ és e szogeket zar be, amelyekre

p 4

e 5
Hatéarozzuk meg a haromszog szogeit és az atfogéhoz tartozd magassag hosszat.

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

C. 1785. Hatdrozzuk meg az osszes olyan (z;y) valds szampdrt, amely megol-

désa a
10 10

Y hy=4 =14
11z 7 1+ ]y

egyenletrendszernek.

(Német versenyfeladat)

Feladatok 11. évfolyamtol
C. 1786. Mennyi annak a valészintisége, hogy 6t szabalyos dobdtetraédert egy-
szerre dobva, a dobott szamok lehetnének egy 6tcstcsu fagraf fokszamai?

Javasolta: Kovdcs Bence (Szombathely)

C. 1787. Az ABC hegyesszogii haromszogben az M magassagponton keresztiil
pérhuzamost hizunk az AB oldallal, amely az AC, illetve BC oldalakat a D,
illetve E pontban metszi. Az ABC héaromszog koriilirt korének egyik atmérdje
a C(C1 szakasz. Szamitsuk ki a DEC, haromszog keriiletét, ha AB = 14.

(A Kvant nyomdn)

*

Bekiildési hatarid6: 2023. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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A B pontversenyben kitiizétt feladatok
(5342-5349.)

B. 5342. Vegyiink négy masodszomszédos egész szamot és képezziik Osszes
lehetséges modon a paronkénti szorzataikat. Mutassuk meg, hogy ezek Gsszege nem
lehet négyzetszam.

(3 pont) Javasolta: Kiss Géza (Csomor)

B. 5343. Hatarozzuk meg, hogy az
A=11-214+31 -4l 4+ ... 420211 — 2022! + 2023! és
B=(1-2+3—-4+...42021 — 2022 + 2023)!
szamok koziil melyik a nagyobb.
(3 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)
B. 5344. Anti és Bandi Balatonmariafiirdérél szeretnének az onnan 30 km-re
1évé Balatonlellére eljutni részben futva, részben biciklizve. Egyszerre indulnak,
csak egyetlen biciklijiik van. Anti 30 km/h sebességgel biciklizik és 15 km/h se-
bességgel fut. Bandi 20 km/h sebességgel biciklizik és 12 km/h sebességgel fut.
Legalébb hény percre van sziikségiik ahhoz, hogy mindketten odaérjenek? (Az 1t

soran akarhanyszor cserélhetik, ki iil a biciklin, amely az Gt barmely pontjan le is
tehetd.)

(5 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)
B. 5345. Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszogben a beirt kor és a Feuerbach-

kor koncentrikus, akkor a haromszog szabalyos.

(4 pont) Javasolta: Kiss Géza (Csomor)
B. 5346. Mely n-ekre létezik olyan n-szog, amelynek oldalai egyenlé hosszuak,

és minden oldala pontosan két masik oldalaval parhuzamos?

(5 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)
B. 5347. Igazoljuk, hogy ha egy pozitiv raciondlis r szamra r" is raciondlis,

akkor r egész.

(5 pont) Javasolta: Sandor Csaba (Budapest)

B. 5348. Legyenek b, ¢ és n nemnegativ egészek, melyekre 0 < ¢ < b — 2n tel-
jesiil. Mutassuk meg, hogy

i <2a> (b—2a) 7% (2a+c) (b—c—2a)
—\a/\n-a = a n—a )
(6 pont) Javasolta: Tdthmérész Lilla (Budapest)
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B. 5349. A P paralelepipedon minden éle legfeljebb egységnyi. Legyen X a P
egy tetszOleges pontja. Mutassuk meg, hogy van olyan csicsa P-nek, ami X-t0l
legfeljebb v/3/2 tévolsagra van.

(6 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)

Bekiildési hatarid6: 2023. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

S

| | Az A pontversenyben kitiizétt
nehezebb feladatok

(863-865.)
| - |

A. 863. Legyen adott egy n > 2 egész szam. Legfeljebb mekkora lehet N, ha
tudjuk, hogy végtelen sokféleképpen valaszthaté ki NV egymast kovetd egész szam
ugy, hogy egyiknek se legyen 1-nél nagyobb n-edik hatvany osztéja?

Javasolta: Pach Péter Pal (Budapest)

A. 864. Legyen ABC egy tetszoleges hdromszog, O pedig a koriilirt korének
a kozéppontja. Legyen D, E, illetve F' az ABC héromszog beirt korének érintési
pontja a BC, a CA, illetve az AB oldalon. Legyen M, illetve N az AB, illetve
az AC oldal felez6pontja. Legyen M’ illetve N’ az M, illetve az N tiikorképe
a DE, illetve a DF egyenesre. A CM’, illetve a BN’ egyenes a DE, illetve a DF
egyenest messe a H, illetve a J pontban.

Bizonyitandd, hogy H, J és O egy egyenesre esik.

Javasolta: Luu Dong (Vietndm)

A. 865. Keresztrejtvénynek neveziink egy fekete és fehér négyzetekbdl allo
négyzetracsot, melyben minden fehér mezéhoz taldlhatd egy 6t tartalmazd 2 x 2-es
része a tablazatnak, amely csak fehér mezokbdl all. Széonak nevezziik a tablazat
egy sordban vagy oszlopdban taldlhat6, csak fehér mezSkbél (legalabb kett6bél)
allé részét a tablazatnak, melyet mindkét végén fekete mez6 vagy a tabla széle
hatarol.

BZizonyitsuk be, hogy egy n x n-es keresztrejtvényben nem lehet tobb sz6, mint
(n+1)

—
Javasolta: Nikolai Beluhov (Bulgéria)
e

Bekiildési hatarid6: 2023. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Informatikdbdl kittizott feladatok ‘ T

1. 603. A pozitiv egész szamok kozotti szimpatia mértékét a szamok egyes részei
kozotti oszthatdsdgi kapcsolatok alapjan vizsgdljak. Két egyjegyli szam esetében
a szimpatia mértéke azon miulik, hogy a szamjegyek osztéi-e egymasnak. Példaul
a 4 és 7 esetén a szimpdatia mértéke nulla, mig 4 és 8 esetén a szimpatia mértéke 1,
de 5 és 5 esetén a szimpatia mértéke 2. Ha a szamok tobbjegytiek, akkor figyelembe
veszik az egyik szam szamjegyeinek a szam kétjegyi, haromjegyti stb. részeivel vett
oszthatdsdgat. Példaul a 6 és 349 esetén a szimpatia mértéke 1, mivel a 3 osztdja
a 6-nak, de més oszthatdsdgi kapcsolat nincs. De példaként a 36 és 120 esetében
a szimpdtia mértékét a kovetkezdé moédon kapjuk:

e a 3 és a6 osztdja a 0-nak, az 1 osztdja a 3-nak és a 6-nak, a 2 osztéja a 6-nak,
tehat a szimpatia mértéke az egyjegyii részeknél 5;

e a 3 és a6 is osztdja a 12-nek, de nem osztdja 20-nak, ezért a szimpatia mértéke
2-vel no;

e az 1 és a 2 osztdja a 36-nak, a 0 nem, ezért a szimpatia mértéke ismét 2-vel
no;

e a 3 és a6 is osztdja a 120-nak, ezért a szimpatia mértéke ismét 2-vel né.
[gy a két szdm szimpatidjdnak mértéke 5+ 2+ 2+ 2 = 11.

Ha egy tobbjegyli szamrész 0-kal kezdddik, akkor nem tekintjiik valodi szam-
résznek, tehat a 102 és 2 szdmok esetén a szimpéatia mértéke 6, mivel a 02-t nem
tekintjitk kétjegyti résznek.

Készitsiink programot i603 néven, amely a megadja a bemeneten kapott két
pozitiv egész szam szimpatidjanak mértékét.

Peélddk: Bemenet Kimenet
11 1 5
1212 24 22
10 10 8
100 10 12

Bekiildend6 egy tomoritett 1603.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithaté.

1. 604. Egy N sorbdl és M oszlopbdl allé karaktertombben hatarozzuk meg
azt a H x H karakterszamu négyzetet, amelyben a legtobb olyan betii van, amely
minden oldalszomszédjanal elébbre van az dbécében. A témb elemei kizérdlag
az angol abécé kisbettii.
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Készitsiink programot 1604 néven, amely a megadja a H x H karakterszamu
négyzet bal felsé sarkanak sor és oszlop indexét.

A program standard bemenetének els6 soraban a karaktertomb N sordanak
és M oszlopanak széma (1 < N, M < 100) és H a keresett négyzet oldalhossza
(1 < H <min(N,M)) taldlhaté. Az ezt kdveté N sorban soronként M karakter
kovetkezik.

A program a standard kimenetre irja ki a H x H karakterszamu négyzet bal
fels6 sarkdnak koordinatait. Ha tobb megoldas lenne, akkor a legkisebb sor-, azon
beliil oszlopindexii négyzetet adjuk meg.

Példa a bemenetre: Kimenet:
32

(%]

H o O 0o 0 0 O
®O P ®© T + O
Qa0 oo 0o 0 Ww
0O P QT

Hh O T O O O

Bekiildend6 egy tomoritett 1604.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentéacidja, amely megadja, hogy a forrasallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithaté.

1. 605. Adott egy 500 mm oldalhosszu négyzet alaku teriilet 1000 mm magas
kerettel koriilvéve. A teriileten létrehoztak egy felszint, amelyik sehol nem haladja
meg a keret magassdgat. A teriilet racspontjaiban pici csapagygolyot tehetiink
a feliiletre és vizsgédlhatjuk, hogy mi torténik vele. Lehet, hogy nem mozdul, de
az is lehet, hogy a kiindulasi helyérdl legurul.

A goly6 akkor marad egy racspontban, ha a helyét koriilvevé nyolc racspont
egyikében sem kisebb a felszin magassdga az aktudlisndl. A golyé akkor gurul at
valamelyik szomszéd rdcspontba, ha ott a felszin magassdga kisebb, mint az eredeti
pontban. Ha tobb iranyba is gurulhatna, akkor a legnagyobb meredek-
ségll irdnyt valasztja, vagyis azt a szomszéd mezo6t, ahol a legkisebb
magassagérték van. Ha tobb ilyen magassagi szomszéd van, akkor
a tabldzat szerint a legkisebb sorszamu szomszéd iranyt valasztja.

@»Jk‘b—\
~jow
oo U“w

Készitsiik el a golyé mozgasat szimulalo tdblazatkezel6 munkafiizetet.

1. Nyissunk meg egy iires munkafiizetet és mentsitk golyo néven a program
alapértelmezett formatuméban. Legyen a munkalap neve Terep.

2. Illessziik be a munkalapra a B2 cellatél kezdodden a tabulatorokkal tagolt,
UTF-8 kédoldsu terep.txt fajl tartalmat.

3. Gépeljiik be az Al cellaba a mintan lathaté szoveget, a minta szerint illessziik
be a sorszamokat 1-t6l 502-ig az elsé sor és oszlop megfelel6 cellaiba, majd
formézzuk meg ezeket a minta szerint.
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A | B |c|lplEe|F]|la]}
1Ty x> 1 2 3 4 5 6 §
2 1 1000 1000 1000 1000 1000 1000}
32 1000 280 280 280 280 280 ¢
43 1000 280 280 280 280 280 :
5.4 1000 280 280 280 280 280 ¢
6 5 1000 280 280 280 280 280 ¢
76 1000 280 280 280 280 280 ;

(SO POV SRS e P R NP SRS N S

4. Hozzuk létre a munkafiizetben a Mozgas nevii munkalapot, majd végezziik el
a kovetkezdket:

a.

b.

Gépeljiik be és formézzuk meg a minta szerint az elsé két sor celldit.

Allitsuk be, hogy a C1 és az E1 celldba csak 2 és 501 kozotti egész szamokat
lehessen begépelni, ha més adatot probalunk meg ezekbe a cellakba irni,
hibatiizenet figyelmeztessen.

Az A3 cellatol kezd6dben jelenjen meg a sorszam 0-tél inditva, mellettiik
a B, C és D oszlopban jelenjen meg a golyé aktuélis helyzete (x,y) és
a terep magassiga (h) ebben a rdcspontban.

A kovetkez sorban jelenjenek meg annak a szomszédos pontnak az adatai,
ahova a golyé atgurul, ha van ilyen, és maradjanak iiresek a cellak, ha
a goly6 megall.

Készitsiik fel a tablat 1000 lépés vizsgdlatara, de adatok csak addig a sorig
jelenjenek meg, amig a golyd mozog.

A B C E 3
1] Kezd&pont X 100 y 100 ;
2 lépés X y h !
30 100 100 627 ¢
41 99 99 617 :
5 |2 98 98 608 {
6 3 97 97 599 3
7 4 96 96 590 §
8 5 95 95 581 ¢
9 6 94 94 572 3
10 7 93 93 563

5. Készitsiik el a terep (400; 202) pontjara keriil§ golyé atjardl a mintdkon ldthaté
ponttipusu diagramot és grafikont.
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A golyé pozicidja a (400;202) koordinataju pontbdl indulva
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A golyé magassagcsokkenése a (400;202) koordinataja pontbdl indulva
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a. A diagramok keriiljenek a Pozicié és Magassag nevii, 1j munkalapokra.

b. Formézzuk a diagramokat a mintdk szerint. A kezdSpont és a végpont
jelolése mindketton legyen zold, illetve piros.
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Segédszamitdsokat a Mozgas munkalap E oszlopatél jobbra végezhetiink.
A megoldasban sajat fiiggvény vagy makré nem hasznélhato.

Bekiildendo egy tomoritett i605.zip allomanyban a tablazatkezeld munka-
fiizet (golyo.xlsx, golyo.ods, ...), illetve egy révid dokumentécié (golyo.txt,
golyo.pdf, ... ), amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott tabldzatkezelS neve,
verzioszama.

A megoldashoz sziikséges letolthetd dllomény: terep.txt.

1. 606. A szinhdzi kozonségszervezOk a szinhdzak jegyeladdséval és a nézék
eldadasjegy-igényeinek parositasaval foglalkoznak. Erdemes nekik a szinhdzi el6-
addsokat hirdetniiik. A nagyforgalmu drusitasi és hirdetési rendszeriiket adatbazis
hasznélataval segitik.

A feladatunk a szervezé munkajat segité hirdetési (marketing) adatbézis 1ét-
rehozéasa és a mitkodés kiprobalasahoz fiktiv adatokkal vald feltoltése. A szerve-
zo.sql allomanyt hozzuk létre, amely tartalmazza az adatbézist és a tablat 1ét-
rehozo, valamint az adatokat a tablaba besziré SQL parancsokat. Ha az elkésziilt
szervezo.sql parancsfijlt futtatjuk a lokalis SQL szerveren, akkor az az adatba-
zist, a tdblakat és az adatfelvitelt elvégzi és készen 4all a lekérdezések futtatdsara.

A feladat megolddsahoz a digitalis kultira emelt szint{i érettségin hasznalhato
XAMPP hasznélatat javasoljuk.

1. Készitsiink 1j adatbazist szervezo néven.
2. A tablak kialakitdsahoz vegyiik figyelembe az alabbi tablaleirdsokat és kapcso-

latokat:
Tdbla:
szemely (id, nev, email, fizetesimod)
id A rendelést leadd személy azonositéja (szdm), ez a kulcs.
nev A megrendeld neve (szoveg).
email A megrendeld emailcime (széveg) — nem minden esetben van
megadva.

fizetesimod A megrendeld altal rendszeresen vélasztott fizetési méd (szoveg),
értéke példaul bankkartya, atutalds, készpénz.
rendeles (id, szinhaz, datum, eloadasid, szemelyid)

id A rendelés azonositéja (szdm), ez a kulcs.
szinhaz A szinhaz neve (szoveg).
datum A rendelés iddpontja (ddtum).

eloadasid Az el6adds azonositéja (szdm).
szemelyid A rendelést leadd személy azonositéja (szam).
eloadas (id, nev, jegyar)

id Az el6adds azonositdja (szam), ez a kulcs.
cim Az eldadds cime (szoveg).
jegyar Az el8adds jegyara (egész).
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u O szerezo szemely ‘ E £ szenezo rendeles | m £ szenezo eloadas i
- -
2 id - int{11) ‘ 2 id - int{11) 2 id - int{11)

‘ & nev : varchar(50) ‘ i szinhaz : varchar(50) ‘ i cim : varchar(50)
& email : varchar(50) ‘ @ datum : date ‘ # jegyar - int(11)
‘ @ fizetesimod : varchar(EO)‘ # eloadasid : int(11)

| # szemelyid : int{11)

Az adatbdzis tartalmazza a tédbldk elsédleges kulcs és az idegen kulcsok bedl-
litasat, hogy azok helyes kapcsolatot mutassanak.

3. A tébldkban helyezziink el adatokat tetszdleges forrasbdl. Személy- és szin-
hézneveket példaul az interneten talalunk, a tobbi adatot pedig generalhatjuk.
A rekordok szama minimum 50 legyen a szemely, 25 az eloadas és 100 a rendeles
tablaban.

4. Az adatbézist a tabldkkal és az adatokkal egyiitt elkészito parancsokat mentsiik
a szervezo.sql parancsfajlba.

A kovetkez6 feladatokat megoldé SQL parancsokat rogzitsilk a lekerdeze-
sek.sql nevii allomanyban a feladatok végén zaréjelben megadott névvel. Ugyel-
jink arra, hogy a lekérdezésekben pontosan a kivant mezok szerepeljenek, felesleges
mezOot ne jelenitsiink meg.

5. Készitsiink lekérdezést, amely személyenként abécérendben felsorolja, hogy
hény szinhézi el6adés hirdetését érdemes emailben elkiildeni a megrendelonek.
A listdban a személy neve, emailcime és az elbaddsok szdma jelenjen meg.
(5Mennyiseg)

6. Adjuk meg lekérdezés segitségével, hogy melyik szinhdz melyik el6adasat
jatsszdk ketténél tobbszor az adatbazis adatai szerint. (6Sokszor)

7. Irassuk ki lekérdezés segitségével, hogy kik rendeltek jegyet a legdragabb
jegyaru eléadédsokra. A listdban minden név egyszer jelenjen meg névsorban.
(7TEvek)

8. Adjuk meg lekérdezés segitségével azoknak a nevét, akik legalabb 3 kiilonb6z6
szinhdz el6addsaira rendeltek jegyet. (8torzsvevo)

Bekiildend6 egy tomoritett 1606.zip dllomanyban a szervezo.sql parancs-
fajl és a lekerdezesek.sql nevil szoveges allomany.

%

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkezoé cimen t6lthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2023. december 15.

%
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Fizika gyakorlatok megoldasa i %

G. 818. Egy nyitott vasiti kocsi vizszintes, egyenes pdlydn halad v sebességgel.
A sinpdr kézvetlen kozelében 1évd agyuval 2v sebesséqgii lovedéket loviink ki éppen
akkor, amikor a vasiti kocsi vége az dgyu mellett halad el. A vizszinteshez képest
milyen szégben [Gje ki az dgyu a lovedékél, hogy az a vasuti kocsi végére essen?
A kilovés utdn mennyi idével esik vissza a lovedék? (A légellendlldstdl tekintsink el.)

(4 pont)

Megoldas. A 16vedék sebességének nagysiga a kilovés pillanataban 2v, vizszin-
tes komponense v,, a fliggéleges komponense pedig kozvetleniil az dgyu elsiitése
utdn legyen v,,.

A feladat szovege szerint a légellenallastol eltekinthetiink, ezért a lovedék
vizszintes iranyu sebessége allandd, és a vonat sebességével egyezik meg, vagyis
Vp = 0.

frjuk fel a l1ovedék kezddsebességére és
annak vizszintes és fiiggbleges komponensére .
a Pitagorasz-tételt: |

v+ vg = (20)%, vagyis v, = V3v.
2v
A kilovési sebesség és annak komponensei :
egy félszabdlyos hiromszog (azaz egy szabélyos _— \/§U ;
haromszog felének) oldalaiként adhaté meg (14sd v

az dbrdt).
[0}

Ennek megfelelGen a kilovésnek a vizszintes-
tél mért szége av = 60°.

Vy =V

A kilovés utan a lovedékre a nehézségi erd hat, emiatt fiiggélegesen lefelé mu-
taté g gyorsuldssal mozog. A fiiggbleges sebességkomponense egyenletesen valtozva
t/2 1d6 alatt v,-rél nullara csokken, majd tovabbi ¢/2 idé mulva, amikor a 16vedék
visszaesik a talajra, a fliggéleges iranyud sebesség —v, lesz. A lovedék mozgasanak
teljes ideje

t =2 =2v3°.
g g

Blaskovics Addm (Budapest, Csillaghegyi Alt. Isk., 8. évf.)

27 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos
(1-2 pont) 4, hibds 6, nem versenyszer(i 1 dolgozat.
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2. G. 820. Az abran lathato dramkdér mindegyik ellendl-

— lasa 6 kQ-0s, a telep fesziltsége U = 60 V. Hdnyszor tobb
hé fejlodik a legjobban melegedd ellendlldson, mint a legke-
1|:] 5 |:| 4. vésbé melegeddén?
ont
. (4 pont)
I
L
U

Megoldas. Els6 1épésként atrajzoljuk a feladatban szereploé dramkort egy job-
ban attekinthetd valtozatra (1. dbra). Tudjuk, hogy

Ry =Ry =Rs=Rs=Rs =R=06k(Q, tovabbd U=60V.

Ezen a kapcsolasi rajzon mar jol latszik, hogy Ry és Ro sorosan, az eredojiik
(tovdbbiakban R13) az Rz-mal parhuzamosan, ezek ereddje (Ri23) az Ry ellendllds-
sal szintén sorosan, és végiil az elsé négy ellendllds ereddje (R1234) az R5 ellendllassal
ismét parhuzamosan van kotve.

[ Riss4 |
@ [y
I "
1. dbra 2. dbra

Az egyes ellendlldsokon egységnyi id6 alatt fejlédd hé (vagyis a hételjesitmény)

U?
Pizfl7

ahol U; az i-edik ellendllasra juté fesziiltség. A megolddshoz (az egyes ellendlldsok
hételjesitményének ardnydhoz) tehdt elég lesz csak az ellendlldsokra juté fesziiltsé-
geket kiszamolni. Ahhoz, hogy meg tudjuk hatdrozni az egyes fesziiltségeket, egy
egyszerilibb kapcsoldstdl indulunk el (2. dbra), majd pedig onnan ,,bontjuk” tovdbb
az aramkort.

A péarhuzamosan kapcsolt Ry234 és Ry ellendllasokra jutéd Us fesziiltség meg-
egyezik a teljes U = 60 V fesziiltséggel. A kovetkezd 1épésben meghatarozzuk az 1.,
2. és 3. ellendllas ereddjét:

1 7L+i7 1 +i7 1 " 1 . 3
Rio3 _R12 R3 N Ri+ R> Rs 12 k0 6kQ  12k0O’

vagyis
Ry03 = 4 kQ.
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A 3. dbra fels6 dgédban a 60 voltos fesziiltség az ellenédlldsok nagysagaval ara-
nyosan, vagyis 4 : 6 ardnyban oszlik meg. Igy tehat

U, =36V és Uios =Ua=U,+U; =U3=24V
lesz. Mivel Ry = Ry és Uy + Uy =24 V (4. dbra), nyilvan U; = U = 12 V.

B — R

Rs R3
It It
" "
U Us =24V
3. dbra 4. dbra

Osszefoglalva az egyes ellenélldsok fesziiltsége:
Uy=U;=12V, Us3=24V, Uy =36V, U;=60V,
és a megfelelé P; = U2 /R teljesitmények:
P=P,=24mW, P3=96mW, P;=216mW é P;=0600mW.
Latjuk, hogy az 5. ellenédllas melegszik a legjobban, az 1. és 2. pedig a legke-
vésbé, és a hoteljesitmények aranya:
P, P,
=2 =95
PP
Sés Addm (Sopron, Berzsenyi D. Ev. Gimn., 10. évf.)

23 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 1, hibds 5, nem ver-
senyszerii 2 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5485. Egy szabdlyos oOtszog csu- D S
csait az oldalak mentén az &bran ldt-
haté maodon egyforma ellendllashuzalokkal
osszekotyik. Egy madsik szabdlyos 6tszog-
be az atlok mentén helyeziink el ellendllds-
huzalokat, igy azok egy otdagu csillagot ké-
peznek. (Az ellendlldshuzalok szigeteltek és csak az dtszdg csicsaiban érintkeznek.)

A B P Q

Az itszogek szomszédos csicsai kézitt mérhetd eredd ellendllds (Rap, illetve
Rpg) a két kapesoldsban ugyanakkora. Melyik kapcsoldsban és hdnyszor nagyobb
az 4tlék végpontjai kozétt mérhetd eredd (Rac, illetve Rpg) ellendllds?

(4 pont) Kozli: Bertalan Zoltdn, Békéscsaba
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Megoldas. Az ellenalldashuzalok ellendllasanak nagysagat az otszogben jeldljitk
R-rel, a csillagban: R’-vel. Az eredkre felirhato:

! L + L illetve ! L + !
—_— 4 = 1 _—= .
Rap AR R Y Rpo 3R 2R
vagyis
AR? 4 6R? 6
Rup=—> =-R é& Rpo=—v =_R
ABT R T 5 eS PQT SR T 5

Mivel Rap = Rpg, megéllapithatjuk, hogy

4 6 . R 3
5R = 5R', vagyis =5

Az atlok végpontjai kozott mérheto ellenalldsokra érvényes

1 1 1 6
_— — i R - 7R
Rac 2R + IR vagyis ac = 1,
tovabba

1 1 1

4
=%t tehdt  Rpg = -R'.
Ron R IR eha PR =3

Ennek megfeleléen a keresett ardny:

Rac gR 3
Rpq iR 2

Eger Viktéria (Budapest, ELTE Apdaczai Csere J. Gyak. Gimn., 11. évf.)

42 dolgozat érkezett. Helyes 27 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 7, hidnyos
(1-2 pont) 4, hibas 3, nem versenyszerii 1 dolgozat.

P. 5486. Az abran ldthaté dramkor alkotdelemei ide-
C alisak. Kezdetben az eqyik kondenzdtor tiltése qo, a mdsik
kondenzator toltetlen.

VUVUVUVV
~

K E
| a) Mekkora az dramerdsség mazimuma o K kapesolo

—[ zdrdsdt kovetden?
b) A kapcsold zdrdsa utdn mennyi iddvel éri el eldszor
a mazximumdt az dramerdsséqg?

(5 pont) Kozli: Kovdes Zoltdn, Kolozsvér

C
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Megoldas. a) A kapcsold zérdsét kovetben a kezdetben t6ltott kondenzétor
elkezd kisiilni, a masik kondenzator pedig kezd feltoltédni, mikézben fokozatosan
felépiil a tekercs magneses tere.

A tekercs fesziiltsége az indukciétorvény szerint
Al
=L—.
At
Amikor az dramerdsség eléri a maximumat, akkor a tekercsben indukélt fesziiltség
(1) szerint nulla lesz.

(1) U(t)

Ebben a pillanatban a kondenzatorok fesziiltsége azonos nagysagu, tehat a kon-
denzétorok toltésének nagysiga is megegyezik, mindketté +qo/2 lesz (lasd az db-
rat).

+qo +q0/2

—qo —qo/2
L L ¢ IIIlaX

—qo/2
cC Ittt

1
T o

c

A kiindulési és a maximalis dramer6sség helyzetre irjuk fel az energiamegma-
radés torvényét:
2 2
a4 _ (20/2) n (90/2)
2C 2C 2C

max?

1
—LI?
*3

ahonnan
_ 9

Lo .
o RLC

b) A két kondenzédtor (amelyek sorba vannak kapcsolva, {gy az eredd kapaci-
tasuk C" = C/2), valamint az L induktivitdsi tekercs rezgbkort alkot. A rezgdkor
periodusidejét a Thomson-képlet adja meg:

T=2nvVLC = 27('\/[1%.

Az dramerésség maximuma a periédusid6é negyede, vagyis
; T | LC
= — =T _
4 8

Klement Tamds (Pécs, Lebwey Klara Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

1d6 alatt alakul ki.

7 dolgozat érkezett. Helyes Bencz Benedek, Haldsz Henrik, Klement Tamas, Papp
Marcell Imre és Szabd Zsombor megolddsa. Kicsit hidnyos (2-3 pont) 2 dolgozat.
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P. 5489. Egy olyan téglalap alaki keretet készitet-
/;\ — tink, amelynek a hosszisdgu vizszintes oldalai merev,

egyenes, m tomegl drotszdlak, b hosszusdgu fiiggole-
b d ges oldalai pedig vékony, elhanyagolhato témegii cérna-
szalak.

A keretet az egyik drotszalndl fogva mosogatdszeres
m oldatba mdrtottuk, majd kiemeltik. A kialakulé hdrtya

mérete a kizepénél d értékre csokkent. Mekkora a folyadék feliileti fesziiltsége?
Adatok: a=5cm,b=8 cm, d =3,6 cm, m = 2,6 g.
(6 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata

Megoldas. El6szor belatjuk, hogy a cérnaszalak koriv alakdak lesznek. Ehhez
képzeljiink el a sikban egy merev keretet és benne egy zart cérnahurkot (1. dbra).
A kéken jelolt részen mososzeres oldatbdl készitett vékony hartyat hozunk létre.
(Ezt gy tehetjiik meg, hogy a merev keretet cérnaszal nélkiil a mosészeres oldatba
meritjiik, majd kiemeljiik onnan, utana a kialakult hartyara ovatosan rahelyezziik
a cérnahurkot, majd a hurok belsejében 1év6 hartyat ,kipukkasztjuk”.) A hartya
feliileti fesziiltsége széthizza a cérnahurkot, amelynek alakja a szimmetria miatt
kor lesz. A cérna egyensulyi alakja nem fiigg a hartya tdavolabbi részeitél, tehat
a feladatban szerepld elrendezésben is kor (pontosabban a kornek b hosszisdgu
darabja, vagyis koriv) lesz.

merev keret

1. dbra
Jeloljiik a folyadék feliileti fesziiltségét (vagyis a feliilet hatdrgorbéjének egy-

ségnyi hosszisdgu darabjdra haté erdt) a-val. A hértya hatdrdnak kicsiny (jé ko-
zelitéssel egyenesnek tekinthetd) Al hosszisagu szakaszdra

(1) F =2aAl
nagysagu er6t fejt ki a folyadék. (A 2-es szorzé azt veszi figyelembe, hogy a hartya-

nak két oldala van.) Ezzel az erével a cérnaszdlban kialakuls, K nagysagu hiizderdk
ereddje tart egyensilyt (2. dbra).
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Ha a kicsiny koriv nyildsszoge 2¢ (¢ < 1), gorbiileti sugara pedig R, akkor
a cérnadarab hossza

(2) Al =2p-R.

A cérnaszal végeinél hatd erdk ereddje 2K sinp ~ 2K ¢. A mechanikai egyensuly
feltétele:
2Kp =F,

ami (1) és (2) felhasznalasaval igy frhatoé:
2a0- 2R = 2K o,

vagyis

(3) K =2aR.

o
e

2. dbra 3. dbra

Vizsgaljuk meg most a 3. dbrdan lathatd helyzetben az alsé drotszal egyen-
sulydnak feltételét. A drétszal mg silyét a hozzéd kozvetleniil csatlakozé hartya
feliileti fesziiltségébdl szarmazd er6 és a drétszal végeinél hato fondlerdk fliggdleges
komponenseinek ereddje egyensiilyozza ki:

(4) mg = F + 2K cos~,

ahol v a cérnaszalak érintGjének a fiiggdlegessel bezart szoge a szalak als6 végeinél.
A koriv alaku cérnaszalak hossza az eredeti b hosszisaggal egyezik meg, tehét

(5) b=2R~.

A megadott geometriai feltétel szerint

a d
555 + R(1 — cos~),
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vagyis (5) felhasznaldsdval

a—d b
5 —R<1—0052R>.

A tavolsdgokat cm egységekben mérve a fenti egyenlet:

4
0,7=R|1—cos—
(i),

aminek numerikus megoldasa:
R~ 11,3 cm.

Felhasznélva az (1), (3) és (4) osszefiiggéseket megkapjuk a keresett feliileti fesziilt-
séget:
o= "9
~ 2a+4Rcos (b/2R)

N
~ 0,06 —
m
Bencz Benedek (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 10. évf.)

5 dolgozat érkezett. Helyes Bencz Benedek megoldasa. Hidnyos (1-3 pont) 4 dolgozat.

P. 5491. Egy adott térbeli ponttol indulo, killonbozé hajldsszogi lejtékon egy
kezddsebesség nélkil indulo, kicsiny test csuszhat le. Hol helyezkednek el térben
a lejtdk azon pontjai, amelyeknél a surloddsi hd értékei megegyeznek?

(4 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

Megoldas. A sirlédasi hé az Fy csuszasi surlédasi erd £ iton végzett munkajaval
egyezik meg. Legyen az adott P pontbdl indulé lejté hajlasszoge «, a kis test tomege
m és a csuszasi surlédési egytitthaté pu. Ekkor

Fy = pumg cos a,
vagyis a P ponttdl az 1. abran lathatéd T pontig fejlodd hé:
Q = Fys = uymgl cos a.

Vegyiik észre, hogy £ cosa éppen T-nek a P-n dtmené fiiggéleges egyenestol
mért r tavolsagaval egyezik meg, és igy

Q = pmgr, azaz r= i = allando.
pmg

A keresett T' pontok tehat egy r sugart henger paldstjara illeszkednek; a henger
sugara a P ponton atmend fiiggéleges egyenes. A kis test azonban nem juthat el

a hengerpalast tetszéleges pontjaba, hiszen ha

a < Qritikus = arctg p,
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1. dbra 2. dabra

akkor el sem indul a lejtén. A kérdéses pontok tehat azok, amelyek a P pont alatt
legalabb

Q
h = rtg Qiritikus = rp = ——
mg

mélyen helyezkednek el (lasd a 2. dbrdt).
Kis Marton Tamds (Hédmezdvasarhely, Bethlen G. Ref. Gimn., 10. évf.)

32 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldéds. Kicsit hidnyos (3 pont) 15, hidnyos
(1-2 pont) 8, hibas 1, nem versenyszer(i 1 dolgozat.

P. 5493. A James Webb trtdivcsd az ugynevezelt Lo Lagrange-pont kozelében,
a Folddel szinkronban jdrja koril a Napot. Ez a pont a Nap-Fold egyenesen, a Fold-
tél nagyjabol mdasfél millio kilométerre helyezkedik el a Foldnek a Nappal ellentétes
oldaldn, és arrdl nevezetes (a tébbi Lagrange-ponttal egyiitt), hogy az oda helyezett
testek ,tobbé-kevésbé” a Folddel egyiitt mozoguva ,helyben maradnak”. Egyszerisitett
szamoldssal mutassuk meg, hogy valoban ilyen messze van a Foldtol az Lo Lagrange-
pont!

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

Megoldas. A Nap-Fold tévolsdg D = 1,5- 10" m, a teleszkép tévolséga a Fold-
t6l legyen d. Szeretnénk belatni, hogy

1
d=15-10"m~ —D.
: M 100

Mivel a Nap M témege jelentésen (tablazati adatok szerint mintegy 1/3 millié-
szor) nagyobb, mint a Fold m tomege, ezért 4gy tekintjiik, hogy a Nap van a Fold,
illetve a teleszkop keringésének kozéppontjaban.

A Fold centripetélis gyorsuldsa a Nap hatasara

M

ai :757
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a teleszkdép centripetdlis gyorsuldsa pedig a Nap és a Fold egyiittes hatasara

M +m
ay = ——+ 1.
2 Y <D+d)2 2

Mivel a Fold D sugari palyan mozog a Nap koriil w szogsebességgel, fennall
a; = D W2
Az lrtavesd ugyanekkora szogsebességgel, de D + d sugaru palyan mozog, tehat
ay = (D + d) w?.
A fenti egyenletek Osszevetésébdl kapjuk, hogy
M M m

- + R
D3 (D+d)® d*(D+d)

amit kicsit atrendezve

(D +d)* _ m (D +d)*
D3 M a2
azaz
3d 3d* 43 m (D? 2D
(1) 1+D+D2+D3=1+M<d2+d+1)
adédik.

Mivel m < M, a Fold gravitacios hatésa kicsi a Nap mellett, emiatt D + d ~
~ D, vagyis d < D. A d/D < 1 mennyiség négyzetét és kobét (1) bal oldaldn
elhanyagolhatjuk d/D mellett. Hasonlé megfontoldssal (1) jobb oldaldn D/d > 1
miatt D/d és a zérdjelben szereplé 1l-es elhanyagolhatd (D/d)2 mellett. Ezekkel
a kozelitésekkel (1) igy {rhaté:

3d m D?
D M d’
vagyis
£ mD?
3M
tehat

3 m 1 9
= D= —D=15-10°m.
4= 1\/3n1 100 0107 m

Ez éppen a megadott érték, tehat az allitast bebizonyitottuk.
Csilling Ddniel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

38 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 15, hidnyos
(1-2 pont) 6, hibds 1, nem versenyszer(i 2 dolgozat.

498 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/8



r 2023.11.9 — 20:37 — 499. oldal — 51. lap KoMalL, 2023. november W

P. 5494. Az &bran lathaté ,kettds jojo” két egyforma, homogén
tomegeloszldsu korongbol és a rdjuk tekert fonalakbol dll.

A két testet a fonalak fiiggdleges helyzetébdl kezdbsebesség nélkiil
inditjuk el. Mennyi idd alatt tekeredik le az also korongrol a rajta lévd
80 cm hosszusdgu fonadl?

(5 pont) Példatari feladat nyoméan

Megoldas. Jeloljiik a fels6 fonalat feszité erét Fi-gyel,
az alsé fonalban hato erét Fy-vel, a korongok tomegkozép-
pontjanak gyorsuldsat ai-gyel és as-vel, a szoggyorsulasu-
kat pedig 51-gyel és Ba-vel (14sd az dbrdt). Felhasznaljuk
még, hogy az m tomegl és r sugard, homogén tomegel-

oszlasu korongok tehetetlenségi nyomatéka © = %mrz.

A korongok transzlacidés mozgasinak egyenletei:

(1) mg + Fy — F1 = may
és
(2) mg—Fg = mas.

Felirhatjuk még a forgémozgas alapegyenletét is mindkét korongra:

1
(3) Fir =03, vagyis F = Zm: rf3,
valamint

1
(4) Fyr =0p,, azaz = gm .

A korongok tomegkozéppontjanak gyorsuldsa és a korongok szoggyorsuldsa
nem fiiggetlen egymastol, hiszen a fiiggéleges fonaldarabok hosszéanak megvéltozéasa
megegyezik a letekeredo fonal hosszaval. Tetsz6leges t id6 alatt ezek a hosszisagok
a gyorsulasokkal és a szoggyorsuldsokkal kifejezve:

%ath = %(rﬂl)tQ,
illetve
%a2t2 - %altz = %(Tﬁg)tz,
ahonnan
(5) ar =rp,
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illetve
(6) az —ay =rp

kovetkezik.
A szoggyorsuldsokat (5) és (6)-bdl kifejezve és (3)-ba és (4)-be helyettesitve
kapjuk, hogy

1 1
F = §ma1, valamint F, = im(ag —ay).

Ezeket (1) és (2)-be frva a

2
3as =29+ aq és al:%
egyenletrendszert kapjuk, amelynek megolddsa
8 10
a; = —¢; as = —g.
1 1197 2 11g

Az als6 korongrdl t id6 alatt letekeredd fonal hossza

1 1 1
s = 5(1“62)152 = 5((12 — (11)152 = ﬁgt2,

/11 11-
PR e Lﬂ; ~ 0,95 s.
g 9,81 m/s

Csiszdr Andrds (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 10. évf.)

vagyis a keresett id6

13 dolgozat érkezett. Helyes Csiszdr Andrés, Fehérvari Dondt, Kis Marton Tamés,
Térnok Ede és Vigé Botond megolddsa. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos (1-2 pont)
5 dolgozat.

P. 5495. Az &branak megfelelben eqy R =
=100 Q-o0s ellenalldst, egqy L =1 mH énindukcioju
tekercset és eqy C = 10 pF kapacitasi kondenzdtort
kapcsolunk dssze. Az 1, 2, és 3-as pontok koziil ket-
tére f = 50 Hz-es szinuszos fesziiltségforrdst kapcso-
lunk. A hdrom eset kozil melyiknél fejlédik a legtobb
hé az ellendllison?

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

Megoldas. A legtobb hé akkor fejlodik az ellendlldson, amikor legnagyobb a réa
es6 ,
U
p = —eff
R
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elektromos teljesitmény. Tehat azt kell megkeresniink, mikor a legnagyobb az ellen-
allds végpontjai kozotti fesziiltség. (VAltédram miatt természetesen végig effektiv
fesziiltségrol, illetve effektiv dramerésségrol beszéliink.)

Megvizsgalva a harom kapcsolast régton latszik, hogy az 1 -3 kapcsolas esetén
az R ellenalldson a fesziiltségforras teljes fesziiltsége megjelenik. Ennél kedvez&bb
esetet nem tudunk Gsszehozni, tehat részletes szamitas nélkiil is egyértelmii, hogy
a legtobb ho ekkor fejlodik az R ellenallason, hiszen ekkor legnagyobb a ra esé
fesziiltség és egyuttal a rajta atfolyd aram erdssége is.

Vizsgdaljuk meg azért a harom kapcsolas impedanciaviszonyait.
(i) A tekercs induktiv ellenélldsa X = 2w fL = 0,314 Q.
(#4) A kondenzétor kapacitiv ellendlldsa X¢o = ﬁ = 318,31 Q.
(7i1) Végiil pedig az ohmos ellenéllds impedancidja 6nmaga: R = 100 Q.

Ezek ismeretében kiszamithatjuk az ohmos ellenallast tartalmazo ag eredd im-
pedanciajat, abbdl az dgban folyé dramertsséget és az R ellenalldsra juté fesziilt-
séget.

a) Az 1-2 kapcsolds esetén az R—C' 4g eredd impedancidja:

7y =/ R? + X2, = 333,65 Q.

Az ellendllasra juto fesziiltség.

o R
Ul = 7.U = 030U,

b) A 2-3 kapcsolds esetén az R— L dg eredd impedancidja:

Zy = \/R? + X2 = 100,0005 €,

és igy
5 R
UZ® = 7.U = 0,9999950.

¢) Az 1-3 kapcsoldsban természetesen
Uy =0

Lathato, hogy 1—3 kapcsolas esetén legnagyobb a héfejlédés, de a 2—3 kapcso-
14s nagyon megkozeliti ezt az esetet, a relativ eltérés az Uz-tel ardnyos héfejlédésben
minddssze 10~° nagysagu.

Klement Tamds (Pécs, Lebwey Klara Gimn., 10. évf.)

12 dolgozat érkezett. Helyes 5 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos
(1-3 pont) 6 dolgozat.
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P. 5497. Tekintsiik a hidrogénatom Thomson-féle atommodelljét. A hidrogén-
atom sugara kb. 50 pm.

a) Hol lehet egyensilyban az elektron?

b) Mekkora frekvencidval rezeg az elektron ezen egyensilyi helyzet koril?
A szinkép milyen tartomdnydba esik az ilyen frekvencidji fény?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

Megoldas. A ma méar meghaladott, elavultnak tekintett Thomson-modell sze-
rint a hidrogénatom egy homogén, +e¢ t6ltésii gomb, amelyben a negativ, —e toltésii
elektron ,,iszkal” (e az elemi toltést jelsli).

a) Az elektron a homogén toltésti gomb kozéppontjdndl van egyensulyban,
mert ott minden irdnyban azonos mennyiségii pozitiv toltés veszi koriil, igy ezek
vonzoereje kioltja egymast.

b) Ismert, hogy ha egy homogén tomegeloszlasi, gémb alakd bolygén elkezdiink
leasni a bolygd kozepe felé, akkor csak az ,alattunk 1évé” gémbben 1év6 anyag
gravitacios vonzasat fogjuk érezni.

A Newton-féle gravitaciés torvény és a Coulomb-torvény hasonlé szerkezete
miatt allithatjuk, hogy a Thomson-modell esetében is hasonlé a helyzet, vagyis
ha az elektron x tdvolsadgra van az R sugart atom kozéppontjatol, akkor csak egy
x sugaru gombben 16v6, Q(z) nagysdgu pozitiv toltések vonzdsat ,,érzi”. Mivel

e 4dra® a3
Q(x):@?:eﬁ,
3

az m tomegi elektronra haté eré az atom kozéppontjatol x tavolsagban:

eQ(z)  ke? .

Fol =k =5

r=D-x.

Ez az erétorvény alakilag a harmonikus rezgémozgés torvényével egyezik meg, igy
az elektron rezgésideje a Thomson-modell szerint

3 .10-31 .10-12)3
T — 277\/H: Qﬂ\/@: o | (0.1-10-31)(50- 10 2) a
D ke (9- 109)(1,6 . 10—19)

=1,40-10"16 5.

Az elektron rezgéseinek frekvenciaja

1 14
f= 7 =7,1-10" Hz.
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Az ilyen frkvenciaju fény hullaimhossza

c 3-10% m/s
A== 2T B g
F7.1-100 1)s i

ami az elektromdgneses szinkép ultraibolya (UV) tartoményaba esik.

Bocor Gergely (Pécsi LeSwey Klara Gimn., 10. évf.)
23 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldds. Hidnyos (1-3 pont) 4, hibds 3 dolgozat.

P. 5498. Egy o hajldsszogi, h magas éket konnyen gordild, az ékkel egyiitt
M témegi kocsira rogzitettink. Az €k aljan eqy m < M tomegl test nyugszik.
A kis testet ugy szeretnénk feljuttatni az €k tetejéig, hogy az éket dallando nagysagi,
vizszintes erével gyorsitjuk.

a) Legaldbb mekkora munkdt kell végezziink ekozben, ha a surlédds elhanyagol-
hato?

b) A legkisebb munkavégzés esetén mekkora erdvel hatunk az ékre és mennyi
1dd alatt emelkedik a kis test h magassagra?

Adatok: h=1m; M =1 kg; a = 30°.
(6 pont) Kozli: Holics Laszlo, Budapest

Megoldas. Jeloljiik az ékre hat6 kiils6 (vizszintes) er6t F-fel, az ék gyorsuldsét
A-val, a kis testnek az ékhez viszonyitott gyorsulasdt pedig a-val. A kis teste haté
er0k: mg nagysagu nehézségi er6, valamint az ék altal kifejtett, az ék sikjara
mer6leges, N nagysagi nyomoéerd (lasd az 1. dbrdt).

inercia-
rendszer

1. dbra

Mivel a kis test m tomege elhanyagolhat6 az ék M tomege mellett, Newton
torvénye szerint a kocsi és az ék gyorsuldsa

1) A=+

frjuk le a kis test mozgasat a talajhoz rogzitett koordindta-rendszerben. (Ez
inerciarendszer, amelyben a Newton-féle mozgasegyenlet az eredeti forméjaban
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érvényes.) A Kkis test gyorsuldsa ebben a rendszerben A és a vektori osszege. Az ék
ferde lapjanak irdnyaban N-nek nincs Osszetevije, igy a kis test mozgasegyenlete:

(2) mgsina = m(Acosa — a),
ahonnan
(3) a=Acosa — gsina.

A kis test nyilvan csak akkor juthat el az ék tetejére, ha a > 0, vagyis A > gtga.

Megjegyzés. A kis test mozgasat az ékhez rogzitett, tehat A gyorsuldssal mozgd
koordindta-rendszerben is le lehet {rni. (A feladat megolddi kivétel nélkiil ezt az utat
kovették. — A Szerk.) Ebben a rendszerben a kis test gyorsuldsa a, viszont a rd haté ne-
hézségi eré mellett figyelembe kell venniink még a —mA , tehetetlenségi erét” is (2. dbra).

gyorsulé
koordinata-
rendszer

N
a
PN
mA

O

2. dbra
A kis test mozgédsegyenlete ebben a leirdsban
mA cosa — mgsina = ma,
ami megegyezik (2)-vel.

A kis test az ékhez képest a gyorsuldssal felfelé mozogva

2s
t=1/—
a
id6 alatt tesz meg s = sigcx utat, tehat
2h
4 t=
) asina

id6 alatt jut fel a h magas ék tetejére. Ennyi id6 alatt a kiskocsi és az ék v = At
sebességre gyorsul fel, tehat

Mv? _ MA?,  Mh A?

2 2 sina  a
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mozgasi energidra tesz szert. Ez az energia jé kozelitéssel az altalunk végzett
W munkaval egyezik meg, hiszen m < M miatt a kis test mozgési- és helyzeti
energidja az ék mozgasi energidja mellett elhanyagolhato.

(1) és (3) felhasznaldsdval a munkavégzés igy is felirhato:

h F?

5 W(F) = . .
(5) (F) sina cosaa F'— Mgtga

a) A legkisebb munkavégzés kiszamitdsahoz meg kell hatdroznunk a W (F)
fiiggvény minimumat az F'= M A > Mgtga intervallumon. A szélséértéket pl.
differencidlszamitdssal, grafikus dbrézolassal vagy szdmitégépes segitséggel (lasd
a GeoGebra, avagy a WolframAlpha alkalmazdsokat) hatdrozhatjuk meg, de elemi
matematikai mddszerekkel is célhoz érhetiink. W (F) legkisebb értékének megke-
reséséhez elegend, ha (5) jobb oldaldn taldlhaté mésodik tort reciprokdnak maxi-
mumdt szamitjuk ki. Ez a kifejezés az 1/F véltozé kvadratikus fiiggvénye, aminek
maximumat teljes négyzetté alakitassal kaphatjuk meg:

F—Mgtga 1 1
— = Miwag =
1 I 1 1
=—Mgt — - < .
g ga(F 2Mgtga> +4Mgtga 4dMgtg o

A végzett munka tehét legalabb

Mgh
082 o

h 4
Wiin = ——— 4Mgtga = . ~ 52,3 J.

sin «v cos «
b) Az egyenléség akkor all fenn, ha
F=2Mgtga ~ 11,3 N.

Ekkora erd mellett a mozgds ideje (1), (3) és (4) felhasznédldsdval

1 2h
- — =~ 0,9 s.
sina \l g

t=

To6bb megoldas alapjan
14 dolgozat érkezett. Helyes Bencz Benedek, Bodré Zalan, Haldsz Henrik, a Lumity

csapat (Kurucz Kende és Vidor Nikoletta), valamint Tarnok Ede megolddsa. Kicsit
hidnyos (5 pont) 1, hidnyos (2-3 pont) 4, hibds 4 dolgozat.
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P. 5500. Egy hinta hosszu kotelei allo helyzetben legfeljebb M témegi terhet
birnak el biztonsagosan. Legfeljebb mekkora témegi ember hintdzhat rajta, ha a ma-
ximdlis kitérés eqy o hegyesszog? Eredményiinket dbrdzoljuk grafikonon!

(4 pont) Kozli: Rakovszky Andords, Budapest
Megoldas. A hinta mozgasa a matematikai inga mozgasaval kozelithets. A ko-

teleknek a fiiggblegessel bezdrt szogét jelolje ¢ (0 < |¢| < «). A koteleket feszitd
erok K Osszege p = 0-ndl lesz a legnagyobb, és a megadott feltétel szerint

(1) Kmax < Mg

Az energiamegmaradas torvénye szerint a test v sebességére a kovetkezé egyen-
let érvényes:

—mv® = mgr — mgr cos a,

2
vagyis
(2) v? = 2gr(1 — cosa),
ahol r az ingamozgas palyajanak sugara.

A hintdzé ember centripetalis gyorsuldsa a pélya legmélyebb pontjanal v2/r,
igy a mozgéasegyenlet szerint

2
v
Kax — mg = ’ITL?,

ahonnan (2) felhasznaldsdval
Kmax = mg(3 —2cos ).

Ezt (1)-be beirva
Mg = mg(3 —2cosa),

m vagyis a keresett egyenlétlenség:

- M
m< ——.
T 3_-2cosa

W=

M ] A hinta biztonsdgos hasznalatanél a hintazo
i a  ember tomege csak az dbra zolddel jeldlt tarto-
manyaba eshet.

90°

Kiss Adorjdin Timon (Kaposvar, Téancsics M. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

77 dolgozat érkezett. Helyes 36 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 15, hidnyos
(1-2 pont) 19, hibds 6, nem értékelhetd 1 dolgozat.
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Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 426. Mérjiik meg gyari miszer hasznalata nélkiil harom kiilénb6z6, a héz-
tartasban taldlhaté anyag viszkozitasdt! Példaul: étolaj, méz, mosogatdszer, mo-
torolaj, tusfiirdé stb.

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

G. 829. Kepler mésodik torvénye értelmében a Napbdl a bolygohoz hiizott ve-
zérsugar azonos idok alatt azonos teriileteket stirol. Hatarozzuk meg, hogy a Napbdl
a Foldhoz hizott vezérsugdr mésodpercenként hany km?-t sirol!

(3 pont)

G. 830. Egy vékony fali, 5 cm sugard hengeres {ivegedény fenéklapja kétszer
vastagabb, mint a paldstja. Legfeljebb milyen magas az edény, ha egy 30 fokos
lejtén a talpara allitva nem borul fel?

(A sirlédas olyan nagy, hogy az edény nem cstszik meg a lejtén.)
(4 pont)

G. 831. Vizituran dobozos vaniliafagylaltot vasaroltunk, melyet vékony falu,
kozelitoleg téglatest alaki fagylaltos dobozban drulnak. A termék cimkéjérol leol-
vashatd, hogy a tolt6tomege 1250 g és a netté térfogata 2500 ml. A doboz iiresen
81 gramm tomegi, ha sziniiltig toltjiik vizzel, 2738 grammot nyom.

A lezart, bontatlan fagylaltosdoboz ugy pottyan a vizbe, hogy a teteje néz
felfelé. Becsiiljiik meg, hogy a magassdganak hanyad részéig meriil a vizbe, és
a magasaganak hanyad részéig tolti ki a fagylalt!

(4 pont)

G. 832. Egy szabalyos haromszog alapu szoba kettd
falat siktiikor boritja. A szoba kozepén all egy lampa. Hany
képe keletkezik a ldampanak?

(4 pont)

P. 5517. Egy lejt6 felso, ¢ hosszisagi szakaszan a surlddasi egytitthato pq,
az also, lo hosszusagu szakaszan pedig po. Egy kicsiny test nulla kezd&sebességgel
indulva a lejté aljanal éppen megall. Mekkora a lejté hajlasszoge?

Adatok: €1 = 20 cm, l5 =40 cm, g = 0,1 és po = 0,2.
(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest
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4 P. 5518. Vizszintes helyzetben rogzitett, R =
=20 cm sugaru, csuszos feliiletii hengeres testre
¢ hosszusagu hajlékony, konnyt fonalat fektettiink
az dbran lathaté modon.

2m

A fondl egyik végéhez m, a masikhoz 2m tomegii,
pontszeriinek tekinthetd testet erdsitettiink. Legfeljebb
mekkora ¢ esetén lehet egyensulyban ez a rendszer?

(4 pont) Példatéri feladat nyoman

P. 5519. Dioniiszosz vizszintes talajon elhelye-
zett egymas tetején 2 egyforma, h magassagu, egyenes
henger alaku, borral kozel teletoltott hordot. Hérak-
lész tizenharmadik probajaként azt a feladatot kapja,
hogy furjon a hordok falara merdlegesen egy-egy lyu-
kat az alsé, illetve a felsé¢ hordéba, az adott hordd
aljatol mért ugyanakkora xh magassagban.

Hogyan valassza meg Héraklész a dimenziétlan
x aranyszam értékét, hogy a borsugarak foldet érési pontjai a leheté legmesszebb
keriiljenek egymastol?

(5 pont) Diirer-verseny feladata nyomén

P. 5520. A mindkét végén zart, 2¢ hosszusdgu, vizszintesen fekv6 hengert egy
vékony dugattytilap két egyenld részre oszt. Mindkét részben 100 °C homérsékleti,
100 kPa nyomédsu levegé van. Az egyik részbe annyi vizet juttatunk, hogy telitett
g6z keletkezik, mikozben a hémérsékletet 100 °C-on tartjuk.

Mennyivel mozdul el a dugattyulap és mekkora lesz mindkét részben a nyomas?

(4 pont) Példatari feladat

P. 5521. Egy féz6lapon 12 egyforma ellenélldshuzal
talalhaté, amelyek az dbrdn lathaté moédon kapcsolod-
nak egymashoz.

\ i j / Milyen a f6z0lap hételjesitményének szazalékos meg-

oszlasa az egyes huzalok kozott, ha az A és B pontok kozé
fesziiltséget kapcsolunk?

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Edrs, Budapest

508 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/8



P. 5522. Két vizszintes, parhuzamos, surlédasmentes szigetelorid egyméastol
d tavolsagra helyezkedik el. Az alsé ridon egy ¢ toltésii, m tomegl, a felsén pedig
egy —q toltési, m tomegl kicsiny szigetel6gyongy csuszik az abran lathaté médon.

—-q,m

d 0

U
—

q’m

Kezdetben a gyongyok egymastol tavol helyezkednek el, és u illetve v nagysagu
sebességgel indulnak egymas felé. Mekkora lesz a mozgds soran az egyes testek
maximélis sebessége?

(5 pont) Kozli: Németh Robert, Budapest

P. 5523. Egy szabdlyos hatszog alapteriiletli szoba ha-
rom szomszédos falat siktiikor boritja. A szoba kozepén vi-
lagit egy lampa. Hany képe keletkezik a lampanak?

(5 pont) Példatéri feladat nyoméan

P. 5524. Zart kapillaris csoben 2 higany-
oszlopot Hgl, (higany-jodid) elektrolit vizes ol-
datu cseppje valaszt el. A c¢sé belsé atméréje R
0,3 mm. A kapillaris cs6 a higanyhoz csatlako-
z6 elektrédakon keresztiil sorba van kotve egy
R = 390 kQ-os ellenallassal és egy U = 10 V-os teleppel. Mennyi id6 alatt mozdul
el az oldatcsepp egy centiméternyit? Melyik iranyba torténik ez az elmozdulas?

(4 pont) A Kvant nyomén

P. 5525. Egy r sugard, p fajlagos ellendllasi, hosszi, hengeres fémhuzalban
I er6sségii aram folyik egyenletes eloszlasban. A huzal feliileti hémérséklete allandé
To értékili. Hatarozzuk meg a huzal hémérsékletét a szimmetriatengelyén, ha ismert,
hogy a fém hévezetési tényezdje !

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbdgy

*

Bekiildési hatarid6: 2023. december 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 479): K. 784. Let us replace the
letters below with digits 0-9 (with the exception of one digit) such that the result of the
subtraction of the two 3-digit numbers is the closest possible to 300: ABC' — DEF = GHJ.
Prove that the result that has the smallest difference from 300 can only be obtained in
a unique way. (Different letters has to be replaced with different digits.) K. 785. In the
shops of three merchants Ali, Selim and Khafim a barrel of olives had the same price
at the beginning of June. Ali increased the price by 10%, then by 10% again, and then
at the beginning of September decreased the price by 20%. Selim increased the price
by 20%, then decreased it by 10%, and then at the beginning of September decreased it
by 10% again. Khafim increased the price by 20%, and then at the beginning of September
decreased it by 20%. We know that at the beginning of September Ali sold a barrel of
Olives 4 dinars cheaper than Selim. How much did a barrel of olives cost at the beginning
of September in Khafim’s shop? K. 786. Let X denote the sum of the squares of the first
50 positive integers. Express the sum of the squares of the first 50 positive even integers
in terms of X. K/C. 787. How many points of intersection can the diagonals of a convex
16-gon have, if the points of intersections are all distinct? K/C. 788. Sequence a,, satisfies
a1 =2 and an+1 = an + 2n. Find the value of a100.

New exercises for practice — competition C (see page 479): Exercises up to grade 10:
K/C. 787. See the text at Exercises K. K/C. 788. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1783. Let a, b, ¢ and d be positive integers such that the open interval
(%, g) includes 1. Prove that ¢ 3 < Ziflii < d (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1784.
The shorter leg of right triangle ABC' has length 1. The ratio of the angles ¢ and ¢
between the height from the right angle (perpendicular to hypotenuse AB) and the angle
bisectors of the acute angles is f = % Find the angles of the triangle and the length

of the height corresponding to the hypotenuse. (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1785.
[ FY=

Find all pairs (z;y) of real numbers that satisfy the system of equations 1+|x

1+|y| + 2 = 4. (German competition problem) Exercises upwards of grade 11: C. 1786. We
roll five four-sided tetrahedral dies. Find the probability that the resulting five numbers
can be the degrees of a tree on five vertices. (Proposed by B. Kowvdcs, Szombathely)
C. 1787. In acute triangle ABC we draw a parallel line through orthocenter M with side
AB, which intersects sides AC' and BC' in points D and E, respectively. Let C'C7 be the
diameter of the circumcircle of triangle ABC'. Find the perimeter of triangle DEC1, given
that AB = 14. (Inspired by Kvant)

New exercises — competition B (see page 481): B. 5342. Let us pick four consecutive
integers of the same parity, and take the products of all possible pairs. Prove that the sum
of these products cannot be a perfect square. (3 points) (Proposed by G. Kiss, Csémér)
B. 5343. Decide which one of numbers A = 1! — 2! + 3! — 4! + ... 4+ 2021! — 2022! + 2023!
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and B=(1—-2+4+3—4+...42021 — 2022+ 2023)! is the bigger. (3 points) (Proposed by
B. Hujter, Budapest) B. 5344. Anti and Bandi would like to get from Balatonmadriafiird$
to Balatonlelle, which is 30 kilometers away, partly on foot and partly by bicycle. They
start at the same time, and they only have a single bicycle. Anti’s speed by bicycle is
30 km/h, and he can run with a speed of 15 km/h. Bandi’s speed by bicycle is 20 km/h,
and he can run with a speed of 12 km/h. Find the least amount of time they need to get to
their destination in minutes. (During their trip they can swap the bicycle with each other
as many times as they want, and the bicycle can be safely left at the side of the road.)
(& points) (Proposed by P. P. Pach, Budapest) B. 5345. Prove that if the incircle and the
nine-point circle of a triangle are concentric, then the triangle is equilateral. (4 points)
(Proposed by G. Kiss, Csémor) B. 5346. For which n is it possible to find an equilateral
(all sides have the same length) n-gon such that each of its sides is parallel to exactly
two other sides? (5 points) (Proposed by B. Hujter, Budapest) B. 5347. Prove that if
r is a positive rational number, and 7" is also rational, then r is an integer. (5 points)
(Proposed by Cs. Sdndor, Budapest) B. 5348. Let b, ¢ and n be non-negative integers

satisfying 0 < ¢ < b — 2n. Prove that aio (2aa) (1:_2;1) _ aio (Za;rc) (bfnc_faza). (6 points)
(Proposed by L. Tdéthmérész, Budapest) B. 5349. The edges of parallelepiped P all have
lengths that are at most 1. Let X be an arbitrary point of P. Show that we can find
a vertex of P such that its distance from X is at most v/3/2. (6 points) (Proposed by

V. Vigh, Séndorfalva)

New problems — competition A (see page 482): A. 863. Let n > 2 be a given integer.
Find the greatest value of N, for which the following is true: there are infinitely many
ways to find N consecutive integers such that none of them has a divisor greater than 1
that is a perfect n'™ power. (Proposed by Péter Pdl Pach, Budapest) A. 864. Let ABC
be a triangle and O be its circumcenter. Let D, E and F be the respective tangent points
of the incircle of AABC, and sides BC, CA and AB. Let M and N be the respective
midpoints of sides AB and AC. Let M’ and N’ be the respective reflections of points M
and N across lines DE and DF. Let lines CM' and BN’ intersect lines DE and DF at
points H and J, respectively. Prove that the points H, J and O are collinear. (Proposed
by Luu Dong, Vietnam) A. 865. A crossword is a grid of black and white cells such that
every white cell belongs to some 2 x 2 square of white cells. A word in the crossword is
a contiguous sequence of two or more white cells in the same row or column, delimited on
each side by either a black cell or the boundary of the grid. Show that the total number

. 1)? -
of words in an n X n crossword cannot exceed (n—; ) . (Proposed by Nikola: Beluhov,
Bulgaria)

Problems in Physics
(see page 507)

M. 426. Measure the viscosity of three different materials found in your household
without using a viscosity meter. For example: cooking oil, honey, washing-up liquid, motor
oil, shower gel, etc.

G. 829. According to Kepler’s second law, the ray from the Sun to the planet will
sweep out equal areas during equal time intervals. Determine how many km? the ray from
the Sun to the Earth sweeps in each second. G. 830. The width of the material of the
base of a thin-walled cylinder-shaped glass jar with a radius of 5 cm is twice as large as
the width of its vertical wall. What is the maximum height of the jar if it does not tip
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over when placed on its base on a slope with an elevation angle of 30°7 (The friction is so
large that the pot does not slip on the slope.) G. 831. On a boat trip we bought vanilla
ice cream, which is sold in a thin-walled, roughly cuboid shape ice cream container. The
product’s label states that it contains 1250 g ice cream, which has a net volume of 2500 ml.
The empty box weighs 81 g and when filled to the top with water, it weighs 2738 g. The
sealed, unopened ice cream container is dropped into the water with the top facing up.
Estimate what fraction of its height is submerged in the water, and up to what fraction
of its height it is filled with ice cream. G. 832. Two walls of a room with an equilateral
triangle-shaped floor are covered with flat mirrors (see the figure). A lamp stands in the
centre of the room. How many images does the lamp produce?

P. 5517. The coefficient of friction on the upper part of a slope of length /1 is ui,
whilst on the lower part of the slope, having a length of /3 is p2. A small body with zero
initial velocity starts at the bottom of a slope and stops just at the bottom. What is the
angle of inclination of the slope? Data: 1 =20 cm, o = 40 cm, p1 = 0.1 and pe = 0.2.
P. 5518. A cylindrical body of radius R = 20 cm is fixed in a horizontal position. A piece
of light and flexible thread of length ¢ was laid on its slippery surface, as shown in the
figure. To one end of the thread a point-like body of mass m, whilst to the other end
another point-like body of mass 2m were attached. What can the greatest value of ¢ be, if
the system remains at rest? P. 5519. Dionysus placed 2 identical cylinder-shaped barrels,
having the same height h, on the horizontal ground, one on the top of the other (see the
figure). Both were nearly fully filled with wine. Heracles’ thirteenth task was to drill a hole
perpendicularly to the wall of each of the barrels at the same xh height measured from
the bottom of each barrel. How should Heracles choose the value of the dimensionless
factor z, in order that the impact points of the wine rays fall as far apart as possible?
P. 5520. A horizontal cylinder of length 2/ is closed at its both ends, and is divided into
two equal parts by a thin piston. Each part contains air with a temperature of 100 °C
and a pressure of 100 kPa. Into one part, enough water is ejected to produce a saturated
vapour while the temperature is kept at 100 °C. How much will the piston move and what
will be the pressure in both parts? P. 5521. A hob has 12 identical resistance wires, which
are connected as shown in the figure. What is the percentage distribution of the dissipated
power in each of the wires of the hotplate when voltage is applied across points A and B?
P. 5522. Two horizontal, parallel, frictionless insulating rods are spaced d apart. On the
lower rod a small insulating bead of charge ¢ and of mass m slides, and on the upper rod
another small insulating bead of charge —g and of mass m slides, as shown in the figure.
Initially, the beads are spaced far apart and move towards each other with velocities
of w and v, respectively. What will the maximum velocity of each bead be during the
motion? P. 5523. Three adjacent walls of a regular hexagon-shaped room are covered with
flat mirrors (see the figure). A lamp is lit in the middle of the room. How many images
does the lamp produce? P. 5524. In a closed capillary tube, there are 2 mercury columns
between which there is a drop of Hgl, (mercury iodide) electrolyte in aqueous solution.
The inner diameter of the tube is 0.3 mm. The capillary tube is connected in series with
a R =390 kS resistor and a U = 10 V battery through electrodes which are in contact
with the mercury. How long does it take for the solution drop to move 1 centimetre? In
which direction does this displacement occur? P. 5525. In a long cylindrical metal wire of
radius r and of resistivity g, a current of strength I flows in a uniform distribution. The
wire has a constant surface temperature Tp. Determine the temperature of the wire on its
axis of symmetry if it is known that the metal has a coefficient of thermal conductivity
of A.
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