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Egy kozel 110 éves érettségi feladat
4 a 150 éves Debreceni Fazekas Mihaly

|_ J Gimnazium muiltjabol

A Debreceni Fazekas Mihdly Gimnazium idén iinnepli alapitasanak 150. évfor-
duléjat. Ezt a 150 évet nem lehet roviden Gsszefoglalni, ezért az iskola torténetének
csak néhany fontos allomasat emeljiik ki.

Az 1860-as évektdl egyre erésebben meriilt fel Debrecenben az igény arra,
hogy ,.a realtudoményoknak a kor kivanalmahoz képest nagy mérvben és szép si-
kerrel mivelésnek indult mezején varosunk nagy kozéposztéllyal biré kozonségé-
nek is itt helyben, vallaskiilonbség nélkiil tér és elchaladasra alkalom nyujtassék”.
Ennek eredményeképpen az iskola 1873-ban vérosi férealtanodaként kezdte meg,
majd 1891-t4l allami férealiskolaként folytatta miikodését, 1934-et kovetben pedig
a torvényi rendelkezés értelmében gimndziumma alakult. Az 1892/93-as tanévben
keriilt sor az els6 érettségi vizsgalatokra, 1893-ban koltozott jelenlegi épiiletébe, és
1922-ben vette fel Fazekas Mihaly nevét.

A gimnazium a mai napig biiszke arra, hogy ugyan minddssze par honapon &t
és csak ideiglenes minéségben, de 1886-ban itt kezdte tandri palyafutasat Kiirschak
Jézsef, a késébbi miiegyetemi oktatd és akadémikus.

A 20. szazad elsé évtizedeiben, a foredliskoldban toltott tanari éveik alatt Ko-
valiczky Antal és Telkes (kordbban Tvergydk) Sdandor matematikai targyud cikkeket
publikdltak a Kozépiskolai Mathematikai (Matematikai és Fizikai) Lapokban, ahol
egyébként tobb tanar, esetenként didkok altal javasolt feladat is kitlizésre kertilt.

A matematikai kozosség elsGsorban a specidlis matematika tagozatos osztédlya-
irél ismeri a gimndziumot. Ez a képzés 1965-ben kezd6dstt (bar egy évvel kordbban
mér indult egy kisérletinek mondhatd, matematika—fizika tagozatos osztély), a hat
évfolyamos véltozat pedig 1992 6ta van jelen (1991-ben és 1992-ben indult egy-egy
6t évfolyamos osztdly is).

A Debreceni Allami Féresliskola egy 1914 majusabdl szirmazo, mai szemmel is
meglepo nehézségii érettségi feladataval és annak megoldasdval zarjuk megemléke-
zésiinket. Akkoriban az irdsbeli érettségin egy algebrai és egy geometriai feladatot
tliztek ki, amelyeket a tankeriileti féigazgaté jelolt ki a végzOs osztaly szaktanara
altal bekiildott javaslatok koziil.

A feladatot az eredeti megfogalmazas szerint kozoljiik:

Mi az arany az ellipszis nagy és kis tengelye kozt, ha az ellipszis és az épak-
kora teriiletii koncentrikus kor kozos pontjaihoz hiuzott érint6k altal bezart szog
tangense 3 /27

A megolddshoz helyezziik el az ellipszist és a kort a derékszogii koordinata-
rendszerben tgy, hogy a kozos kozéppontjuk az origd legyen, az ellipszis szimmet-
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riatengelyei pedig egybeessenek a koordindtatengelyekkel. Az ellipszis nagy és kis
féltengelyét jelolje a és b, a kor sugarat r.

Az ellipszis teriilete abm, a koré pedig 27, igy a feltétel szerint ab = r2.

Az ellipszis ismert paraméterezését hasznalva, legyen az ellipszis és a kor
valamelyik metszéspontjdnak helyvektora (acost,bsint), ahol ¢t € R (valdjdban elég
lenne azt feltenni, hogy ¢ € [0, 27[, de erre nem lesz sziikségiink). Ennek hossza a kor
sugaraval egyezik meg, tehat

2

a?cos®t + b2 sin? t = 2

= ab,
amib6l a trigonometrikus Pitagorasz-tétel (cos?t + sin®t = 1) felhasznalasaval ki-
szamolhaté, hogy

. a
sin’t =

2
t= .
€8 a+b’ a+b

A paraméteresen megadott gérbe egy pontjaban az érinté egy iranyvektora
a paraméterezésbol koordinatankénti derivalassal kaphato. fgy az ellipszis metszés-
pontbeli érintdjének egy irdnyvektora (—asint,bcost). A kor metszéspontbeli érin-
t6jének egyik lehetséges normalvektora megegyezik a metszéspont helyvektoraval,
ezért egy irdnyvektora (—bsint,acost).

A két irdnyvektor skaldris szorzata absin® t + abcos®t = ab. Az irdnyvektorok
hossznégyzetei pedig rendre

a 2

2 2
=a®—ab+b
cH—b+ a+b @ abt

a’sin®t + b% cos® t = a®

és b2sin? t + a2 cos? t = ab.

A két érinté altal bezart szog tangensének négyzete %, igy koszinuszanak négy-

zete 1% Az irdnyvektorok szogének koszinusznégyzete ugyanez az érték fliggetleniil
attdl, hogy az az egyenesek altal bezart szoggel megegyez6 vagy annak kiegészitd

szoge.

Ezeket felhasznalva, a skaldris szorzat definicija alapjan
2 2 2y 4
(ab)" =(a®—ab+b )abl—g,

a 14 b 13
b a
amelybdl az %—re ad6do masodfoku egyenletet megoldva kapjuk, hogy % = 4 vagy %1.
A keresett ardny tehdt 4 : 1.

Nyul Gabor
Matematikai Intézet, Debreceni Egyetem
e-mail: gnyul@science.unideb.hu
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Héttusara fel!

7 éve létezik az Erintd elektronikus matematikai lapok, célja a tudomanyos
ismeretterjesztés a matematikat érinté témakban, legyen az fizika, informatika, or-
voslas, technika, zene, torténelem vagy szépirodalom. Matematikaval kapcsolatos
hireket, interjikat, konyvajanlékat is rendszeresen lehet olvasni a negyedévente
marcius, junius, szeptember és december kézepén megjelen6 online folydiratban
(www.ematlap.hu). Az Erint6ben minden korosztaly, a matematika irdnt valame-
lyest is érdekl6do diakoktdl a felndttekig taldlhat kedvére vald cikkeket, benniik
animaciékat, videdkat is. Tandrok és tanuldk egyardnt hasznos informécidkat kap-
hatnak a Tanéra — Szakkor rovatbdl. Példaul a 2023. juniusi Erinté egyik cikke:
A Kézépiskolai Matematikai Lapok 100 éve 10 feladat tikrében. A szeptemberi
szamban megjelent: A matematika érettségi kovetelmények vdltozdsa 2024-t6l, vagy
a Kell-e nekiink figgvénytdblazat?

Idén indult egy 1j, feladatokat kitiizé rovat, a Héttusa. A KéMal olvaséi persze
boven el vannak latva feladatokkal honaprdl honapra, am nekik is érdemes lehet
ezeken a kicsit més jelleg(i problémédkon gondolkodni (és be is kiildeni azokat).

A Héttusa rovatban olyan feladatok vannak,

e amelyek megoldasara egy érdeklédo tizenévesnek hasonlé esélye van, mint egy
nyugdijas matematikatanarnak;

e amelyeken jé gondolkozni, érdekesek és tobb 1iton is megkozelithetjiik a valaszt;

e amelyek Ujabb kérdéseket inspirdlhatnak, elindulhatunk mélyebb és altalano-
sabb vizsgalatok felé.

A problémak altaldban néhany mondatban megoldhatdk, de nem sziikséges le-
irni a megoldést, elég csak a vélaszt bekiildeni a feladatban feltett kérdésre. A ver-
senyen barki részt vehet, vagy didk vagy felnétt kategéridban. A bekiildék kozott
az Erinté szerkeszt6sége jutalomkonyveket sorsol ki, illetve az éves pontverseny
végén az élmezényt jutalmazza.

Milyen feladatok voltak eddig? Nézziik az elsé forduld elsé harom feladatéat.
(Prébéljuk megvélaszolni a kérdéseket.)

1. Van-e olyan szam, amelynek pontosan tiz pozitiv osztéja van a 20-nél nem
nagyobb szamok ko6zott?

Erre a szokatlan kérdésre a bekiildék fele adott helyes valaszt. A valasz roviden,
frappansan megadhaté. A feladat felvet tjabb kérdéseket, ezt latjuk a mostani
Schweitzer versenyen, ahol ez volt a 6. feladat:

Igazoljuk, hogy minden elég nagy n természetes szam és 0 < k < n esetén
van olyan m természetes szam, hogy m-nek pontosan k osztéja van az 1,2,...,n
halmazbdl.

(A Héttusa feladata az n = 20, k = 10 esetre kereste a valaszt.)

A Héttusa verseny masodik feladata:
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2. Egy asztallapra 11 egybevagé fehér korongot helyeztiink gy, hogy a ko-
rongok kozott nincs atfedés. Igaz-e, hogy a korongokat mindig kiszinezhetjiik ugy
3 szinnel, hogy az egymassal érintkezé korongok kiilonb6z6 szintiek?

Ez a feladat volt a legnehezebb kérdés az els6 forduléban, csak 4 helyes valasz
érkezett, mig a tobbi feladat mindegyikére legalabb kétszer ennyien valaszoltak
helyesen.

Az Erint6 kovetkezd szamaban a problémardl Palvolgyi Domotor irt cikket
Ermegrcifok cimmel. Ebben elmeséli, hogyan prébélkozik a megoldassal egy mate-
matikus, akinek a kombinatorikus geometria a szakteriilete, ahova ez a kérdés éppen
tartozik. Akkor kezdett foglalkozni a feladattal, amikor tizéves lanya fél 6ran &t si-
kerteleniil rendezgette a 11 korongot. Erdekes a hattér, az érmegrafok, gyufagrafok
vilaga.

Néhany részlet az irdsabol:

»Egy ... tipikus hiba az volt, ha valaki az-
zal érvelt, hogy mivel nem lehet 4 egymast pa-
ronként érinté egységkorong, ezért nincs a graf-
ban K4, tehat haromszinezheto. ... Mindenesetre,
mivel a legtémorebb elrendezés nem hasznél, egy
olyat kell keresniink, amiben van egy kis szabadsa-
gi fokunk.

A madsik érdekesség pedig, hogy az ember ugy érzi, hogy az ilyen tipusu fel-
adatok a jatékos matematika korébe tartoznak, és nemigen vannak alkalmazasa-
ik. Legnagyobb meglepetésemre nemrég kidertilt, hogy ilyen tipusi kérdések még
a kvantummechanikaban is el6jonnek.

Tehat kis csusztatassal mondhatjuk, hogy az ilyen grafok szinezhetOségétol
fligg a fizikai valosagunk megismerhet&sége!”

A Héttusa verseny harmadik feladata:

3. Legfeljebb hany pontot lehet megadni a kocka feliiletén, ha a pontok nem
mind egy lapon fekszenek, és ezek egy szabdlyos sokszog cstcsai?

Ovatosan a vélasszal, mert a hét kitiizott feladat kozott a bekiildott j6 valaszok
szama alapjan a masodik legnehezebb feladat ez volt. Talan segit, ha felidézziik
Kolmogorov: A matematikusi hivatdsrdl c. cikkének egy mondatit (KéMalL, 1974.
november):

,Példaul mar ragyogd matematikusnak kell lenni ahhoz, hogy csukott szemmel,
abra nélkiil, vildgosan el tudjuk képzelni magunknak egy kocka feliiletének azt
a sikmetszetét, melynél a metszo sik meréleges a kocka egyik testatlojara és atmegy
annak kozéppontjan.”

Orém l4tni, hogy megoldéink kézott szamos altalanos iskolds, kozépiskolds
és egyetemista van. Megtisztel, hogy orszdgos, s6t nemzetkozi hirlti matematikus
is kiildott megolddsokat. De a bekiild6k kozott van hajdani didkolimpikon, és
olimpikonokat felkészit6, ma mar nyugdijas tanar is.

December kozepén tessziik kozzé a Héttusa harmadik forduléjanak 7 feladatat
és az el6z6 forduld megoldasait. Az 1j feladatok megoldasait 1j bekiildoktél is varjuk
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a hettusa@ematlap.hu cimen. A kordbbi feladatok és megoldédsok az Erinté 2023.
juniusi és szeptemberi szamaban és az Erint6 facebook-oldaldn™ is elolvashatok.

A KoMalL honlapjan a jovében fel fogjuk hivni a figyelmet az Erinté megjele-
nésére, és benne a Héttusa djabb forduldjara. Fiatalok és id6sebbek: Héttusara fel!

Olah Vera Roka Sandor
a KoMalL egykori f6szerkesztéje, az Abacus egykori f6szerkesztoje,
az Erint6 felel6s szerkesztdje az Erinté Héttusa rovatanak szerkesztoje

‘ % \ Gyakorl6 feladatsor

‘ emelt szintii matematika érettségire

J I. rész

1. a) Oldjuk meg a
Ig (2025 — 22) < *°%/z — 2023

egyenlOtlenséget a valds szdmok halmazén. (6 pont)
b) Oldjuk meg a
42—z  22-20

2
r—1 2—x

egyenletet a valés szdmok halmazdn. (6 pont)

2. A hires David-szobor Firenzében egy allando kiallitdson lathaté. Biztonsagi
okokbdl a szobor egy 2,3 méter magas talapzaton all. A talapzat aljatél ponto-
san 4,5 méterre taldlhaté padlékamerabdl a szobor legalsé pontja 32°-kal kisebb
emelkedési szogben latszik, mint a legfelsé pontja.

a) Hany centiméter magas a szobor? (7 pont)

Egy pénteki napon 2650 feln6tt-, és 1100 gyermekjegyet értékesitett a mizeum,
igy aznap 37 750 eur6 folyt be a jegyekbdl. Masnap 2830 feln6tt-, és 4500 gyermek-
jegyet adtak el, ezzel 50290 eurd lett az aznapi jegybevétel.

b) Szamitsuk ki egy feln6tt-, illetve egy gyermekjegy arat. (7 pont)

3. A tricium, azaz a harmas hidrogénizotép mennyiségének a fele 12,3 év alatt
bomlik el.
15

a) Mennyi id§ alatt bomlik el adott mennyiségii tricium 16 része? (3 pont)

b) Egy palack idei bor 350 szdzalékkal tobb triciumot tartalmaz, mint egy
— ugyanakkora lrtartalmi — palack ugyanolyan, mult szazadi bor. Hany éves lehet
a régebbi bor a triciumtartalma alapjdn? (8 pont)

“https://www.facebook.com/ematlap
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4. a) Tornaéran egy 12 f8s csoport medicinlabddval erésitett. Az egyik gya-
korlat soran mindenki haromszor dobott és a tandr a legnagyobb dobdas hosszat
méterben feljegyezte. A testnevel¢ megallapitotta, hogy a felirt szamok terjedel-
me 5, medidnja és médusza is 9 méter. Alsé kvartilise 8,1 méter, fels6 kvartilise
pedig 10,5 méter. Adjunk meg hdrom kiilonbozé adathalmazt, amelyre a fenti meg-
allapitasok érvényesek. (6 pont)

b) Robinak éra utdn 12 azonos méretli labdat kell két dobozba beraknia,
az egyikben 4, a masikban 8 labda fér el. A labdak koziil 7 piros, 3 kék, a tobbi
z0ld szinii. Hanyféleképpen helyezheti el a labdakat Robi, ha az azonos szinii
labdakat nem kiilonbozteti meg és dobozon beliil a labdak elhelyezkedése nem
szémit? (8 pont)

II. rész

5. Egy 28 {6s osztalyban a matematikatanar haromféleképpen mérte fel a tanu-
16k decemberi teljesitményét: videds beszamold, interaktiv feladatlap, illetve irasbeli
dolgozat formajaban. Minden tanulé részt vett legaldabb egyfajta értékelésben. Tud-
juk, hogy 15-en videdztak, ugyanennyien pedig pontosan kétfajta értékelés résztve-
v6i voltak. 16-an interaktiv feladatokat oldottak meg, 22-en pedig dolgozatot irtak.
A tanar taldlomra kivalaszt egy tanuldt, akit széban is szeretne feleltetni.

a) Mekkora a valésziniisége, hogy olyan tanulét valaszt, aki mindharom érté-

kelésben részt vett decemberben? (9 pont)
b) Az osztaly tanuldinak hany szdzaléka vett részt mindossze egyfajta értéke-
lésben? (2 pont)
¢) Legfeljebb hanyan lehetnek azok, akik csak dolgozatot irtak? (5 pont)

6. Egy 0,4 dm atmérdji tomor fémgémbot leguritottak egy golyopalyan. A tav
els6 felében 0,12 m/s, a mésodik felében 0,16 m/s dtlagsebességgel gurult a gomb.
a) Mekkora volt a gomb (a pélya teljes hosszdra vonatkozd) atlagsebessége?
(10 pont)
Ezutén a gombot megolvasztottak és anyagabdl 0,5 cm sugaru tomor gomboket
ontottek.

b) Hény darab ilyen gomb keletkezhetett az éntés sordn? (6 pont)

7. Gerg6 a 180-nal kisebb, 6-tal oszthatd természetes szamok mindegyikét
felirta egy-egy cetlire, majd a cetliket belerakta egy nagy dobozba.

a) Mennyi a cetliken szerepld szdmok osszege, illetve szorzata, ha minden
cetlire kiilonb6z6 szamot irt Gergd? (4 pont)

Gergd ocese taldlomra kivalasztott a cetlik koziil egyszerre éppen harmat.

b) Mekkora a valdszintisége, hogy legalabb két kivalasztott cetlin 10-zel oszt-
hat6 szam szerepel? (5 pont)

Ezutan Gergé visszatette az Osszes cetlit a dobozba, jol megkeverte éket, majd
véletlenszeriien kivalasztott egy cetlit, felirta a rajta 1évo szamot, majd ismét
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visszatette a dobozba. Ezt az eljarast még kétszer megismételte, tehat Osszesen
harom szamot irt fel.

¢) Mekkora a valdszintisége, hogy Gergé nem irta fel a nulla szdmjegyet?
(7 pont)
8. a) Egy kor két parhuzamos hirja 4 cm és 198 mm hosszisigi. Mekkora
lehet a koztiik 16vé tavolsag, ha a kor atméréjének hossza 20,2 cm? (8 pont)
b) Egy derékszogli haromszog kiilsd szogeinek {vmértéke — nagysdg szerint
sorba allitva — egy mértani sorozat harom, kézvetleniil egymést kovet6 tagja. Adjuk
meg a haromszog belsd szogeinek fokmértékét. (8 pont)

9. Adott a kovetkezo két halmaz:
A={zecN|2? <9} és B = {egyjegyli, pozitiv primszdmok}.

Hény olyan — egymastdl kiilonb6z6 — fiiggvény van, amelynek

a) értelmezési tartoménya az A, képhalmaza a B halmaz? (4 pont)
b) értelmezési tartoménya az A, értékkészlete a B halmaz? (4 pont)
¢) értelmezési tartoménya a B, képhalmaza az A halmaz? (4 pont)
d) értelmezési tartoménya a B, értékkészlete az A halmaz? (4 pont)

Kozma Katalin Abigél
Gyor

Megoldasvazlatok a 2023/8. szam emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. Az 8szi sziinetben a Nagy csaldd haromnapos kirdnduldst tervez. Az elsd
napon a tervezett teljes tura harmaddnal 2 km-rel tobbet tettek meg. A mdsodik
napon a maradék tav harmadandl 3 km-rel tobbet turdztak. Az utolsé napra igy
a teljes tav harmaddndl 1 km-rel kevesebb maradt hdtra.

a) Hdny kilométert tettek meg az egyes napokon? (5 pont)

A csaladot a nagyszildk is megldatogattik o hétvégén. Az autopdlydara valo
felhajtdsukat kovetden az autdjuk dltal megtett utat a mdasodpercben mért eltelt id6
() figguényében a kivetkezbképpen irhatjuk le:

2z + 0,25 22, ha 0 <z < 4,5;
flx) =
425x — 5,0625, ha 4,5 <z < 20.

b) Mennyi utat tett meg az autd a felhajtast kévetd otédik mdsodpercben, ha
f(x) azt adja meg, hogy hdnyszor 10 métert tett meg az autd? (3 pont)

¢) Igazoljuk, hogy a 2z + 0,2532 fiigguény x¢ = 4,5 abszcisszdji pontjdban a pa-
raboldhoz hiizott érintd tartalmazza az f(x) figguény linedris részét. (4 pont)
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Megoldas. a) Jeloljiik z-szel a teljes tira hosszat km-ben mérve. Megoldandé az

o3 (5 0) G =

egyenlet. Ennek megoldasa = = 30. Tehat az elsé napon 12 km-t, a masodikon és
harmadikon pedig 9 km-t tettek meg.

b) Az 5-6dik mdsodpercben megtett utat az f(5) és f(4) helyettesitési érté-
kek kiilonbségének segitségével hatarozhatjuk meg. f(5) — f(4) eredményét 10-zel
szorozva kapjuk méterben a megtett utat.

259
f(5) =4.25-5 50625 = T = &5 f(4) =2-4+025-4° =12.

A kiilénbség %, igy az 5-6dik masodpercben megtett ut 41,875 m.

¢) Az g(r) = 2z +0,2522 fiiggvény derivaltfiiggvénye ¢'(z) = 2+ 0,52. Az érin-
t6 egyenletéhez sziikséges a derivaltfiiggvény xy = 4,5 pontbeli helyettesitési értéke,
ami az érinté meredekségét adja meg:

g (45) =2+0,5-4,5 = 4,25.

Valamint kiszdmitandé a ¢(4,5) = 14,0625 helyettesitési érték. Ezek segitségével
az érint6 egyenlete
y — 14,0625 = 4,25 - (z — 4,5),

rendezve y = 4,25z — 5,0625. Ez valéban az f(x) fiiggvény linedris részével esik
egybe.

2. Egy feliil nyitott, fabol késziilt, kocka alaki asztali tolltarto kilsd élei 10,5 cm
hosszusaguak, a doboz falvastagsdga az aljan és az oldalain egyardnt 8 mm.

a) Szamitsuk ki a doboz faanyagdnak térfogatdt. (5 pont)

b) Legfeljebb milyen hosszisdgi lehet az a ceruza, amely beletehetd a tolltartdba
tgy, hogy nem 1dg ki belble? (A ceruza vastagsdgdt elhanyagoljuk.) (2 pont)

A dobozban 8 darab kék toll, 5 darab piros toll és 2 darab zold toll van, amelyek
koziil egyszerre 3-at csukott szemmel kiveszek.

¢) Mekkora a valdszinisége, hogy lesz piros toll is a kivdlasztottak kézott?
(4 pont)

Megoldés. a) Kiszdmitjuk a tomoér 105 mm élhosszisagi kocka térfogatét,
majd ebbol kivonjuk a belsd, téglatest alaku iireg térfogatat. Ennek szélessége és
hosszisdga egyarant 105 — 2 -8 = 89 mm, magassaga 105 — 8 = 97 mm. A kocka tér-
fogata 105% = 1157625 mm?>. Az iireg térfogata 892 - 97 = 768 337 mm?>. A faanyag
térfogata

1157625 — 768 337 = 389288 mm* = 389,3 cm®.

b) A leghosszabb ceruza, ami nem 16g ki a tolltartobdl olyan hosszd, mint
a téglatest alaku iireg testatldja.

I =+/892 + 892 + 972 = /25251 = 158,9 mm.
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¢) A dobozban 6sszesen 15 toll taldlhatd, amelyek koziil 3-at valasztunk ki.

Az Osszes lehetséges kivilasztasok szama (15) = 455. A komplementer eseményt

vizsgaljuk, a tolltartoban 8 + 2 = 10 olyan toll taldlhaté, amely nem piros. Ezek
koziil 3-at (130) = 120 kiil6nb6z6 médon tudunk kivalasztani. Annak a valészint-
sége, hogy lesz piros toll is a kivalasztottak kozott:

120 _ 67 = 0,7363.

PA=1-15 o

3. Az aldbbi tabldzat egy iskola tiz osztalyaban mutatja a lanyok és fuik létszd-
mat.

Osztaly | 8.A | 8B | 9.A | 9.B | 10.A | 10.B | 11.A | 11.B | 12.A | 12.B
lany 15 8 15 13 9 18 15 10 13 11
fiu 11 17 12 13 16 9 14 17 14 17

Ezekben az osztalyokban a fiik korében felmérést készitettek, hogy ki szereti
a kosarlabddt, a kézilabddt, illetve a focit, a kérdésekre mindenki vdlaszolt. Kide-
rilt, hogy a megkérdezett fiik 5%-a eqyiket sem szereti, 28-an viszont mindhdrmat
nagyon kedvelik. 103 olyan wvdlaszt taldltak az elemzéskor, amelyben legaldbb két
sportot megneveztek a fiik.

a) Hdny didk vdlaszdban szerepelt eqy vagy két sport a kedvencek kizétt?
(4 pont)
b) Hatdrozzuk meg a lanyok szdmdnak terjedelmét, dtlagdt és szordsat. (4 pont)

¢) Szamitsuk ki osztalyonként a ldnyok és fiik szama kézitti kilonbség abszolit
értékét. Készitsiink box-plot (doboz)diagramot a kapott értékek alapjdn.
(5 pont)

Megoldas. a) A fitk 6sszlétszama a tiz osztdlyban 140, koziiliikk 140 - 0,05 = 7
fia egyik sportot sem kedveli. 28-an kedvelik mindhdarom sportot. Az 1 vagy két
sportot kedvelSk szdma tehdt 140 — (7 4 28) = 75. Ezek segitségével kiszdmithato,
hogy pontosan egy sportot 140 — 7 — 75 — 28 = 30 6 jelslte meg a felmérésben. Igy
30 4+ 75 = 105 didk valaszaban szerepelt egy vagy két sport a kedvencek kozott.

b) A ldnyok szdmadanak terjedelme 18 — 8 = 10, dtlaga 12,7, szérdsa 3,002.

¢) A ldnyok és fiik szdma kozotti kiilonbség abszolit értékeit rendezziik né-
vekvé sorrendbe: 0;1;1;3;4;6;7;7;9;9. Az értékek minimuma 0, maximuma 9, me-
dianja % =5, alsé kvartilise a harmadik adat, azaz 1, fels6 kvartilise a nyolcadik

adat, azaz 7. Ezek alapjan a box-plot diagram:

Megjegyzés: Az adatsokasdg minimuma, illetve maximuma sem kiugré adat, mert
az also és fels6 kvartilistél vald eltérésiik kisebb, mint a félterjedelem masfélszerese.
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4. a) Igazoljuk, hogy a 23 + 3x% — 1 = 0 egyenletnek az % egyszeres, mig a —1

kétszeres gyoke. (4 pont)
b) Oldjuk meg a 2 cos® x + 3cos?x — 1 = 0 egyenletet a valds szdmok halmazdn.
(4 pont)
¢) Jellemezziik monotonitds és konvexitds szempontjabdl az
flz) =223 +32% -1
fiigguényt. (7 pont)

Megoldas. a) Ha az egyenletnek az % egyszeres gyoke, akkor gyoktényezds alak-
jaban szerepel az (x — %) tényezo. Ha a —1 kétszeres gyoke, akkor a gyoktényezos
alakban szerepel az (z + 1)2 tényez6. Az egyenlet féegyiitthatéjat figyelembe véve

végezziik el a
1
2 <x— 2) (z+1)

polinom zardjeleinek felbontasat, és a lehetséges Gsszevonasokat. Eredményiil kap-
juk:

(20 —1)(a® +22+1) =22 + 32 — 1.
Tehat valéban igaz az allitas.

b) Az a) feladatrész alapjin megoldand6 a cosx = %, illetve a cosz = —1
egyenlet. Az elsé egyenlet megoldasaként zq o = i% + k- 27w. A mésodik egyenletbdl
x3 =7+ k- 27w adddik, ahol k € Z. Ezek valéban megoldasai az eredeti egyenletnek.

¢) Hatdrozzuk meg az f(x) fiiggvény derivéltfiiggvényét: f/(x) = 622 + 6.
Ennek zérushelyei x; = 0és z = —1. A |—o0; —1] és a ]0; oo] intervallumokon az elsé
derivélt pozitiv el&jelll, {igy ott az f(x) figgvény szigortian monoton névekedd.
A ]—1;0[ intervallumon az els§ derivélt negativ eléjeldi, igy ott az f(x) fiiggvény

szigorian monoton csokkend.

A konvexitds megaddsihoz az f(z) fiiggvény mésodik derivéltjat vizsgédljuk:
1" (z) = 122 4+ 6. A mésodik derivalt zérushelye 2 = —%. A ] — 00; —%[ intervallu-
mon a masodik derivalt negativ eldjelll, ezért az f(x) fiiggvény konkav, a ] — %; oo[
intervallumon a mésodik derivélt pozitiv elgjelll, igy ott az f(x) fiiggvény konvex.

Megjegyzés. Az f(x) = 22 + 32% — 1 fiiggvény Y

képe:
e IN / 3

il
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II. rész

5. Egyenld szard hdromszoget készitink 56 darab 1 cm hosszu pdlcikabol azok
eltorése nélkil, majd az oldalaira kifelé négyzeteket rajzolunk, melyek teriletének
dsszege 1056 cm?.

a) Igazoljuk, hogy a hdromszdg szdrai 20 cm hosszisdguak. (6 pont)
b) Szamitsuk ki a hdromszdg beirhatd korének sugardt. (3 pont)

¢) A silypontbdl mekkora szégben ldtszik a hdromszig 16 cm-es alapja?
(4 pont)

Tekintsiik a hdromszég csucsait €s sulypontjdt, ezek mindegyikét Osszekdtve
egymdssal eqy eqyszert grdafot kapunk.

d) Van-e ebben a grdfban zdrt Euler-vonal? (3 pont)

Megoldas. a) Jeloljiik az egyenld szaru hdromszog alapjat a-val, szdrait b-vel.
fgy a haromszog keriiletére és az oldalaira kifelé rajzolt négyzetek teriiletére felir-
hatoak a kovetkez6 egyenletek:

a+ 2b = 56,
a® + 2b% = 1056.

Az elsd egyenletbdl kifejezziik az a alap értékét (a = 56 — 2b), majd a mésodik
egyenletbe behelyettesitjiik:

(56 — 2b) + 2b° = 1056,
6b% — 224b + 2080 = 0,

b1 =20; by = 3
A feladatnak f:sak by értéke adja a megoldasat, mert az 1 cm hosszi palcikdkat nem
torhetjiik el. Igy a haromszog szarainak hossza valéban 20 cm.

b) I. megoldds. A hédromszog alapja 16 cm, szdrainak hossza 20 cm. Pitagorasz
tételének segitségével kiszamithatd a haromszog magassaga:

2 — 82 =+/336 = 18,33.

A héromszog teriilete igy

16-1
- % — 146,64 cm?.
A teriiletre vonatkozé T = r - s Osszefiiggés rendezésével a beirhaté kor sugara:
14
_ 14664 5,24 cm.
28

II. megoldds. A haromszog alapon fekvé szogét kiszamitjuk az AFC derékszogl
haromszogben.

8 o
cosa—% = o =66,42°.
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A beirhaté kor O kozéppontjat a szogfelezék metszéspontja adja, ezért az AFO
derékszogli haromszoghen

tg% :g = r=28-tg33,21° = 5,24 cm.
1,

¢) A héromszég S silypontja harmadolja a silyvonalakat, ezért SF = 3

18,33 = 6,11.

Az AFS derékszogli haromszog S csucsanal 1évé szogére felirhatd, hogy
tgp = %, amib6l p = 52,63°. A silypontbdl a haromszog 16 cm hosszi alap-
ja 2¢ = 105,26° fokos szogben latszik.

d) A megadott graf mind a 4 csicsdnak fokszdma 3. Az Euler-tétel értelmé-
ben egy grafban akkor és csak akkor van zdrt Euler-vonal (vagy Euler-korvonal),
ha Osszefiiggd és minden csics paros fokszamui. Ez utobbi feltételt a feladatban
meghatarozott graf nem teljesiti, ezért nincs zart Euler-vonala.

6. Az ujfajta magyar rendszamok a latin abécé 5 magdnhangzdjat és 21 mds-
salhangzojdt, illetve a 10 szdmjegyet haszndljak a kévetkezd feltételek mellett:

— Vagy mindkét elsé betd magdnhangzo, vagy mindkét elso betd mdssalhangzo,
de nem haszndlhatéak a CS, GY, LY, NY, SZ, TY, ZS pdarositasok.
— Ezt koveti még két tetszdleges betii.

— Végil hdrom szdmjeggyel fejezddik be a rendszdm, ami nem lehet 000.
(A rendszamokra még szdmos egyéb szabdly is vonatkozik, de mi most csak eze-
ket vessziik figyelembe.)

a) Hdny szdzalékkal tébb olyan rendszam lehetséges e szabdlyok szerint, ame-
lyekben a szamokon kivil csak madssalhangzok vannak, mint amelyekben szerepel
magdnhangzo is? A valaszt egészre kerekitve adjuk meg. (6 pont)
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Elektromos autonkat egy 50 kilowatt teljesitményt toltdoszlopndl szeretnénk
feltolteni. A dijszabdsi tablazatban az olvashatd, hogy kilowattordnként 210 forintot
kell fizetniink a toltéskor. Ez az auto 15 kilowattora energiat hasznal el 100 km-es
tavolsigon. A dizelmotoros auté tizemanyag-fogyasztisa 100 km-enként 4,6 liter,
amit a benzinkuton literenként 720 forintért vdsdrolhatunk meg.

b) Hasonlitsuk dssze a két autd esetén a 140 km-es tdvolsdgi utazds energia-,
lletve tizemanyagkoltségét. Van-e olyan tdvolsdg, amikor az elektromos auto ener-
giakdltsége magasabb, mint a dizelmotoros autd tizemanyagkiltsége? (Feltételezziik,
hogy az elektromos auté veszteség nélkil fel tudja haszndlni a toltéskor kifizetett
energidt.) (4 pont)

C Az utazas alatt a gyerekek mesefil-
met néztek egy olyan tableten, melynél
a szélesség és magassag aranya 16 : 9,
képdtldjanak hossza 29 cm. A mesefilm
mdar régi, képardnya 4 : 3, ezért a tablet
két oldalan eqgy-eqy fekete sdv ldthato.

¢) A képernyd maximdlis kihasz-
ndltsaga mellett hatdrozzuk meg a fekete
Q B sdvok dssateriiletét. (6 pont)

Megoldas. a) A csak massalhangzékat tartalmazoé rendszamok elsé két betiije
2121 — 7 = 434-féle lehet. A kovetkezo két beti 21 - 21 = 441-féle lehet. Az utolsd
harom szamjegy 1000 — 1 = 999-féle lehet. Igy Gsszesen

434 - 441 - 999 = 191 202 606

csak massalhangzokat tartalmazé rendszam készitheto.

A maganhangzdkat is tartalmazé rendszamokat gy szamolhatjuk 6ssze, hogy
az Osszes lehetséges eset szamdbdl levonjuk azokat, amelyek csak méssalhangzokat
tartalmaznak. Az Osszes lehetséges eset szama:

(5-54+21-21—17)-26-26-999 = 309973 716.

Tehat 118 771 110 maganhangzét is tartalmazé rendszam készithetd.

191 202 606
118771110

ezért egészre kerekitve 61%-kal t6bb csak massalhangzot tartalmazd rendszam van.

b) Az elektromos aut6 a 140 km-es tdvolsdgon 1,4 - 15 = 21 kWh energidt hasz-
nal, amelynek energiakoltsége 21 -210 = 4410 forint. A dizelmotoros aut6 140 km-en
1,4-4,6 = 6,44 liter iizemanyagot haszndl, amelynek koltsége 6,44 - 720 = 4636,8 fo-
rint.

= 1,600,

Nincs olyan tavolsag, amikor a elektromos auté energiakoltsége magasabb,
mint a dizelmotoros auté iizemanyagkoltsége, mert x km-es tavolsag esetén az elekt-
romos auté koltsége

X
= .15-210 = 31
Tog 15210 = 3152,
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ami kevesebb, mint a dizelmotoros auto

X
L 46.720 =33.12
100 ——

iizemanyagkoltsége.

¢) Az ABCD téglalap jelenti a feladatban szerepl6 tabletet, amelynél az olda-
lak ardnya AB : BC = 16 : 9, képatléja pedig AC' =29 cm. Az ABC derékszogi
haromszogben a Pitagorasz-tételt felirva:

(162)° 4 (9z)* = 29°.

Ennek megoldésaként = = 1,58 cm addédik, ezért a tablet szélessége 25,28 cm, ma-
gassaga 14,22 cm. A tablet magassiga adja a mesefilm magassagdt, igy annak
szélessége 5+ 14,22 = 18,96 cm. A tablet teriilete 25,28 - 14,22 = 359,48 cm?, a me-

sefilm teriilete 18,96 - 14,22 = 269,61 cm?. A kiilonbség 89,87 cm?, ez adja a fekete
savok osszteriiletét.

7. Tekintstik a kovetkezd dallitdst: Ha egy szam oszthat6 3-mal és 6-tal is, akkor
oszthatd 18-cal.

a) Fogalmazzuk meg az dllitas megforditdsdt, és adjuk meg az igy kapott dllitds
logikai értékét, indokldssal eqyiitt. (3 pont)

b) Fogalmazzunk meg egy-egy olyan kijelentést, amelyek a 24-gyel vald osztha-
tosaghoz kapcsolodoan:

(i) sziikséges, de nem elégséges

(ii) elégséges, de nem sziikséges
(1i1) sziikséges és elégséges feltételt adnak meyg. (3 pont)
¢) Bizonyitsuk be, hogy a 4n® + 20n kifejezés minden pozitiv egész n esetén
oszthato 24-gyel. (5 pont)
d) Létezik-e olyan n ponti teljes grdf, amelynek 4n3 + 20n éle van? (5 pont)

Megoldas. a) A megforditds: Ha egy szdm oszthatd 18-cal, akkor oszthato
3-mal és 6-tal is. Ennek logikai értéke: igaz, mert a 18 tobbszorosei a 18 minden
osztojanak, igy a 6-nak és a 3-nak is tobbszorosei.

b) (i) A szdm oszthats 2-vel.

(73) A szam oszthato 48-cal.
(7i1) A szam oszthatd 3-mal és 8-cal.

¢) I megoldds.
4n® +20n = 24n + 4n® — 4n = 24n + 4n(n* — 1) = 24n 4+ 4(n — Dn(n + 1).

A Kkifejezés els6 tagja oszthaté 24-gyel. A mésodik tagjaban a 4-es szorzd utéan
harom egymast koveto egész szam kovetkezik, amelyek koziil legalabb az egyik
oszthaté 2-vel, pontosan egy pedig oszthatd 3-mal, igy ez a tag is oszthat6 4-2-3 =
= 24-gyel. Ezért az eredeti kifejezés is oszthatd 24-gyel, igy igazoltuk az allitast.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/9 527



11. megoldds. A bizonyitast teljes indukcid segitségével is elvégezhetjiik.

n = 1 esetén a kifejezés helyettesitési értéke 24, ezért igaz az éllitas. Tegyiik fel,
hogy n = k esetén igaz, hogy 4k> + 20k oszthaté 24-gyel. Ezt felhasznélva igazoljuk
n = k + 1l-re az allitast.

4k +1)° +20(k + 1) = 4(k> + 3k + 3k + 1) + 20k + 20 =
=4k +12k% + 12k + 4 + 20k + 20 = 4k> + 20k + 24 + 12k% + 12k =

=4k 4+ 20k + 24 + 12k(k + 1).

Az els6 két tag Osszege az indukcids feltétel miatt oszthatd 24-gyel, a harmadik
tag maga 24, az utolsé tagban szerepl6 k(k + 1) két tényezdje két egymést kovetd
pozitiv egész szam, ezért az egyik paros, igy a 12-szerese oszthatd 24-gyel. fgy
minden pozitiv egész szamra igazoltuk az allitast.

d) Az n pontu teljes graf éleinek szama @, ezért megoldandé a
—1
4n® + 20n = %

egyenlet. n-nel (n # 0) valé osztds, és rendezés utén a 8n? —n + 41 = 0 mésodfoki
egyenlet adédik, amelynek nincs valos megoldédsa. Ezért nincs olyan n pontu teljes
graf, amelynek 4n® 4 20n éle van.

8. Zsolt a nydron 6 hét alatt didkmunkdval kereste meg j telefonjanak drdt.
Az elsé héten bemelegitésként 20 érat dolgozott, majd minden héten az el6z6 hetinél
4 ordval tobbet.

a) Mennyi pénzt keresett dsszesen Zsolt, ha a munkdjdért 1790 forintot kapott
dranként? (2 pont)

A nydr végén Zsoll megnézett egy szabadtéri eléaddst, ahol a nézdtér 4 szektor-
bol allt. A két szélsé szektor elsé soraban szektoronként 20 —20 <léhely van, majd
hdtrafelé minden sorban szektoronként 3-mal tobb, a kozépsd két szektor elsé sord-
ban szektoronként 25 —25 nézd foglalhat helyet, majd minden sorban szektoronként
2-vel tobb. A sorokat elolrdl teljesen feltoltatték 3210 nézdvel (kivéve az utolsd meg-
kezdett sort).

b) Hdnyan fltek az utolsd megkezdett sorban? (5 pont)

Zsolt a telefonjara letoltotte a GeoGebra alkalmazdst és csigavonalat rajzolt
gy, hogy a koordindtarendszer origojabol indulva megrajzolt eqy 5 egység sugari
a félkorivet, amelynek dtmérdje az x-tengelyre illeszkedik. A B pontbdl folytatta
a rajzoldst a b korivvel, amelynek sugara az elsé kor sugardnak 80%-a, majd ezen
eljarast kovetve folytatta tovabb a rajzot.

¢) Hdanyadik koriv utdn lesz a csigavonal 65 egységnél hosszabb? (5 pont)

d) Melyik az a pontja a koordindtarendszernek, amelyik mindegyik félkoriv két
végpontja kozott helyezkedik el, akdarmeddig folytatja is Zsolt a rajzolgatdst?

(4 pont)
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Megoldas. a) A 6 hét alatt ledolgozott munkadrdk szdma
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| (A

Y,
R
:
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c)

20424+ --- + 40 = 180.

Igy a didkmunkdval Zsolt 180 - 1790 = 322200 forintot keresett.

b) Jeloljiik n-nel a megkezdett sorok szdmat, a széksorokban elhelyezett iiléhe-
lyek szama szamtani sorozatot alkot. A szektorokra alkalmazva a szamtani sorozat
Osszegképletét a féréhelyek szama a szélso szektorokban

n(20 420+ (n —1) - 3)
2 )

a kozépso szektorokban
n(25+25+4 (n—1)-2)
5 .

Megoldandé tehat a

Q‘n(20+20+(n—1)-3) +2.n(25+25—|—(n—1)~2)

=321
5 5 3210

egyenlet. A rendezés utdn az n? + 17n — 642 = 0 masodfoki egyenletet kapjuk,
amelynek a pozitiv gyoke n; = 18,23. (Masik gyoke negativ, ami nem lehet meg-
olddsa a feladatnak.) Tehat 18 sor teljesen megtelt minden szektorban, a 19. sort
kezdték meg feltolteni a nézék. A 18 sorban Gsszesen

5 18(40 417 - 3) n 18(50 + 17 - 2)

2- = 3150
5 5 315

néz6 szamara van iiléhely. Ezért 3210 — 3150 = 60 néz6 iilt az utolsé megkezdett
sorban.

Megjegyzés. A feladat megoldhaté egyetlen olyan szamtani sorozat segitségével is,
melynek elsé tagja a1 = 40 + 50 = 90, differencidja pedig d = 4 + 6 = 10.
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¢) A félkorivek hosszai olyan mértani sorozatot alkotnak, amelynek els6 tagja
b1 = 5w, hanyadosa 0,8. A mértani sorozat Osszegképletét hasznalva

0,8" —1
5T - 0’87—1 > 65,
0,8" < 0,172,
lg 0,172

> 1 0,172 = =—~— =
n > 08os Ig 0,8
Tehat a 8. koriv megrajzolasa utan lesz a csigavonal hosszabb, mint 65 egység.

d) A félkorivek végpontjai az a-tengelyen helyezkednek el. A keresett pont
abszcisszajat végtelen mértani sor 6sszegeként kapjuk:

10-10-0,8+10-0,8° —10-0,8" +--- .

A végtelen mértani sor hanyadosa g = —0,8, amely abszolit értékben kisebb,
mint 1, ezért a végtelen mértani sor konvergens. Osszege

10 50
S=_— " =2
1-(—08) 9

Tehat Zsolt az (%0, O) koordinataja pontba jut.

9. Tekintsiik a ky kort, amelynek egyenlete (z — 2) + (y — 2)° = 25, illetve a ky
kort, amelynek egyenlete x2 + y? — 16z — 4y + 55 = 0.

a) Igazoljuk, hogy a két korlap kizds részének teriilete egy tizedesjegyre kerekitve
10,9 teriiletegység. (8 pont)

b) Mekkora a wvaldszindisége annak, hogy ha véletlenszeriien kivdlasztunk egy
pontot a két korlap dltal osszesen lefedett részen, akkor az a két korlap kozos részébe
esik? (2 pont)

A ky korvonal dltal hatdrolt zart korlap 81 rdacspontot tartalmaz, melyek kozil
nagyon rovid iddre egy-eqy pont véletlenszeriien felvillan.

¢) Hdny felvillands utdn mondhatjuk, hogy 95%-ndl nagyobb a valdszinisége,
hogy wvolt olyan felvilland pont, amely a korvonalra esett? (6 pont)

Megoldas. a) A k; kor kozéppontja O1(2;2) sugara 1 = 5. A ko kor egyenle-
tének teljes négyzetté alakitott formaja

(z—8)°+ (y—2)* =13,
ezért kozéppontja Oo(8;2) sugara ro = v/13.

A két kozéppont tavolsaga 010 = 6. Tekintsiik az O102P haromszoget,
amelynek O; csucsandl 1évé a sz6gét és Oy csticsanal 1évo [ szogét koszinuszté-
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tel segitségével szamithatjuk ki:
(V13)? =52 +62—2-5-6- cosa,
4 (e}
cosa = 3 = o = 36,87";

52 = (V13)? + 62 —2- V136 cos 3,

2413
cosf = —— = [ =056,31°.
13
A két korlap kozos teriiletét a PQ szakasz két korszeletre osztja. Mindegyik kor-
szelet teriiletét gy hatarozzuk meg, hogy a 2aq, illetve a 25 kozéppontu korcikkek
teriiletébdl levonjuk az O PQ), illetve az O3 PQ haromszogek teriiletét.

A jobb oldali korszelet teriilete:

521 52 . sin 2«

t = 290 —
17 3600

= 4,088.

A bal oldali korszelet teriilete:

(v13)’x
360°

(\/ﬁ)2 -sin 20

tg = 5

28 — = 6,776.

Osszegiik egy tizedesjegyre kerekitve valéban 10,9 teriiletegység.

b) A két korlap altal lefedett teriilet kiszdmithat6 ugy, hogy a két kor teriile-
tének Gsszegébol levonjuk a kozos teriiletet:

5% + (V13)°1 — 10,9 = 108,48.
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A kérdésre geometriai valésziniiségi modell segitségével valaszolhatunk:

109
P= 0848 ~

¢) A megadott pontok koziil 12 esik a korvonalra. Jelolje A azt az eseményt,
hogy n felvillands utdn volt olyan pont, amely a korvonalra esett. Ennek komple-
mentere A jelenti azt az eseményt, hogy egyik felvillands sem esett a korvonalra.

A feltétel szerint P(A) < 1—0,95 = 0,05. Egy tetsz6leges felvillan6 pont esetén é—?
annak a valdszinlisége, hogy az a korvonalra illeszkedik. A felvillandsok teljesen

véletlenszeriien torténnek, ezért binomialis eloszlast hasznalhatunk.

_ 12\ 12\"

PA =(") (=) (1-=) <

“) (0) (81> ( 81) 005
69\"
(81) <0,05

Vegyiik mindkét oldal g—? alapu logaritmusat iigyelve arra, hogy ez a logaritmus-
fliggvény szigorian monoton csokkend. Mivel ebbol n > 18,68, igy legaldbb 19 fel-
villanést kell megvarni, utdna mondhatjuk, hogy 95%-ndl nagyobb a valésziniisége,
hogy volt olyan felvillan6 pont, amely a kérvonalra esett.
Jécsik Csilla
Gyor

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fej-
torét mutatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonb6z6 kirakds

jatékok, topolédgiai feladvanyok, ordoglakatok és a matematikét felhasznalé bii-
vészmutatvanyok.

Rejtvények, ordoglakatok

Koss csomot 6sszekotott kézzel!

Manapsag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi él-
ményt az adja, ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a biivészmutatvanyok
tritkkjeit mi taldljuk ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezzitk meg és készit-
jiik el. Prébaljuk meg a feladatokat tovdbbgondolni, dltaldnositani, igyekezziink
4j feladatokat kitalalni.

A megoldasokat, altalanositasokat a rejtveny.komal@gmail.com cimen
véarjuk. Ezek a pontversenyekbe nem szdmitanak bele, de a legjobbakat — akar
cikk vagy videé formajaban — a honlapunkon vagy itt a Lapban 6réommel
kozoljiik.

532 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/9



Lanc, lanc, gyereklanc

Didkrendezvények, partik gyakori feladata a kovetkez6. Kériink két énként je-
lentkezot, és mindkettonek osszekotjiik a kezeit egy-egy 1-1,5 méter hosszui zsinorral
ugy, hogy a gyerekek és zsinérok éltal alkotott hurkok at legyenek bujtatva egyma-
son, mint két lancszem. A két gyerek feladata az, hogy szabaduljanak ki — a két
lancszemet vélasszdk szét — gy, hogy a madzagot nem szabad kikotni, a zsinérnak
végig a csuklojukon kell maradnia.

A legtobb esetben a gyerekek azonnal elkezdenek dtbijni a zsinérok alatt,
folott vagy kozott, esetleg mindezt fejen allva, a k6zonség nagy deriiltségére . ..

Koss csomot!

A feladat egyszemélyes véltozata, hogy a két keziinket kotjiik Ossze egy ma-
dzaggal ugy, hogy a madzag kdzepén van egy csomé. A feladat az, hogy a madzagot
csomédzzuk ki, majd csomoézzuk vissza, ismét csak ugy, hogy a csuklonkra kotott
madzagot nem szabad kikotni.

L ) AW

A novemberi biivészmutatvany megoldasa
Az eléz6 részben bemutattunk egy piros és egy kék papirdobozt azzal a meglepd
tulajdonsaggal, hogy barmelyik dobozt bele lehetett csomagolni a mésik dobozba.

A dobozok ugyanakkordk, de nem pontosan kocka alakiak; a képeken lathaté
példanyok esetében a dobozok kiilsé fele 74 x 70 x 66, a belsd fele pedig 72 x 68 x 65
milliméter, a legrovidebbik él irdnydban lehet a két fél dobozt egymaésba cstusztatni.
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Minden papirréteg nagyjabol 1 milliméterrel csokkenti a doboz belsé méretét
(ezért is valasztottam a bels6 fél doboz magassagat 1, a két hosszabb élét 2 milli-
méterrel kisebbnek), ezért a becsukott, 74 x 70 x 66 méretii dobozba mér csak egy
koriilbeliil 70 x 66 x 64 méretii kisebb doboz férne bele.

Ha viszont a dobozt nem csukjuk be teljesen, hanem csak annyira, hogy a bels6
fél doboz 10 milliméterrel kilégjon a kiilsé félbél, akkor az eddigi legrovidebb
(66 milliméteres) él lesz a doboz leghosszabb, 76 milliméteres éle, és gy mar
— elforgatval — belefér a teljesen becsukott masik doboz.

4
E.

‘\)ﬁ

66 mm

+10 mm

66 mm

g

S

\

74 mm

Az aldbbi dbrdan lathaté hald alapjan egy Ad-es méretili kartonlapbdl a doboz
mindkét fele kivaghato és Osszeragaszthato.

68 mm 72 mm 68 mm 72 mm
& g
5 g
g 8
72 mm
74 mm ) g
2 g 5 g
5 a 5 =
B IS
S g
g g
g 8
74 mm 70 mm 74 mm 70 mm
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Harom dobozzal?

A harom dobozos valtozat nem latszik lehetségesnek ugyanakkora dobozokkal.
A megvaldsitds, amit itt mutatok, harom kiilonb6z6 méretii dobozt hasznal:

kék piros sarga
kiils6 fél doboz | 178 x 166 x 154 | 174 x 162 x 152 | 170 x 158 x 150
belsé fél doboz | 176 x 164 x 153 | 172 x 160 x 151 | 168 x 156 x 149

A dobozokat B2 (70 x 50 cm) méretii kartonlapokbdl készitettem el, a fentihez
hasonlé szabasmintdkkal.

A sarga doboz belefér a pirosba, a piros a kékbe. A kék doboz — elforgatva —
belefér a nem teljesen becsukott sdrgdba, a nem teljesen becsukott sarga belefér
a nem teljesen becsukott piros dobozba, végiil a nem teljesen becsukott piros doboz
is belefér a nem teljesen becsukott kék dobozba.

A harom doboz 6sszesen 6tféle sorrendben pakolhaté egymaésba; egyediil csak
a kék-piros—sarga eset nem lehetséges, amikor a legnagyobb van legbeliil, és a leg-
kisebb van kiviil. A mutatvany videéfelvétele megtekinthet6 ezen a cimen:

https://youtu.be/_ReYQUWp4aM

Koés Géza

C gyakorlat megoldasa

C. 1740. Az ABCD paralelogramma CD oldaldn felvessziik a P belsé pontot,
a CD-vel pdarhuzamos AB oldalon a @Q belsé pontot. A PA és QD szakaszok
metszéspontja M, a PB és QC szakaszok metszéspontja N.

Tegyiik fel, hogy MN }f AB, és MN a CD egyenesét az X, AB egyenesét az’Y
pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy DX = BY .

(Amerikai versenyfeladat)
I. megoldas. Legyen az ABC D paralelogramma AB és C'D oldalanak hossza a,

valamint legyen DX = z, illetve BY = y. Azt kell bizonyitanunk, hogy = y. Ehhez
tekintsiik az 1. dabradt.
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1. dbra

A feltételekbdl kovetkezik, hogy az M és az N metszéspontok mindig 1étre-
jonnek, és minden lehetséges esetben kiilonboznek is egymastdl, igy a P, @) pontok
béarmely, a feltételnek megfelel6 elhelyezése esetén az M N egyenes is mindig 1étezik
és mivel MN J AB, ezért az X, Y metszéspontok is létrejonnek.

Az AQPD és CPQB négyszogek trapézok, atléik metszéspontja M, illetve N.

A trapéz atléinak metszéspontja az atlokat a parhuzamos oldalak aranyaban
osztja, ezért az AQPD trapézban

1) =2
MA  AQ’
a CPQ@B trapézban pedig

CN _CP_a-PD
NQ BQ  BQ

(2)

Az AB és CD egyenesek parhuzamossaga miatt az X M P és Y M A haromszogek
megfeleld szogei egyenldk, ezért a két hdromszog hasonld, és igy az (1) egyenlet
felhasznaldsaval

PM _PD _a+PD

) MATAQ aty

Hasonlé médon ldthatjuk be, hogy az XNC és Y N@Q haromszogek is hasonlok,
ezért (2) szerint

CN_ CP_a—PD_ a+x

@) NQ BQ  BQ  y+BQ

A miiveletek elvégzésével és rendezéssel a (3) egyenletbdl azt kapjuk, hogy
(5) x-AQ+ PD-AQ = PD-a+ PD -y,
a (4) egyenletbdl pedig azt, hogy

(6) x-BQ+PD-BQ=y-a—PD-y.
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Az (5) és (6) egyenletek megfelel oldalait dsszeadva és figyelembe véve, hogy
AQ + BQ = a, adédik az

r-a+PD-a=vy-a+ PD-a

egyenlGség, ahonnan rendezés, és a pozitiv a szadmmal valdé osztds utan z =y
kovetkezik, amit bizonyitani akartunk.

A KéMalL honlapon ldthato megoldads

Megjegyzések. 1. Jeloljiikk az ABC D paralelogramma atléinak metszéspontjat K-val.
Ekkor kénnyen bizonyithaté, hogy az X DK és Y BK héaromszogek egybevagdk, ezért
az X, K, Y pontok egy egyenesre illeszkednek. Ez azt is jelenti, hogy az M N egyenes
athalad a paralelogramma K szimmetriakozéppontjan.

2. Az a megéllapitas, hogy az M N egyenes dthalad a paralelogramma kézéppontjén,
a KoMaL-ban 2006 majusaban kitlizott B. 3914. szdmu feladat dllitdsa. Ezt hasznélta fel
megoldédsdban Kerekes Andrds (Szeged, Radnéti Mikls Kis. Gimn., 9. évf.).

3. A feladat megolddsa lényegesen
egyszerisithetd a Papposz—Pascal-tétel se-
gitségével. A tétel kimondja:

Ha Ai, As, A3 egy egyenesnek és B,
Ba, Bs egy masik egyenesnek a két egyenes
kozos pontjatol kiilonbozé harom-harom
pontja, akkor az A B2 és Az B; egyenesek,
tovdbba az AsBs és As3Bs egyenesek, il-
letve az A3 B1 és A1 B3 egyenesek metszés-
pontjai egy egyenesen vannak (2. dbra).

Ha az A, A2, As pontokat tartalma-
z6 egyenes és a By, B2, B3 pontokat tar-

2. dbra

talmazé egyenes parhuzamos (ekkor az egyenesek K-val jelslt kozos pontja idedlis pont),
tovabbd A1 As = B1Bs, akkor A A3 Bs B paralelogramma.

Ekkor az Ay = A, As =B, B3 =C, Bi1 =D és By =P, Ay = (Q valasztassal azt
kapjuk, hogy a PA és QD egyenesek M, illetve a PB és QC egyenesek N metszéspont-
ja ugyanarra az egyenesre illeszkedik, mint az AC és BD egyenesek O metszéspontja.
Az O pont azonban éppen az ABC D paralelogramma kézéppontja.

Az MN egyenes tehat athalad a paralelogramma O szimmetriacentrumén, ezért
az M N egyenesnek a CD, illetve AB egyenesekkel valé X, illetve Y metszéspontjai
is szimmetrikusan helyezkednek el az O pontra nézve. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy
DX = BY.

(A Papposz—Pascal-tétel és bizonyitdsa megtaldlhaté példdul Hajds Gydrgy: Beveze-
tés a geometridba cimii egyetemi tankonyvében a 451. oldalon.)

II. megoldas. A feladat feltételei miatt az X és Y metszéspontok mindig
létrejonnek. Legyen a 3. dbrdn DX = x és BY =y, tovdbbd AQ =a, BQ =10
és CP =c¢, DP = d, valamint az M pontnak az AB, illetve C'D egyenestol mért
tavolsaga myq, illetve mo, az N pontnak pedig ezen két egyenestdl vald tavolsdga
legyen mg, illetve my.

Az AQM és PDM haromszogek, illetve az AY M és PXM haromszogek
megfelel6 szogei az AB és C'D egyenesek parhuzamossdga miatt egyenlék, ezért
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3. dbra

az AQM és PDM, illetve AY M és PXM héromszogek hasonlék. Ezért a meg-
felel6 oldalak, illetve a megfeleld oldalakhoz tartozé magassagok ardnya a két-két
haromszogben egyenlo, azaz

(1)

mi _ a mi _ a+b+ty

mg_g7 my  d+z

Az (1) osszefiiggésbol azonnal kovetkezik, hogy

a a+b+y

d d+z
ahonnan a miiveletek elvégzése és rendezés utan kapjuk, hogy
(2) ax = bd + yd.

Hasonléan egyszertien lathatjuk be, hogy a BQN és C' PN haromszogek, illetve
a QY N és CX N haromszogek hasonldk, igy

ms b ms b+y
(3) o — =i
4 C my c+d+zx
ebbdl pedig
Q_ b+y
¢ cH+d+zx

kovetkezik. A kapott egyenletben a nevezokkel vald szorzés és rendezés utan adddik,
hogy

(4) br = cy — bd.

Osszeadva a (2) és (4) egyenletek megfelels oldalait, azt kapjuk, hogy

(5) z(a+b) = y(c+d).

Mivel AB=a+b és CD = ¢+ d, illetve a paralelogramma szemkozti oldalainak

hossza egyenlo, ezért nyilvanvald, hogy a + b = ¢+ d.

Igy az (5) egyenlet mindkét oldalét az a + b = ¢+ d tényezdvel osztva az © =y
egyenl6séghez jutunk, és ez éppen a feladat allitasa.

Keszthelyi Eszter (Hong Kong, Li Po Chun United World College, 11. évf.)
dolgozata alapjan
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II1. megoldas. Az altaldnossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy
AB=CD =1.

Legyen az A(Q) szakasz hossza x, a C'P szakasz hossza y, ezzel BQ =1—x és
DP =1-—y, a feltételek miatt BQ > 0 és DP > 0. Legyen tovdbbd a paralelog-
ramma atléinak metszéspontja K. Bizonyitani fogjuk, hogy az M, K, N pontok
egy egyenesen vannak.

Rajzoljunk vektorokat a K pontbdl az A, B, C, D, illetve P, Q, M, N
pontokba. A vektorokat a pontoknak megfelel kisbetiivel jeloljiik a 4. dbra szerint.

D 1-y P y C

Ismeretes, hogy

2 BQ _, AQ -

= a + b y
AQ + BQ AQ+ BQ
tehat az abra jeloléseivel
_)
(1) T=0-z)d+xzb.

Hasonléképpen
7 DP L CcP
= c
CP+DP CP+DP

alapjan azt kapjuk, hogy

2) F=0-y7+yd.
A tovébbiakban az (1) és (2) oOsszefiiggések segitségével kifejezziik az m és
vektorokat.

AQ és DP péarhuzamossaga miatt az AQM és PDM haromszogek megfelel6
szogei egyenldk, tehat a két haromszog hasonld, ezért teljesiil, hogy

o

QM  x
DM 1—vy’
ebbol pedig kovetkezik, hogy
(3) QM _ T DM 11—y
DM +QM z+1—y’ DM +QM z+1—y
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Hasonléan allapithatjuk meg, hogy a BQN és a PC'N héromszogek hasonlok, ezért

BN 1-u
PN oy’
igy
) BN 1z PN B Y
BN +PN 1—z+y’ BN +PN 1—-xz+y

%
Az m vektort kifejezhetjiik a 7 és 7, az 1 vektort pedig a ? és b vekto-
rokkal:

DM 7 QM

DM+ QM DM + QM
illetve

- —

" BN+PN7+BN+PNb

Ebbél (3) és (4) alapjdn azt kapjuk, hogy

G) WY gy G o lTT 5. v

r+1—y r+1—y 1—2+y 1—2+y

Az (5) vektoregyenletekbdl (1) és (2) felhasznélasaval két tjabb vektoregyenletet
kapunk, amelyekben még azt is figyelembe vessziik, hogy a paralelogramma tulaj-

_)
donsagai miatt d és ?, illetve b és 7 ellentett vektorok, azaz 7 = —7, illetve

b =-d.

A miuveletek elvégzésével és rendezéssel el6bb

_(0-20-y Yy —_ (U-2)0-y -  ay
z+1l—y r+l—y l—z+y l—z+4+y
majd
(6) (x+1—y) f:vyj (1—2)(1—y)d,
és
(7) (1—ax4+y)7 +xy7 ~(1-2)1-y)d

A (6) és (7) vektoregyenletek megfeleld oldalainak osszeaddsaval és rendezéssel
adddik, hogy

1 —
Mo 1T TtYo
z+1—-y

Ez azt jelenti, hogy a két vektor egymasnak valds szamszorosa, tehat a vektorok
parhuzamosak egymaéssal és a negativ el6jel miatt ellentétes iranyuak.

Ugyanakkor a két vektor kezdOpontja kozos, ezért a vektorok M, N végpontjai
és a K kezd6pont valéban egy egyenesen vannak.
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Tekintsiik most az 5. dbrdt, amelyen megrajzoltuk az M N egyenest és a feladat
szovegében szereplé X, Y pontokat és a paralelogramma BD atldjat.

X D P C

5. abra

A KDX és KBY haromszogek KD és KB, illetve KX és KY oldaldnak
egyenesei kozosek, DX és BY pedig parhuzamosak, ezért a két haromszog megfelel6
szogei egyenlok. Ugyanakkor a paralelogramma szimmetridja miatt az egymasnak
megfelel6 KD és KB oldalak hossza egyenld, tehat a K DX és K BY haromszogek
egybevagok.

Ebb6l azonnal kévetkezik, hogy DX = BY, ez pedig éppen a feladat allitasa.

Megjegyzés. A M N }f AB feltétel miatt az X, Y metszéspontok mindig létrejonnek.

Szabd Donat (Miskole, Herman Otté Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. A fenti koordindta-geometriai megoldds nem részletezett minden szdmi-
tési 1épést, példdul azokat, amelyek alapjan eljuthatunk az (1)—(2) egyenletek segitségével
a (3), illetve a (4)—(5) egyenletek felhasznaldsdval a (6) Osszefiiggésekig. Nem vizsgdlta
tovdbbd azt sem, hogy a (3), (6), illetve (7) alatti tortek nevezdje milyen feltételek mellett
lehet nulla.

Egy minden részletre kiterjedo, teljes megoldasnak ezeket a lépéseket is tartalmaz-
nia kell.

Osszesen 82 dolgozat érkezett. 5 pontos 13, 4 pontos 3, 3 pontos 5, 2 pontos 11 dolgo-
zat. 1 pontot 31, 0 pontot 4 versenyzé kapott. Nem versenyszerii: 7 dolgozat. Egy versenyzo
pontszamét adathidny miatt nem szamitottuk bele a pontversenybe.

Megjegyzések (a javitds és az azt kivetd feliljavitds utdn).

a) A dolgozatokban tobbféle kisebb-nagyobb hiba eléfordult. Az egyik leggyakoribb
hiba az volt, hogy indokléas, illetve ismert tételre vagy feladatra valé hivatkozéas nélkiil
kijelentették, majd felhasznaltédk, hogy az M N egyenes dtmegy a paralelogramma szim-
metriakozéppontjan.

b) Tobb versenyz6 elvi hibét kovetett el, amikor az M N egyenesnek az AD, illetve BC'
szakaszokkal valé metszéspontjait I-vel, illetve H-val jelolve megmutatta, hogy az ABH I
és C'DIH négyszogek szogei egyenlék, majd a kozos IH oldal miatt egybevdgdknak is
nevezte azokat. Néhany versenyzo a szogek egyenléségének megallapitdsa utan hasonlénak
nevezte a két négyszoget, ez is nyilvanvalé elvi hiba.

c) Egy versenyz6 a megoldds leirdsdhoz nem mellékelt rajzot, & a Versenykiirds
értelmében 0 pontot kapott. Egy versenyz6 nem a feladat szdvegének megfeleld dbrat
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készitett, mert a P, @ pontokat nem a CD, illetve AB oldalon vette fel, igy lényegében
nem a feladat megolddsdval prébalkozott.
d) Hét megoldé munkdja a ,Nem versenyszerii” mindsitést kapta, koziiliikk egy ver-

senyz0 a dolgozat nem megfeleld formatuma, a tobbiek viszont az egyértelmiien azonosit-
haté mésolas miatt.

| A K pontversenyben kitiizétt gyakorlatok
ABACUS-szal k6zos pontverseny
9. osztalyosoknak

|_ (789-793.)

K. 789. Egy szdmegyenesen az egész szamok helyét kiszinezziik egy-egy piros
vagy kék ponttal.

a) Lehet-e igy vdlasztani a szinezést, hogy két azonos szinli pont tdvolsdga ne
legyen sem 5, sem 7 egység?

b) Lehet-e gy valasztani a szinezést, hogy két azonos szinii pont tdvolsdga ne
legyen sem 6, sem 11 egység?

K. 790. Bergengécia 100 leggazdagabb embere egy iizleti vacsoran talalkozott
egy teremben, ahol 12 hatalmas asztal allt. Akiknek a sziiletésnapja ugyanabban
a hénapban van, azok ugyanahhoz az asztalhoz iiltek. Keressiik meg azt az asztalt,
amelyik koriil a legkevesebben {iltek, legyen itt X f6. Keressiik meg azt az asztalt
is, ahol a legtobben iiltek, legyen itt Y f6. Hatarozzuk meg X lehetd legnagyobb
értékét és Y lehetd legkisebb értékét.

K. 791. a) Keressiik meg az 0sszes olyan hdromjegyti szdmot, amely egyenld
szamjegyei szorzatanak négyszeresével.

b) Taldlunk-e olyan haromjegy(i szdmot, amely egyenlé a szdmjegyei szorzata-
nak kétszeresével?

K/C. 792. Legyen n pozitiv egész szdm. Mutassuk meg, hogy az 1 +2+ 3+
+ ...+ n Osszeg utolsé szamjegye nem lehet a 2, 4, 7, 9 szamjegyek egyike sem.

K/C. 793. Az dbrdn szerepld 3 x 4-es tdblazatot kell kitol-
X teniink X-ekkel. A szabdly az, hogy ha egy sorban vagy oszlop-
X X ban pontosan két X van, akkor ezekkel egy vonalba valamelyik
iires cellaba beirhatunk egy harmadikat. Mutassuk meg, hogy
barmilyen sorrendben is haladunk, a végén mindig marad leg-
alabb 2 {ires cella.

*

Bekiildési hataridé: 2024. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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A C pontversenyben kitiiz6tt gyakorlatok
(792-793., 1788-1792.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 792. A szovegét lasd a K feladatoknél.

K/C. 793. A szovegét lasd a K feladatoknl.

Feladatok mindenkinek
C. 1788. Oldjuk meg az

142% + 15y = 72023

egyenletet az egész szamparok halmazan.
(Svdjci versenyfeladat alapjdn)
C. 1789. Egy teknbc 14 egységnyi utat jar be a sikon, 1épésenként egységnyi
szakaszokat megtéve. Minden megtett 1épést kovetden elfordul: ha az el6z6 1épés
sorszama, paratlan volt, akkor 60°-kal, ha péros, akkor 90°-kal, tovabba a 3., 5.,

8. és 12. 1épést kovetden jobbra, minden mas esetben balra. Mutassuk meg, hogy
a teknoc

a) a 14. 16pés megtételével visszajut a kezdSpontjdba és a kezd§ irdnydba,
b) adjuk meg algebrai alakban a teknéc altal koriiljart teriiletet.

Javasolta: Szilassi Lajos (Szeged)
C. 1790. Hatarozzuk meg az
2? +y? +522 —xy—3yz — zx + 3z — Ay + 7z
kifejezés legkisebb értékét, ha x, y, z valds szamok.
(Vietndmi feladat)

Feladatok 11. évfolyamtol
C. 1791. Oldjuk meg a

8% — 15625

= 2023
4% + 25 - 2% + 625

egyenletet a valds szamok halmazan.
Javasolta: Teleki Olivér (T6kol)
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C. 1792. Az ABC haromszog AB és AC oldalanak felezépontja F, illetve F.
Legyen P és Q a haromszog sikjanak tetszoleges két pontja. A P pontnak az F-re,
a Q pontnak az F-re vonatkozo tiikkorképe legyen P, illetve '. A PB szakasz
felezépontja M, a QC szakasz felezépontja N. Bizonyitsuk be, hogy MN || P'Q’
és P'QQ' =2MN.

Javasolta: Van Khea (Kambodzsa)

*

Bekiildési hataridé: 2024. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

A B pontversenyben kitiizétt feladatok
(5350-5357.)

B. 5350. a) Vannak-e olyan a, b, ¢, d pozitiv egész szdmok, amelyekre a és b
szamtani kézepe nagyobb, mint ¢ és d négyzetes kozepe, de a és b mértani kdzepe
kisebb, mint ¢ és d harmonikus kozepe?

b) Vannak-e olyan a, b, ¢, d pozitiv egész szamok, amelyekre a és b mértani
kozepe nagyobb, mint ¢ és d négyzetes kozepe, de a és b szamtani kozepe kisebb,
mint ¢ és d harmonikus kozepe?

(3 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)

B. 5351. Az ABC szabalyos haromszog egy tetszoleges bels6 pontja P. Az AB-
vel P-n keresztiil htuzott parhuzamos a BC oldalt C, az AC oldalt C'; pontban
metszi. Hasonléan, a P-n keresztiil BC-vel hizott parhuzamos az AC oldalt Ay,
az AB oldalt Ay pontban; végiil az AC-vel hizott parhuzamos AB-t By, BC-t Bs
pontban metszi. Mutassuk meg, hogy az A; B1C; és As BoCs haromszogek teriilete
egyenlo.

(3 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)

B. 5352. Milyen n > 3 egész szamok esetén lehet gy megadni n egyenest
a sikon, hogy koziilitk barmely harom egyenl6 széaru haromszoget alkosson?

(4 pont) Javasolta: Hujter Balint (Budapest)

544 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/9



B. 5353. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges 1-nél nagyobb pozitiv egész n esetén

n n ’]’L’]’LQ—
> Yli-a ="

i=1 j=1

(4 pont) Javasolta: Bencze Mihdly (Brasso)

B. 5354. Bizonyitsuk be, hogy egy nem egyenlo szart haromszog Euler-egye-
nese akkor és csak akkor parhuzamos a haromszog valamelyik bels6 szogfelezdjével,
ha a felezett szog 120°-os.

(5 pont) Javasolta: Jdrmai Roland (Budapest)

B. 5355. Egy kockas fiizet egy lapjan n mez6t pirosra szineztiink. A piros me-
z6ket megszamozzuk 1-t01 n-ig, majd az élszomszédos piros mezékon allé szamokat
osszeadjuk. Igaz-e, hogy barmely n db piros mez6 esetén lehet gy szamozni a piros
mezoket, hogy a szamparok Gsszeaddsakor csupa kiilénbozé értéket kapjunk?

(5 pont) Javasolta: Imolay Andrds (Budapest)

B. 5356. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges n > 2 egész szam és x1, . .., x, nem-
negativ valds szamok esetén teljesiil az alabbi egyenlotlenség:

n

[[a+z)=1+ 17

n
1=
i=1

(6 pont) Javasolta: Somogyi Akos (London)

B. 5357. Az ABC héromszog koriilirt koréhez B-ben és C-ben huzott érinték
a P pontban metszik egymast. Legyen a PB és AC egyenesek metszéspontja D,
a PC és AB egyenesek metszéspontja E. A BC' szakaszfelez6 merdlegese az AC
és AB egyeneseket rendre az F' és G pontokban metszi. A PDF és PEG korok
a P ponton kiviil az M pontban metszik egymadst. Legyen tovdbbd A’ az A pont
FG-re vonatkoz6 tiikkorképe, és O az AFG kor kozéppontja. Mutassuk meg, hogy
az OA’ egyenes, és az MFG és ADE korok egy kozos pontra illeszkednek.

(6 pont) Javasolta: Baris Koyuncu (Isztambul)

*

Bekiildési hataridé: 2024. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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| | Az A pontversenyben kitiizétt
nehezebb feladatok

|_ J (866-868.)

A. 866. Egy grafot kétszeresen osszefiiggének neveziink, ha barmelyik csicsat
(és a hozzd tartozd éleket) elvéve a graf dsszefiiggd marad.

Igaz-e, hogy minden kétszeresen Osszefiiggd, megszamlalhaté sok pontbdl allo
grafban lehet taldlni olyan, az egyik irdnyban végtelen sétat (azaz nem feltétleniil
kiilonb6z6 cstcsok olyan vy, wve, ... sorozatat, melyekre v; és v; 1 k6z6tt mindig
van él), amely minden élen legfeljebb egyszer megy at?

Javasolta: Bursics Baldzs és Kocsis Anett (Budapest)

A. 867. Legyen p(z) egy n-edfoki, 1 féegyiitthatdji, egész egyiitthatds poli-
nom, melynek n darab valés gyske van: aq, g, ..., a,. Legyen g(z) egy tetszbleges
egész egyiitthatds polinom, amely relativ prim a p(x) polinomhoz (azaz nincs olyan
nem konstans 1 vagy —1, egész egyiitthatGs polinom, mely p(x)-et és g(x)-et is oszt-
ja). Bizonyitsuk be, hogy

Javasolta: Matolcsi David (Berkeley)

A. 868. Egy sikbeli ponthalmazt diszharmonikusnak neveziink, ha barmely két,
a pontok &ltal meghatdrozott tdvolsig ardnya vagy 100/101 és 101/100 kozé esik,
vagy pedig legaldabb 100 vagy legfeljebb 1/100.

Igaz-e, hogy tetszbleges sikbeli, kiilonb6z6 A1, As, ..., A, pontok esetén lehet
taldlni olyan A}, A%, ..., Al pontokat, melyek diszharmonikus ponthalmazt alkot-
nak, tovdbba A;, A; és Aj pontosan akkor esnek ebben a sorrendben egy egyenes-
re, ha Aj, A’ és A} ebben a sorrendben egy egyenesre esnek (minden kiilonbozé
1< 4,4,k < n szdmhdrmas esetén).

Javasolta: Pdlvilgyi Démdtior és Keszegh Baldzs (Budapest)

*

Bekiildési hataridé: 2024. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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Informatikdbdl kittizott feladatok

1. 607. Nevezziik kozepes szamoknak azokat a pozitiv egész szamokat, amelyek
szamjegyeinek szamtani kozepe osztdja a szamnak. Ilyenek példaul az egyjegyi
szamok, és ilyen szdm a 15 vagy a 48. Készitsiink programot i607 néven, amely
megadja, hogy adott intervallumban hany kozepes szam talalhato.

A program standard bemenetének egyetlen sordban a zart intervallum két
végpontja, két egész szam taldlhato egy székozzel elvdlasztva. A program a standard
kimenetre irja ki az intervallumba es6 kozepes szamok darabszamaét.

Példak: Bemenet Kimenet
10 50 10
100 200 19
1000 1500 7

Bekiildend6 egy tomoritett 1607.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithato.

I. 608. Egy vasutvonal dllomasain a szabadban taroljdk a betakaritott cukor-
répat. A cukorgyari kampany el6tt az egyik dllomésra fedett tarolot szeretnének
épiteni és a termést odaszallitani a tobbi allomésrdl, hogy a répa mindségromla-
sa minél kisebb legyen. Melyik allomasra tervezzék a fedett tarolot, ha a koltség
a szallitasi ut hosszaval és a szallitott tomeggel is egyenesen aranyos?

Készitsiink programot 1608 néven, amely a megadja az N allomas el6z6 allo-
méstol mért H[N] tavolsdgdnak és az ott tarolt cukorrépa T[N] tomegének isme-
retében, hogy melyik alloméason legyen a fedett tarolé a minimélis széllitasi koltség
mellett.

A program standard bemenetének els6é sordban a vasitallomésok (1 < N <
< 100) szdma taldlhaté. A kovetkez& N sorban a vasitdllomésok (1 < HJ[i] < 50)
kilométerben mért tdvolsiga szerepel az el6z6 dllomastdl, és az ott térolt (1 < Ti] <
< 1000) cukorrépa témege van tonndban megadva. Az els§ dllomdsndl 0 tavolsdg
szerepel.

A program a standard kimenetre irja ki, hogy hanyadik vasutalloméasra érdemes
tervezni a fedett tarolot és mennyi az ideszallitds koltsége. Tobb azonos koltségl
megoldas esetén a kisebb sorszamu vasutallomést adjuk meg.

Példa: Bemenet Kimenet
5 3
0 15 815
10 50
5 60
8 20
10 10
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Magyardzat: (10 +5)-1545-50+ 8 -20 + (8 + 10) - 10 = 815.

Bekiildendo egy tomoritett 1608.zip allomédnyban a program forraskodja és
rovid dokumentéaciéja, amely megadja, hogy a forrasallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithaté.

1. 609. Vizsgéljuk a kovetkezd allitast: azoknak a pontosan 6tjegyti szamoknak
a szama, amelyeknél vagy a szamjegyek Osszege és a szamjegyek szorzata is egy
pozitiv egész szam négyzete, vagy a szamjegyek Osszege és a szamjegyek szorzata is
egy pozitiv egész szam kobe, maga is négyzetszam és kdbszam egyszerre. Igazoljuk
az allitast tablazatkezeld segitségével az alabbi feladatok megoldasaval:
1. Hozzunk létre otjegyu néven egy munkafiizetet.
2. Legyen harom munkalapja eredmeny, negyzet és kob néven.

3. Vélogassuk ki a negyzet munkalapon az Gtjegyl szamok koziil azokat, ame-
lyeknél a szamjegyek Gsszege és a szamjegyek szorzata is egy pozitiv egész szdm
négyzete.

4. Vélogassuk ki a kob munkalapon az 6tjegyt szamok koziil azokat, amelyeknél
a szamjegyek Osszege és a szamjegyek szorzata is egy pozitiv egész szam kobe.

5. Soroljuk fel az eredmeny munkalap B oszlopdban a B1 cellatdl kezdve a negy-
zet munkalaprol kivdlogatott szamokat novekvé sorrendben.

6. Soroljuk fel az eredmeny munkalap C oszlopaban a C1 cellatdl kezdve a kob
munkalaprol kivalogatott szamokat novekvd sorrendben.

7. Az eredmeny munkalap A oszlopaban sorjazzanak a szamok 1-t6] kezd6d6en
mindaddig, mig a B vagy C oszlop tartalmaz adatot.

8. Az eredmeny munkalap D1 és E1 celldjaban jelenjen meg a B, illetve C osz-
lopban 1év6 szamok szama.

9. Végiil az F1:H1 tartomanyban jelenitsiik meg ezek 0sszegét, annak négyzet- és
kobgyokét.

Segédszamitasokat a negyzet és a kob munkalapokon végezhetiink. A megol-
déasban sajat fiiggvény vagy makré nem hasznalhato.

Bekiildend6 egy tomoritett 1609.zip allomanyban a tablazatkezelé munkafii-
zet, illetve egy rovid dokumentécid, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott
modszer, a tablazatkezel§ neve, verzidszama.

1. 610. Egy iskola menzdja nem til népszeri, a befizetett ebédet sokszor nem
eszik meg tanulok. Mivel az ebéd kiadasakor a tanulok magneskartyaval igazoljak
magukat, ezért elektronikusan rendelkezésre allnak az iskola ebédelési adatai, ame-
lyek az ebed.txt szoveges dllomanyban taldlhatok. Az dllomény egy-egy sorabdl
kiolvashaté, hogy melyik tanulénak héany napra fizettek be az A menii vagy a B me-
nii kinalatabodl, illetve hany napon fogyasztotta el valéban az ebédet. Az adatokat
felhasznalva adatbéazis-kezel6 alkalmazdas segitségével vagy SQL parancsok segitsé-
gével oldjuk meg a kovetkezd feladatokat.

1. Készitsiink 1j adatbazist ebed néven. A forrasként kapott — tabulatorokkal ta-
golt, UTF-8 kddolasu — szoveges allomanyt az ebed nevii tablaba importéaljuk.

552 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/9



Az allomény elsd sora a mezoneveket tartalmazza. A létrehozas soran allitsuk
be a megfelel6 tipusokat és a kulcsot.

Tdbla:

ebed (nev, azon, fizA, fizB, megA, megB)
nev A tanulé neve.
azon A tanul6 azonositéja, a tdbla kulcsa.
fizA A tanulé szdméra megrendelt ebédek szdma az A meniibdl (egész).
fizB A tanulé szaméra megrendelt ebédek szdma a B meniib8l (egész).
megA A tanul6 4ltal megevett ebédek szdma az A meniib6l (egész).
megB A tanul6 altal megevett ebédek szdma a B meniib6l (egész).

A tanulé azonositdjanak els6 négy karaterébdl képzett szam megadja, hogy

a tanul6é melyik évben érkezett az iskolaba, az 6todik karakter megadja az osztéa-
lyanak betiijelét, a tobbi karakter a tanuld egyedi azonositéja.

A kovetkez6 feladatok megoldasanal a lekérdezéseket a zardjelben olvashato

néven mentsiik. Ugyeljiink arra, hogy a megolddsban pontosan a kivént mezék
szerepeljenek.

2.

Melyik didkok fizettek elé legalabb egy napra B meniit a 2014-ben induld
C osztélybdl? Adjuk meg a tanuldk nevét ABC sorrendben. (2bmenuc)

. Lekérdezéssel adjuk meg azoknak a tanuléknak a nevét és azonositdjat, akiknek

befizettek A meniis ebédet, és 6k azt mind elfogyasztottak. (3amegette)

Készitsiink lekérdezést, amely megadja a neviiket azoknak, akik a 2015-ben
indult C osztalyba jarnak és legaldbb egy napra be vannak fizetve ebédelni.
(4ebed15C)

. Lekérdezés segitségével listazzuk ki, hogy melyik osztdlyban hany olyan tanuld

van, aki legaldbb 6t napi ebédet elfogyasztott. (5otebed)

. Készitsiink lekérdezést, amely megadja azokat a tanuldkat, akik azonos névvel

szerepelnek az adatbédzisban. (6nevazon)

Lekérdezés segitségével listdzzuk ki, hogy a C osztalytipusba jard tanuléknal
mennyi a menii fogyasztasinak és befizetésének aranya. A listdban azok sze-
repeljenek az ardny szerint novekvd sorrendben, akiket legalabb egy napra
befizettek. (7arany)

Bekiildendo egy tomoritett i610.zip adllomédnyban az adatbazis adatokat és

lekérdezéseket is tartalmazé allomanya, vagy az SQL-ben késziilt megoldasok esetén
az adatbazist és a tablat 1étrehozo és a kérdésekre vialaszt add lekérdezések egy
szoveges allomanyban. Mellékeljiink egy rovid dokumentaciét, amelyben szerepel
a megoldaskor alkalmazott adatbaziskezel6 vagy SQL rendszer neve.

"oz

Letolthet6 dllomany: ebed. txt.
ok

A feladatok megoldésai regisztracié utan a kovetkezoé cimen tolthetdk fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hataridé: 2024. januar 15.
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Tanulsagos hibak

orszagos és nemzetkozi fizikaversenyeken

Bevezetés

A versenyeken a didkok gyakran hibdznak, ez természetes. (Ha mindenki hibat-
lanul oldand meg a feladatokat, akkor nem lennének nyertesek.) Nem tul gyakran
(mondhatjuk: nagyon ritkdn) a versenybizottsdg is tévedhet, hiszen senki nem t6-
kéletes. A hibds feladatok, vagy korrekt feladatok hibds megoldasai azonban nem
maradnak felderitetleniil, elobb vagy utobb mindig kideriil, hogy ,a helyzet nem
is annyira egyszer(i”. Ez a fizika (és dltaldban a természettudomdnyok) sajatsa-
ga, a téves megfontoldsok hibai mindig felszinre keriilnek. (Mds tudomdnyagakban
és pl. a miivészi alkotasok megitélésében nem ilyen egyértelmii a helyzet, ott sok
szubjektiv tényezd szerepet kaphat.)

Az alédbbi frasban az OKTV, az Edtvis-verseny és a Nemzetkozi Fizikai Didk-
olimpia nevezetes , bakijaibdl” valogattunk ossze egy kis gyiijteményt. A fizika kii-
16nb6z6 teriileteirdl (pontmechanika, merev testek mozgédsa, hétan, elektrosztatika,
id6ben véltozé elektromdgneses mezék) mutatunk be egy-egy tanulsdgos tévedést.
A felsorolds nem a versenyek, hanem a hibék kideriilésének idérendjét koveti.

Célunk véletleniil sem a versenybizottsdgok pellengérre allitasa, sokkal inkabb
a hibakbdl vald tanulds és annak dokumentaldsa, hogy a hibak, tévedések kijavit-
hatok, és ki is kell javitani azokat.

I. Kdosz az OKTV-n (rugalmas szald inga)

Az 1965. évi verseny II. fordulgjanak 1. feladata igy szdlt:

Felfiiggesztett L hosszusdgu rugora olyan kis méreti testet akasztunk, amely
a rugot eredeti hosszanak c-szeresével nyijtja meg (¢ = cL). A rugdt a testtel egyiitt
vizszintes helyzetbe hozzuk (a rugd ekkor nyijtatlan dllapotban van, hossza L), és
innen elengedjiik. Mekkora a rugd megnyuldsa, amikor a test éppen a felfiiggesztési
pont alatt halad dat?

A versenyzok lelki szemei el6tt egy fliggbleges iranyban megnyujtott kor, vagy
ahhoz hasonlé palyagorbe jelenhetett meg. Ilyen gorbe a kozépiskolai matematika
tananyagban csak egy szerepel: ez az ellipszis. A didkok tébbsége (e sorok {réja
is) megprébélta bebizonyitani, hogy a pélya valéban ellipszis. Ha ez sikeriil, akkor
az energiamegmaradés torvényébol, az ellipszis csicspontbeli gorbiileti sugarabol és
a Newton-féle mozgasegyenletbdl mar ,, gyerekjaték” az eredmény leolvasdsa. Sajnos
a bizonyitasi kisérlet kudarcot vallott. Voltak, akik 4 orat toltottek el ezzel, hidba.
Nem ismerték (és a versenybizottsdg sem ismerte) a KoMalL 1938. évi 1. szdméban
megjelent 641. feladatot: Egy konnyen nyuld gumifondlra erdsitett sulyos golyocska
ingamozgdst végez. Vizsgdljuk meg pdlydjdat, vajon ellipszis tv-e¢? [1]. A megoldds
az 1938. évi 3. szdmban jelent meg [2], miszerint a palyagorbe nem lehet ellipszis.

Az OKTYV feladat hivatalos ,, megolddsa” szerint: ... Feladatunkban a kérdezett
pontban ismeretlen a gorbiileti sugdr értéke, ezért a feladatot nem tudjuk megolda-
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ni. Az a gondolat, hogy a kérdéses pontban a gorbileti sugdr

L+ ¢ volna, minden alapot nélkiloz. Nagyon is kérdéses, hogy c=958 L

a gorbileti kozéppont egydltaldn benn van-e a felfiiggesztési
ponton dtmend fiiggdlegesben, amikor a tomeg ezen dthalad,
vagyis, hogy a tomeg vizszintesen halad-e dt a felfiiggesztési
pont alatt. Adott numerikus értékek mellett, hosszadalmas szd-
mitdsi eljardsokkal a tomeg pdlydja bizonyos kozelitéssel meg-
allapithato.

A hosszadalmas szamitast a verseny utan Vermes Miklds
el is végezte, szamitogép segitségével sok kis 1épés eredményét
Osszegezve hatarozta meg a pélyat, és az 1. dbrdn lathatohoz
hasonlé gorbéket kapott.!

Lathato, hogy az inga mozgasa meglehetésen bonyolult,
nem periodikus, a palya legmélyebb pontja nem a felfiiggesz-
tési pont alatt van, és a hosszu ideig nyomon kovetett mozgés
vélhetben kaotikus. A palya nagyon kemény rugd (¢ < 1) és T7L
nagyon ldgy rugd (¢ > 1) hatéresetben kozelitéleg analitiku-
san (képletekkel leirhaté médon) is meghatédrozhaté [3].

1. dbra

II. Tobbségi szavazattal
Newton II. térvénye atmenetileg nem érvényes!

Az 1988. évi Nemzetkozi Fizikai Olimpia (Bad Ischl, Ausztria) 2. feladata
a Maxwell-korong (ismertebb nevén: a joj6) mozgdsival foglalkozott [4].

Egy M = 0,40 kg tomegii, R = 0,060 m sugard, d =
= 0,010 m vastag, egyenletes tomegeloszlisi hengeres ko-
rongot két eqyenld hosszusdgi fondlra fliggesztink fel. A fo-
nalak eqy r = 3 mm sugarid, a korong kozéppontjan dtme-
nd tengelyhez csatlakoznak (a fonalak tomege és vastagsd-
ga, valamint a tengely témege elhanyagolhatd). A fonala-
kat a tengelyre felcsévélve a korongot (a tomegkozéppont-
jat) H = 1,0 m magassdgba emeljiik, majd elengedjiik, hogy
letekeredjen (2. dbra). A korong pdlydjanak legalsé pontjdt
elérve ujra emelkedni kezd.

2. abra

Oldjuk meg a kévetkezd részfeladatokat azzal az egyszeriisité feltevéssel, hogy
a pillanatnyi forgastengely mindig a felfiiggesztési pont alatt helyezkedik el, vagyis
a fonalak mindig figgdlegesek maradnak. . ..

Az egyik részfeladat kérdése ez volt: Szdmitsuk ki a korong szogsebességét az el-
forduldsi szog fiigguényében az dtforduldsi fazisban! Abrdzoljuk (legaldbb kvalitati-
ven) a korong témegkozéppontidinak elmozdulds- és sebességisszetevdit (alkalma-
san valasztott Descartes-féle derékszdgl koordindta-rendszerben) az elforduldsi szig
fiigguényében!

LA gorbék rekonstrusldsét nemrég — a mai modern szdmitéstechnikai lehetéségeket
kihasznalva — Széchenyi Gdbor (ELTE) készitette el.
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Az elméleti verseny el6tti este a 27 részt vevo orszag tobb mint félszdz csapat-
vezet6jébol 4ll6 zsliri megvitatta a feladatokat, mondatrél mondatra végiggondolta
azokat. Az egyik csapatvezetd hevesen tiltakozott. fgy érvelt: A feladat szévegében
szerepld egyszeriisitd feltevés a korong dtforduldsa alatt nem teljesilhet. Ha ugyanis
a felfiiggeszté fonalak mindvégig fliggdlegesek maradndnak, akkor a korongra nem
hatna vizszintes irdnyu erd, s Newton II. torvénye értelmében a témegkozéppontja
nem gyorsulhatna vizszintes irdnyban. Mdrpedig az eqyszerisito feltétel szikségsze-
rien eqyitt jar eqy ilyen gyorsulas feltételezésével! A tényleges mozgds sordn a ko-
rong tomegkozéppontja majdnem pontosan fiiggélegesen mozog. Az dtfordulds alatt
a fonalak dtcsapodnak a tengely tilsé oldaldra, s mivel a fiiggdlegestdl csak nagyon
kicsit térnek el, szamottevd vizszintes erdt nem képesek kifejteni.”

A feladat kit(iz6i elismerték, hogy ez valoban igy van, de ennek az dtcsapdédasi
folyamatnak a részletes végiggondolasat tulsdgosan nehéznek itélték, és emiatt
a hibés, a Newton-egyenleteknek ellentmondé feltevéshez ragaszkodtak. Hosszabb
vita utdn az Elnok szavazasra bocsatotta a kérdést. A Bizottsag ,demokratikusan”
megszavazta, hogy maradjon az eredeti széveg, vagyis masnap a versenyen ennél
a feladatndl tekintsiik érvénytelennek Newton II. torvényét.

II1. Egy csaknem 50 éven keresztiil rosszul magyarazott h6tani feladat.
Finom effektusok finom megfontoliasokat igényelnek

Az 1967. évi, Varséban megrendezett (els6) Nemzetkozi Fizikai Didkolimpia
3. feladata a kovetkez6 volt:

Adva van két teljesen egyforma golyo. Kozulik az egyik vizszintes sikon fek-
szik, a masik vékony fondlon van felfiiggesztve. Mindegyik golyonak ugyanakkora
hémennyiséget adunk olyan gyorsan, hogy mindenféle héveszteségtdl eltekinthetiink.
A két golys hémérséklete eqyforma lesz-e, vagy nem, és miért?

A kérdés egyszerii, és nagyon meglepé.
Vajon mi lehet a kiilonbség a két eset vég-
allapota kozott? A hivatalos (és évtizede-
ken keresztiil elfogadott, szamos feladatgytij-
teményben [5] megtaldlhaté) megoldds sze-
rint a kulcssz6 a hétdgulds. A golyo melege-
déskor kiterjed (3. dbra).

Az elsé golyo sulypontja feljebb keriil, és

3. dbra a suly ellen végzett munkdt a hdenergia fe-

dezi. Tehdt kevesebb a melegedésre forditott

hémennyiség, és a hémérséklet nem novekszik annyira, mint vdrhaté. A mdsodik

golyo sulypontja lejjebb keril; itt a munkavégzésbil lesz homennyiség, amely szintén
melegiti a golyot.

A hatas nagysagdat megbecsilhetjik. 10 cm sugard vordsréz gombre a relativ
eltérés kb. 1077, és ez azt mutatja, hogy a kérdés feltevése fizikai szempontbol
irrealis.

Eddig tart a hivatalos megoldds, ami azonban hibds! Gyanakodhattunk volna,
hogy a gravitaciés helyzeti energiara alapozott érvelés — bar jol hangzik — nem
biztos, hogy helyes.
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Képzeljiik el, hogy a feladatban leirt gondolatkisérletet fémgolydk helyett egy
hoszigetelt hengernek hoszigetelt, silyos dugattyuval lezart részében 1éve idedlis
gézzal hajtjuk végre (4. dbra). A dugattyd silya miatt az egyik esetben a giz
nyomasa nagyobb, a masikndl pedig kisebb, mint a kiils6 légnyomas.

a) b)

idedlis géz

4. dbra

Az a) esetben a melegités hatdsdra a dugattyd gravitaciés helyzeti energidja
novekszik, a b) esetben pedig csokken. A versenyfeladat naiv megolddsianak minta-
jara ugy érvelhetiink, hogy az els6 esetben a ko6zolt hénél kevesebb, a masodiknal
pedig tobb energia ., jut” a gaz melegitésére, tehat az elsé esetben kevesebbet val-
tozik a homérséklet, mint a mésodikndl. Ez azonban téves kovetkeztetés, hiszen
az idealis gaz alland6 nyomédshoz tartozd hékapacitiasa nem fiigg a gaz nyomasatol,
tehat a hémérséklet-véltozas a két esetben ugyanakkora.

Visszatérve az eredeti (goly6s) feladathoz egy mésik érvet is felhozhatunk a na-
iv megoldés ellen. Képzeljiik el, hogy egyetlen golyoval olyan termodinamikai korfo-
lyamatot valésitunk meg, amelyben elészor az a) esetnek, majd forditott irdnyban
a b) esetnek megfelelé dllapotvéaltozas torténik. Ha a hémérséklet-véltozds kicsiny
AT, akkor a hasznos mechanikai munka (a golyé helyzeti energidjanak novekedése)
is, és a melegités soran felvett hé is AT-vel ardnyos, a héerégép hatdsfoka tehat
a homeérséklet-kiilonbségtél fiiggetlen. Ez azonban a hétan II. f6tétele szerint le-
hetetlen, hiszen az elképzelhetd legjobb hatasfoku Carnot-gép hatasfoka AT — 0
hataresetben nulldhoz tart, tehdt a golyéval végzett korfolyamat hatésfoka sem
lehet ebben a hataresetben véges n > 0 érték.

A paradoxon felolddsat egy 2015-ben (fél évszdzaddal a verseny utdn) megje-
lent cikk adta meg [6]. A szerz6k (meglehetdsen bonyolult, itt most nem részletez-
hetd érveléssel) kimutattdk, hogy a naiv varakozdssal ellentétben nem a fonalon
felfiiggesztett, hanem a vizszintes sikon fekvé goly6 fog jobban felmelegedni ugyan-
akkora ko6zolt hé hatésara.

IV. Kelt-e az eltolasi &ram magneses mez6t?
Alkalmazhat6-e a Biot—Savart-torvény nem zarédo6 vezetokre?

Az 1984. évi Eotvos-verseny 3. feladata a kovetkez6 volt: 7 r
FEgy pdrhuzamosan elhelyezett lemezekbdl dllo kondenzdtor fel + -
van toltve (5. dbra). A lemezek alsd széle alatt kis irdnyti dll.
Ezutdn a lemezek tetejére helyezett pdlcdval a kondenzdtort kistitjiik.
Hogyan viselkedik a kisiilés kizben az irdnyti?
T
5. dbra
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A hivatalos (kifogdsolhaté) megoldds:

A pdlcaban halado kistité dram a jobbkéz-szabdly szerint az északi polust a pa-
pir sikjara merdlegesen befelé nyomja mdgneses erejénél fogua. A feladat lényege
azonban az un. eltoldsi dram szerepének tisztdzdsa.

+ -1 Mazwell a mult szdazad mdasodik felében feltételezte, hogy

i I az elektromos térerd iddbeli viltozdsa a kézonséges elektro-

7 ___£ 7 mos dramhoz hasonloan mdgneses erdket okoz a kornyezeté-
—_—— —>>— ben. Vizsgdljunk egy kondenzdtort, amelyet I dram folyama-
al= tosan feltdlt (6. abra)! Ezen I dram a kérnyezetében mdgne-

g ses erdket hoz létre. Kozben a kondenzdtor terében az E elekt-

e romos térerd idében folyamatosan novekszik. Mazxwell felté-

telezte, hogy az A felszini feliletre merdleges, idében vdltozo
elektromos térerd olyan magneses teret hoz létre kornyeze-
tében, mint az egA - (AE/dt) amper erdsségl dram, amely esetiinkben megegyezik
a kondenzdatort tolté vagy kisiité dram erdsségével. Az allitds helyességét a kisérle-
ti nehézségek miatt nem lehet kizvetlendl meguizsgdlni. Azonban az eltoldsi dram
feltételezésével levezethetd az elektromdgneses hullaimok tulajdonsdga, és ezeket a ta-
pasztalat igazolja. fgy az iddben vdltozo elektromos térerd dramszerid viselkedésének
létezése bizonyitott.

6. abra

Feladatunkban a balrol jobbra mutato elektromos térerd idében csokken, az un.
eltoldasi dram a lemezek kozotti térben jobbrol balra mutat. Ennek mdgneses ereje
az €szaki polust a jobbkéz-szabdly szerint a papir sikjdbol ki akarja emelni, ellen-
tétesen a pdlca daramdnak hatdasaval. Kérdés, melyik hatds erdsebb. Ha példdul fel-
tételezziik, hogy a kondenzdtor lemezei kor alakuak, akkor az eltoldsi dram a tér
minden részében kozelebb van az irdnytithoz, mint a pdlca, ezért hatdsa erdsebb:
az irdnytd északi polusa ki akar emelkedni a papir sikjabol.

Mi a hiba a fenti megoldasban? Az, hogy az eltolasi drambdl a Biot—Savart-
torvény felhasznédlasaval ugyaniugy prébalja kiszamitani a kialakulé magneses me-
z6t, mint ahogy azt a ,,valédi dramok” esetében tessziik. Ez azonban hibas ered-
ményre vezet! Részletes vizsgdlatok [8] azt mutatjdk, hogy az eltoldsi dramot egy-
altalan nem kell figyelembe venni, ha a Biot—Savart-torvénnyel szamolunk, ezek
az ,aramok” csak az Ampere-féle gerjesztési torvény alkalmazdsanal kapnak szere-
pet.

Esetiinkben tehét csak a tényleges (a toltott részecskék mozgdsihoz kothetd)
aramok hozzak létre a kisiilé kondenzator belsejében és a hatardhoz kozel a méag-
neses teret. Ezen dramok kozott nemcsak a palcaban, hanem a lemezekben folyé
aramokat is szamitasba kell venniink. Ezen megfontolasok eredménye: az irdnyti
helyén — els6 kozelitésben — a méagneses indukciévektor eltlinik, tehat az irdnyti
semerre nem tériil ki. Pontosabb — a széleffektusokat is figyelembe vevé — megfon-
toldsok [8] azt mutatjdk, hogy az dsszes dram hatdsdra a nagyon gyenge magneses
mezd az iranyti északi polusat az abra sikjaba befelé fogja eltériteni.

V. Mi fejt ki erét egy fémdarab elektromos t6ltéssel rendelkez6 részére?
A Coulomb-erdk vektori 6sszege, vagy pedig az elektrosztatikus mez6?

Az 1974. évi Eotvos-verseny 3. feladata a kovetkez6 volt:
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Nagy teriileti sikkondenzdtor lemezei kozitt a fesziltség U =100 V. A leme-
zek kozott, a lemezekre merdlegesen hosszu, 1 mm dtmérdji, mindkét végén legom-
bolyitett féemrid van. A ridvégek tdvolsiga a lemezektdl a =5 mm. Szdmitsuk ki
hozzdvetdlegesen, mekkora feszitéerd mikiodik a fémridban!

7. dabra 8. dbra

A kozolt (hibds) megoldds: Tekintettel a szimmetrikus elrendezésre, végig
a fémrid mentén a fesziltség 50 volt, vagyis U/2 a jobb oldali lemezhez képest.
Kozvetlendil a rid végénél az erévonalak sugarasan indulnak ki, mint eqy gombon
elhelyezett tdltés esetében, ezért a rid végének a potencidlja a lemezhez képest kQ /v
(8. dbra).

A tér tdvolabbi modosuldsdt nem kell figyelembe venniink, hiszen a téltés dtvi-
vésének munkdja java részét a gombfelilet kozelében végezziik, és nem sokat szdmit,
hogy milyen messze van a lemez. Tehdt:

ahol k = 1/(4mey) a Coulomb-dllandd. Innen az a toltés, amely a megosztds kovet-
keztében a rid végén dsszeqyllik: Q = Ur/(2k). Ez akkora erdvel vonzddik a lemez-
hez, mintha a lemez mogott levd, szimmetrikusan elhelyezett ugyanakkora toltéshez
vonzddna (in. tikérerd):

kEQ? U? 2
T (207 16k (r> '

F = -
a

Coulombbal, méterrel és newtonnal szdmolva k =9-10°, és igy szamadatainkkal
F =7-10"1° newton.

Mi a probléma ezzel a — logikusnak latszé és szamitasokkal jol kovethetd —
»hozzavetbleges” megoldédssal? Az, hogy feltételezi: az elektromos megosztas soran
a nulla 6ssztoltésti fémrad feliiletén csak a rud végeinél jelennek meg toltések, és
az ezekre, mint ponttoltésekre hatd erdk hatarozzak meg a ridban ébredé mechani-
kai fesziiltségeket. Ez azonban nem lehet igaz, hiszen tudjuk, hogy a fémrud egésze
ekvipotencidlis (a rudban az elektromos térerdsség mindenhol nulla). Ezt az 4llapo-
tot két ponttoltés nem tudja létrehozni, ahhoz az kell, hogy a rid hengeres részének
paldstjara is szamottevo mennyiségi toltés keriiljon. Belathato, hogy paldst tolté-
se sokkal nagyobb, mint a rid végeinek toltése, igy a rud egyik felére hato eredd
elektrosztatikus erét els6sorban a rid masik felének palastjan talalhaté toltések és
a kondenzatorlemezek toltései hozzak 1étre. Ha sikeriilne valahogyan meghatarozni
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a toltések eloszlasat a teljes fémrud palastjan és a kondenzatorlemezeken, a jobb
oldali félrudra hatd erdt az Osszes feliiletdarabka-par kozott fellépé Coulomb-erck
vektori dsszegeként kaphatnank meg. Ez meglehetésen bonyolult szamitast igényel,
de elvégezhetd [9]. Az eredmény:

U? s
F = néha — ~ 107° N.
néhdnyszor -

A néhanyszor” kifejezés a rud tiikortoltéseinek, vagyis a lemezeken a rud végei-
nek kozelében kialakul6 toltésatrendezédésnek a hataséra utal. Belathatd, hogy ez
a hatds csak egy In(L/a) faktorral médositja az erd képletét (L a rud hossza), nem
pedig (r/a)z—tel, mint ahogy az a hivatalos megolddsban szerepelt.

Erdekes, hogy ez az er§ (ami 2 nagysagrenddel nagyobb, mint a verseny hi-
vatalos megolddsdnak eredménye) sem az r sugdrtdl, sem az a tévolsdgtél nem
[iigg.

Van egy masik, sokkal egyszeriibb méd is a feladat megoldasara. Tegyiik
fel, hogy valamilyen médon (legaldbb ,hozzdvet6legesen” meg tudjuk hatdrozni
a fém feliiletének toltéseloszlasat, vagyis a o-val jelolt felilleti toltéssurtségét. Ez
a mennyiség altaldban helyrol helyre valtozik, csupan néhany specidlis esetben
(mint pl. a sikkondenzatorndl, és ott is csak a lemezek szélétél elegendden tévol)
tekintheto a helytdl fiiggetlen allandonak.

A feliilet egy kicsiny, AA nagysdgu darabkdjan

AQ = oAA

nagysigu elektromos toltés talalhaté. Ez a toltés — a Gauss-féle fluxustorvény
szerint — a fémen kiviil

AQ o

- {:‘OAA B €0

nagysagu, a feliiletdarabkara meréleges elektromos teret hoz létre a feliileten kiviil,
annak kozvetlen kozelében. (A fémen beliil az elektromos tér természetesen nulla.)

A feliileti toltésekre az dtlagos E/2 elektromos térerdsség

2
F=PRQ_ 7 Ay

2 260
nagysigi huzder6t fejt ki. (Az erd irdnya nem fiigg a toltéssiiriiség el8jelétél.)
A fémdarabra (vagy annak egy részére, pl. a feladatban szerepld fémrid egyik felére)
haté ered6 erd a fenti erdjdrulékok osszegzésével (felilleti integréldsdval) kaphatjuk
meg.

Vizsgaljuk meg a fentiek tiikrében a kondenzéatorlemezek kozott 1évo fémrud
egyik (mondjuk a jobb oldali) felére hat6 eredd elektrosztatikus erét. (Ezzel az erd-
vel tart egyensilyt a riad mésik fele dltal kifejtett mechanikai erd, vagyis az, amit
a feladat szovege kérdez.) Ez az er§ — az elrendezés szimmetridja miatt — a rid
tengelyével parhuzamos, tehat a rad hengeres részén 1évé toltések eloszlasa nem
ad hozzd jarulékot. Elegendé tehat a rud félgomb alaki részén ,iil6” toltésekkel
foglalkozzunk.
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A kialakulé elektrosztatikus mez6t (nyilvan
csak vézlatosan) a 9. dbra mutatja. Ezt gy ,sejt-
hetjiik meg”, hogy elGszor a szaggatott vonallal
jelolt ekvipotencidlis feliileteket (azok sikmetsze-
teit), majd az azokra meréleges er6vonalakat raj-
zoljuk meg.

Kozvetleniil a rid jobb oldali végénél az ero-
vonalak sugarasan indulnak ki, mint gémbon el-
helyezett toltés esetében, ezért a rudvég és a le-
mez kozotti térrészben a piros erévonalakkal je-
161t elektromos mez8 kozelithetd a Coulomb-féle 9. dbra
elektromos mezével. A legombolyitett ridvégtél balra természetesen més lesz a tér-
erésség (1dsd a feketével jelolt erévonalakat). A rid bal oldali végénél is hasonld
a helyzet, a kéken jelolt er6vonalak kozelitoleg egy negativ ponttoltés Coulomb-
tere egy részének felelnek meg. A rud tobbi részén kialakulé toltéseloszldst nem
ismerjiik, de erre szerencsére nincs is sziikségiink.

v

A rid félgomb alakt végeinél a feliileti toltésstirtiséget (a Coulomb-tér kozeli-
tésnek megfeleléen) dllandénak, +oq értékiinek tekinthetjiik. Az elektromos mezé
olyan, mintha egy

Q = 4r’noy

nagysagu toltés hozta volna létre. A rud vége és a hozzd kozeli kondenzétorlemez
kozotti fesziiltség (az elrendezés szimmetridja miatt) U/2, fenndll tehét, hogy

U Q(l 1>NQ1

dmeg T

r a

2 - 47‘(60

(Kihaszndltuk, hogy a >> r, tehdt 1/r mellett 1/a elhanyagolhatéan kicsi.) A fenti
Osszefiiggések szerint a félgombokon a feliiletegységre jutd toltés nagysaga:

€0U
gy = —.
0 2r

A rudat feszité erét (amekkora erével egyenstlyban lehetne tartani a kézepén
gondolatban kettévagott rud két részét) a kovetkezd gondolatmenettel lehet megha-
tarozni. Ha a félgomb valamely kicsiny, A A teriiletii feliiletdarabkajanak normalisa
« szoget zar be a2r1'1d tengelyével, akkor erre a feliiletdarabkéara haté erd tengely

irdnyu vetiilete ;?OAA cos a. Mivel AA cos « a feliiletdarabka tengely irdnyu vetii-
letének A A’ teriilete, az eredd erd
Lg AL ot :Eoﬂ'Uz_ U?

F= A =% o -~ _~35-100°N.
20 %, 8 32k

Erdekes, hogy ez az er6 csak a kondenzator fesziiltségétdl fiigg, de a feladatban
megadott tdvolsdgadatoktdl (az alkalmazott kozelitésben) fiiggetlen. Az eredmény
szamértéke csak , hozzavetdleges”, de nagysdgrendileg helyes, és ez az er6 két nagy-
sagrenddel nagyobb, mint ami a hivatalos megolddsban szerepelt.
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Gnidig Péter

|

% % Fizika gyakorlat megoldasa

G. 823. Egy kétkari mérleg karjait kiilonbozé hosszusdgura gydrtottik. Ha
az eqyik serpenydbe tesziink eqy sdrgadinnyét, akkor 96 dekagrammal tudjuk kiegyen-
sulyozni. Ha a masik serpenydbe tessziik, akkor 1,5 kilogramm tartja egyensulyban.
Mekkora a sargadinnye témege?

(4 pont)

Megoldas. A sargadinnye tomegét jeloljiikk m-mel, a mérleg karjainak hosszat
(mint erékarokat) pedig x-szel, illetve y-nal.

Az els6 mérésnél haszndlt sily tomege: m; = 96 dkg = 0,96 kg, a médsodiknal
pedig ms = 1,5 kg.

A forgatényomatékoknak a két oldalon egyenlének kell lenniiik mindkét mé-

résnél, hiszen a mérleg mindkétszer egyensilyban van. A forgatényomatékot az erd
nagysaga és az erOkar szorzatdbdl kapjuk meg.
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A feladat szerint a két mérésre egy-egy egyenletet irhatunk fel a forgatonyo-
matékok egyenlOségére:

mgy = migzw,
Magy = Mmyx.

Mindkét egyenletben egyszertisitiink g-vel, a masodik egyenletben a két oldalt
felcseréljiik, majd Osszeszorozzuk a két egyenletet:

mzyx = mixrmsay,
2 __
m° = mims,

m=/mimy =12 kg.

Tehat a sargadinnye tomege 1,2 kg.
Blaskovics Addm (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)

72 dolgozat érkezett. Helyes 56 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 9, hidnyos
(2 pont) 3, hibés 4 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5503. Egy V =80 dm® térfogati edényben Cy = 1245 J/K hékapacitdsi,
T = 402 °C hémérsékleti, p = 4,2 - 10° Pa nyomdsi, m = 191 g témegt gdz van.
Hany szabadsagi foka van a gazrészecskéknek? Hany gazrészecske van az edényben?
Milyen gdz lehet az edényben?

(4 pont) Kozli: Holics Laszld, Budapest

I. megoldas. Ahol sziikséges, a mértékegységeket atvaltjuk: V = 0,08 m?3,
T = 675 K, felhasznaljuk a k = 1,38 -10723 % és az Np = 6,02-10% ﬁ allan-
dokat.

Az idedlis gaz pV = NKT allapotegyenlete alapjan kifejezhetjiik a részecskék
szamat:
pV

t_ =361-10%.

N =
kT

Ismert, hogy az idedlis gaz allandé térfogaton mért hékapacitasa Cy = gN k, ami-

bél: o0
_ 20y _
f= Nk 5,00,

tehdt a gaznak b szabadsédgi foka van, ami a kétatomos (vagy més linedris) mole-
kuldk tulajdonsiga.
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A géz meghatarozasahoz kiszamolhatjuk a moléris tomegét:

N
MYA _ 319 &

mol

M=

A periédusos rendszer segitségével megallapithatd, hogy ez a gaz Os moleku-
lakbdl dllhat, mivel az oxigénatom molaris témege 16 miol’ a keresett gazé pedig
ennek (kerekitve, j6 kozelitéssel) éppen a kétszerese.

A Raufasertapete csapat: Kéki Edit, Novak Péter
(Miskole, Féldes Ferenc Gimn., 12. évf.)

II. megoldas. A pV = nRT allapotegyenletbe behelyettesitve és rendezve
n =599 mol és N = nN = 3,59 - 10%4.

A megadott hékapacitast a tomeggel elosztva fajhét kapunk, amelyet Ossze
lehet hasonlitani a ,Négyjegyi fiiggvénytablazatok” fajhbadataival. A feladatban
szerepld gaz (dllandé térfogaton mért) fajhdje:

Cy J

=Y —651.8 ——
v = 65 ’8kg-K’

amelyhez legkdzelebb a tdblazatban az O, fajhdje &ll 653 kgLK értékkel (0,2%

eltérés, a kovetkezd legkozelebbi COo mar 3%-kal tér el). Ellendrzésképpen: az Oq
molaris tomege M = 32 ﬁol’ amelybdl a gz tomegére m = nM = 191,7 g adddik,
a megadott tomeggel hibahatdron beliill megegyezdoen.

Tehat az edényben koriilbeliil 3,6 - 1024 oxigénmolekula van. Az oxigén kétato-
mos gaz, igy a szabadségi fokok szama 5.

Teveli Jakab (Budapest, Karinthy Frigyes Gimn., 10. évf.)

107 dolgozat érkezett. Helyes 68 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 26, hidnyos
(1-2 pont) 10, hibas 3 dolgozat.

P. 5505. Egy szobaban a mennyezeten eqy otdgu
csillar vildgit, az irdasztalon egy szimmetrikus, mind-
két oldalan dombori kézinagyito fekszik. A nagyitdra
pillantva a csillar két kilonbozé nagyitisi és tajolasi
képét lathatjuk.

a) Hogyan jon létre a két kép?

b) Merre dllnak a csillar karjai a valésdagban?

(5 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhdz

Megoldas. A két kép ugy alakul ki, hogy a fény tiikrozédik a nagyité mindkét
feliiletérol.

Amikor a kiils6 feliiletrol verédik vissza a fény, akkor olyan, mintha egy dom-
bort tiikorrdl tiikkrozédne. A domboru tiikor dioptridja

2
D=~
.

b
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ahol r a lencse gorbiileti sugara. A leképzési torvény alapjan ekkor
Dy =-+4 —,
™
ahol t a targy, k1 pedig a kép tavolsaga a nagyitétol. Rendezve, a képtavolsag

t

bp=— <
YYD, —1

0.

Egy dombort tiikér képe barmely targytavolsagnal egyenes alldst, latszdlagos (a tii-
kor mogott keletkezik) és kicsinyitett.

1. dbra

A nagyitas abszolit értéke:

‘K1| |k1‘ ]. T
N | = /= — 1
Nl =7 t 1-tD, 2%tr

A maésik esetben a fény &dthalad a lencsén, visszaverédik a nagyité hatso,
homor feliiletén, majd tjra athalad a lencsén. A lencsék és a tiikkrok nagyon kozel
vannak egymadshoz, {gy a dioptridik dsszeadddnak (a lencsén kétszer halad &t a fény,
gy a lencse dioptridja kétszeresen szerepel):

2 2 2
Dy=—-+2(n—1)-=02n—-1)—,
2= +2n—1)- = )
ahol n > 1 a nagy{té iivegének térésmutatéja (n = 1,5, de pontos értékének a feladat
megolddsa szempontjabdl nincs jelentésége). Ebben az esetben a nagyité ugy fogja
tiikrozni a targyat, mint egy Do dioptridji homoru tiikor. A leképzési torvény
alapjan ekkor

ahol t a targy, ko pedig a kép tavolsaga a nagyitétol. Rendezve, a képtavolsag

t

kg= — >
27 4Dy — 1

0.

Esetiinkben biztosan t > 2f5 (fo = D;l < 1), igy a homort tiikorben keletkezé kép
forditott allast, valddi (a tiikor el6tt keletkezik) és kicsinyitett.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/9 565



t Ko ko
2. dbra
A nagyitds ebben az esetben:
No = % B % - tD21—1 - 2(2n—T1)t—7‘ <1

Hasonlitsuk 6ssze a nagyitasokat. A csillar tavolsaga biztosan sokkal nagyobb,
mint a nagy{té gorbiileti sugara, ¢ > r. Ezt (valamint azt, hogy n > 1) felhaszndlva

T2+ 267 220 -1t 22n—1)t—1r

|N1| N27

tehat a dombor feliilet altal 1étrehozott, egyenes allasu, latszdlagos kép a nagyobb.
Ezek szerint a csillar karjai a valésdgban tgy allnak, mint ahogyan a nagyobb
képen.

Téth Kolos Barnabds (Budapest, Eétvos J. Gimn., 10. évf.)

23 dolgozat érkezett. Helyes Téth Kolos Barnabas megoldasa. Kicsit hidnyos
(4 pont) 4, hidnyos (1-3 pont) 12, hibds 6 dolgozat.

P. 5507. Két egyforma, érdes deszkdt surloddsmentes,
vizszintes helyzetben rogzitett tengely kapcsol 0ssze. Mindkét
deszka tomege m, hossza L. A deszkdk kiozé eqy M = %m to-

megi, R = %6 sugari hengert helyezink.
a) Legaldbb mekkora kell legyen a deszkdk és a henger
kozotti tapaddsi surlodds egyiitthatdja, hogy a henger valahol

(egy alkalmasan vdlasztott helyen) egyensilyban maradhas-
son?

b) Mekkora lehet a deszkdk dltal bezdrt szig a henger
egyensulyi dallapotdban?

(6 pont) Dézsa Mdrton (1914-1999) feladata nyomén
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(1)  2(uNcosa— Nsina) — Mg =0.

I. megoldas. A geometriai viszonyokat o
és a hengerre hato eréket a megcsuszas ha-
taresetében az 1. dbra mutatja.
Az egyensily feltétele: t/2

Egyensulyi  helyzetben  barmelyik
deszkandl a ra hato erdk eredo forgatényo-
matéka a tengelyre vonatkoztatva nulla:

l
mgi sina = NRctga.

mg mg
Tudjuk, hogy 5R = ¢ és 2M = m, igy fenn-
all, hogy
1. dbra
(2) N =5Mgsina tga.

Ezt (1)-be helyettesitve a kritikus surlédési egyiitthatéra

1 +tg o

~ 10sin’a
adddik. Természetesen ennél nagyobb tapadd surlédasi egyiitthato esetén is fenn-
allhat az egyensuly.

Grafikusan dbrézolva a p(«) fiiggvényt (2. dbra) leolvashatjuk, hogy a legki-
sebb surlodasi egyiitthatd, amely mellett 1étrejohet egyensily:

Lmin ~ 1,0,
n
3,0
"!
2,5 L
2,0
o
1,5 | ‘y
o
1 0 Peg— St
a [rad]
0,2 0,4 0,6 0,8 4
2. dbra
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és a hozza tartozo szog:
ap ~ 0,5 rad ~ 30°.

Daniils Koselevs (Belfast, Campbell College, 10. évf.)

II. megoldas. Legyen o a két deszka altal bezart szog fele, amely
1 o o
arctgg ~11,3° <a <90

értékeket vehet fel. (Az alsé hatdrt az a feltétel hatdrozza meg, hogy a henger
és a deszkak érintkezési vonala nem lehet lejjebb, mind a deszkdk alsé széle.) Ha
k-val jeloljiik az érintkezési vonal és a tengely tavolsagat, a deszkak félnyilasszogére
fennall:

R 1

Mivel a rendszer egyensilyban van, a deszkakra haté eredd forgatényomaték
nulla:

1
imgésina — NEk=0,
ahonnan

mglsin o

) N="

A hengerre hato erék fiiggéleges komponenseinek 6sszege is nulla. Hatareset-
ben, amikor a sirlédéasi eré puN:

Mg+ 2N sina — 2uN cosa = 0,

vagyis (M = m/2-t is felhasznalva):
. 1
(5) 2N(pcosa —sina) = 5my-

A (3), (4) és (b) Osszefiiggésekb8l megkapjuk egy adott « szoghoz tartozé
legkisebb surlédasi egytitthatét, ami mellett az egyensuly kialakulhat:

(6) ()

- Ltga
0sinZa 8¢

A p(a) figgvény minimuma adja meg azt a sirldédési egyiitthatdét, amely mel-
lett (alkalmasan valasztott « szognél) teljesiilhet az egyensily feltétele. A szélsér-

téknél (6) derivaltja nulla:

—cos 1

I
frd = 0
() 5sina cos?a

568 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/9



ahonnan
3/1
tga = \/; = 0,585,

a = 30,31° =~ 30°,

vagyis
és a minimum értéke
Lmin = 0,977 = 1,0.
Kiss Adorjdin Timon (Kaposvari Téncsics M. Gimn., 11. évf.)

III. megoldas. a) Az el6z6 megoldasok gondolatmenetét kovetve a megcesiszds
hataresetére a

(@) = —5— +t
a)=———5— o]
a 10 sin? o &
feltételt kapjuk. Mivel
.2 2 . 1
sin“ a4 cos” o = 1, vagyis —— =1+ ——,
sin” « tg® «

ezért érdemes attérni a-rél az x =tga Uj véltozdéra. (Az A&ltalunk vizsgalt

% < tga = z intervallumban x(«) monoton névekvé fiiggvény, p minimumét ke-
reshetjiik az « valtoz6 szerinti minimum forméjéban is.) Ezzel a helyettesitéssel

() = o0 T2+ 1
M =102 7 T 10
amit a
1 T 1
p(x) = +-+5+—

1022 2 0 210
alakban is felirhatunk.

A szamtani és mértani kozepekre vonatkozé ismert egyenlotlenség szerint

3 1 r X 1 327 1
S =+ & 7~ 1,0.
1022 2 2 * 10 40 - 10 0.97 0

Az egyenléség akkor teljesiil, ha

1 T . 3/l
107 = 57 vagyls xr = g = 0,5857

1
a = arctg v; ~ 30,3°.

Ekkora szognél a henger ténylegesen érintkezik a deszkdkkal, tehat ez az egyenstlyi
allapot fizikailag megvalésithato.

azaz
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b) Mekkora lehet a deszkdk altal bezart szog? Mivel a fizikailag redlis
1
arctgg ~11,3° < a < 90°

intervallumban minden « szoghoz tartozik egy véges, pozitiv u(«) érték, elvben ezen
szogek barmelyikénél létrehozhaté az egyensiily, amennyiben a tapadé surlodasi
egyiitthato ,elegendéen” nagy. A valésdgban azonban tulsdgosan nagy « értékeknél
nem alakulhat ki egyensily, hiszen « — 90° hatdresetben pu(«) végtelenhez tart,
emiatt semmilyen anyagi henger nem maradhat egyensulyban ekkora, vagy ezt
megkozelité nagysagi deszkaallasnal.

Bencz Benedek (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 11. évf.)

47 dolgozat érkezett. Helyes 23 megoldds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 6, hidnyos
(1-3 pont) 15, hibds 3 dolgozat.

Fizikabdl kituzott feladatok

M. 427. Fizikaéran azt tanuljuk, hogy a cstszasi surlédési eré egyenesen ara-
nyos a feliileteket Gsszenyomo erével, és az ardnyossagi tényez6 nem filigg a feliilet
nagysagatol. Vizsgdljuk meg (legaldbb kétféle anyagpérral), hogy mennyire ponto-
san teljesiilnek ezek az allitasok!

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

G. 833. Egy gyermek minden linedris testmérete néhény év alatt kétszeresére
né. Hogyan valtozik a talpai alatt a nyomds? (Feltételezhet, hogy a gyermek
stirtisége nem véltozik a ndvekedés kozben.)

(3 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs
G. 834. Megszoktuk, hogy reggel az arnyékok hosszuak, délig rovidiilnek, dél-

utan nyulnak, és alkonyatkor ismét hossziak. Van-e olyan pontja a Foldnek, ahol
egy fligglleges palca vizszintes talajra vetett arnyéka egész nap ugyanolyan hosszia?

(3 pont)
G. 835. Egy autévezetd 60 km/h sebességgel halad egy domb aljan, mikor

Liresbe” kapcsolja az autéjat. Amikor felér a domb tetejére, akkor a sebességmérdje
40 km/h értéket mutat. A kozegellenéllasi és sirlédési veszteségeket hanyagoljuk el.

a) Mekkora lenne az auté sebessége a domb tetején, ha a domb aljara 70 km /h
sebességgel érkezett volna?

b) Mekkora minimdlis sebességgel haladhat az autévezets a domb aljan, hogy
meghajtas nélkiil feljusson annak tetejére?

(4 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar
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G. 836. Egy ¢ = 0,5 m hosszu, hengeres, egyik végén zart, a masik végén nyitott
iivegesovet nyildsaval lefelé forditva, fiiggéleges helyzetben a Holt-tenger vizébe
meritiink gy, hogy a csé alsé (nyitott) vége h = 30 méterrel a vizfelszin ald keriil.
A cs6ben 32 °C-os hémérsékletii és 800 Hgmm nyomésu — a légkorrel megegyezd —
leveg6 volt. A Holt-tenger vizének hémérséklete 27 °C, silirtisége a desztillalt viz
stirliségének 1,24-szerese. Milyen magasra emelkedik a viz a csében?

(4 pont)

P. 5526. All6 helyzetbol induld, a pédlyaja mentén egyenletesen gyorsulé mo-
torkerékpar mozgasanak 7. mésodpercében 13 m utat tett meg.

a) Mekkora utat tesz meg a 11. masodpercben?

b) Mekkora a motoros gyorsuldsa a 11. mdsodperc végén, ha a palydja 120 m
sugari kor?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszl6, Budapest

P. 5527. Vizszintes, érdes asztalon a jp cstszasi surlédasi egyiitthatéd az asz-
tal peremétol mért x tavolsag fiiggvénye. Egy kicsiny testet a peremrdl kiilonbo-
26 v kezd&sebességekkel elinditva azt tapasztaljuk, hogy a megéllasig megtett 1t
s = kv alaku, ahol k az asztalra jellemz6 paraméter. Hatarozzuk meg a surlodasi
egyiitthat6 helyfiiggését!

(5 pont) Diirer Verseny feladata nyoméan

P. 5528. Vizszintes, surlédasmentesnek tekinthet6 talajon egy d = 10 cm ol-
dalélii, homogén tomegeloszlasu kocka cstszik vy sebességgel. Egyszer csak a kocka
a talajhoz csatlakozo, o = 30° hajldsszogi lejtéhoz ér. A lejtd és a talaj ,torésvo-
nala” meréleges a kocka haladasi irdnyara. A kocka talajjal érintkezé, elsé oldaléle
a torésvonalndl tokéletesen rugalmatlanul megakad, igy a kocka megbillen. Leg-
alabb mekkora vy értéke, ha a kocka eliilsé oldallapja ,rabillen” a lejtore?

AN
d A

Vo /
e d A

T \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
(5 pont) Kozli: Vigh Madté, Biatorbagy

P. 5529. Egy 7 tonnds helikopter akkor tud egyhelyben lebegni, ha hajtémi-
ve 1000 kW teljesitményt ad le. Becsiiljiik meg, mekkora teljesitmény sziikséges
az elébbi helikopter egyhelyben lebegtetéséhez, ha az a bels6 terében még tovabbi
4 tonna sulyt szallit?

(5 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest
P. 5530. Egy orvosi fecskendé dugattytijanak 300 mm?, kivezetd cséve iiregének
pedig 4 mm? a keresztmetszete. A nyitott végii eszkoz dugattytijanak megmozdi-

tasdhoz (a tapadési surlddas legy6zéséhez) 1,4 N erd szitkséges. Miutan a kivezetd
csovet az dbra szerint egyik ujjunkkal befogtuk, a dugattytit egy masik ujjunkkal
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nagyon lassan befelé toljuk gy, hogy egyéb helyen nem ériink a végig nyugalomban
16v6 fecskend6hoz (lasd az dbrat). A teljes folyamat sordn a bezért levegd térfogata

20 cm3-r6l 15 em3-re csokken.

a) Mennyi a dugattyu betoldsét kovetéen a bezdrt levegd nyomdsa?

b) Legaldbb mekkora erével kell szorftanunk ekkor a fecskendd kivezetd csové-
nek végét?

(A kiils6 1égnyomads 100 kPa, a fecskend§ stily&tdl eltekinthetiink.)
(4 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves

P. 5531. Egy Newton-féle csillagdszati tavesd nyitott tubusaba véletleniil be-
repiilt egy vildgité szentjanosbogdr. Amikor a tiikortél 150 cm tavol, az optikai
tengelyen 1évé P ponton keresztiil az optikai tengely mentén mozgott, a képének
pillanatnyi sebessége kétszer akkora volt, mint amikor a P ponton keresztiil az el6-
z6vel megegyezo sebességgel, de az optikai tengelyre merdlegesen repiilt. Mekkora
a taveso tiikrének fékusztavolsaga?

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vicduka

P. 5532. Egy valtoztathaté kapacitdasi kondenzatort, melynek kezdeti kapa-
citasa (Y, feltoltiink Uy fesziiltségre, majd egy R ellenédllason keresztiil rovidre
zarunk.

a) Mennyi ideig és hogyan kell a kondenzétor kapacitdsét valtoztatnunk, hogy
a kondenzator kisiitése kozben az aramerdsség allandé maradjon?

b) Hatdrozzuk meg a kondenzator kezdeti energidjdnak és az ellendlldson ke-
letkez6 Joule-hének az aranyat! Adjunk magyarazatot az eredményiinkre.

(5 pont) A Quantum Magazine nyomdn

P. 5533. A %K izotép szokatlan viselkedésti, mert képes negativ és pozitiv
béta-bomlasra is, sot elektronbefogasra is. Mekkora a haromféle folyamat bomlasi
energiaja MeV egységben?

Utmutatds: Az izotéptomegeket lésd a
https://www.komal.hu/cikkek/atomtomegek.pdf oldalon.

(4 pont) Példatari feladat nyoman
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P. 5534. Legyen egy derékszo-
gl koordindta-rendszer x tengelye viz- Yy
szintes, y tengelye pedig fiiggoleges. h
Az z tengely 0 << h=1 m min-
den egyes x = ¢ pontjat kossiik Ossze
az y tengelyen 1év6 y = h — & ponttal.
Fektessiink egy surléddsmentes, vékony
csovet az el6zoek szerint felvett szaka-
szokbol kialakuld sarga ,sikidom” bur-
koléjara.

Inditsunk el 1okésmentesen egy
m tomegi, kicsiny testet a csé tetejé-
rél. Adjuk meg mg egységekben, hogy C
a mozgasa soran mekkora erével nyom- ¢ h
ja a test a cso6 falat

a) kozvetleniil az indulds utdn az A pontban;
b) a csé B felezOpontjandl;
¢) kozvetleniil a cs§ elhagydsa elétt a C' pontnal!

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

S

Bekiildési hataridé: 2024. januar 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL
FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 73. No. 9. December 2023)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 542): K. 789. We color the
positions of the integers on the number line using red and blue dots. a) Is it possible to
find a coloring such that no two dots with the same color are exactly 5 or 7 units apart
from each other? b) Is it possible to find a coloring such that no two dots with the same
color are exactly 6 or 11 units apart from each other? K. 790. The 100 richest people of
Neverland had a dinner party in a room with 12 huge tables. Those with birthdays in
the same month sat down at the same table. Let X denote the number of people around
the table with the smallest number of people. Let Y denote the number of people around
the table with the largest number of people. Find the greatest possible value of X and
the smallest possible value of Y. K. 791. a) Find all three digit numbers that are equal to
four times the product of their digits. b) Is it possible to find a three digit number that is
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equal to twice the product of its digits? K/C. 792. Let n be a positive integer. Prove that
the last digit of the sum 1+ 2+ 3+ -+ 4+ n cannot be 2, 4, 7 or 9. K/C. 793. We have to
fill in the 3 x 4 table in the figure with X’s obeying the following rule: if there are exactly
two X’s in the same row or column, we can put a third X in one of the empty cells in
the row or column of the two X’s. Prove that regardless of the order we choose, we will
be left with at least two empty cells in the end.

New exercises for practice — competition C (see page 543): Exercises up to grade 10:
K/C. 792. See the text at Exercises K. K/C. 793. See the text at Exercises K. Exercises for
everyone: C. 1788. Solve the equation 1422 + 15y% = 72°23 for integer values of = and y.
(Based on a Swiss competition problem) C. 1789. A tortoise travelled a distance of 14 units
in the plane. Each of its steps were of a unit’s length. After each step it made a turn: if
the number of the previous step was odd, then with an angle of 60°, if even, then with
an angle of 90°. In steps 3, 5, 8 and 12 he turned to the right, in the remaining steps he
turned to the left. a) Prove that the tortoise will end up in its initial position facing in
its initial direction after its 14 step. b) Find the area enclosed by the walk of tortoise in
algebraic form. (Submitted by Lajos Szilassi, Szeged) C. 1790. Find the smallest possible
value of the expression 2 + 32 + 522 — zy — 3yz — zx + 3z — 4y + 7z for real values of z,
y and z. (Vietnamese problem) Exercises upwards of grade 11: C. 1791. Solve the equation

41?:2;.1% = 2023 for real values of z. (Submitted by Olivér Teleki, Toksl) C. 1792.
In triangle ABC let the midpoints of sides AB and AC be F and E, respectively. Let
P and Q be two arbitrary points in the plane of triangle ABC. Let P’ and Q" be the
reflection of P and @) across F and F', respectively. Let M and N denote the midpoints
of line segments PB and QC, respectively. Prove that MN || P'Q" and P'Q" = 2MN.

(Submitted by Van Khea, Cambodia)

New exercises — competition B (see page 544): B. 5350. a) Is it possible to find
positive integers a, b, ¢ and d such that the arithmetic mean of a and b is greater than
the quadratic mean of ¢ and d, however, the geometric mean of a and b is smaller than
the harmonic mean of ¢ and d? b) Is it possible to find positive integers a, b, ¢ and d
such that the geometric mean of a and b is greater than the quadratic mean of ¢ and d,
however, the arithmetic mean of a and b is smaller than the harmonic mean of ¢ and d?
(3 points) (Submitted by Bdlint Hujter, Budapest) B. 5351. Let P be an arbitrary point
inside the equilateral triangle ABC. The line parallel to AB through P intersects sides
BC and AC' in points C7 and Cs, respectively. Similarly, the parallel through point P
with side BC' intersects sides AC' and AB in points A; and A, respectively. Finally,
let the parallel through point P with side AC intersect sides AB and BC' in points B
and Bs, respectively. Prove that the areas of triangles A1 B1C; and Az B2Cy are equal.
(3 points) (Submitted by Viktor Vigh, Sdndorfalva) B. 5352. For which positive integers
n > 3 is it possible to find n lines in the plane such that any three of them form an isosceles
triangle? (4 points) (Submitted by Bdlint Hujter, Budapest) B. 5353. Prove the following

2
—1
equality for every positive integer n > 1: > > |i —j| = % (4 points) (Submitted

i=1 j=1
by Mihaly Bence, Brassé) B. 5354. Prove that the Euler line of a scalene triangle is
parallel to one of the interior angle bisectors if and only if the bisected angle is 120°.
(5 points) (Submitted by Roland Jdrmai, Budapest) B. 5355. We colored n squares red
in a square lattice. We numbered the red squares from 1 to n, and calculated the sum
of the numbers for each pair of squares that share a common side. Is it true that for all
arrangements of the n squares it is possible to number the red squares in a way that we
will get a different sum for all pairs that share a common side? (5 points) (Submitted
by Andrds Imolay, Budapest) B. 5356. Prove the following inequality for every integer
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n > 2 and non-negative real numbers z1,...,zn: P/ [[(14+2:) = 1+ 7/ [] z:. (6 points)
i=1 i=1

(Submitted by Akos Somogyi, London) B. 5357. Let ABC' be a triangle. The tangents at B
and C' to the circumcircle of ABC' intersect at P. Let PBN AC =D and PCNAB = E.
The perpendicular bisector of the line segment BC' intersects AC' and AB at F and G,
respectively. The circumcircles of the triangles PDF and PEG intersect at M for the
second time. Let A’ be the reflection of A over F'G and let O be the circumcenter of
the triangle AFG. Prove that the line OA’ passes through one of the intersections of the
circles MFG and ADE. (6 points) (Submitted by Baris Koyuncu, Istambul)

New problems — competition A (see page 546): A. 866. A graph is called 2-connected,
if after deleting any point (and the edges adjacent to it) from the graph it remains still
connected. Is it true that in any 2-connected graph with a countably infinite number of
vertices it’s always possible to find a trail that is infinite in one direction (i.e. a sequence of
not necessarily distinct points v1,v2, ... such that v; and v, is always connected with an
edge, and all edges (vi, vi4+1) are distinct from each other)? (Submitted by Baldzs Bursics
and Anett Kocsis, Budapest) A. 867. Let p(z) be a monic integer polynomial (polynomial
with integer coefficients and leading coefficient 1) that has n real roots, a1, az, ..., an. Let
q(x) be an arbitrary integer polynomial that is relatively prime to polynomial p(x) (i.e. it’s
not possible to find an integer polynomial different from constant 1 and —1 that divides

both p(z) and g(z)). Prove that Y |g(os)| > n. (Submitted by Ddvid Matolcsi, Berkeley)
=1

A. 868. A set of points in the plane is called disharmonic, if the ratio of any two distances
between the points is between 100/101 and 101/100, or at least 100 or at most 1/100. Is
it true that for any distinct points A1, As, ..., A, in the plane it is always possible to find
distinct points A}, A5, ..., A7 that form a disharmonic set of points, and moreover A;, A;
and Ay are collinear in this order if and only if A}, A} and A}, are collinear in this order
(for all distinct 1 < 4,7,k < n)? (Submitted by Démdtor Pdlvélgyi and Baldzs Keszegh,
Budapest)

Problems in Physics
(see page 570)

M. 427. In physics classes, we learn that the kinetic frictional force is directly propor-
tional to the force compressing the surfaces, and that the proportionality constant does
not depend on the size of the surface. Investigate (using at least two pairs of materials)
how accurate these statements are.

G. 833. The size of the body of a child in each (linear) direction doubles in a few
years. How does the pressure exerted by its feet on the ground changes? (Assume that the
density of the child does not change as it grows.) G. 834. We are used to shadows being
long in the morning, shortening by midday, lengthening in the afternoon, and then long
again at dusk. Is there any place on Earth where the shadow of a vertical stick cast on
horizontal ground has the same length all day long? G. 835. A driver is driving at the foot
of a hill at 60 km/h when he switches to neutral gear. When he reaches the top of the
hill, the speedometer of the car reads 40 km/h. Neglect drag and friction losses. a) What
would be the speed of the car at the top of the hill if it had reached the bottom of the
hill at 70 km/h? b) What should the minimum speed of the car at the bottom of the hill
be in order to reach the top without without using the engine? G. 836. An ¢ = 0.5 m long
cylindrical glass tube, closed at one end and open at the other, was submerged vertically
in the Dead Sea with its open end turned downwards so that the lower (open) end of
the tube is at a depth of h = 30 m. Inside the tube there was air at a temperature of
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32 °C and at a pressure of 800 mmHg — which was the same as the atmospheric pressure.
The water in the Dead Sea has a temperature of 27 °C and a density 1.24 times that of
distilled water. How high does the water rise in the tube?

P. 5526. Starting from rest and accelerating uniformly, a motorcycle travelled 13 m
in the 7th second of its motion. a) How much distance does it cover in the 11th second?
b) What is the acceleration of the motorcycle at the end of the 11th second, if its path
is a circle with radius 120 m? P. 5527. On a horizontal, rough table, the value of the
coefficient of kinetic friction p depends on the distance x measured from the edge of
the table. Launching a small body from the edge at different initial velocities v, we find
that the distance along which the small body stops is s = kv, where k is a parameter
characteristic of the table. Determine the function how the value of the coefficient of
kinetic friction depends on the position. P. 5528. On a horizontal, frictionless surface,
a cube of edge d = 10 cm and of uniform mass distribution, is sliding at a velocity of vo.
At some point the cube reaches a slope of an angle of inclination of o = 30°. The “fault
line” between the slope and the ground is perpendicular to the direction of travel of the
cube. The front edge of the cube which is in contact with the ground gets stuck at the
fault line totally inelastically, so that the cube topples. What is the least value of v if the
front face of the cube “tips” onto the slope? P. 5529. A 7-tonne helicopter can hover in
one place if its engine produces 1000 kW of power. Estimate the power required to hover
the helicopter in one place if there is an additional 4 tonnes of weight in it. P. 5530. The
cross sectional area of the piston of a medical syringe is 300 mm? and that of the outlet
tube of the syringe is 4 mm?. A force of 1.4 N is required to move the piston when the
device is open (to overcome static friction). After sealing the outlet tube with one finger
as shown in the figure, the piston is pushed inwards very slowly with the other finger so
that no other part of the syringe is touched (see figure). During the process, the volume
of air in the syringe is decreased from 20 cm® to 15 cm®. @) What is the pressure of the
air in the syringe after the piston was pushed to its final position? b) At this time, what
is the least force at which we have to press the end of the outlet tube of the piston? (The
ambient pressure is 100 kPa, the weight of the syringe is negligible.) P. 5531. A glowing
firefly accidentally flew into the open tube of a Newtonian telescope. When it was moving
along the optical axis through point P, which is a point on the principal axis 150 cm from
the mirror, the instantaneous speed of its image was twice as fast as when it flew through
point P at the same speed as before, but perpendicularly to the principal axis. What is
the focal length of the mirror in the telescope? P. 5532. A variable capacitor with an initial
capacitance of Cp is charged to a voltage of Uy and short-circuited through a resistor of
resistance R. a) How long and how should we vary the capacitance of the capacitor so
that the current remains constant when the capacitor is discharged? b) Determine the
ratio of the initial energy of the capacitor to the heat dissipated by the resistor. Explain
your results. P. 5533. The “°K isotope has unusual behaviour because it can undergo
both negative and positive beta decay, and even capture an inner electron. What is the
decay energy of the three processes in MeV units? Hint: For the relative isotopic masses
see https://www.komal.hu/cikkek/atomtomegek.pdf . P. 5534. The z-axis of a Cartesian
coordinate system is horizontal and the y-axis is vertical. Connect each point = = & of
the z axis, 0 < £ < h =1 m, to the point y = h — £ on the y axis. The yellow region in
the figure shows the above defined line segments. Lay a frictionless, thin tube along the
envelope of the line segments. Launch a small body of mass m from the top of the tube
without any initial speed. Determine the force in mg units with which the body pushes
the wall of the tube during its motion a) right after its start at point A; b) at point B,
which is the midpoint of the tube; ¢) at point C, which is a point right before the body
leaves the tube.
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Természettudomanyi Kar

Az ELTE Természettudomanyi Kara (TTK) minden felmérés
szerint az egyik legjobb egyetemi kar Magyarorszagon. A
képzések a természettudomanyok teljes spektrumat feldlelik:
matematika, biologia, fizika, foldrajz, féldtudomanyi, kémia,
kdrnyezettan alapszakok (BSc) — ezeken belil kilénbdzd
szakiranyok (biofizikus, csillagasz, meteorolégus...) — ker(l-
nek meghirdetésre. https://ttk.elte.hu/

Matematikai Intézet

A matematika alapszak (BSc) egyarant felkészit a kutatoi
életpalyara és a matematika kilonb6z4 terlleteken térténd magas
szintl alkalmazasarais—kivalé karrierlehetésegeket nyujtva.
Azintézetben nagy hangsulyt helyeziink a tehetséggondozasra és
arra, hogy a valaszthaté szintek és blokkok révén mindenki
megtalalja a neki megfelel® kurzusokat.

Az intézetben altalanos- és kdzépiskolai tanarképzést is folytatunk
osztatlan matematikatanari szakon. http://lwww.math.elte.hu/

Az ELTE TTK idén december 12-én tartja nyilt napjat: https://ttk.elte.hu/nyiltnap2023.
Ha esetleg késénjutna el hozzad ez a hir,a program a fentilinken vissza is nézheté.
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