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| | Jelentés a 2023. évi

\ Kiirschak Jozsef Matematikai Tanul6versenyrol

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a 2023. évi Kiirschék Jozsef Matematikai
Tanuloversenyt oktober 6-an, kdzép-eurdpai id6 szerint 14 drai kezdettel rendezte
meg a kovetkezo tizenkét helyszinen: Budapest, Cambridge, Debrecen, Kaposvar,
Kecskemét, Miskolc, Nyiregyhaza, Pécs, Szeged, Székesfehérvér, Tatabanya és Za-
laegerszeg.

A Térsulat elnoksége a verseny lebonyolitasara az alabbi bizottsdgot kérte
fel: Biré Andrds, Fleiner Tamds (elnok), Frenkel Péter, Harangi Viktor, Kés Géza,
Kovacs Benedek, Maga Péter, Pach Péter P4l és T6th Géza. A bizottsig szeptember
20-1 iilésén a kovetkezo feladatokat tiizte ki:

1. Legyen f(x) = Z?:o a;x', ahold > 1, az ag, ..., aq eqylitthatok nemnegativ
egészek, aqg > 0. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan n pozitiv egész szdm van, amelyre
f(n) az f(2), f(3), ..., f(n—1) szdmok egyikével sem oszthatd.

2. Legyen n pozitiv egész szam. Nevezziik csucsnak a sikbeli derékszdogi koordindta-
rendszer azon pontjait, amelyeknek mindkét koordindtdja az 1, 2, ..., n szamok
kozil keril ki. Nevezziik élnek azon eqységnyi hosszusagu szakaszokat, amelyeknek
mindkét végpontja csics. Néhdany élt pirosra szineztiink gy, hogy barmely két kii-
lonbozd csucs kozott pontosan egy piros tordttvonal vezessen. Az f piros €l fontos
az e €l szamdra, ha az e két végpontjat dsszekotod piros tordttvonal dthalad f-en.
Bizonyitando, hogy van olyan piros €l, amely legaldbb n él szamdra fontos.

3. Adott eqy ABCDE konvexr hiuritszég és egy belsé P pontja gy, hogy
AB=AE=AP és BC=CE. Az AD és BE egyenesek metszéspontja Q. Az R és S
pontok a CP, illetve a BP szakaszokon fekszenek gy hogy DR = QR és SR || BC.
Mutassuk meg, hogy a BEP és PQS korok érintik egymdst.

A bizottsiag a beérkezett dolgozatok &atnézése utan, december 6-i iilésén a
kovetkezd jelentést fogadta el:

»A verseny minden helyszinen rendben zajlott le, 116 regisztralt versenyzotél
osszesen 90 dolgozat érkezett be.

Az idei versenyen 14-en oldottdk meg (esetleg kisebb hidnyossidggal) az elsd
feladatot. A masodik feladat esetén 7-en értek el hasonlé eredményt, és tovabbi
8 versenyzonek van értékelhetd részeredménye. A harmadik feladat bizonyult a
legnehezebbnek: erre mindossze egyetlenegy helyes megoldas érkezett, tovabbi két
versenyz0 pedig jé irdnyba indult, de elakadt.
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Egy versenyz6 helyesen oldotta meg az els6 és a harmadik feladatot, a maso-
dikra adott megoldasa pedig lényegében helyes. Ezért

L. dijat és 60000 Ft pénzjutalmat nyer

Molnar-Szabé Vilmos, a Budapesti Fazekas Mihédly Gyakorlo Altaldnos Iskola
és Gimnézium érettségizett tanuldja (tandrai Dobos Sdndor, Fazakas Tiinde, Adédm
Réka, Hujter Balint, Ban-Szabd Aron, Szilics Gabor, Fey David és Seres-Szabd
Mérton).

Két versenyzo6 oldotta meg helyesen az elsé két feladatot. Ezért a teljesitményért

II. dijban és fejenként 30000 Ft pénzjutalomban részesiil

Moricz Benjamin, a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlo Altaldnos Iskola és
Gimndzium érettségizett tanuldja (tandrai Dobos Séndor, Fazakas Tiinde, Addm
Réka és Hujter Bélint) és

Szakécs Abel, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gim-
ndzium 10. osztdlyos tanuléja (tandrai Hujter Balint, Kiss Géza és Terpai Tamds).

Egy versenyzo az els6 feladat helyes megoldasa mellett javithaté hibatol elte-
kintve megoldotta a masodik feladatot is. Ennek megfelel6en

II1. dijat és 20000 Ft pénzjutalmat kap
Varga Boldizsar, a Békismegyeri Veres Péter Gimnazium 11. osztalyos tanu-
16ja (tandra Hollé Géabor).

Egy versenyz0 megoldotta az elsé feladatot, és a mésodik feladatra olyan
javithat6é megoldast adott, amibol 1ényeges elemek hidnyoznak. Ez alapjan

1. dicsérettel és 10000 Ft pénzjutalommal dijazzuk

Czanik Palt, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gim-
ndzium 11. osztdlyos tanuléjat (tandrai Lenger Déniel és Kocsis Szilveszter).

Végiil hdrom versenyzd az els feladatra adott helyes megoldds mellett érdemi
részeredményt ért el a masodik vagy harmadik feladatban. Igy

2. dicsérettel jutalmazzuk

Bognar Andras Karolyt, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Is-
kola és Gimnézium érettségizett tanuldjat (tandrai Addm Réka, Dobos Séndor,
Fazakas Tiinde, Hujter Bélint és Rubdczky Gyorgy),

Forrai Boldizsart, az SZTE Gyakorl6 Gimnézium és Altaldnos Iskola 10. osz-
talyos tanul6jét (tandrai Matos Zoltdn és Torma Bence), valamint

Tarjan Bernatot, a Békdsmegyeri Veres Péter Gimnédzium 12. osztalyos tanu-
16jat (tandrai Holl6 Gébor, Dobos Séndor és Nagy Zoltan Lérant).

A versenybizottsag eziton koszoni meg minden versenyzé, felkészité tanar és
a lebonyolitasban koézremiik6do kolléga munkajat, a dijazottaknak pedig tovabbi
sikereket kivanva gratuldl.”

Fleiner Tamas
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A 2023. évi Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloverseny
feladatainak megoldasai

1. Legyen f(x) = Z?:o a;zt, ahold > 1, az ag, ..., aq eqyiitthaték nemnegativ
egészek, aqg > 0. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan n pozitiv egész szdm van, amelyre
f(n) az f(2), f3), ..., f(n—1) szdmok egyikével sem oszthatd.

A megoldas soran az aldbbi segédtételt is felhasznaljuk.

Lemma. Ha f = Z?:o a;x" egész egyiitthatds polinom és n = k (mod m), akkor
£(n) = £(k) (mod m).

A Lemma bizonyitdsa. Az ismert azonossig szerint
nt =k =m—-k) " 0 k4 kT2 k),

ezért ha n és k egészek, akkor n —k | n® — k' teljesiil minden pozitiv egész i-re.
Kovetkezésképp n — k | Z?:o a;(n' — k%) = f(n) — f(k). Ha teh&t m | n — k, akkor
m | f(n) — f(k) is fenndll, és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. O

Az 1. feladat megoldasa. Nevezziik a p > 2 egész szamot f-primnek, ha nincs
olyan 2 < k < p egész szam, amelyre f(k) | f(p). Példdul p = 2 trividlisan f-prim.
Azt kell bizonyitanunk, hogy végtelen sok f-prim létezik. Ezt a végtelen sok prim
létezésére vonatkozd, Euklidész-féle bizonyitas mintdjara tehetjitk meg.

Ha n > 2 egész, akkor van olyan p f-prim, amelyre f(p) | f(n). Ha ugyanis
az n szam f-prim, akkor p = n megfelel6. Ha n nem f-prim, akkor van olyan 2 <
< k < n, amelyre f(k) | f(n). Ha p a legkisebb ilyen tulajdonsdgu k szém, akkor
p olyan f-prim, amelyre f(p) | f(n).

Elég megmutatni, hogy tetszoleges p1, ..., pr f-primek esetén létezik toliik kii-
16nb6z8 f-prim. Legyen n = 1+ [[,_, f(p:) és p; az imént felsorolt f-primek barme-
lyike. Ekkor n = 1 (mod f(p;)), ezért a fenti Lemma miatt f(n) = f(1) (mod f(p;)).
Mivel az f dpolinom az x > 0 félegyenesen szigordian monoton ndvekedd, ezért
0 < ag <30 gai= F(1) < £(py), tehat f(1) £ 0 (mod f(p,), é fay F(p;) T f(n).
Léttuk, hogy van olyan p f-prim, amelyre f(p) | f(n). A legutolsé megéllapitasunk
miatt ekkor p kiilonbozik a py, ..., p, f-primek mindegyikétsl. Ezzel a bizonyitast
befejeztiik. O

Hollé Martin és Németh Marton masik utat talalt a megoldashoz, mégpedig a
polinom egész helyeken felvett értékei legnagyobb kozos osztdjanak segitségével. Az
itt kozolt gondolatmenet a szamelmélet alaptétele mellett azt is felhasznélja, hogy
a primek szama végtelen. A médszerrel a feladat dllitasanak alabbi altalanositasa
is igazolhatd.

Allitas. Tegyiik fel, hogy f(z) = Z?:o a;x" egész egyiitthatés polinom, és K
olyan kiiszob, hogy n > K esetén f(n) # +£D, ahol D az {f(n): n € Z} halmaz
elemeinek legnagyobb ko6zos osztéja. Ekkor végtelen sok olyan n > K egész szam
létezik, amelyre f(n) nem oszthaté az f(K +1), f(K+2),..., f(n—1) helyettesitési
értékek egyikével sem.
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Vildgos, hogy a versenyen kit{izott feladatban szerepld f polinomra D < f(1) <
< f(2) < ... miatt K =1 vélasztds mellett fenndllnak a fenti 4llitdsban megkivént
feltevések.

Bizonyitas. Tetszoleges ¢ pozitiv egészre jeldlje p; a primek 2, 3, 5, 7, ...
sorozatdanak i-edik tagjat, és legyen D kanonikus alakjaban a p; prim kitevGje h;.
(Tehat ha p; 1 D, akkor h; =0.) A D definiciéja miatt minden pozitiv egész i-hez
van olyan n; egész szdm, amelyre pf”'H 1 f(ny).

A kinai maradéktétel szerint minden pozitiv egész j-re van olyan k; egész szam,

amelyre minden i < j esetén k; = n; (mod phitl

LT all. S6t: az ilyen tulajdonsigu

egész szamok egyetlen maradékosztalyt alkotnak modulo pi”“ . pgﬁl o p;-” 1

Az imént definidlt k; tehdt valaszthaté K-nal nagyobbnak.
A fenti Lemma miatt f(k;) = f(n;) mod pl™, gy pM* ¢ f(k;) minden

3 1
1 <@ < j egészre. Jelolje g; a legkisebb olyan K-ndl nagyobb egész szdmot, amelyre
p?”‘l 1 f(g;) teljesiil minden 1 <4 < j egészre. Mivel k; rendelkezik a g;-t6l elvéart
oszthatdsagi tulajdonsiggal, ezért g; jol definidlt.

Legyen n egy K és q; kozotti egész szdm. A D definicidja és a K valasztasa
miatt f(n) =r- D, ahol |r| # 1. Ha r-nek nem volna a py, ..., p; primek kozott osz-
téja, akkor az ellentmondana ¢; valasztasdnak. Van tehdt olyan 1 <7 < j, amelyre
pi | 7, azaz amelyre p" ! | f(n). Mivel p"*1 t f(q;), ezért minden K < n < g; ese-
tén f(n)1 f(q;) teljesiil. Azt kaptuk tehat, hogy a ¢1, go, ... szdmok mindegyike

rendelkezik az Allftdsban elvart tulajdonsaggal.

A bizonyitds befejezéséhez mar csak azt kell megmutatni, hogy a {q1,¢2,...}
halmaz végtelen. Ennek érdekében azt igazoljuk, hogy barmely N egészhez taldlha-
t6 olyan ¢;, amelyre |f(g;)| > N. Ekkor ugyanis az f(g;) értékek végtelen sokfélék
lesznek, igy a g;-k is végtelen sokan vannak. Figyeljilk meg, hogy ¢, valasztédsa,
D | f(qj) és D < |f(g;)| miatt f(g;)-nek van p;-nél nagyobb primosztéja. Ha te-
hét p; > N, akkor |f(g;)| > p; > N, nekiink pedig pontosan erre van sziikségiink
a bizonyitas befejezéséhez. O

2. Legyen n pozitiv egész szam. Nevezziik csucsnak a sikbeli derékszdogi koordindta-
rendszer azon pontjait, amelyeknek mindkét koordindtdja az 1, 2, ..., n szamok
kozil keril ki. Nevezziik élnek azon eqységnyi hossziusagu szakaszokat, amelyeknek
mindkét végpontja csics. Néhdny €Elt pirosra szineztink gy, hogy bdrmely két kii-
lonbdzd csucs kozott pontosan egy piros tordttvonal vezessen. Az f piros €l fontos
az e €l szamdra, ha az e két végpontjat dsszekotsd piros tordttvonal dthalad f-en.
Bizonyitando, hogy van olyan piros €él, amely legaldbb n él szamdra fontos.

Megjegyzés. Az aldbb kozolt megolddsok sordn az n > 1 feltevéssel éliink,
ugyanis a feladatban szerepl6 &allitds n = 1 esetén nem igaz. Sajnos a feladat pon-
tatlanul lett kittizve.

I. megoldas a 2. feladatra. Tekintsiik az A = (1,1), B = (n,1), C = (n,n) és
D = (1,n) csticsokhoz a piros élekbél all6 AC és BD torodttvonalakat. Mivel B és
D a piros AC torottvonal két ellentétes oldalara esik, ezért a piros AC és BD
torottvonalaknak taldlkozniuk kell, igy bizonyosan van legalabb egy koz6s csicsuk.
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Ha P és Q ilyen kozos cstcsok, akkor a piros AC' és a BD torottvonalak mindegyike
tartalmaz egy piros PQ toréttvonalat is. A piros PQ torottvonal egyértelmiiségébol
az kovetkezik, hogy a piros AC, illetve BD torottvonalak mindegyike ugyanazt a
piros PQ torottvonalat tartalmazza. Ez pedig azt jelenti, hogy a piros AC és BD
torottvonalak metszete egyetlenegy piros toréttvonal, ami — mondjuk — egy X és
egy Y csicsot kot Ossze.

Ha X # Y, akkor legyen f a piros XY torottvonal egy éle. Azt allitjuk, hogy
f legalabb n él szédmara fontos.

Ha egy csticsbdl A-ba és C-be is vezetne f-et nem tartalmazdé tordttvonal,
akkor A és C kozott is lenne f-et nem tartalmazdé tordttvonal, ami lehetetlen.
Hasonlbéan, ha egy cstcsbdl az A-ba és C-be vezetd torottvonal is tartalmazna f-
et, akkor is lenne A és C kozott f-et nem tartalmazod torottvonal. Tehat minden
csucsbdl az A-ba és C-be vezet6 egyértelmi torottvonalak egyike tartalmazza f-et,
a masik nem.

Szinezziik kékre azokat a csucsokat, ahonnan A-ba, sargara pedig azokat a
csucsokat, ahonnan C-be vezet f-et nem tartalmazé piros torottvonal. Vegyiik
észre, hogy ha egy e él egyik végpontja kék, a masik pedig sarga, akkor e szamara
fontos az f él, ugyanis ellenkez6 esetben vezetne A és C kozott az f élt elkeriil
piros téréttvonal.

Ha a most definidlt szinezésben a B és D csicsok azonos szinliek lennének,
akkor mindkét csicsbdl vezetne egy-egy f élt elkeriilé piros tordttvonal vagy az
A vagy a C csucsba, ezért vezetne B és D kozott is egy f élt nem haszndld piros
torottvonal. Tudjuk azonban, hogy az f él rajta van a B-t D-vel 6sszekot6 egyetlen
piros toréttvonalon, ezért a B és D csucsok koziil az egyik kék, a mésik pedig sarga.

Ha B kék, akkor van egy f-et elkeriilé piros AB torottvonal, és ezért az
(7,1) cstics kék minden 1 <i <n esetén. Hasonldan, az f-et elkeriild piros CD
torottvonal miatt az (i,n) cstics minden 1 < i < n esetén sarga. Ezért minden ilyen
i-re van olyan 1 < j < n, amelyre az (i, j) cstcs kék, az (i,j + 1) csics pedig sérga.
Lattuk, hogy az e két csucsot Osszekotd €l szamara az f él fontos. Mivel 1 <i<n
tetszoleges lehet, talaltunk n olyan élt, amelyik szamara az f él fontos.

Hasonldan, ha B sarga és D kék, akkor minden 1 < ¢ < n esetén az (1,1) csics
kék, az (n, 1) csics pedig sarga. fgy aztdn minden 1 < ¢ < nesetén vanolyan1 < j <
< n, amelyre a (j,1) cstics kék, a (j+1,4) csics pedig sdrga. Ezért az ezen csicsokat
Osszekoto él szamara az f él fontos, és mivel az i-t n-féleképp valaszthatjuk, ismét
talaltunk n olyan élt, amelyik szamara f fontos.

Végiil az X =Y = (a,b) eset marad. Az dbra esetleges elforgatdsdval elérhetd,
hogy a > ”TH és b > ”TH legyen. Mi annyit fogunk ebbdl hasznalni, hogy a + b >
> n+ 1. Legyen f az XA piros torottvonal els§ (X-re illeszkedd) éle, és legyen
X' = (d,V) az f él X-t6l kiilénboz6 végpontja. Vilagos, hogy o'+ > a+b—1>
>n+1—-—1=n.

Szinezziik kékre most azokat a cstcsokat, amelyekbdl taldlhaté A-ba piros
élekbél 4ll6, f-et nem tartalmazoé torottvonal, és legyen minden mas csics sarga.
Ekkor minden 1 < i < a’ esetén az x = 1 egyenes kék csticsban metszi az X’ A piros
torottvonalat és sarga csicsban metszi az X D piros torottvonalat. Ezért az x =4
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egyenesen van olyan fiiggéleges €él, amelyiknek az egyik csicsa kék, a masik pedig
sarga. Lattuk, hogy ezen élek mindegyike szamara fontos az f él. Hasonléan, minden
1 <j <V esetén az y = j egyenes kék csticsban metszi az X' A piros torottvonalat
és sarga csucsban metszi az X B piros tor6ttvonalat. Ezért az y = 5 egyenesen
van olyan vizszintes él, amelyiknek az egyik cstcsa kék, a masik pedig sarga, és
persze minden ilyen él szaméra is fontos az f él. Azt kaptuk, hogy az f él legalabb
a’ fiiggbleges és legaldbb b’ vizszintes él szdmdra fontos. A feladatbeli allitds a
kordbban latott a’ + b’ > n megfigyelésbdl kozvetleniil adédik. O

II. megoldas a 2. feladatra. A grafelméletben haszndlt terminolégiat segitségiil
hivva bemutatunk egy masik lehetséges bizonyitast is. Legyen G a feladatban
definialt csicsok és élek alkotta graf. Vildgos, hogy a piros élek a G graf egy F
feszit6fajat hatarozzak meg, tovabba, hogy az F' fa egy f éle a G gréf e éle szamara
akkor fontos, ha e végpontjai az F' — f kiilonboz6 komponenseibe esnek.

Iranyitsuk F' minden e élét gy, hogy e az F' — e t6bb csticsot tartalmazé kom-
ponense felé mutasson; ha F — e mindkét komponense pontosan %2 csucsot tartal-
maz, akkor e-t nem irdnyitjuk. Tekintsiik F egy tetszéleges v csuicsat, és induljunk
el v-bdl az imént iranyitott élek iranyitasat kovetve. Mivel F' kormentes, ezért ilyen
médon nem juthatunk el olyan csicsba, ahol kordbban mar jartunk. A V(F') csics-
halmaz végessége folytan elébb-utébb tehdt olyan w csicsba érkeziink, ahonnan
nem tudunk tovabb lépni, azaz u-bdl nem 1ép ki iranyitott él. Az u csicsra illesz-
kedo legfeljebb 4 él mindegyikénél vizsgaljuk meg, hogy az adott él elhagyasa utan
hény csicsa van az u-t nem tartalmazé komponensnek. A kapott értékek Osszege
az F fa u-tél killonb6zé csiicsainak szdma, azaz n2 — 1. A skatulyaelv miatt illesz-
kedik tehat u-ra olyan f él, amelyre az F' — f graf u-t nem tartalmazé komponense

legaldbb ”24’1 csticsot tartalmaz. Rdaddsul (F' — f)-nek az u-t tartalmazé kompo-

nense legalabb %2 cstcsu, mivel az f él vagy u-ba van irdnyitva vagy irdnyitatlan.
Az igy konstrudlt f €lrdl a tovdbbiakban csupdn annyit fogunk felhaszndlni, hogy

F — f mindkét komponensének legalabb "24’ 1

Szinezziikk zoldre a G — f graf egyik komponensének, fehérre pedig a masik
komponensének a csucsait. A célunk annak igazolasa, hogy G-nek legalabb n olyan
éle van, amely zold csicsot fehér csicesal kot Gssze.

csucsa van.

Vizsgaljuk meg, hogy a zold, illetve fehér csicsok elsd és méasodik koordinatéi
hényfélék lehetnek. Figyeljiik meg, hogy ha nincs olyan z6ld csics, amelyiknek
az elsé koordinataja j, akkor minden olyan csiics fehér, amelyiknek j az els6
koordinataja, és ezért a fehér csicsok maéasodik koordinatdi minden lehetséges 1
és n kozotti értéket felvesznek. Ha tehat a z6ld csicsok masodik koordinatai n-féle
értéket vehetnek fel, de az elsé koordinataik nem lehetnek n-félék, akkor a fehér
csucsok masodik koordinatai szintén n-félék lehetnek. Ebbdl az kovetkezik, hogy
a csucsok altal meghatdrozott minden vizszintes egyenes tartalmaz zold és fehér
csucsot 0sszekotd élt. Az igy kapott n él mindegyike szamara fontos az f él.

Hasonlé médon fejezheté be a bizonyitas, ha a zold és fehér szinek valamelyi-
kére igaz, hogy az ezen szinre szinezett csiicsok egyik koordinataja n-féle lehet, a
maésik pedig n-nél kevesebb értéket vehet fel. Ha pedig ez a tulajdonsig a két szin
egyikére sem teljesiil, akkor van olyan szin (mondjuk a fehér), hogy a fehérre szine-
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zett cstucsok elsé és masodik koordinatai is n-félék lehetnek. Tegyiik fel, hogy ekkor
a z0ld csucsok elsé koordinatai k-félék, a masodikak pedig ¢-félék lehetnek. A zold
csucsok szama ekkor legfeljebb k- £. A z6ld és fehér csicsokat Gsszekoto élek ko-
zOtt van legaldbb k fiiggdleges és legalabb ¢ vizszintes, hiszen minden zold csticsra
illeszked6 vizszintes és fliggbleges egyenesen kell lennie ilyen élnek. A szdmtani és
mértani kozép kozti osszefliggés és a z6ld csicsok szamarol tett korabbi megfigyelés

miatt 9 N
i 1<k-£<<+> ,
4 - - 2

ahonnan k+£¢>+vn2 —1>+vn2 —2n+1=n —1 adédik. Innen k + ¢ > n, igy a
zold és fehér cstucsot 0sszekotd élek szama ebben az esetben sem lehet n-nél keve-
sebb. O

Megjegyzés. A 2. feladat éllitdsa nem élesitheté abban az értelemben, hogy
nem biztos, hogy olyan piros €l is van, amelyik n + 1 él szamara fontos. Ha példaul
n = 2k — 1 paratlan, és a piros élek halmaza P, U Py, ahol

P,={(z,y)(z+1Ly):0<z<kl<y<kjuU
U{(z,y)(z+1y): k<ax<2k—1k<y<2k—1},
Pr={(z,y)(z,y+1): 1<z <k<y<2k—-1}U
U{(z,y)(z,y+1): 0<y<k<z<2k—1}
akkor a (k,k) csicsra illeszked6 4 piros él pontosan n él szdmdra, minden més
piros él pedig n-nél kevesebb él szamara fontos. Ha n = 2k péros, akkor ennek a

konstrukcionak alkalmas modositasaval megadhaté az élek olyan pirosra szinezése,
amelyik minddssze harom olyan piros élt tartalmaz, amelyik n él szamara fontos.

3. Adott eqy ABCDE konvexr huritszég és eqy belsé P pontja gy, hogy
AB=AE=AP és BC=CE. Az AD és BE egyenesek metszéspontja Q. Az R és S
pontok a CP, illetve a BP szakaszokon fekszenek 1igy hogy DR = QR és SR || BC.
Mutassuk meg, hogy a BEP és PQS korok érintik egymdst.

C A 3. feladat megoldasa. Jelolje

/ w a BPE haromszog koré irt kort;

az AB = AFE = AP feltétel miatt en-
¥

nek koézéppontja az A pont. Legyen
T az w és a P(Q egyenes masodik,
V e S—
WAL TN
¥A<
No<

P-t6l kiilonb6z6 metszéspontja, to-
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vabba legyen U a QD szakasz fe-
lez6merdlegesének metszéspontja a
PD egyenessel. Mivel DR = QR, a
QD szakasz felezémerolegese az R
ponton is atmegy. A Thalész-tétel
miatt CD L AD, igy CD és UR is
merdleges AD-re, tehat CD || RU.
w Azt allitjuk, hogy a T'D és QU
egyenesek parhuzamosak vagy egy-
beesnek.




Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor az AQD egyenes nem megy at a P

ponton. Vegyiik észre, hogy az AEQ és ADE hiaromszogek hasonldk és ellentétes

AE A
irdnyitasiak, mert AEQ< = AEB< = EBA< = EDA<, és igy 1D = % Mivel

AP  AQ AT  AQ
AE = AP = AT is i h —=—— s —=—
, az is igaz, hogy —— = -5 &~ = 7,
és az AP(Q héromszogek is hasonlok és ellentétes irdnyitasiak, illetve az ADT és
az AT(Q héromszogek is hasonldk és ellentétes iranyitdasuak. Tovabbd az APT és
DQU héromszogek egyenld szariak, igy

ami miatt az ADP

TDQ<x =TDA« = ATQ< = ATP< =TPA« =
= QPA<«=ADP<1<=QDU<x=UQD«,

és ezeknek a szogeknek az irdnyitasa is megegyezik. A DT és a QU egyenesek tehat
ugyanakkora iranyitott szoget zarnak be a D@ szakasszal, vagyis parhuzamosak.

Ha az AQD egyenes atmegy a P ponton, akkor ez az egyenes tartalmazza a T
és U pontokat is, emiatt a T'D és QU egyenesek egybeesnek. Ezzel tehat igazoltuk,
hogy T'D és QU parhuzamosak vagy egybeesnek.

Végiil a parhuzamos szel6k tételét haromszor alkalmazva,

PQ PU PR _PS

PT  PD PC PB
Ebbdl kovetkezik, hogy a PQS kor az w kor P koézépponti nagyitasa, tehat a kozos
P pontban érintik egymast. O

Megjegyzések. 1. Két versenyzo is megtalalta a T pontot és az AP DT kort, de
— taldn a rendelkezésre all6 id6 rovidsége miatt — nem tudtak befejezni a megoldast.

2. Tobb versenyzo is a mozgopont-maodszer alkalmazasaval probalta megoldani
a feladatot, ez azonban csak egyikiiknek sikeriilt. A mozgépont-mddszer segitségé-
vel geometriai illeszkedéseket lehet igazolni. A moddszer szébanforgd valtozatanal
az abrat meghatdrozo egyik pontot ugy mozgatjuk a sikon, hogy mindkét koordi-
nataja az idének raciondlis tortfiiggvénye legyen. Ennek a pontnak a mozgasabdl
meghatarozhatd, hogy hogyan mozog az adott konfigurdcié tobbi pontja, illetve vo-
nala, és mindegyiket (igy az illeszkedének gondoltakat is) raciondlis tortfiiggvények
segitségével lehet felirni. A bizonyitandé illeszkedés végiil igy fogalmazhaté meg,
hogy egy bizonyos egyvéltozds polinom azonosan nulla. Ha e polinom fokszamat
ligyesen megbecsiiljitkk, akkor — mivel n-edfoku polinomnak legfeljebb n gyoke le-
het — azt kapjuk, hogy a bizonyitando illeszkedést elég a mozgd pontnak csak véges
sok (a széban forgd polinom becsiilt fokszdménal 1-gyel t6bb), akdr elfajuld esetére
ellendrizni. Ha ezt megtessziik, akkor ezzel igazoljuk, hogy a mozgé pont minden
helyzetében fennall a bizonyitando illeszkedés, és ezzel a bizonyitdst befejeztiik.

Hangsilyozzuk, hogy bar a mozgdpont-moddszer rendkiviil hatékony eszkoz az
illeszkedés tipusu oOsszefiiggések bizonyitasara, altaldban nem ad olyan geometriai
megértést, mint egy szintetikus bizonyitds (pl. a fenti), hanem ezt algebrai megér-
téssel helyettesiti.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/2 73



3. A 3. feladat egy lehetséges mozgdpontos megolddsdnak vazlata (Molnar-
Szabd Vilmos dolgozata alapjdn):

Legyen O a PQS kor kdzéppontja; azt kell igazolnunk, hogy O az AP egyene-
sen van.

Az A, B, C, E, P pontokat rogzitjiik. A @ pontot és vele egyiitt a D, R
és S pontokat mozgatjuk. A @ pont els6fokd, és megmutathatd, hogy D, R, S
legfeljebb masodfokiak, O pedig legfeljebb negyedfoki. fgy az, hogy O € AP, egy
legfeljebb negyedfoku polinom eltiinésével ekvivalens. Végiil ezt abban az 6t esetben
ellendrizziik, amikor D = A, D = B, D = F, illetve amikor D valamelyik ,,abszolit
pont” (azaz (1,+4) irdnyu komplex végtelen tévoli pont).

a Versenybizottsag

==

Rejtvények, ordoglakatok
Képek és szogek

|

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorot
mutatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonbozé kirakds
jatékok, topoldgiai feladvanyok, crdoglakatok és a matematikat felhasznalé
bilivészmutatvanyok.

L

Manapsag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt
az adja, ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a blivészmutatvanyok triikkjeit
mi taldljuk ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiik el.
Prébaljuk meg a feladatokat tovabbgondolni, altaldnositani, igyekezziink 1j
feladatokat kitalalni.

A megoldésokat, altaldnositdsokat a rejtveny.komal@gmail.com cimen
varjuk. A legjobbakat — akar cikk vagy vide6 forméajdban — a honlapunkon
vagy itt a Lapban 6rommel kozoljik.

A kovetkez6 fejtorét A. Spivak kozolte a Quantum magazin 1997. méajus-
juiniusi szaméban:

Dr. Smile rendeldjének varétermében egy kép l6g a falon. A kép kilon-
legessége abban rejlik, ahogy fel lett akasztva. Dr. Smile egy helyett kettd
szoget vert a falba, €s ugy akasztotta fel rajuk a képet, hogy ha barmelyik
szoget kihtzzuk a falbdl, a kép leesik. Hogyan csindlta?

Spivak eredeti kérdésében nincs expliciten kimondva, de ez alapvetéen egy lo-
gikai feladat, sirlédas nincs, a képet tarté madzag kelléen hosszi. A megoldédsra
tobb-kevesebb probalkozassal ré lehet jonni, és vilagos, hogy a kérdést tobbfélekép-
pen nehezithetjiik.

1. (Az eredeti feladat.) Akasszuk fel a képet két szogre gy, hogy bérmely szoget
kihtuzva a falbol a kép leessen.
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2. Akasszuk fel a képet harom szogre ugy, hogy barmely szoget kihtzva a falbél
a kép leessen.

3. Akasszuk fel a képet harom szogre ugy, hogy egy szoget kihuzva a kép ne
essen le, de barmely két szoget kihizva a falbdl a kép leessen.

A jaték kiprébaldasahoz hasznélhatd berendezést nem nehéz sszedllitani, de aki
nem szeret barkdacsolni, annak igazan kézre dlld megoldas lehet az is, ha a zsinért
az ujjaira hurkolva probalkozik.

A kovetkezd szamunkban megtargyaljuk a feladat megoldasat és tovabbi alta-
ldnositasait, és bemutatjuk ezek matematikai hatterét.

A fakanalas 6rdoglakat megoldasa

A mult havi feladat Kirill Grebnevnek a bal oldali dbrén lathaté jatéka volt.
A megoldéast a jobb oldalon ldthatd, fakanalas véltozaton mutatjuk be.

A f6 6tlet

Miutan kicsit meglazitottuk a madzagot, hamar réjoviink, hogy a {6 feladat az,
hogy a zsinérnak a fakandl f6lott keresztben (a képen fiiggbleges irdnyban) haladd,
kozépso részét valahogy atvigyiik a fakandl mésik oldalara:
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Ha a zsinér elég hosszi lenne, akkor a zsinér koézépsé pontjat athuzva a ka-
rikdn, a piros nyilat kovetve korbehaladhatnank a fakandl nyele mentén, és igy
megkeriilhetnénk vele a fakanalat. A zsinér ehhez nem elég hosszi, nem ér el a fa-
kanal végéig, de itt egy ujabb lehetGséget vehetiink észre: a zsinérral a fakanalat
nem balra keriiljiik meg, hanem jobbra, a kék nyil mentén. Ehhez rovidebb zsinér
is elég.

A teljes megoldas, képekben
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Tovabbi bonyolitasok

Ha tényleg megértettiik a megoldast, probalkozhatunk nehezebb és Gsszetet-
tebb valtozatokkal:

Kés Géza, Vigh Viktor

Gyakorlo feladatsor F ‘
emelt szintii matematika érettségire %
I. rész h ‘

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezd egyenleteket:

a) 47F3 +5.2% — 3 =0, (6 pont)

b) 2cos(2z) + 2sin®x + 5cosx = 3. (6 pont)

2. Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak az 6sszege 39. Ha az els6hoz kettot,
a masodikhoz hatot adunk, a harmadikbdl pedig elvesziink kett6t, akkor ugyan-

ebben a sorrendben egy szamtani sorozat harom egymast koveto tagjat kapjuk.
Mennyi a két sorozat dllanddja? (13 pont)
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3. Matematikadran a statisztika adatok egyes jellemz6i kiszamitasanak gya-
korldsahoz a jelenlévé tanulék magassig adatait hasznaltak fel. Ezek egész centi-
méterben a kovetkezdk voltak: 176; 171; 180; 176; 178; 173; 174; 173; 177; 175; 173;
179; 173 és 175.

a) Mennyi a tanulécsoport dtlagmagassdga centiméterben? Az eredményt egy

tizedesjegy pontossdggal adjuk meg. (8 pont)
b) Mennyi a magassdgok medidnja, médusza és felsd kvartilise? (8 pont)
¢) Mennyi az adatok szérdsa? (2 pont)
d) Abrazoljuk oszlopdiagramon az adatokat. (4 pont)

4. Az ABC derékszogii haromszog befogdi AC = 4 és BC' = 3 egység hossziak.
A haromszog csicsai, mint kézéppontok koriil olyan koroket rajzolunk, amelyek
paronként kiviilrél érintik egymast.

a) Hatérozzuk meg a korok sugarainak hosszdt. (5 pont)

b) Mekkora annak a kornek a sugara, amely a hdromszogon belill van és

mindhdrom kért kiviilrdl érinti? (9 pont)
II. rész

5. Egy parabola tengelypontja a T'(4;4) pont, a P(3;3) pont pedig illeszkedik
a parabolara.

a) Hatérozzuk meg a parabola egyenletét. (4 pont)

A parabola és az x tengely altal meghatarozott korlatos, zart sikidomba olyan
kort frunk, amely érinti a paraboldt és az x-tengelyt is. A sikidom pontjai koziil
véletlenszertien kivalasztunk egyet.

b) Mekkora a valésziniisége annak, hogy a kivalasztott pont a kérlap pontja lesz?
(12 pont)

6. Milyen hosszuak annak szabalyos négyoldali gulanak az élei, amely mind
az Ot lapjaval érint egy 2 cm sugard gombot, és az ilyen guldk koziil a legkisebb
térfogatu? (16 pont)

7. A vilag legmagasabb csiicsa a Himaldja hegységben talalhaté Mount Everest
a maga 8848 méterével. 71 évvel ezel6tt, 1953-ban sikeriilt el6szor feljutni a csticsra
az Uj-zélandi Edmund Hillary-nek és Tendzing Norgaj nepali serpanak. Azéta mar
tobbeknek is sikeriilt ez, de sajnos vannak, akik nem élték til a hegymdészast.
A koriilmények nagyon mostohdk, sok minden neheziti a prébalkozok dolgat. Ezek
koziil az egyik a légnyomds valtozasa, amit a barometrikus magassagformula ir le:
p=po- e%'h, ahol po = 10° Pa a tengerszinten a levegé nyomdsa, pg = 1,3 % a
levegd sfirlisége és h a tengerszinttl mért magassig. (Az egyszeriliség kedvéért
a homérséklettdl vald fiiggést nem vessziik figyelembe, valamint a g nehézségi
gyorsuldst 10 S-nek tekintjiik.)

a) Mekkora a légnyomés a csticson? (8 pont)

Az Ut sordn alaptaborok segitik a hegymaszok akklimatizdcidjat.
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b) A tengerszinthez képest milyen magasan van az az alaptébor, ahol a légnyo-
maés a tengerszinti légnyomas felével egyenl6? A végeredményt méter pontossaggal
adjuk meg. (13 pont)

8. Legyen
A={zeR|Vr—-1+vV2-22>0} é B={rcR|log;3r+2)>-3}.
Hatérozzuk meg az A\ B, az AN B és az AU B halmazokat. (16 pont)

9. Matematikadran kozeleg a 100. éra, amikor is matematikai jatékokat jatszik
a 12 f6s faktos csoport.

a) Hényféle kiilonbozd sorrendben érkezhetnek meg a tanulék az 6réra, ha két
tanulé egyszerre, a tébbiek pedig egyenként 1lépnek be a tanterembe? (2 pont)

A 12 6 3 négyes csoportot alkot, és ezeken belill kiizdenek meg egymassal.
Majd tjabb, az el6z6t6l kiilonb6z8 négyes csoportokat alakitanak (nem lehet olyan
négyes, amelynek tagjai egy az egyben megegyeznek az el6zd négyesek valamelyi-
kének tagjaival), és djra jdtszanak.

b) Hanyféleképpen alkothatnak harom négyfds csoportot a tanulék az els
jatékhoz? (4 pont)

Az egyes jatékok gydztesei jutalmul csokiszeletet kapnak minden csoportban,
minden jaték utan. A csokiszeletek vasarlasakor éppen egy ,Minden 10. nyer.”
akci6 volt. (Ez tgy tekinthetd, hogy minden egyes csokiszelet 0,1 valészintiséggel
nyereményakcids, az akcids csokiszelet pedig 0,1 valdszintiséggel nyerd, és egy csoki
a tobbitél fiiggetleniil akcids, illetve nyerd.)

¢) Mennyi a valészinlisége annak, hogy az els6 két fordulé gyézteseinek ki-
osztott hat jutalomcsoki kozott pontosan két csoki nyereményakcids lesz, de azok
egyike sem nyer&? (10 pont)

Egyed Laszlo
Baja

Megoldasvazlatok a 2024./1. szam F ‘
emelt szintii matematika gyakorlo feladatsorahoz %’
I. rész L J

1. a) Hatdrozzuk meg a valds szdmok halmazdnak lehetd legbdvebb részhalma-

zdn értelmezett, az
_ 1 s 1
flx) = 7 cos (x + g) + 3
hozzdrendelési szabdllyal megadott f fiigguény értelmezési tartomdnydt, értékkész-
letét és zérushelyeit. (5 pont)
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b) Oldjuk meg a
logs x +1og, 4 <3

egqyenldtienséget a valds szdamok halmazdn. (6 pont)
Megoldas.
a) A fiiggvény értelmezési tartomdnya: R, értékkészlete: [%ﬁ, \/5;1}7 hiszen

az alapfiiggvény maximuma 1, de a fiiggvényt transzforméljuk, negativ szdmmal

szorozzuk, igy a minimumok értékét kapjuk meg: —% 14 % = 1_2‘/5. A koszinusz-

fliggvény minimumértéke —1, a transzformaciok miatt az f fiiggvény maximuma-

nak értéke —% (1) + 1= \/§2+1.

A zérushelyek meghatirozasa soran k és n tetszéleges egész szamok.

—icos<x+z>+1—0
V2 3 2

s \/E
cos<x+§) =50
T 7 s
=19 k- =——+2-k-
x+3 4—|— T, T 12—1— T,
vagy
7
x+g:72+2'n~7r, tehat x:fl—g+2~n~7r.

b) A logaritmus definiciéja miatt > 0, x # 1. Ekkor

log, x 4+ log, 4 < 3,

log, 4
1
08 T + lo

<3.
o T

2
Legyen a := log, x, eszerint a megoldandé egyenldtlenség a + — < 3, ahonnan
a

2 _
a 3a+2<

0.

a

Egy tort értéke akkor negativ, ha a szamlalé és a nevezo kiilonbozé eléjelid. A szam-
1416 pozitiv, ha a < 1 vagy a > 2; negativ,ha 1l < a < 2,ezért a <0vagy 1 <a < 2.
Tehat log, z < 0 vagy 1 < log, x < 2. Mivel a kettes alapt logaritmusfiiggvény szi-
goruan monoton névé, a megoldas:

0<z<l1 vagy 2< <4

2. Egy 32 méter széles, téglalap alaki telek kizepére (dtldinak metszéspontjdba)
elhelyeznek egy korbeforgo dntézdberendezést, amely egy 20 méter sugard, kor alaki
teriletet ontoz. A keritésen beliili vizes rész teriilete a telek teriletének 60 szdzaléka.

a) Mekkora a telken beliili megintiszitt rész? (5 pont)

b) Milyen hosszi a telek mdsik oldala? A wvdlaszt két tizedesjegyre kerekitve
adjuk meg. (5 pont)
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Megoldas. a) A HOG korcikk segitségével meghatérozzuk a telken kiviili vizes
részek teriiletét. Ehhez el6szor kiszamitjuk a kézépponti HOG szdg (o) mértékét:
KO 16 4 o
— = _— =_—=C0S—
oG 20 5 2’
tehat a HOG szdg nagysaga a = 73,74°, igy a HOG kércikk teriilete: 257,4 m?2.
A HOG héromszog teriilete: 0,5 - OH - OG - sin 73,74° = 192,00 m?. Ezért a két —

H K G

kerten kiviili — rész egyiittes teriilete: 130,8 m2. A kor teljes teriilete T = 202 - 7w =
= 1256,64, igy a telken beliili vizes rész teriilete: T = 1256,64 — 130,8 = 1125,84 m?.

b) A telken beliili vizes rész a teriilet 60 szdzaléka, ezért a telek teriilete:
1125,84/0,6 = 1876,4 m?. A telek 32 méter széles, {gy a telek masik oldala 58,64 mé-
ter hosszu.

3. a) Adjuk meg azokat a pozitiv egész szamokat, amellyel az 5n* — 5n kifejezés
minden pozitiv n egész esetén oszthato. (4 pont)
b) Igazoljuk, hogy az 5n® — 5n + 8 kifejezés semmilyen pozitiv egész n esetén
sem lehet négyzetszam. (4 pont)
¢) Igazoljuk, hogy az a, =5n —5n+8 (n > 1) sorozat szigorian monoton
nové. (6 pont)

Megoldas. a) Kiemeléssel szorzattd alakitva 5n? —5n = 5n(n — 1) latszik, hogy
a kifejezés oszthatd ottel és kettdvel, mert n vagy n — 1 péros, azaz biztosan
mondhatjuk, hogy a kifejezés — az 1-en kiviil — oszthaté 2-vel, 5-tel, 10-zel. Utolsé
lépésként belatjuk, hogy mds pozitiv egész szammal nem oszthaté a kifejezés.
Legyen n = 2, ekkor a kifejezés értéke 10, amelynek tényleg nincs maés pozitiv
osztéja, mint a felsoroltak, tehat legfeljebb azok oszthatnak minden helyettesitési
értéket.

b) A négyzetszamok utolsé szamjegye 0, 1, 4, 9, 6, 5 lehet, 4m az 5n? — 5n + 8
kifejezés 8-ra végzodik, ezért nem lehet négyzetszam.

¢) Képezziik a sorozat két szomszédos, dltaldnos tagjanak kiilonbségét:
U1 —an =5 +1)2 =5n+1) +8 — (5n* — 5n + 8) = 10n.

Mivel n pozitiv egész szam, igy 10n is pozitiv, ezért a sorozat szigorian monoton no.
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4. a) Egy hdromszigben az ABC' szég 44 fok 17 perces, az AC'B szdg nagysdga
105 fok 43 perc. Mekkora szégben ldtszik a hdromszog BC' oldala a hdromszog koré
irt korvonal — B-t6l és C-tdl kiilonbozé — pontjaibdl? (4 pont)
b) Adott a KL szakasz a koordindtasikon, ahol K(1;1) és L(4;5). Adjuk meg
azoknak a pontoknak a halmazdt a koordindtasikon, amelyekbdl az KL szakasz 150
fokos, vagy 30 fokos szog alatt ldtszik. (10 pont)

Megoldas. a) A hiromszog hidnyzé szoge az adatokbdl szamolhat6: BAC szog
30 fokos, ezért a haromszog BC' oldala a koré irt kor nagyobbik {vébol 30 fok, a
kisebb {vbol 150 fok alatt latszik.

b) Latdékoriveket keresiink, a 30 fokos és 150 fokos korivek egy-egy korré egé-
szitik ki egymaést.

A korok kozéppontjat megkapjuk, ha K L oldalhosszisagi szabalyos haromszo-
geket frunk a K L szakasz f616. A két lehetséges kor kozéppontja legyen R és P. Az R
és P koordinatainak egy lehetséges meghatarozasi médja lehet, hogy a K L szakasz
felez6pontja: F'(2,5;3), az origd pedig O(0;0). Ekkor 07(2,5; 3), az ﬁ vektor ko-
ordinétéi: (1,5;2), amelynek 90 fokos elforgatottjai: FIL'(—2;1,5) és FL"(2;—1,5).
Mivel FL a KL szakasz fele, amelynek v/3-szorosa az RKL és PKL szabalyos
héromszogek magassaga, ezért az R pont koordinatdit a kovetkezdképpen tudjuk
felirni: OF = OF + /3FL', tehat OR(2,5 — 2v/3;3 + 1,5v/3), illetve OP = OF +
+ ﬁﬁ”, ahonnan @(2,5 +2v3;3— 175\/3). Tudjuk, hogy O—}>E és O? helyvek-
torok, az R és P pontok koordinatdinak pontos értéke R(2,5 — 2v/3;3 + 1,5v/3) és
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P(2,5 +2v/3;3 —1,5v/3). Az eléz6ek alapjan a keresett ponthalmazok: a két kor-
vonal pontjai, kivéve a K és L pontokat.

2 2
(x—2,5+2\/§) +(y—3—1,5\/§) — 25,

2 2
(x—2,5—2\/§) —|—(y—3+1,5\/§) — 925.

II. rész

5. a) Egy tdrsasdgban érkezéskor mindenki mindenkivel kezet fogott egyszer.
Ha kétszer annyian lettek volna és ugyanigy tidvozlik egymdst, akkor A477-tel tobb
kézfogas lett volna. Hanyan voltak a tdrsasdagban? (6 pont)

b) Déntsiik el, hogy az aldbbi dllitds igaz-e, vagy hamis. A vdlasztdst indokoljuk.
(5 pont)

e (M (D) (T )+ (7)) =20 0 természetes szim)
0 1 9 n—1 n = n termeszetes szam).

. n 2022 2022 2023\ .
¢) Irjuk fel egyetlen (k‘) alakban a (100) + (101> + (102) 0sszeget.
(5 pont)

Megoldés. a) Jelolje n a tarsasig létszaméat. Ekkor a feladat szovege szerint

n 2n
477 =

(5) - (3)
n(n —1) 2n(2n —1)
— 4T = ——
2 + 2 ’

n? —n+ 954 = 4n? — 2n,
3n? —n — 954 =0.
Az egyenlet pozitiv gyoke a 18, tehét a tarsasdgban 18-an voltak.

b) Az §llitds igaz. A binomidlis tétel szerint

n __ n n n n—131 n lin—1 n n
(a+b) —<O>a +<1>a b +...+(n_1>ab +(n>b,

amibdl a = 1 és b = 1 helyettesitéssel éppen a bizonyitandé allitast kapjuk.

¢) A binomidlis egyiitthatok osszefiiggése szerint
n n n+1
+ = ,
k k+1 k+1
amelynek alapjan atalakitva a kivant osszeget:

2022 N 2022 N 2023\ (2023 N 2023\ (2024
100 101 102/~ \ 101 102/ \ 102 )
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6. a) Egyszerisitsik a

4n? + 54n — 90
2n2+n—06
tortet (n pozitiv természetes szdm.) (5 pont)
4n? + 54n — 90
b) Tagja-e az a, = %—:76 sorozatnak a 47 (5 pont)
¢) Hatdrozzuk meg az a,, sorozat hatdrértékét. (6 pont)

Megoldas. a) A mésodfoki egyenlet gyoktényezds alakjat felhaszndlva

4n? +54n— 90  4(n—15)(n+15)  2(n+ 15)
2n2+n—6  2m—15)n+2)  (n+2)

b) Ha tagja az a, = %% sorozatnak a 4, akkor valamely n € N esetén
4n? + 54n — 90 _ 4
2n2+n—6

azaz
2n? — 250+ 33 =0.

Innen n = 11 vagy n = 1,5 (de ez nem lehet, mert n pozitiv egész), ezért a 4 tagja
a sorozatnak, a1 = 4.

¢)
4n® +54n—90 _ . 4+ 5 -8

. 2
lim m —5 =2
n—00 2n2+n—6 n—oo 2 = — 2

n n

azaz a hatarérték a féegyiitthatok hanyadosa.
7. Egy kiilonleges logo elkészitéséhez harom figguényt haszndlnak fel:

f(z) = —0,52% + 6z — 5,5; g(x) = -2 + 7w — 6; h(z) = —2* + 17z — 66.
a) Hatdrozzuk meg az [ fiigguény szélséértékét. (4 pont)
b) Igazoljuk, hogy a g és h figguény az x tengelyen metszi egymdst. (5 pont)
¢) A hdrom figgvény grafikonja kérbe zdr egy véges sikidomot, amelyet arany-

szintire fognak festeni. Hdny forintba keril a terilet kifestéséhez sziikséges festék,

ha tudjuk, hogy egy teriletegység 0,12 dm? teriiletd, és a festék dra 1 négyzetméterre
szdmolva 20000 Ft? (7 pont)

Megoldas. a)

f(z) = =0,52% + 62 — 55 = —0,5 (2 — 122+ 11) =
=05 |(z—6)° - 25} = 0,5(x — 6)% +12,5,

ezért az f fiiggvénynek az x = 6 helyen maximuma van, a maximum értéke 12.5.

84 Kézépiskolat Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/2



b) A g és a h fuggvény metszéspontjiban a fiiggvényérték egyenlé:
—2? + Tz — 6= —2” + 172 — 66,

innen = = 6. Ekkor g(6) =0 és h(6) =0, tehat valéban az z tengelyen metszik
egymast.
¢) A g és az f fiiggvény metszéspontja (1;0), a h és az [ fiiggvény metszés-
pontja (11;0).
Y

12

10

A teriilet:
11 11

6
/ (—0,5302 + 6x — 5,5) dxr — / (—w2 + Tx — 6) dx — / (=% + 172 — 66)dx =
1

1 6
3 11 3 6 3 11
_ [_ﬂ 4322 5,5;5] . [—x— 43522 — 633] _ {—x— 48,522 — 664 =
6 1 3 1 3 6
250 125 250 125 125 . ,
=" 2. —— =" - = " teriiletegység,
3 6 3 3 3

125
amelyet dtszamolva = 0,12 = 5 dm?-t kapunk. Az 1 m? = 100 dm?, erre a felii-

letre szdmolva a festék dra 20000 Ft, ezért 5 dm? 4ra % = 1000 Ft.

8. A Vardzsloiskoldban Dumbledore igazgatd kivdlaszt 6 tanuldt, akik kiilonleges
és nagyon veszélyes feladatot kapnak a Tiltott Rengetegben. Az igazgato eqy zsdkbol
hizza ki a kivdlasztottak nevét. A zsakba 10 griffendéles és 5 mardekdros tanuld
neve keril. Sorban hizza ki a neveket tartalmazo céduldkat, és nem teszi vissza.

a) Mennyi annak a valdszindsége, hogy a kihizott 6 név kozétt pontosan 3
mardekdros lesz? (5 pont)

b) A kivdlasztott hat tanuld kap egy-egy szabdlyos dobdkockdt. Egyszerre fel-
dobjdk. Mennyi a valdszinisége, hogy mindenki mds szdmot dob? (4 pont)
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¢) A nap végén mind a hat tanuld egy 1-t6l 10-ig terjedd egész szammal értékeli
a napjdt, az 1-es a legrosszabb, a 10-es a legjobb. Hany pontos értékelések sziilettek,
ha tudjuk, hogy

— csak két azonos szdm szerepel a 6 szam kozott,

— a statisztikdbol ezt olvashatjuk ki: a hat szam mddusza 4, medidnja 5, dtlaga 6,
terjedelme 7. (7 pont)

Megoldés. a) Annak a valésziniisége, hogy a kihtizott 6 név kozétt pontosan

3 mardekaros lesz: 1 s

(165) ~ 1001

b) Annak a valésziniisége, hogy mind a hatan més szdmot dobnak:

6! )
— = — ~0,0154.
65 324 ’

¢) Mivel az adathalmaz médusza 4, és csak két egyforma szdm van az értékek
kozott, ezért pontosan két 4-es van. Kell egy 4-nél kisebb értéknek is lennie a
terjedelem (7) miatt. Ezek utdn a hat érték medidnja csak ugy lehet 5, ha a 4-
es mellé 6-os keriil. fgy mar megvan hdrom szdm. A hat szdm Osszege csak gy
lehet 36 (az atlag 6), ha a legkisebb szdm a 3, mert kiilonben 2 db 10-es kellene az

Osszegbe. fgy a 3,4, 4, 6 mellé csak a 9 és a 10 keriilhet, hogy az 6sszeg 36 legyen
és a terjedelem 7. Tehat a pontszamok: 3; 4; 4; 6; 9; 10.

9. 3D nyomtatoval elkészitiink egy testet, amelyet a kivetkezoképpen terveziink
meg: vesziink eqy négyzetet, amelynek dtldja /200 cm hosszisdgi, és ekoril az
atlo koril megforgatjuk a négyzetet. A keletkezd testbél a forgdstengelyétél 5 cm-nél
nagyobb tdavolsdagra lévd részeket géppel eltdvolitjuk.

a) Milyen testekbdl lehet dsszedllitani az igy elkésziilt forgdstestet? (4 pont)

b) Mekkora a test térfogata? (5 pont)

¢) Mekkora a felszine? (4 pont)

d) Megprobdljuk killonbézé nyomtatdkkal elkésziteni a testet, dm az elsé pél-

ddnyoknal még sok a hiba. Az aldbbi gyakorisdgi tdbldzatba foglaltuk az egyes min-
tadarabok térfogatdnak szdzalékos eltérését az dltalunk elképzelt idedlis térfogathoz

képest. Készitsiink az adatokbdl dobozdiagramot. (3 pont)
szdzalékos eltérés | 1 | 2 | 3|5 | 7|8
gyakorisdag 1121133

Megoldas. a) Ha a négyzet &tléja /200 cm, akkor oldala 10 cm hosszisag.
Ha a BD &tlé koriil forgatjuk meg az ABCD négyzetet, és a tengelytél 5 cm-
nél nagyobb részeket levagjuk, a keletkez6 testet példaul a kovetkezo darabokbdl
allithatnank Ossze:
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— Két egybevagd forgaskupbodl, amelyek alapkorének sugara és a magassdga
egyarant 5 cm, hiszen a feladat lefrdsa szerint a BD tengelytél 5 cm-rel
nagyobb tavolsdgra levé részeket levagjuk. Ezért az OF = O'H alapkorok
sugara 5 cm. Az EF'D és a GH B héromszogek egyenl6 szariak, 45 fokos és
90 fokos szogiik van, tehéat a kipok magassdga OD = O’B is 5 cm lesz;

— tovabba a két forgdskup kozott 1étrejovo forgdshengerbol, amely alapkorének
sugara b cm, magassaga pedig 10v/2 — 10 cm.

D

ot
(@

b) A test térfogata az adatok alapjan:
1
V:2-52-7r-5-§+52-7r-(10\/§—10):587,12 em®,

c) A test felszine két darab kippaldstbdl és egy hengerpaldstbdl tehetd dssze.
A kiippaldstok alkotéja 5v/2, igy

A=2.5-71-5V242-5-7- (102 — 10) = 1507v/2 — 1007 = 352,27 cm?.

d) Az adatok novekvd sorrendbe sorolva: 1, 2, 2, 3,5, 5,5, 7,7, 7, 8. A mi-
nimum 1, a maximum 8, az adatsokasag 11 elembdl all, ezért a medidn Qs = 5.
A medidn elétt 5 elem all, ezek medidnja az alsé kvartilis: Q1 = 2, a medidn utan
szintén 5 elem &ll, ezek medidnja a fels§ kvartilis: Q3 = 7. A szdmegyenesen beje-
I6lve a sziikséges adatokat kapjuk a diagramot.

Tatar Zsuzsanna Maria
Esztergom
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0000 hod
900000 ,
o * K/C gyakorlatok megoldasa
2000000
$008000000
K/C. 793. Az dbrén szerepld 3 x 4-es tdblazatot kell kitilte-
X | niink X-ckkel. A szabdly az, hogy ha eqy sorban vagy oszlopban
X X pontosan két X wvan, akkor ezekkel egy vonalba valamelyik fires
X cellaba beirhatunk egy harmadikat. Mutassuk meg, hogy bdarmilyen
sorrendben is haladunk, a végén mindig marad legaldabb 2 tres cella.
(5 pont)

Megoldas. Amikor beirunk egy X-et valahovd, akkor mindig pontosan egy
oszlopban és pontosan egy sorban valtozik az ott taldlhaté X-ek szama, és az
egyikben elromlik az, hogy két X van benne, a méasikban pedig 1étrejon. Mivel a
kiindulési helyzetben csak egy sorban van két X (oszlopban pedig egyikben sem),
ezért a sorok, illetve oszlopok felvaltva keriilnek a szabaly alkalmazasara megfelel6
helyzetbe, és mindig csak egy. Vagyis véltakozik az, hogy sor miatt {r(hat)unk be X-
et vagy oszlop miatt. A feladatban megadott szabaly miatt a kitoltés soran minden
sor, illetve oszlop legfeljebb egyszer keriilhet olyan helyzetbe, hogy alkalmazhato
legyen ra a szabaly, hiszen csak akkor irhatunk bele egy X-et, ha éppen két X-et
tartalmaz, utana pedig mar mindig legaldbb hdrom darab X-et fog tartalmazni.

Nézziik most a megadott tablazatot. Osszesen 3 sora és 4 oszlopa van, ezért
3 -4 =12 cella van. Mivel a kozéps6 sorral kell kezdeniink és a megoldas elején tett
megallapitdsok miatt az X-elés szerint a sorok és az oszlopok véltakoznak, ezért
kizardlag a

SOR-OSZLOP-SOR-OSZLOP-SOR-OSZLOP

sorrendben haladhatunk. Mivel csak harom sor van, igy legfeljebb a fenti 6 1épésben
Osszesen 6 darab X-et tudunk beirni a tdblazatba, vagyis az eredetileg ott 1év6 4
darab X-szel egytitt legfeljebb Gsszesen 4 + 6 = 10 darab X-et fog tartalmazni, azaz
legalabb 2 cella {iresen marad. Ezzel a feladat allitasat belattuk.

Hajna Addm (Budapest, Berzsenyi Déniel Gimn., 9. évf.) 6tlete alapjan

Xe|X2|Xs[ X . , . P P .
Megjegyzés. El is lehet érni, hogy csak két {ires mez6 marad-
X [X:| X . 114 Y Py
jon, példaul az dbrdn lathaté modon.
X5 X |1 Xy

Osszesen 213 dolgozat érkezett. 5 pontos 137, 4 pontos 32, 3 pontos 6 dolgozat. 2
pontot 18, 1 pontot 10, 0 pontot 8 versenyz6 kapott. Nem értékelhetd: 2 dolgozat.
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Matematika C gyakorlatok megoldasa

C. 1728. Hatdrozzuk meg a

1 1
Tg¥tg T {«}

egyenlet megolddsainak pontos értékét.

({x} az x tortrésze, vagyis az x-nek és x-nél nem nagyobb egészek legnagyob-
bikdanak kilonbsége.)
(5 pont)

Megoldas. Az egyenlet mindkét oldalat 6-tal beszorozzuk, majd rendezziik:
3=6{z}+ .
Ekkor alkalmazzuk a 6{x} = 7{z} — {z} helyettesitést, gy az
(1) 3="{z}+2z—{z}

egyenlethez jutunk. Vegyiik észre, hogy az x — {x} éppen = egész részével egyenld,
ezért egész szdm, ebbdl kovetkezéen T{x} is egész szdm kell, hogy legyen. A tort
rész definicidja miatt tudjuk, hogy 0 < {z} < 1, amibél 0 < 7{z} < 7 kovetkezik,
igy hét esetet vizsgalunk.

1. eset. Ha 7{z} = 0, akkor {z} = 0, amit (1)-be visszahelyettesitve azt kapjuk,
hogy 3 = 0+ x, tehat x; = 3.

2. eset. Ha 7{z} = 1, akkor {z} = 1, amibél — az el6z6 esethez hasonlé médon
— kapjuk, hogy 3=1+4+x — %, tehdt xp = 12

2.
3. eset. Ha 7{z} = 2, akkor {z} = 2, amibél 3 =2+ x — 2, tehat z3 = 2.
4. eset. Ha 7{z} = 3, akkor {z} = 2, amibdl 3 =3 + 2 — 2, tehdt x4 = 3.
5. eset. Ha T{x} = 4, akkor {2} = 1, amib8l 3 =4+ z — 2, tehdt x5 = —3.
6. eset. Ha 7T{z} = 5, akkor {z} = 2, amibél 3 =5+ x — 2, tehat x5 = —3.
7. eset. Ha T{z} = 6, akkor {z} = £, amibdl 3 = 6 + z — £, tehdt z7 = —12.

To6bb eset nincs, igy hét megoldast kaptunk, amelyek helyességérol behelyet-
tesitéssel gy6zodtiink meg.

Volford Barnabds (Szeged, Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 237 dolgozat érkezett. 5 pontos 119, 4 pontos 17, 3 pontos szintén 17
dolgozat. 2 pontot 13, 1 pontot 11, 0 pontot 34 versenyzé kapott. Nem versenyszeri
vagy nem értékelhet6: 26 dolgozat.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/2 89



‘ol |
L &2

B. 5344. Anti és Bandi Balatonmdriafiirdérdl szeretnének az onnan 30 km-re
lévé Balatonlellére eljutni részben futva, részben biciklizve. Egyszerre indulnak, csak
egyetlen biciklijik van. Anti 30 km/h sebességgel biciklizik, és 15 km/h sebességgel
fut. Bandi 20 km/h sebességgel biciklizik, és 12 km/h sebességgel fut. Legaldbb hdny
percre van szikségiik ahhoz, hogy mindketten odaérjenek? (Az it sordn akdrhdny-
szor cserélhetik, ki il a biciklin, amely az dt bdrmely pontjdn le is tehetd.)

(5 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

Matematika feladatok megoldasa

1. megoldas. A keresett minimélis idémennyiség g ora, azaz 105 perc.
El6szor azt mutatjuk meg, hogy ez el is érhetd.

Szervezzék meg a futdst a kovetkez6képpen: Anti indul a biciklin, megtesz
7,5 km-t, majd leteszi a biciklit, és az Ut maradék részét futja. Mivel biciklin
gyorsabb, mint Bandi futva, igy Bandi késébb fogja megtenni az els6 7,5 km-t,
és igy 6 akkor felveheti a biciklit, és tovabb végig biciklizik. Ekkor Anti 7,5 km-t

biciklizik, 30 — 7,5 = 22,5 km-t fut, {gy neki ez 22> + 22> = T 6raba telik, mig Bandi
7,5 km-t fut és 22,5 km-t biciklizik, igy ez neki szintén 71’5’ + % = % orat jelent.
Tehat eképp mindketten egyszerre, g ora leforgasa alatt érnek el Balatonlellére.

Most lassuk annak bizonyitasat, hogy miért kell legalabb % ora, hogy mind-
ketten odaérjenek. Tegyiik fel, hogy Anti z km-t biciklizik abszolut értékben, mig
Bandi y km-t (abszolit értékben olyan értelemben, hogy a Balatonlelle irdnyaba,
illetve ellentétes irdnyba megtett biciklizés hosszainak abszolut értékében). Mivel
Anti legalabb 30 km-t tesz meg, ezért legaldbb 30 — = km-t fut abszolut értékben.
Hasonléan, ha Bandi y km-t biciklizik el6re, akkor legaldbb 30 — y km-t fut abszo-

lit értékben (Balatonlelle felé). Ekkor Antinak legaldbb 2 + 30=% =2 — £ ¢rdra

van sziiksége, hogy eljusson Balatonlellére. Hasonléan, Bandi legaldbb 55 +- 301;;, =

= % — 5’—0 ora alatt ér el Balatonlellére.

Emellett, mivel egyszerre csak egy ember biciklizik, igy vildgos, hogy mivel
a bicikli abszolut értékben legfeljebb 30 km-t tesz meg Balatonlelle felé, ezért
z+y < 30.

Tegyiik fel, hogy Anti ér hamarabb Balatonlellére. Ez azt jelenti, hogy 2 — 35 <
< g — 5, azaz Y5" < %, vagy masképp y —x < 15. Mivel azonban x +y < 30, a két
egyenldtlenséget Osszeadva azt kapjuk, hogy x +y+y —x < 154 30, tehat 2y < 45,
vagyis y < 22,5.

Ekkor Bandinak legaldbb % — 35> g — 2:,3(’)5 = % orara van sziiksége ahhoz,
hogy Balatonlellére érjen.

Most tegyiik fel, hogy Bandi ér oda el6bb, azaz % — 36 <2— 55,
ezzel egyenértéki, =5 > 1, tehdt y — z > 15, ami azt jelenti, hogy = —y < —15.

vagy, ami
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De x4y < 30, igy a két egyenlotlenséget Osszeadva: © — y+x+y < —15430 =
= 15, ami azzal egyenértékil, hogy x < 7,5.

Ekkor Antinak legalabb 2 — 35 > 2 — % = T 6rara van sziiksége, hogy Bala-

1
tonlellére érjen.
Tehat mindkét esetben azt kaptuk, hogy legaldbb az egyik fiinak sziiksége van
legalabb % orara, hogy megtegye a tavot, ami igazolja az allitdsunkat.

Bodor Mdtyds (Csikszereda, Mérton Aron Liceum, 10. 0.)

Anti és Bandi végtelen sokféleképpen teheti meg a 30 km-es utat a feladat
feltételeinek eleget téve; belathatd, hogy ezeknek az utazdsoknak az idGtartamai
pozitiv szamok egy korlatos és zart halmazat alkotjak. Ebbol kovetkezik, hogy en-
nek a halmaznak létezik legkisebb eleme, azaz létezik legkisebb idétartamu utazas.
A kovetkezd megoldds kozvetleniil hatdrozza meg ezt a legkisebb idtartamot egy
hozza tartozd optimalis dtiterv vizsgalataval.

2. megoldas 1. Ahhoz, hogy mindketten a lehet6 legrovidebb id6 alatt érjenek
célba, egyszerre kell megérkezniiik. Ha ugyanis az egyikiik elobb érkezik be, akkor
a masikuk ideje csokkenthet6 azzal, hogy néla annyival tovabb legyen a kerékpar,
hogy a tarsaval egyszerre érkezzenek célba.

2. A kerékpar nyilvan megtette a két hely kozti utat, pontosan egyszer. Més-
kiilonben a futék egész tutra vonatkozo atlagos haladasi sebessége kisebb, az 1t
megtételéhez felhaszndlt id6 pedig tobb lett volna a minimalisnél.

3. Nyilvdn mindegyik utszakaszon egyikiik futott, a masikuk pedig kerékpdrral
haladt. Igy Anti 6sszesen x tavolsagot biciklizett és 30 — x km-t futott, Bandi pedig

30 —
x tavolsdgot futott és 30 — x km-t biciklizett. Tehat a teljes utat Anti ;—0 + 5 x’
30 —
Bandi pedig % + Tx ora alatt tette meg. Mivel egyszerre érkeztek meg,

T 30 —x T 30 —x

307 15 120 20
amib6l x = 7,5, ezért leggyorsabban
75 30-75 7
+ _—

30 15 4
ora alatt tehették meg az utat. (Egy lehetséges optimalis utiterv példdul az, hogy
az elsé 7,5 km-en Anti kerékpérozik, majd leteszi a biciklit, és onnantél Bandi
kerékpérozik, miutdn odaér.)

Csaté Hanna Zita (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. 0.)

132 dolgozat érkezett. 5 pontos 42, 4 pontos 45, 3 pontos 25, 2 pontos 7, 1 pontos 5
dolgozat. 0 pontot kapott 8 bekiildé.

B. 5347. Igazoljuk, hogy ha egy pozitiv raciondlis v szdmra r" is raciondlis,
akkor r egész.

(5 pont) Javasolta: Sdndor Csaba (Budapest)
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1. megoldas. A szamelmélet alaptételébdl kovetkezik, hogy ha 3 egy pozitiv

racionalis szam, ahol a és b egymashoz relativ prim pozitiv egészek, és n is pozitiv
. a . . LT .

egész, akkor — pontosan akkor n-edik hatvanya egy alkalmas raciondlis szamnak,

ha a és b primtényezos alakjaban mindegyik prim kitevéje oszthaté n-nel, tehat ha
a és b egyarant n-edik hatvany.

Legyen r = B, ahol p és g pozitiv egészek és egymdashoz relativ primek. Ekkor
q

P\’ P\’ _

T = (> racionalis 1évén (> = — egy racionalis szdm g-adik hatvanya,
q q q

ezért pP és ¢P is g-adik hatvany. Mivel p és ¢ egymdshoz relativ primek, azért (p és)

q is g-adik hatvany: alkalmas ¢ pozitiv egésszel ¢ = t9. Tegyiik f6l, hogy itt t > 2,

akkor g > 29 > ¢, ami ellentmondds. Tehat ¢t =1, ¢ = 1, azaz r = = valéban egész.

Kis Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. 0.)

2. megoldas. A szamelmélet alaptételének azt a kovetkezményét hasznéljuk,
miszerint ha n és k pozitiv egész, és s = V/k racionélis, akkor s sziikségképpen
egész.

Legyen ismét r = 19, ahol p és ¢ egyméashoz relativ prim pozitiv egészek. Mivel
q

P
p—p egy raciondlis szam g-adik hatvanya, azért

PP qp(q—l) — ZLZ gl
is egy raciondlis szam g¢-adik hatvanya, ezért, egész 1évén, a fentiek szerint g-
hatvany. fgy az egymashoz relativ prim p? és ¢?(9~1) tényez8k primtényezés alakja-
ban mindegyik kitevd a g-nak tobbszérose. Mivel ¢ és p(q — 1) is egymadshoz relativ
primek, azért ¢ primtényezos alakjaban is mindegyik kitevo a g-nak tobbszorose,
azaz q egy g-hatvany. Innen az allitas bizonyitasa az 1. megoldasban latott médon
fejezhet be.

Szakdcs Abel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. 0.)

102 dolgozat érkezett. 5 pontos 50, 4 pontos 8, 3 pontos 3, 2 pontos 14, 1 pontos 12
dolgozat. 0 pontot kapott 14 bekiild6. Nem versenyszer(i (nem értékelhetd) 1 dolgozat.

23333
PN
el : Nehezebb feladatok megoldasa

A. 863. Legyen adott eqy n > 2 egész szam. Legfeljebb mekkora lehet N, ha
tudjuk, hogy végtelen sokféleképpen wvdlaszthato ki N egymdst kéveld egész szdam
gy, hogy egyiknek se legyen 1-nél nagyobb n-edik hatvdny osztdja?

(7 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)
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1. megoldas. Valasz: N legfeljebb 2™ — 1 lehet.

Nyilvan N nem lehet 2™ vagy tobb, mert 2" egymast koveto egész szam kozott
van egy 2"-nel oszthaté.

Belatjuk, hogy van olyan valés 0 < C' < 1 szam, amellyel minden pozitiv egész
k-ra k - 2™-ig legfeljebb C' - k olyan n-edik hatvény van, ami nem tobbszorose 2"-nek
— ezek éppen a paratlan n-edik hatvanyok. Ha ez igaz, akkor tekintsiik a kovetkezo,
egymast koveto szamokbdl allé k darab szam N-est:

{1,2,...,2" — 1},

{27 +1,2" +2,...,2-2" — 1},
{2.2"+1,2.2"+2,...,3.2" — 1},
{3-2"4+1,3-2"+2,...,4-2" — 1},

b

{(k=1)-2"+1,(k—1)-2"+2,... k-2 —1}.

Ezek egyikében sincs paros n-edik hatvénnyal (azaz 2"-nel) oszthatd, és koziiliik
legaldbb (1 — C)k-ban nincs (péaratlan) n-edik hatvdny tébbszords. Ahogy k végte-
lenbe tart, tgy (1 — C)k is végtelenbe tart, és ezzel beldtnank az llitdst.

(Elég paratlan m-ekre az m™ tobbszordseit vizsgdlni, mert ha m péros, akkor
2™ | m™.) Legyen k tetsz6leges pozitiv egész. Ekkor x = k - 2"-ig m™-nek legfeljebb
— darab tobbszorose taldlhato, igy x-ig kevesebb, mint

Z (2i + 1)n

i=1

olyan szam van, aminek létezik paratlan n-edik hatvany osztdja. Erre emlékezve
valasszuk meg C' értékét a kovetkezSképpen: n > 2 esetén legyen

oo 2774
C = —_—
; (2i +1)m

Ekkor valéban minden pozitiv egész k-ra k - 2"-ig legfeljebb C - k olyan szam talal-
haté, amely egy paratlan n-edik hatvany tobbszorose. Tovabba

> 1 21 71
=" S on — <o = =
o2 (St ) <2 (Sa) <2 ([ 5

i=3 3
1 >~ 2" 2"
] =

|: (n _ 1)tn—1 9 (n _ 1>2n—1 — 9n

Hasonléan, n = 2-re, az el6bbinek megfelelen a
4
C= —_—
.Z (20 + 1)2

i=1
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valasztéassal -
C 1 w2 1
= _ L
4 ; @i+12 8 1
igy ebben az esetben is teljesiil, hogy C' < 1.
Szakdcs Abel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. 0.)

2. megoldas. Jeloljiik az elkeriilendd kitevét k-val. Nyilvan ekvivalens azt
elkeriilni, hogy a primek k-adik hatvinya ossza az adott szamot, hiszen ekkor
semmilyen szdam k-adik hatvdanya se oszthatja, viszont egyben nyilvan sziikséges
feltétel is. Vegyiik észre, hogy 2 egymds utdni szdm kozott mindenképpen lesz
legaldbb (s6t, pontosan) egy, ami oszthaté 2F-nal. Ezért legfeljebb csupan 2F — 1
szamot vélaszthatunk ki igy. Belatjuk, hogy viszont ennyi egymas utani végtelen
sok médon vélaszthaté ki, vagyis a vélasz: 28 — 1. Legyen N = 2F — 1. Indirekten
fogunk bizonyitani, mostantdl feltessziik, hogy csak véges sok ilyen szdm-N-es van.
(A pozitivak kozott nézziik, tehat itt tessziik fel, hogy véges sok van, és jutunk
ellentmondéshoz. Kénnyen dtgondolhatd, hogy ez elegendd.)

Jelljon mostantél p és P mindig primet. Legyen Lp = [[ p*. A P nove-

2<p<P
kedtével Lp tetszblegesen nagy lehet. Jelolje f(n) azoknak a jé szdm N-eseknek a
szaméat, amelyek tagjai 1 és n kozottiek. Jelolje tovabbd fp(n) azon 1 és n kozotti
tagokbdl allé szdm N-esek szamit, amelyek tagjait nem osztja p*, semelyik p < P-
re. (Tehdt gyakorlatilag csak az elsd valahdny prim hatvényait vessziik figyelembe
a szadm N-esek kizdrdsakor.) Most a kinai maradéktétel segitségével beldtjuk, hogy

L 1 N

2<p<P p

illetve L p-vel valé felszorzéssal

(2) fe(Lp) = H (" - N).

2<p<P

Ha egy P szerint jé szdm N-es z-szel kezdédik, akkor x nyilvan p* — N-féle ma-
radékot adhat pF-nal osztva, hiszen az Osszes lehetéség koziil pontosan N rossz —
azok, ahol az egyik szam az N koziil 0-t ad maradékul. Ha vesziink egy maradékot
minden pF-ra a 2 < p < P feltételt kielégits p primekkel, és vessziik az 1 maradékot
modulo 2* (minden j6 szam N-es elsé tagja 1 maradékot ad 2¥-nal osztva), ak-
kor ezek tetszoleges kombinacidja meghataroz egy maradékot modulo Lp, a kinai
maradéktétel szerint. fgy minden jé szam N-es bijektiven megfeleltetheté a kezdo-
tagjanak, ami pedig bijektiven megfeleltetheté egy modulo Lp ,, j6” maradéknak,
az viszont bijektiven megfeleltetheté néhany modulo p* ., j6” maradék kombinéci-
6janak, amibél pontosan annyi van, mint ami a (2) jobb oldala. Igy a fenti allitast
bizonyitottuk.

, ./ . fp(LP)
Ezutén az (1) alapjdn megmut'atl]uk, hogy van olyan ¢ > 0, amelyre PLip >4,
minden P-re. Nyilvdn a szorzat minden tényezdje a (0, 1) nyilt intervallumon van,
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igy a végtelen szorzat (minden p-re) vagy 0 vagy teljesiil az allitasunk. Az elsd, o

2k
tényez6 nyilvan elhagyhat6. Vegyiik észre, hogy
N 2k 22
L (-5)= I (-5)= 1L (-5)
2<p<P p 2<p<P p 2<p<P p
hiszen a megfelel6 tényezdkre fenndll a kivant egyenlGtlenség. Tovabba
22 22
(5= 1 (%)
P n
2<p<P 2<n<P,
n paratlan
mivel csak még t6bb (0,1) intervallumbeli tényezdt szorzunk ossze. Végiil
22 n—2 n 4+ 2
1 - _ . e
(%)= 1 (%) ()
2<n<P, 2<n<P,
n paratlan n paratlan
153759 P-2 P+2 1 P+2>1
3355777 P P 3 P ~3

(Itt P > 3, de a P = 2 esetet is nyilvan hozzavehetjiik.) Lathatjuk, hogy teleszképos
szorzat alakul ki, miutdn a négyzetek kiilonbségét szorzattd alakitjuk, és igy az
els6 és utolsé tényezd kivételével minden kiesik. A fentivel tehat bebizonyitottuk
az allitast.

Most nézziik, hogy fp(Lp) és f(Lp) mennyire kiilénbozik egymdstdl. fp-ben
csak azt nem figyeltiik, hogy P-nél nagyobb primek ,el tudnak rontani” egy szam
N-est. A p primnek &sszesen [?)—kp] < i—k” tobbszorose lehet Lp -ig. Minden p > P
prim k-adik hatvanyanak minden tobbszorose elront egy-egy kiilonb6z6 szam N-
est, de még akkor is azt kapjuk, hogy

(3) f(Lp) > fr(Lp) — Lp Z ik’
p>Pp
azaz
f(Lp) 1 _ fe(Lp)
@ Lp +p>P pF = Lp

Végiil

J6l ismert, hogy a négyzetszamok reciprokosszege véges, igy a jobb oldali Gsszeg
tetszOlegesen kicsi lehet. Ezért a bal oldali sszeg is tetszOlegesen kicsi értéket
felvehet, ahogy P egyre nagyobb. Az indirekt feltevésiink szerint csak véges sok
»JO” szdm N-es van, igy f felilr6l korldtos, tehat ahogy P egyre nagyobb lesz,
Lp is az lesz, de f(Lp) egy id6 utdn mér nem; igy ﬂ%}f) is tetszoOlegesen kis
értéket felvehet. Osszegezve: a (4) bal oldalan két olyan érték van, amelyekrél a

fentiekben beldttuk, hogy tetszOlegesen kis értéket felvehetnek (és egy id6 utdn,
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P novekedésével monoton csokkennek). Viszont a jobb oldalon egy olyan érték
van, amirél belattuk, hogy nem megy egy pozitiv als6 korlat ald. Ez ellentmondast
eredményez, hiszen ha P-t olyan nagynak valasztjuk, hogy mindkét bal oldali tag
nagyon kicsi legyen — mondjuk a jobb oldali tag alsé korlatjanak a felénél kicsit
kisebb — akkor ellentmondést kapunk az egyenl6tlenségbdl. fgy készen vagyunk.

Czanik Pdl (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. 0.)

Osszesen 21 dolgozat érkezett. 7 pontot kapott 14, 5 pontot 2, 4 pontot 1, 3 pontot
1, 1 pontot 2, 0 pontot 1 versenyzo.

I_ _l A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

E F (799-803.)

K. 799. Misi egy olyan utcdban lakik, amelyben csupa csaladi haz van. Ha az
utca elejétdl elindulunk, és megszamoljuk, hogy Misiék azon az oldalon hényadik
hézban laknak, akkor pontosan kétszer akkora eredményt kapunk, mint ha azt
szamoljuk meg, hogy az utca végétdl szamitva hanyadik hazban laknak. Az utcdban
a hazakat az utca elejétdl kezdve folyamatosan szamozzak 1-t61 igy, hogy a paratlan
szamu hézak a bal oldalon, a paros szami hazak a jobb oldalon vannak. Misiék az
utca elejétol indulva a bal oldalon laknak. Ha az utca végétél kezdve szamozndk a
hazakat, akkor Misiék hazszdama 25-tel lenne kisebb, mint amennyi jelenleg. Hany
haz van Misiék oldaldn az utcaban 6sszesen?

K. 800. Négy kiilonb6z6 pozitiv primszam osszege 50. Melyik négy primszam
lehet ez?

K. 801. Az aldbbi két edénynek oldalrél nézve olyan alakja van, mint egy-egy
betlinek. Az edények oldalnézeti képe lathaté a mésik dbran, egy 10 cm oldal-
hossziisagi négyzetekbdl allé récs elé allitva. Az edények feliil nyitottak, vastag-
saguk 10 cm. Mindkettobe belehelyeziink egy-egy vékony kis gumicsévet, amelyek
leérnek az aljukig, és ezeken keresztiil vizzel toltjiikk meg mindkét edényt. Percen-
ként 1 liter viz folyik be a csévon keresztiill mindegyik edénybe. Hany perc alatt
telik meg az egyik, illetve a mésik edény? Abrézoljuk az egyes edényekben 1év6
viz magassdgdnak id6beli alakuldsdt grafikonon. (Az edények faldnak vastagsdgét
hagyjuk figyelmen kiviil.)
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D Q/ C K./C. 802. Legyen az ABCD négyzet C'D oldals-
nak tetszoleges belsé pontja Q. Az AQ egyenesre al-
litsunk merdlegest a B csiicsbdl, legyen ennek AQ-val
vett metszéspontja P. Legyen tovabbd a négyzet at-
l6inak metszéspontja K. Mutassuk meg, hogy a PK
egyenes felezi a QP B szoget.

A B

K./C. 803. Egy tdborban 24 gyerek kivételével mindenki egyke (nincs testvére),
18 gyerek kivételével mindenkinek egy testvére van, 14 gyerek kivételével pedig
mindenkinek két testvére van. Hanyan lehetnek azok ebben a taborban, akiknek
2-nél tobb testvériik van, ha tudjuk, hogy van legalabb egy egyke, és mindenkinek
az Osszes testvére is ott nyaral a tdborban?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy6r), Kordndi Jozsef (Budapest)
*

Bekiildési hataridé: 2024. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A C pontversenyben kitiizétt gyakorlatok
(802-803., 1798-1802.)

Feladatok 10. évfolyamig

K/C. 802. A szovegét lasd a K feladatoknl.
K/C. 803. A szovegét lasd a K feladatokndl.
Feladatok mindenkinek
C. 1798. Hatarozzuk meg a
1 1 1 1 1
p+—)-lz—=)+|p—=) - (z2+—-)=4pr+5+—
p Z p T p

egyenlet Osszes egész megoldasat, ha a p paraméter egész szam.
Javasolta: Biré Balint (Eger)
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D G C C. 1799. Az egységnyi oldali ABC D négy-
zetben megrajzoltuk a DEFG, AHKE, BMFL
és CGN P négyzeteket az dbra szerint.

Az LFKH és MPNF téglalapok teriile-
tének Osszege legfeljebb hanyadrésze lehet az
ABCD négyzet teriiletének?

ED
Adjuk meg ebben az esetben az 1D arany

pontos értékét.

Javasolta: Biré Balint (Eger)

C. 1800. Mutassuk meg, hogy ha n természetes szam, akkor a

[\/1671 o1, V160 + 24}

intervallumban nincs egész szam.

Javasolta: Hollé Gdbor (Budapest)

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1801. Legyen az a,, sorozat a kovetkez6: a; = 2 és a, = a,_1 + 2n. Mennyi
a sorozat els6 2024 tagjanak reciprokosszege? (Vagyis mennyi az (Tll + é + i +
+ -+ L kifejezés értéke?)

a2024

Javasolta: Szmerka Gergely (Budapest)

C. 1802. Az ABCDEF szabélyos hatszogben M az AC, N pedig a CE 4tl6

bels6 pontja tgy, hogy
AM _CN _

AC CE
A k szam milyen értékeire lesznek a B, M és N pontok kollinearisak?

Matlap, Kolozsvdr (2017)

*
Bekiildési hatarid6: 2024. marcius 10.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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A B pontversenyben kitiizétt feladatok
(5366-5373.)

B. 5366. Van-e olyan n > 1 Gsszetett egész szam, amely rendelkezik a kovetkezo
tulajdonsaggal: ha 1 =d; <ds < ... <d =n jelolik n pozitiv osztéit, akkor d;
oszthat6 (d;—1 + d;—2)-vel minden 3 < ¢ < k esetén?

(3 pont) (IMO 2023/1 médositésa)

B. 5367. a) Az egységnyi sugart nyilt korlapban elhelyeztiink egymdsra me-
rolegesen két ¢ hosszisagu nyilt szakaszt gy, hogy a szakaszoknak nincs kozos
pontjuk. Mennyi lehet ¢7

b) Az egységnyi sugari ny{lt gombben elhelyeztiink hdrom ¢ hossztisdgi nyilt
szakaszt ugy, hogy paronként merolegesek, és semelyik kettonek nincs kozos pontja.
Mennyi lehet £7
(4 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sdndorfalva)

B. 5368. Egy pingpongbajnoksigon teljes kormérkozést jatszottak, azaz min-
denki mindenkivel pontosan egyszer jatszott. A gyozelemért 1, a vereségért 0 pont
jart (dontetlen nincs a pingpongban). Erdekes médon volt egy olyan jatékos, aki
pontosan azokat az ellenfeleit gyozte le, akik néla tobb pontot szereztek a bajnoksag
végére, és pontosan azoktdl kapott ki, akik nala kevesebb pontot szereztek.

Legalabb hany résztvevigje lehetett a bajnoksagnak?

(Lehetséges, hogy tobb versenyzdnek is ugyanannyi pontja lett a verseny végén.
A bajnoksdgon legaldbb ketten vettek részt.)
(4 pont) Javasolta: Nagy Kartal (Budapest) és Hujter Balint (Budapest)

B. 5369. Az ABC szabélyos haromszog P belsé pontjara APB< = 150°. Mu-
tassuk meg, hogy PA? + PB? = PC2.
(4 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sdndorfalva)

B. 5370. Legyen k pozitiv egész, és tegyiik fel, hogy az aq,...,ax valds sza-
mokra Zle(k — i+ 1)a; = 0. Mutassuk meg, hogy van olyan m < k pozitiv egész

szam, amelyre
2m Z a; < Z 1a;.
i=1 i=1
(5 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sdndorfalva)

B. 5371. Legyen P pont az ABC hiaromszog belsé pontja. Jeldlje a P pont
merdleges vetiiletét a BC', C A és AB oldalakra rendre D, E és F. Bizonyitsuk be,

hogy
PE+PF+PF+PD+PD+PE

PA PB PC
(5 pont) Javasolta: Bencze Mihdly (Brasso)

<3.
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B. 5372. Egy gomb felszinét néhdny fokorrel gombi haromszogekre és négy-
szogekre daraboltuk tgy, hogy semelyik harom fékér nem megy at egy ponton,
tovabba keletkezett legalabb egy négyszog. Mutassuk meg, hogy pontosan nyolc
gémbharomszoget és hat gombi négyszoget kaptunk.

(6 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Séndorfalva)
B. 5373. Legyen n pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy az a7px™™ + - - + a1z +

ap = (27 + 2%+ 2% + 2t + 2% + 22 + 2 + 1)" polinom paratlan egyiitthatéinak szama
legaldbb 8.

(6 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)
e
Bekiildési hataridé: 2024. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A. 872. Minden k pozitiv szdm esetén legyen ay 1, a2, ... egy pozitiv egész
szdmokbdl allé sorozat. Minden k pozitiv egész szdm esetén legyen az {ap+1.}

sorozat az {aj,;} sorozat kiildnbségsorozata, azaz minden k és i pozitiv egészre
teljesiil, hogy ag i1 — Ak = apy1,-

Az A pontversenyben kitlizott nehezebb feladatok
(872-874.)

Lehetséges-e, hogy minden pozitiv egész pontosan egyszer szerepel az ay;
szamok kozott?

Javasolta Matolesi Ddvid (Berkeley)

A. 873. Az ABCD egy konvex hirnégyszog, melyben AB-CD = AD - BC tel-
jesiil. Az ABC haromszog I koézépponti w beirt kore a BC, C' A és AB oldalakat
rendre az A’, B’ és C’ pontokban érinti. Legyen K az ID egyenes és az A'B'C’
haromszog Feuerbach-korének azon metszéspontja, amely az ID szakasz belsejé-
ben van.

Mutassuk meg, hogy ha S az A’B’C’ hiaromszog silypontja, akkor az SK
egyenes és a BB’ egyenes w-n metszi egymadst.

Javasolta Bdn-Szabé Aron (Budapest)

A. 874. Nyihaha és Bruhaha két egymas melletti sziget, mindketton n ember él.

Nyihaha lakéi mind Lovagok, akik mindig igazat mondanak, vagy Lokotok,
akik mindig hazudnak. Bruhaha lakéi normaélis emberek, akik mondhatnak igazat
és hazugsagot is. Mindkét szigeten hagyomany egy ritualé: amikor egy hajoés érkezik
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a szigetre, akkor minden laké véletlenszeriien (egyenletes eloszldssal és egymastol
fiiggetleniil) rdmutat egy mdsik szigetlakéra, és azt mondja ,,O Lovag” vagy ,70
Lokotd”. Nyihaha szigetén a Lovagok az igazat, a Lokoték hazugsagot mondanak
arrdl, akire mutatnak. Bruhaha szigetén pedig mindenki, egymdstol fiiggetleniil 1/2
valészintiséggel mondja ezt vagy azt.

Szindbad megérkezik Bruhaha szigetére, de eredetileg nem tudja, melyik szi-
geten van. Megfigyelve a ritualét, p,, valésziniiséggel 1at olyat, amibol egyértelmiien
meg tudja allapitani, hogy nem Nyihahan van. Igaz-e, hogy p, — 1, ha n — oo?

Javasolta Matolcsi Ddvid (Berkeley)

ES
Bekiildési hatarido: 2024. méarcius 10.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

ES
Informatikabdl kitiizott feladatok
(615—618.)

I. 615. Adott a koordinéta- 6
rendszerben néhany pont, ame-

lyek mindkét koordinataja egész 5
szam. A pontok nem mind es-

nek egy egyenesre. Korbevessziik 4

ezeket a pontokat egy olyan kon- 3
vex sokszoggel, amelyet a csu-

csok egy része hatdroz meg és 2
minden pont e sokszdg hataran

vagy belsejében van (a keletkez6 1
alakzatot konvex buroknak hiv-

juk). Adjuk meg a sokszog csi- -10

csainak szamat! -1

1 D

A standard bemenet elsé so-
raban a pontok N szama talalha-
t6 (5 < N < 100), a kovetkez6 sorok mindegyikében egy-egy cstics két egész koor-
dinatédja szerepel szokozzel elvélasztva.

A program a standard kimenet egyetlen sordba irja ki a korbevételhez sziiksé-
ges sokszog csiicsainak szamat.

Példa:
Bemenet (a / jel sortdrést helyettesit) Kimenet
12 7
24/12/63/4-1/44/66/7 1/74/2-1/21/45/50
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Bekiildendd egy tomoritett 1615.zip allomanyban a program forraskddja
és rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrdsdlloméany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

(10 pont)

I. 616. Egy gyongysorba kiillonboz6 szinti gytngyoket fuztek fel a gyerekek.
A gyongyok szinét az angol abécé nagybetiiivel adjuk meg.

Készitsiink programot 1616 néven, amely a megadja a gydngysor olyan K
hosszu szakaszat, amelyben a legkevesebb a gyongyok szinének szama.

A program standard bemenetének elsé sordban a gyéngysor elemszdma N (1 <
< N <10000) és a gyongysorszakasz hossza (1 < K < N) van. Az ezt kovet§ sorban
a gyongyok szineit jelolé nagybetiik vannak székozzel elvilasztva.

A program a standard kimenetre irja ki annak a X hosszi gyongysorrészletnek

a kezd6 sorszamat, amelyen beliil a legkevesebb szin van. T6bb megoldéas esetén a
kisebb kezddésorszamut irjuk ki.

Példa a bemenetre: Kimenetre
1

05 5
KKP2zZPSPPSZ

Bekiildend6 egy tomoritett 1616.z1ip allomanyban a program forrdskédja
és rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejleszt6i
kornyezetben futtathato.

(10 pont)

I. 617. A sziiletéskor varhato élettartam valtozdsat vessziik géresé ald a 2000-
t6l 2021-ig sziiletettek kozott a Fold néhany orszagaban.

1. Nyissunk egy iires tablazatkezel6 munkafiizetet.

2. Toltstik be egy tires munkalapra az Al-es cellatél kezdve az UTF-8 kddola-
st, tabulatorokkal tagolt adatok.txt f4jl tartalmat. Munkankat mentsiik
elettartam néven a tabliazatkezel$ alapértelmezett formatumaban.

3. Az A5T7-es celldba keriiljon vélasz az A56-os celliban olvashaté kérdésre.

4. Az X3:X46 tartomany celldiban jelenitsiik meg, hogy az egyes orszagokban
hény szézaléka a 2019-es adat a 2000-es évinek. Az eredmények szézalék
formatumuak legyenek két tizedesjegy pontossaggal.

5. Szamitsuk ki a B47:W47 tartomany celldiban, hogy mennyi az eurépai orsza-
gok (3-33. sor) éves étlaga.

6. A B48:W48 tartomdny celldiba keriiljon a ,,J6” feliyat, ha az adott évben az
eurdpai atlag elérte vagy meghaladta az Egyesiilt Allamok adatat; kiillonben
a cella maradjon iires.
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7. Az A50-es celldba keriiljon valasz az A49-es celldban olvashaté kérdésre.

8. Az A51-es cella kérdésére vélaszként az orszagok neve a B53-es, a B54-es és
a B55-0s cellakba kertiljon, az életkor pedig az E53-as, az E54-es és az E55-0s
celldkba.

9. Az Y3:Y46 tartomany celldiba keriiljon a ,,+” jel, ha az adott orszdgban 2019-
t6l 2021-ig folyamatosan nétt a varhaté életkor, ,—” jel, ha folyamatosan
csOkkent, egyéb esetekben a cella maradjon iires.

10. Készitsiik el a minta szerinti grafikont Ausztria, Csehorszdg, Magyaror-
szdg, Romdnia és Szlovdkia adatairdl. A diagramot helyeziik 1j, diagram
tipusi munkalapra.

Segédszamitasokat az AA oszloptdl, illetve a 60. sortdl kezdve végezhetiink.
A megoldasban sajat fiiggvény vagy makré nem hasznalhato.

Forrds: https://www.ksh.hu/stadat_files/nep/hu/nep0060.html
Bekiildendo egy tomoritett 1617 . zip allomanyban a tablazatkezel6 munka-

flizet, illetve egy rovid dokumentacid, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott
tablazatkezel6 neve, verzidszama.

A megoldashoz sziikséges letolthetd allomany: adatok.txt.
(10 pont)

I. 618. Kozéposztosnak nevezik azokat a legaldbb haromjegyii szamokat, ahol
a szam els6 és utolsd jegyét elhagyva a kapott szam oszthatd az elsé és utolsé
jegy osszegével. Duplakozéposztdsnak nevezik azokat a legalabb 6tjegyli kozéposz-
tos szamokat, ahol a szam elsé és utolsd jegyét elhagyva a kapott szam szintén
kozéposztos.

Példaul 2124 kozéposztds, mert a kozepén 1évé szam, ami 12, oszthatéd
(2+4 =)6-tal. A 321243 dupla kozéposztds, mert 2124 kozéposztds, és oszthatd
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(3+ 3 =)6-tal. A leirdsbdl kovetkezik, hogy a duplakézéposztés szamok legaldbb
Otjegytiek.

Allitsuk elé tablazatkezeld segitségével az Osszes legfeljebb hatjegyii duplako-
zéposztés szamot, és véalaszoljunk néhany ezekkel kapcsolatos kérdésre!

1. Nyissunk meg egy iires munkafiizetet, generaljuk a kivant szdmokat a mun-
kalap A oszlopaba. Mentsiik el a munkafiizetet gener néven.

2. Nyissuk meg a kozep.xlsx munkafiizetet és mésoljuk at a generalt szamokat
ebbe a munkafiizetbe fiiggllegesen az A3-as cellatol kezdve. Az elsé szam az
A3-as celldban legyen, a szamok kozott ne legyen iires cella.

3. Vilaszoljunk az I3:19 tartomdany celldiban fiiggvény segitségével a t6liik balra
feltett kérdésekre.

Magyardzatként nézziik a 10032 szamot: a szélei 1 és 2, ezek Osszege 3. A szam
kozepe 003, ami valdjaban 3; 3 oszthaté 3-mal. A kozépsé 003 szélei 0 és 3, Ossze-
giik 3. A szdm kozepe 0, és 0 is oszthat6 3-mal. Vagy példaul a 797 562 szam szélsé
jegyei 7 és 2, osszegiik 9, és a kozepe, 9756 oszthatd 9-cel, a 9756 szélei 9 és 6,
Osszegiik 15, és a kozepe 75 oszthatd 15-tel.

Segédszamitasokat a gemer munkafiizetben a B oszloptdl jobbra, a kozep
munkafiizetben a J oszloptdl jobbra végezhetiink. A megoldasban sajat fliggvény
vagy makré nem hasznalhato.

Bekiildendo egy tomoritett 1618 . z1ip allomédnyban a gener és a kozep tabla-
zatkezel6 munkafiizet, illetve egy rovid dokumentacio, amelyben szerepel a generd-
laskor alkalmazott modszer, a tablazatkezel§ neve, verzidszama.

Letolthetd fajl: kozep.x1lsx.
(10 pont)

*

Bekiildési hataridé: 2024. marcius 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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|
Mérési feladatok megoldasa “
| [ | |

M. 426. Mérjiik meg gydri miiszer haszndlata nélkil hdrom kilonbozo, a hdztar-
tasban talalhato anyag viszkozitasdat! Példdul: étolaj, méz, mosogatészer, motorolaj,
tusfiirdd stb.

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

Megoldas. A feladat harom kiilonb6z6, haztartdasban megtaldlhaté folyadék
viszkozitdsdnak megmérése. A kivédlasztott anyagok viszkozitdsa jelent&sen eltér
egymastol, igy két kiilonboz6 mddszert hasznaltam. Az egyik a Hagen—Poiseuille-
torvényen, a mésik a Stokes-torvényen alapul. Az elsét a ,higabb” folyadék (olaj),
a masodikat a nagyobb viszkozitdsi folyadékok (mosogatGszer és méz) méréséhez
hasznaltam. A teremben, ahol a méréseket végeztem, végig 20 °C volt a hdmérsék-
let. Rendelkezésemre allt egy analitikai mérleg és méréhengerek. A tovabbi eszko-
zOket az egyes mddszereknél ismertetem.

1. mérési mddszer. A Hagen—Poiseuille-torvény egy hengeres csévon atfolyd
anyag térfogataramat adja meg lamindris aramlas esetén:
AV Rir
At 80n P,

ahol R és ¢ rendre a cs6 sugara és hossza, Ap a nyomaskiilonbség a csé két vége
kozott és n a folyadék (vagy gdz) viszkozitdsa.

L1

Az 1. dbrdn lathaté a mérési elrendezés: egy milanyag vodor oldaldnak aljan
kis lyukat furtam, amibe el6szor egy szivoszalakbol allé csovet rogzitettem. Azon-
ban a szivészalak illesztésénél nem tudtam megakadalyozni a szivargast, és a mérés
nem volt reprodukélhaté, igy a szivészalakat kicseréltem egyetlen vékony miianyag
csOre, ezzel ezek a problémék megoldddtak. A csovet egy edénybe vezetve meg tud-
tam mérni egy adott id6 alatt kidramlé folyadék térfogatdat. A nyomdéskiilonbséget a
vodorben 1évo folyadék hidrosztatikai nyomasa okozza, amelyet a folyadék folyama-
tos potlasaval tartottam allando értéken. A miianyagces6 hosszanak véltoztatasaval
egy méréssorozatot végeztem (1. tdbldzat).

1. dbra

A miianyag csé belsé sugara R =2,5-1072 m (a csébe hézagmentesen bele-
illeszkedik egy 5 mm-es firdszar), az olaj sflirlisége mérShenger és az analitikai
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cm) |3 (L) [ At | AV (10t w) | AY (1077 =)
1,00 | 1,00 | 1800 5,24 2,91
080 | 1,25 | 1200 4,43 3,69
0,60 | 1,67 | 900 4,30 4,78
040 | 2,5 600 4,28 713
030 | 33 450 4,43 9,83
020 | 50 | 450 6,90 15,3

1. tabldazat

mérleg segitségével megmérve ggla; = 917 %, az &allanddéan tartott folyadékosz-

lop magassidga h = 0,15 m, a nyomaskiilénbség g = 9,81 Z értékkel szadmolva
Ap = pogh = 1350 Pa.

A grafikonon %—t abrazoltam % fiiggvényében (2. dbra). A mérési pontokra
illesztett origén atmend egyenes meredekségébol a tobbi mért adat ismeretében a
Hagen—Poiseuille-térvény alapjan a viszkozitas meghatarozhato.

3

2 o)

15- =~

10

54 o
171
¢ \m

0 T T T T T

0 1 2 3 4 5

2. dbra

Az illesztett egyenes meredeksége m = (2,92 4 0,14) - 10~7 %4, amibél az olaj
viszkozitésa:
B ApR*m
~ 8m

amelynek nagysdgrendje jol egyezik az irodalmi adatokkal (az angol Wikipedia
szerint 25 °C-on kb. 5- 1072 Pas).

A moédszerrel elOszor a viz viszkozitasat akartam megmérni, de a vizbol kivalo
apré buborékok miatt a mérés nem volt reprodukalhaté. Ez esetleg a viz forralaséval
és visszahiitésével kikiiszobolheto, de végiil inkdbb mas folyadékot valasztottam.
(A mdédszer tovabbi korldtairdl 1dsd az 1. megjegyzést.)

= (7,09 +0,35) - 1072 Pas,
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II. mérési modszer. Egy ,wégtelen” kiterjedésti, kozegben egy ,lassan” mozgo
gbmbre a Stokes-térvény szerint

Fy = 6mron

kozegellenallasi er6 hat a folyadékhoz viszonyitott sebességével ellentétes irdanyban.
Az Osszefiiggésben r a gomb sugara, v a relativ sebesség és n a kozeg viszkozitasa.
(A véges kozegben sziikséges korrekciordl és arrdl, hogy mi szdmit elegendben
lasstunak, ldsd a 2. megjegyzést.)

Ha egy m tomegli és V térfogati golydt o slirliségli folyadékba ejtiink, akkor a
golyéra az mg nehézségi erd, az Fy = oV g felhajtéerd és az Fy kozegellenéllasi erd
hat. Ez utébbi sebességfiiggo, igy idovel kialakul egy allanddsult sebesség, amikor
a harom er6 eredgje nulla lesz. Feltételezve, hogy a Stokes-torvény érvényes, az
erdegyenstly:

4r37
3

(1) mg— o g = 6mron.

Mérni kell a golyé atmérdjét (ebbdl szamolhaté a sugara és a térfogata), az
egyenletes siillyedés sebességét (azt az idét, amely alatt egy adott tavolsdgot meg-
tesz), valamint a folyadék siirfiségét. A méréseket mosogatdszerrel (2. tdbldzat) és
mézzel (3. tabldzat), mindkét anyagnal 6t-6t kiilonbozé iiveggolydval végeztem el.
A tapasztalat szerint a nagyobb golydk kevésbé egyenletesen siillyed-

tek. Ennek oka lehet, hogy a golydk és a henger fala kozott kevés hely

volt, amely befolydsolta a folyadék aramlasat. A golydk atmérdjét to-

I6mérével, tomegét analitikai mérleggel mértem. A folyadékok siirtisé- Fi

gét most is méréhengerrel és az analitikai mérleggel hataroztam meg:

Omosogatészer — 1040 %a Oméz = 1450 % mg
Az adatok kiértékelését most is grafikonok segitségével végeztem

(a 3. dbra a mosogatdszer, a 4. dbra a méz mérésének grafikonja).

Bevezetve az © = 67rv és az y = mg — 94’“33 T g jeloléseket az (1) egyenlet

y = nx alakra egyszerlisodik. Ha abrazoljuk y-t x fiiggvényében, és a —

mérési pontokra origdn atmend egyenest illesztiink, annak meredeksége j

megadja a folyadék viszkozitasat. 8. dbra

T m t s T Y
(1072 m) | (1072 m) | (1073 kg) | (s) | (m) | (1073 = (10*4 m—"’) (1072 N)
1,35 6,75 3,3 40 | 0,23 5,75 7,32 1,92
1,42 7,1 3,9 40 10,23 5,75 7,7 2,29
1,55 7,75 4,6 40 10,23 5,75 8,4 2,52
1,58 7,9 5,5 27 10,23 8,52 12,7 3,29
1,67 8,35 6,05 27,51 0,23 8,36 13,2 3,44
2. tabldzat
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y (10_2 N)

3,
2 e
1+ _

-~ v (10472

s
0 T T T T T
0 2,5 5 7.5 10 12,5
3. dbra

A mérési pontokra illesztett egyenes meredeksége a mosogatdszer viszkozitdsa:

Thmosogatészer — (2774 + 2,8) Pas.

T m t s v T Y
(102 m) | (1072 m) | (1073 kg) | (s) | (m) | (1073 =) (10—4 IL) (1072 N)
1,42 71 39 [846/023] 272 3,64 1,69
1,55 7,75 46 |838]023] 274 4,00 1,74
1,60 8,0 5,15 81,3 10,23 2,83 4,27 2,00
1,63 8,15 5,5 85 10,23 2,71 4,16 2,17
1,67 8,35 6,05 78 10,23 2,95 4,64 2,46
3. tabldzat
y (1072 N) ’
2 P .
1,
)

0 \ \ \ \ \

0 1 2 3 4 5

4. dbra

Az illesztett egyenes meredeksége a méz viszkozitdsa: nme, = (48,6 +-4,8) Pas.
Csapd Andrds (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 9. évf.)
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Megjegyzések. 1. Az elsé mbdszert akkor lehet hasznélni, ha a kidramlé folyadék vagy
gaz aranylag lassan mozog — ez ,hosszi” és ,,vékony” cs6 esetén teljesiil. Ellenkez6 esetben
a nyomaskiilonbség egy része a kidramlé kozeg felgyorsitdsat biztositja. Ha a kidramlas
egy kis lyukon (vagy egész rovid csovon) torténik, akkor a viszkozitdsnak egydltaldn nincs
szerepe, a kidramlasi sebességet a Bernoulli-térvény alapjan lehet kiszdmitani:

2Ap
V=4 —.
4

Ha a nyomaéskiilonbséget a h magassagu folyadékoszlop hidrosztatikai nyomaéasa okozza,
akkor pedig a kozismert Torricelli-féle kiomlési térvénnyel: v = /2gh. Amennyiben a
mérésiinknél a kidramlé folyadék &tlagos sebessége (amelyet a térfogatdram és a cs§
keresztmetszetének hanyadosaként szdmolhatunk ki) jéval kisebb, mint ez az érték, akkor
a Hagen—Poiseuille-térvény jol hasznalhaté a viszkozitds mérésére.

2. A méasodik mdédszernél az okoz szinte az 6sszes megoldd esetében akar tobb nagy-
sdgrendnyi eltérést is az eredményekben, hogy olyan mozgasoknal szamolnak a Stokes-
torvénnyel, ahol az csak kozelitéleg, vagy egyéltaldn nem teljesiil. A Stokes-torvény az
ismertebb, egyszerii alakjaban (Fix = 67rvn) csak végtelen (a gdmb méreténél nagység-
rendekkel nagyobb) kozegben haszndlhaté. Tobb megoldé is megtaldlta
és hasznélta azt a korrigalt formuldt, amelyet akkor lehet alkalmazni, ha
egy r sugaru gébmb egy R sugari hengeres edényben, annak szimmetria-
tengelye mentén mozog;:

r
Fy = 6mron (1 T 2,4R) .

Ugyanakkor, ha a golyé szinte teljesen kitolti a hengeres edényt (mint az

egyik megolddsbdl szdrmazd 6. dbrdn 1lathatd), akkor a golyé és a csd fala

kozott nagyon gyors lesz a folyadék visszadramlédsa, és a Stokes-torvény

még ezzel a korrekcidval se hasznélhato.

A mésik, jelent&sebb hibaforrdst az okozza, hogy a Stokes-torvény csak egészen las-
su lamindris dramlasok esetén érvényes. Azt, hogy a mozgds elég lasst-e, egy folyadékok
aramlasdnal hasznalt dimenziétlan mennyiség, a Reynolds-szdm segitségével lehet eldon-
teni. A Reynolds-szdm a kozeg (folyadék vagy gdz) o slrliségétbl és n viszkozitdsétol,
valamint az dramlds v relativ sebességétél és a kozegben mozgé test (vagy az dramléd
kozeget kdrbevevd csd) méretétdl, esetiinkben a gémb sugaratdl fiigg:

6. dbra

TV
Re = g—.

n

Az dramlésok kb. 1200-as Reynolds-szam felett biztosan turbulenssé valnak. Ilyenkor a
kozegellendlldsi erd a sebesség négyzetével (vagy még magasabb hatvdnydval) ardnyos, és
nem fiigg a viszkozitastél. 1200-ndl kisebb Reynolds-szam esetén alakulhat ki lamindris
(réteges) aramlds, és ekkor a kozegellendlldsi erd mar ardnyos a sebességgel. Azonban a
Stokes-térvény levezetésekor alkalmazott kozelitések csak egészen kicsi, Re < 1 Reynolds-
szamndl érvényesek, igy a képletet csak ekkor lehet a mérések kiértékeléséhez hasznélni.

Hogyan lehet ezt teljesiteni? Lathatjuk, hogy nagy viszkozitas, kis méret és kis
sebesség eredményez kis Reynolds-szdmot. Méz esetében nem til nagy méretdi (néhdny
mm atméréji) golydkkal ez mdar koénnyen elérhet6. Kisebb viszkozitdsi folyadékokndl
azonban egész aprd, és a folyadékndl nem sokkal nagyobb stirliségli (emiatt ardnylag kis
sebességgel siillyedé) golydkra van sziikség. Ekkor viszont egyrészt a golydk dtmér8jének
és tomegének mérése okoz nehézséget, masrészt a kozel azonos siirtiségeket is nagyon
pontosan kell mérni, hiszen a szdmitdsban ezek kiilonbsége szerepel. (A viz esetében ez
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tizedmilliméteres atmérdt jelentene, igy ez a mddszer a viz viszkozitdsdnak mérésére nem
hasznélhaté — viszont a viszkozitds ismeretében mérni lehet igy apré szemcsés anyagok
atmérdjét.)

13 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldds. Kicsit hidnyos (5 pont) 2, hidnyos (3—4 pont)
4 dolgozat.

[t ~]

Fizika gyakorlatok megoldasa

5

ol

G. 824. Egy ¢ hosszusdgu kigyo a hosszanak feléig besiklott egy keskeny, egye-
nes csébe. A kigyo kint lévd vége tetszdlegesen kanyaroghat a vizszintes talajon.
Ha a kigydt homogén tomegeloszldsi, £ hosszusagu, hajlékony kétéllel modellezziik,
akkor a stk mely pontjaiban lehet a kigyd tomegkiozépponitja?

N,
| S \
4

> [ | l/2

.------------ o—

(4 pont)

Megoldas. Helyezziik a kigyot koordinata-rendszerbe az 1. dbrdn lathaté médon!

Y

AN

0/4

1. dbra

A csében 1év6 kigydfél tomegkdzéppontja a

(1) Thent = (Tb,Yp) = (i())

pontban talalhato.

A kigyé kint 1évo felének lehetséges tomegkozéppontjait a kinyujtott helyzetli
félkigydk tomegkozéppontjai hatdroljdk (ennek bizonyitdsat 1dsd a Megjegyzésben).
Tehdt a kint 16v6 kigy6fél tomegkozéppontja egy origé kozépponttd, £/4 sugari
korlap valamelyik pontja lehet (2. dbra).
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T

2. dbra 3. dbra

A teljes kigyé tomegkozéppontja a két kigyéfél tomegkozéppontjat 6sszekotd
szakasz felez6pontja. A lehetséges pontok (a 3. dbrdn pirossal jelolt) hatdrvonalat
a kinti kigy6fél kinyujtott helyzetei dltal meghatdrozott (kék) korvonal segitségével
szerkeszthetjiik meg. Néhany ilyen pont alapjan mar sejthetjiik, hogy a sikidom
egy (£/8,0) kozéppontd, £/8 sugaru kor. Ezt az aldbbi médon ldthatjuk be. A kinti
kinyujtott helyzetii kigyorész tomegkozéppontja Tiint = (2, yx) mindig egy £/4
sugari (0, 0) kozéppontd kérvonalra illeszkedik:

) aei= (1)

A teljes kigy6 tomegkozéppontjanak T' = (x,y) koordindtdi a kigydfelek tomegks-
zéppontjai megfelel6 koordinatainak szamtani kozepe:

7$k+37b

3) p= Dt
Yk + Yb

@ y= "ttt

A (3)-as és (4)-es egyenletbOl zy-t és yx-t kifejezve, majd (1)-bSl zp-t, illetve yp-t
behelyettesitve:

¢
(5) xk:2x—xb:2x—i,
(6) Yk =2y —yp = 2y.

Helyettesitsiik be az (5) és (6) kifejezéseket a (2)-es egyenletbe:

(233 - ii +(2y)? = (i)z
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majd mindkét oldalt 4-gyel elosztva:

(oo

Ez valéban egy (¢/8,0) kozéppontt, £/8 sugari kor egyenlete.

Tehét a kigyd tomegkozéppontja a csé nyilasat érintd, a csé vonalara illeszked6
kozéppontt, £/8 sugaru kérlapon lehet (4. dbra).

4. dbra
Fiilép Magdaléna (Pécsi Leéwey K. Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. Tekintsiik a kigy6 kint 16v6 felét a csd vége (C) és a kigy6 farka (F') pon-
tok kozott kanyargd gérbe vonalnak, aminek témegkézéppontja Tk (5. dbra). Ha a ,,félki-
gy6” kiegyenesedne, és CF' a CTi félegyenesen lenne, akkor a T}, témegkdzéppontja C-t8l
£/4 tévolra keriilne.

Hasonlitsuk 6ssze a kanyargds kigyd tetszéleges P pontjat ugyanezen
pontnak a kiegyenesedett kigyén megtaldlhaté P’ megfeleldjével. Nyilvan
CP < CP, tovédbba CP” < CP (ahol P” a P pont merdleges vetiilete
a C'F’ egyenesen), és igy

CP'<CcP<CP.

A gorbe félkigyé tomegkozéppontjat a C P tavolsdgok hatdrozzak meg.
Mivel a fenti egyenlStlenség minden P pontra érvényes, a tomegkozéppon-
tokra is fennall:

CTi <O =1,

5. dbra

és éppen ezt akartuk bizonyitani.

42 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos
(1-2 pont) 14, hibds 6 dolgozat.

G. 828. Tételezziik fel, hogy a Fold tokéletesen gomb alaki, tomegeloszldsa
gombszimmetrikus, sugara 6400 km, témege és tengely korili forgdsideje megegyezik
az 1gazi Fold adataival. FEgy jol megtermett fizikus az Eszaki-sarkon dekagramm
pontos fiirdészobamérlegével éppen 100,00 kg-osnak méri magdt. Mennyit mutatna
ugyanez a mérleg, ha az Egqyenlitén végezné a mérést?

(3 pont)
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Megoldas. A fizikus mért tomege a sarkon mg = 100,00 kg. Az idealizalt Fold
sugara R = 6,4-10° m, a tomege és (csillagokhoz viszonyitott) forgési ideje a valédi
Foldével megegyezéen M = 5,974 - 10?4 kg, illetve T = 23 h 56" 4" = 86164 s.

1. dbra

A sarkon a testre haté erék eredgje 0, az eréegyensily egyenlete:

mM

=0

(1) gl
ahol v = 6,67- 10~ 'Nm?kg ™ ? a gravitéciés allandd, m a fizikus (ismeretlen) tomege
és K a nyomoer$ a sarkon.

Az Egyenliténél a Fold forgdsa miatt a test gyorsul a Fold kozéppontja felé, a
mozgasegyenlete:

mM

F — Ke = mw2R,

(2) v

ahol w = 27 /T = 7,293-10° s~! a Fold forgdsanak szogsebessége és K, a nyoméerd
az Egyenlitén.

Az Egyenlitén a mérleg altal mutatott tomeg (1) és (2) felhaszndldsdval:

K. mM 2R 2R3
Me = — Mg = %ms = <1 _Y ) ms = 99,65 kg.
K v M

Biis Ldszlo Teodor (Ceglédi Kossuth Lajos Gimn., 10. évf.) dolgozata alapjan

Megjegyzések. 1. A fizikus tényleges tomegét csak akkor tudndnk megmondani, ha
ismernénk, hogy hol kalibraltdk dekagramm pontossiggal a mérleget.

2. Az idealizdlt Foldon a nehézségi gyorsulds a sarkon gs = 'y% =9,728 3, az
Egyenliton pedig g. = 'y% —w?R = 9,694 = lenne. A feladat eredményét azonban csak
két érték kiilonbsége (gs — ge = w?R = 0,034 73 ) befolydsolja jelentésen, igy ha valaki a
szdmoldsa sordn a valédi Fold (Budapesten mérhetd) g = 9,81 3 nehézségi gyorsuldsival
szamol, akkor is hibahatdron belill ugyanezt az eredményt kapja.

3. Ha a Fold tényleges forgasi ideje helyett 24 6raval szdmolunk, akkor is hibahatdron
beliil ugyanezt az eredményt kapjuk.
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4. A Folddel egyiitt forgd vonatkoztatdsi rendszerben a test az Egyenlitén is nyuga-
lomban van. Ebben a rendszerben (amely nem inerciarendszer) azonban fel kell venniink
az mw? R nagysagy, kifele mutaté centrifugélis erét. A (2) osszefiiggés akkor igy médosul:

mM

—mw’R—K.=0

az eredmény természetesen nem valtozik.

54 dolgozat érkezett. Helyes 29 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 11, hidnyos (1 pont)
6, hibas 8 dolgozat.

[ =]
I

P. 5509. Vizszintes talaj kozelében lévd jatékpuskabol kildtt kicsiny gumildvedék
roppalydjanak emelkedési magassiga megegyezik a lotavolsdggal.

Fizika feladatok megoldasa

a) A vizszintestdl mérve milyen szogben 18ttik ki a lovedéket?

b) Mekkordk ezek a tdvolsdgok, ha a test kezddsebessége 10 m/s volt?

¢) Mekkora a pdlya gérbiileti sugara a kilovés utdni pillanatban, illetve a pdlya
legmagasabb pontjaban?

(A kozegellendllast elhanyagolhatjuk.)
(5 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest

I. megoldas. a) A kezdOsebességet fel tudjuk bontani v, vizszintes és v, fiig-
gbleges komponensekre. A hajitds sordn a testre nem hat vizszintes iranyban erd,
ezért vizszintesen végig v, sebességgel mozog. Fiiggoleges iranyban az mg nehézségi
erd hat rd (m a lovedék tomege), ezért fiiggblegesen egyenletesen véltozé mozgdst
végez. A hajitas teljes t id6tartama kétszerese annak az idének, amely alatt a test
fliggoleges sebessége 0-ra csokken:

=22,
g

A hajitds h magassdganak kiszamoldsahoz hasznédlhatjuk a négyzetes uttorvényt
(mert a tetéponton a fiiggdleges sebesség 0):

2
ho 9 (1) _ W
2\ 2 2’

Vizszintesen a test a hajitas teljes ideje alatt egyenletes mozgast végez, igy a hajitas

tavolsaga:
_ 2u,vy

g

d = vt
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Legyen a kezdGsebesség vy és a vizszintessel bezart szog «. Ekkor a kezd&se-
besség komponensei:
Uy = Vg COS @,
vy = Vg sin a,
a hajitas magassiaga és tavolsaga pedig:
2 2 o2
_ Yy _yysinta
29 29
2 .
_ 200y 205 SInQCos

)

g g
A feladat szerint ez a két tavolsag egyenld, ebbdl:

d

visina 202 sina cos
29 9
sin o = 4 cos «,

)

tga =4,

o~ T6°.

b) Ha a kezd&sebesség v = 10 m/s és g = 9,81 m/s?, akkor a hajitds magassdga
és tavolsaga: ) s )
h:d: 71}0S1n @ = érl]70%4781'rl
2g 17 g
¢) A gorbiileti sugarat abbdl a fizikai meggondoldsbdl kaphatjuk meg, hogy ha
a test a parabola adott darabjdhoz simulé kérpalyan mozogna, akkor a centripetélis
gyorsulasa éppen a nehézségi gyorsulas palyara merdleges komponense lenne:
2
v
g1 = Qcp = Ea
ahol g, a nehézségi gyorsulds palyara merdleges komponense, v a test pillanatnyi
sebessége és R a gorbiileti sugar.
A kilovés pillanata utdn a sebesség vg, a nehézségi gyorsulas merdleges kom-
ponense g cos «, igy:
2
v
gcosa = -

R’
7)2 ’1)2
Ri=—2 =17 2 =42 m.
g Ccosa g

A hajitas tetOpontjan a sebesség v,, a nehézségi gyorsulds pedig meréleges a pé-
lyara, ez alapjan:

2
g==

Ry’

2 2 2

Vg COS” « 1w
Ry="2" "= 9 %0,6m.

g 1Ty
Beke Botond (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 11. évf.)
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I1. megoldas. A feladat c) része differencidlszamitassal is megoldhaté. A test
palydjat az
g 2

r)=xtga — —5——5—
y(@) & 203 cos?

fliggvény adja meg. Ez az Gsszefiiggés megtaldlhaté a Négyjegyd figguénytdbldza-
tokban, de konnyen kifejezheto az

z(t) = vg cos a t,

y(t) = vosinat — gt2

id6fliggvényekbdl is. Bevezetve a

_ g
203 cos? «

jelolést a fiiggvény az egyszeriibb y(z) = ztga — Az? alakba frhaté.
A gorbiileti sugéar kiszamitasdhoz a BME bmedifferencial.pdf jegyzetének

9. oldaldn! taldlt Osszefiiggést hasznaljuk, amely megadja a gorbiiletet, azaz a
gorbiileti sugar reciprokét:

=k(r) = ——.

A sziikséges derivaltak:

Yy =tga — 2\,

amelyeket felhaszndlva a gorbiileti sugar x fiilggvényében:

3
1+ (tgo —2Xz)?) 2
R(z)=— (1+ (te ’) .
2\
A negativ eldjel csak azt mutatja, hogy a pédlyagoérbe konkav, a keresett gorbiileti
sugarakat |R(z)| adja meg.
A kilovés utédn kozvetleniil z = 0, a gorbiileti sugar az 1+ tg? a = 1/(cos? o)
azonossagot és \ kifejezését felhasznédlva, majd az adatokat behelyettesitve:

3
1+tg2oz§ v?2
m=jro) = LA

Lelérhet6 ezen a roviditett linken: https://rb.gy/geyqni
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a palya tetépontjan x = %, esetiinkben tga — Ad = 0, a nevezObe beirva A kifeje-

zését, végiil az adatokat behelyettesitve a gorbiileti sugar:

3
1 _ 2\ 2 2 2
By = ()| = UHEEAVD _eotar g,

mindkét esetben az el6z6 megoldasban kapott értékkel megegyezden.
Szabds Donat (Miskolci Herman O. Gimn., 11. évf.)

93 dolgozat érkezett. Helyes 47 megoldds. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 31, hidnyos
(1-2 pont) 11, hibds 4 dolgozat.

P. 5511. Egy elhanyagolhatoé témegii, R sugari ab-
roncs eqyik dtmérdjének két végpontjdba egy m, illetve
eqy M = 2m tomegi, pontszerii nehezéket erdsitettink.
A fiiggdleges siki abroncsot asztallapra helyezzik gy,
hogy kezdetben a két nehezék azonos fliggdleges egyene-
sen helyezkedik el (a nehezebb van felil). Az abroncsot
ebbdl az instabil egyensilyi dllapotbol elengedjik. Az ab-
roncs €s az asztallap kozotti surlodds elegendden nagy ahhoz, hogy az abroncs csu-

szdsmentesen gordiljon az asztallapon.

a) Mekkora az abroncs kézéppontjdnak sebessége, amikor az M témegt nehezék
eléri pdlydjanak legalsé pontjdt?

b) Mekkora az a) esetben az asztalra haté nyomderd?
(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbigy

Megoldés. a) Legyen a kozéppont kere- m
sett sebessége v. Mivel az abroncs tisztan gor- '
diill az asztallapon, ezért a forgémozgasbol
szarmazo keriileti sebesség megegyezik a ten-
gely haladdsi sebességével (csak igy lehetsé-
ges, hogy a talajjal érintkez6 pont nyugalom-
ban legyen, ami a tisztdn gordiilés feltétele).

Ez alapjdn az abroncs legfelsé pontjaban el-
helyezked6 test sebessége 2v.

A tapadési surlédési eré nem végez mun-
kat, ezért alkalmazhatjuk a mechanikai ener-
giamegmaradas torvényét:

2mg

1. dbra

1
2mg - 2R = mg - 2R + 5m(20)2,

amibdl az abroncs kézéppontjanak sebessége v = /g R.

b) A vizsgalt pillanatban az abroncs kézéppontja éppen nem gyorsul, {gy az
ahhoz rogzitett vonatkoztatasi rendszer inerciarendszer. Ebben az m és 2m tomegi
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testek v keriileti sebességgel kormozgast végeznek. A felsd testre a mozgasegyenlet:
K+ v
mg=m-—,
1 g R
amibol v értékét felhaszndlva K7 = 0 adddik. Tehat a felsé test nem nyomja az
abroncsot. Hasonléan az alsé test mozgasegyenlete:

02

Ky —2mg = QmE,

amib6l Ky = 4mg addédik. Mivel a fels6 test nem nyomja az abroncsot, igy az asz-

talra haté nyomoder6 nagysidga megegyezik annak az erének a nagysdgaval, amivel
az abroncs nyomja az alsé testet, tehdt a keresett nyomoerd 4mg.

Klement Tamds (Pécsi Lebwey Klara Gimn., 11. évf.)

55 dolgozat érkezett. Helyes 17 megoldds. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 5, hidnyos
(1-2 pont) 19, hibas 14 dolgozat.

P. 5516. Eqgy vizszintes tengely koril megpdrgetett pingponglabda fiiggdlegesen
az asztallapra esik. A vékony gombhéjnak tekinthetd labda témege m, sugara R, se-
bessége a leérkezéskor vy, szdgsebessége wo = vo/r, tehetetlenségi nyomatéka © =
= %mRz, A csuszdsi €s a tapaddsi surldddsi egyiitthato eqyarant p. Tekintsik az it-
kizést pillanatszerinek és tokéletesen rugalmasnak (azaz legyen a labda témegko-
zépponti sebességének asztalra merdleges vetiilete titkdozés elott és utdn azonos nagy-
sagi).

Mekkora és milyen irdnyi lesz a labda sebessége az 1itkdzés utan? Mekkora lesz
a szogsebessége?

(6 pont) Kozli: Balogh Péter, Godollé
(A nyomtatott szévegben az egyik képlet hibdsan jelent meg, helyesen wo = vo/R.)

Megoldas. Jelolje az iitkozés ideje alatt az asztal altal a labdara kifejtett atla-
gos nyoméerét N, a labdéra haté atlagos sirlédasi erét S, az iitkozés idétartamét
At. A labda iitkozés utdni sebességének nagysiga legyen v, annak vizszintes kom-
ponense v,, vizszintessel bezart szoge «, a labda iitkozés utani szogsebessége w. Az
1. dabran az litkozés elétti pillanat, az iitkozés kozbeni allapot és az iitkozés uté-
ni pillanat lathaté a szamitdsokhoz sziikséges mennyiségek jelolésével. Az titkozés
rovid ideje miatt N > mg, ezért a nehézségi erd hatdsat az iitkozés alatt elhanya-
goljuk. A surlédasi egyiitthatd értékétdl fiiggéen az iitkozés két kiilonb6z6 mdédon
torténhet: ha az iitkozés idétartama alatt végig csuszik a labda az asztalon (1. eset),
illetve ha az iitkozés sordn létrejon a tapadds (II. eset).
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S

w,R=v, P > wR—v

1. dbra

I. eset. Ha az iitkdzés sordn folyamatosan csuszik a labda az asztalon, ak-
kor minden pillanatban S = uN, és igy S = uN. Az impulzustétel vizszintes és
fliggbleges irdnyban, valamint az impulzusmomentum-tétel a labddra az iitkozés
id6tartaméara:

1) uNAt = muy,
) NAt = 2muy,
3) pNRAt = 2mR*(wy — w).

—~ o~
[\

A csuszas feltétele a P pontra:

4 v, —wR < 0.

5
6

Vg = 20400,

~ o~ o~ o~

)

1) és (2), illetve (2) és (3) alapjdn:
)
)

w=(1—3u)wp.

Az (5) és (6) eredményeket behelyettesitve (4)-be és azt rendezve a surlédési
egyliitthatora a labda folyamatos csiiszasdhoz a feltétel:

w<0,2.

A sebesség nagysdga és irdnya (vizszintessel bezdrt szoge) az iitkozés utdn:

v =1/v} + 02 =vo\/1+ 4u?,

Vo 1
o = arctg — = arctg —.
Uy 20

IL. eset. Ha p > 0,2, akkor az iitkozés soran (vagy legvégén) kialakul a tapadés.
A megtapadds el6tt ugyanigy S = uN, de utdna a labda tisztan gordiil és .S =0
lesz, gy S < uN. Az 1. esetben felirt (1), (2), (3) egyenletek most {gy médosulnak:

(7) SAt = mu,,
(8) NAt = 2muy,
(9) SRAt = 2mR*(wo — w),

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/2 119



a (4) osszefiiggés (a folyamatos csiszés feltétele) helyére pedig a megtapadés felté-
telét kell felirnunk:

vy —wR =0,
ebbdl:
Vg
10 _ Ve
(7)-et (9)-be helyettesitve:
(11) mugR = %mR2(w0 —w),
amibdl (10) felhasznéldsaval:
Vp = 0741}0.

Ezek utan a végeredmény ebben az esetben:

v =1/v3 +v2 =v9\/1+ 0,42 ~ 1,080y,

v 1
o = arctg — = arctg — =~ 68,2°,
Vg >

vy 0,4ug

R R

w

0,4&)0.

Megjegyzés. A (11) egyenlet a P pontra felirt impulzusmomentum-megmaradés tor-
vényét fejezi ki (az alapjén koézvetleniil is felirhattuk volna). A P ponton az sszes erd
hatdsvonala atmegy, igy az erre vonatkoztatott perdiilet az iitk6zés soran allando:

Ouwo = Ow + mu; R.

A 2. gbrdn v, w, v és « lathaté u fiiggvényében.

0 0,2 0 0,2

2. dbra

Hegediis Mdrk (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyakorlé Gimn., 9. évf.)
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Megjegyzés. Az 1. és 11. eset kozotti kiilonbség jol lathatd, ha v, és Rw értékét kozos
grafikonon dbrézoljuk v, (a fiiggbleges sebességkomponens) fiiggvényében (3. dbra). A bal
oldali grafikonon u = 0,1 (I. eset), a jobb oldalin pedig x = 0,3 (II. eset).

Mekkora vy, fiiggbleges sebességnél torténik a megtapadas? Az iitkozés els6, a meg-
tapaddsig, At ideig tarté részében kis médositdssal érvényesek az (1) és (2) egyenletek:

,uNAtt = 0,4muvo,

NAt, = m(vy + vo).

A két egyenletet egymdssal elosztva és rendezve:

0,4
—U U —U (T _1>Uu Uy

8. abra

26 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldds. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 10, hidnyos
(1-2 pont) 9 dolgozat.

Felhivas az idei
Kunfalvi Rezs6 Olimpiai Valogatéversenyre

A 2023/24-es tanévi olimpiai vélogatdéverseny els6 forduléja 2024. februér 26-
an, hétféon 15:00-t6l lesz online forméban. A versenyre nevezni el6zetesen nem
kell, barki részt vehet rajta. A feladatsor az ipho.physics.bme.hu oldalon lesz
elérheto.

A megoldasra és a szkennelésre 3 6ra all rendelkezésre. A megolddsokat egyetlen
pdf dokumentumban kell elkiildeni az iphoteamhun@gmail.com cimre. A hataridé
utan érkezett dolgozatokat nem fogadjuk el.

A versenyen nem-grafikus szdmolégépen, {ré- és rajzeszkozokon kiviil semmi-
lyen mds segédeszkoz (pl. konyv, fiizet, tédbldzatok, internet) nem haszndlhato.
A feladatok megoldédsat kézirdssal papirra kell elkésziteni, minden feladat megolda-
sa 1j oldalon kezdédjon. Az elsé oldalon szerepeljen a versenyzé neve, évfolyama,
felkészito tandrainak és iskoldjanak neve. Torekedni kell a jol attekinthetd kiilalak-
ra, az olvashaté kézirdsra, a megoldasok fizikai alapjainak ismertetésére, valamint
a magyaros, vilagos és tomor fogalmazésra.
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Fizikabol kittizott feladatok

M. 429. Egy masfél literes, hengeres tivegpalack kupakjat lyukasszuk ki. To6lt-
sitk meg a palackot kb. félig vizzel, majd csavarjuk vissza ra a kupakot. Forditsuk a
nyakéaval lefelé, és mérjiik meg, hogy mennyi viz folyik ki bel6le. Mérjiik meg azt is,
hogy a kicsurgés ledlldsakor mekkora a viz magassdga a palackban. A mérési ered-
mények felhasznaldsaval hatdrozzuk meg, hogy mekkora volt a légnyomds a mérés
elvégzésekor.
(6 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

G. 841. Ha 20-30 hurkapalcat 6sszegumizunk szorosan, akkor miért vesz fol a
koteg kozel henger alakot?

(3 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

G. 842. Urkutaték reményei szerint hamarosan ember altal lakott tirbazis épiil
a Holdon. Képzeljiik el, hogy az tirbazis létrehozasanak egy éves évforduldjat spe-
cidlis tiizijatékkal tinneplik meg az {irhajésok. A 1ovedéket 45°-0s szogben lovik
ki, ami 100 m magasan, a palya tetOpontjan robban szét apré részekre, melyek a
lovedék tomegkozéppontjahoz képest 10 m/s sebességgel, hosszasan, fényesen vilé-
gitva repiilnek szét. A kilovés helyéhez és idejéhez viszonyitva mikor és hol ér talajt
legelGszor és legutoljara fényesen vilagité darabka?

(4 pont)

3 cm G. 843. Egy 45°-os szogben ferdén elhe-
lyezett siktiikor f6lott 12 cm magasan egy 3 cm
hossz, vizszintes helyzetii vilagité nyilat he-

12 cm lyeziink el. Adjuk meg, hogy mekkora és mi-
lyen helyzetl képet hoz létre a tiikkortél 18 cm-
%D re 1év6, 20 cm fékusztavolsagi gyujtélencse!

X 18 cm (4 pomf)
f=20cm

G. 844. Egy gozfiirdében lényegében 42 °C-os felhében iildogélnek az emberek.
Ezzel szemben egy 95 °C-os finn szaundban a levego relativ paratartalma mindossze
12%. Hol magasabb a levegd abszolit pératartalma?

(4 pont)

P. 5544. Egy kiilonleges krumplidgyu esetében a vizszinteshez képest o szoghen
kilétt krumpli kezdGsebessége vg = (20 m/s) - cos a. A lovedékre haté kozegellendl-
l4si erét hanyagoljuk el! Milyen messzire lehet 16ni ezzel a krumplidgytval vizszintes
talajon?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest
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P. 5545. Konnyen mozg6 dugattyuval elzart hengerben 180 g tomegii, hélium-
bol és hidrogénbél allé gazkeverékkel allandé nyomason 156 kJ hét kozliink. Ennek
hatasara a gazkeverék 56 kJ munkat végzett. Hany g hidrogén volt a hengerben?
Mekkora a gazkeverék homérséklet-valtozasa?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5546. Az Eszkimdék Csodak Palotajaban talalhaté egy fiiggdleges tengely
koriil w = 7/6 s™1 szogsebességgel forgs, R =3 m sugart, kor alakid jégpélydra
épitett iglu. A forgd igluban két gyerek iil az dbran lathat6 helyzetben, egyméashoz
képest ¢ = 120°-0s szogben. Az A pontban {ilének si-
keriil igy elinditania egy kis méreti korongot, hogy az
pont a B helyen il6 tarsa kezébe érkezzen az inditast
kovetéen t = 2 s mulva.

a) Az igluhoz képest mekkora sebességgel és mi- A

lyen iranyba kellett a korongot az A pontban iil6 gyer-
meknek elloknie?

b) Mekkora tdvolsdgra kozeliti meg a korong a B
mozgasa soran az iglu kdzéppontjat?

(5 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest

P. 5547. Egy kicsi fagoly6t 30 cm hosszt fonalra kotiink, és a fonal szabad
végét egy vodor fenekén, a kézépponttdl 20 cm tavolsdgban rogzitjilk. A vodorbe
vizet toltiink, és a szimmetriatengelye koriil forgatni kezdjiik. (A viz mindvégig
ellepi a golydt.) Mekkora szogsebességgel kell a vodrot forgatnunk, hogy hosszi idé
utan a fondl a fliggblegessel 30°-o0s szbget zarjon be?

(5 pont) Quantum Magazine nyoman

P. 5548. Egy kicsiny, lapos hiitémagnes silya G. A méag-
nest a hiitoszekrény fiiggéleges oldalara helyezziik, majd a fém-
lapra meréleges, fiiggoleges sikban valamilyen iranyba huzni
kezdjiik. A legkisebb erd, amivel meg tudjuk mozditani a még-
nest fliggolegesen felfelé, Fy, lefelé pedig F5.

a) Mekkora a mdgnes és a hiitészekrény oldala kozotti
tapaddsi surlédasi egyiitthatd?

b) Mekkora huzéerével hat a fémlemez a magnesre, amikor
azt nem huzzuk semerre?

Adatok: G =0,10 N, F; = 0,20 N és F, = 0,05 N.

(Lasd még a G. 702. szamu gyakorlatot a KoMaL 2020. évi 3.
szdméban.)

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vicduka
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P. 5549. Homogén tomegeloszlasi, M tomegt, vékony

/ \ huzalbdl zart stkgorbét hajlitunk. Az igy kapott keret tehe-

tetlenségi nyomatéka a tomegkodzéppontjan athaladod, sik-

( jara merdleges tengelyre vonatkozéan Og. A testtel ezutdn

kisérletet végziink az dbrdn vazolt médon: kiilonb6z6 pont-

jai mentén felfiiggesztjiik, majd mérjiik a kis amplitidoju,

sajat sikjaba esé lengéseinek periédusidejét. Mekkora a le-
hetséges legkisebb lengésid6?

(5 pont) Diirer Verseny feladata nyomén

=

P. 5550. Lézerfénnyel megvilagitjuk az R sugard, n térésmutatéji géomblen-
csét. Merre kell irdanyitani az optikai tengelyen a lencse kozéppontjatol d ta-
volsagra 1év6 pontbdl kiindulo
fénysugarat, hogy az a lencsén /(\
megtorve a lencse masik oldalan
a kozépponttél ugyancsak d ta- ()
volsagra metssze az optikai ten- d d
gelyt? Adott torésmutaté mel- P 10) P2
lett milyen d estén lehetséges
ez a fénysugdrmenet? Szamol-
juk ki a kérdéses irdny szogét a
d = 2R, n = 3/2 adatokkal!

(4 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

P. 5551. Egy nagy rendszami atommag mellett elhaladd, 2 MeV energigju fo-
tonbodl elektron-pozitron par keletkezik. (A nehéz atommag csak impulzust vesz fel,
energidt szinte semmit.) A mégneses térben elhelyezett Wilson-kamrédban mindkét
részecske ugyanabban a sikban, 5 cm sugart koriven mozog. Mekkora a méagneses
indukciévektor nagysaga?

(5 pont) Példatari feladat nyoman

P. 5552. Képzeljiik el, hogy az dbrdn lathaté koaxialis kabelen P teljesitményt
szallitunk ¢ tavolsagra. A kébel elhanyagolhaté ellenédllasi belsé vezetékének su-
gara a, a vékony fali, hasonléan ellenallasmentesnek tekinthet6 kiilsé csé sugara
pedig b. Mind a kabelen kiviil, mind a bels6 vezeték és a kiils6 cs6 kozott vakuum
van, a kébelen egyenaram folyik.

a) Mekkora a tdvvezeték drama, ha a kiilsé
cs6 falat sem befelé, sem kifelé nem fesziti eré?

b) A koaxidlis kdbel melyik végén — jobbra
vagy balra — van a generdtor (tdpegység), illetve
a fogyaszt6 (terhelés)?

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

%

Bekiildési hatarid6: 2024. marcius 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 96): K. 799. Misi lives in a street
with detached houses only. If we count which house Misi lives in from the beginning of
the street on his side, we get twice as many as if we counted which house Misi lives in
from the end of the street on the same side. The houses are numbered consecutively from
1 starting at the beginning of the street, with odd numbers on the left and even numbers
on the right. Misi’s house is on the left side when looking at it from the beginning of the
street. Had the houses been numbered from the end, the number of Misi’s house would be
25 less than it is now. How many houses are there on that side of the street where Misi
lives? K. 800. The sum of four distinct prime numbers is 50. What can these four primes
be? K. 801. Each of the two pots in the figure (see page 96) have the shape of a letter.
On the other diagram the side view of the pots can be seen, placed before a square lattice
with a side length of 10 cm. The pots are open from above, and they spread 10 cm to the
back. We place small rubber tubes in each pot that touch the bottom of the pots, and
fill them with water. Both pots are filled up at the speed of 1 liter per minute. Find the
time required to fill each pot. Plot the graph of the height of the water in each pot as a
function of the time elapsed. (Ignore the thickness of the dishes’ wall.) K. 802. Let point
Q@ be an arbitrary inner point of side CD in square ABCD. Let the perpendicular from
vertex B to line segment AQ intersect AQ at P. Let K denote the intersection point of
the diagonals of the square. Prove that line PK bisects angle QPB. K. 803. In a summer
camp, all children except for 24 of them are “only children” (have no siblings), all children
except for 18 have one sibling, and all children except for 14 have two siblings. How many
children in this camp can have more than 2 siblings, if we know there is at least one only
child, and all the siblings of all the children are also in the camp? (Proposed by Katalin
Abigél Kozma, Gy6r and Jdzsef Kordndi, Budapest)

New exercises for practice — competition C (see page 97): Exercises up to grade 10:
K/C. 802. See the text at Exercises K. K/C. 803. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1798. Let parameter p be a given integer. Find all integer solutions of the
equation (p + %) (=Y + (- %) (x4 L) =dpz+5+ %. (Proposed by Bdlint Bird,
Eger) C. 1799. In the unit square ABCD we draw squares DEFG, AHKE, BMFL
and CGNP according to the diagram below. (See figure on page 98.) Find the largest
possible value of the ratio of the sum of the areas of rectangles LFKH and MPNF
to the area of square ABCD. Find the exact value of ratio % in the extremal case.
(Proposed by Bdlint Biré, Eger) C. 1800. Prove that if n is a natural number, then
the interval [v/16n + 21,/16n + 24] contains no integers. (Proposed by Gdbor Holld,
Budapest) Exercises upwards of grade 11: C. 1801. Let sequence a, be defined as a1 = 2
and a, = an—1+ 2n. Find the sum of the reciprocals of the first 2024 terms of the sequence
(i.e. find the value of i + i + i +- -+ —L). (Proposed by Gergely Szmerka, Budapest)

2024
C. 1802. In regular hexagon ABCDEF point M is chosen on diagonal AC' and point N
is chosen on diagonal DFE satisfying % = g—g = k. For which values of k& will points B,
M and N be collinear? (Matlap, Kolozsvdr, 2017)
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New exercises — competition B (see page 99): B. 5366. Is it possible to find a composite
number n > 1 with the following property: if 1 = d; < d2 < ... < dr = n denote the posi-
tive divisors of n, then d; is divisible by (d;—1 + d;—2) for all 3 < i < k? (8 points) (Based
on IMO problem 2023/1) B. 5367. a) In the open unit disk we place two open line segments
of length ¢ with no common points, perpendicularly to each other. What can be the value
of £7 b) In the open unit ball we place three line segments of length ¢ such that any two
are disjoint (have no common points) and perpendicular to each other. What can be the
value of £7 (4 points) (Proposed by Vigh Viktor, Séndorfalva) B. 5368. In a table tennis
championship any two contestants played with each other exactly once. In each match, the
winner got 1 point, and the loser got 0 points (there is no tie in table tennis). Interestingly,
one contestant has won against exactly those who scored more than him in the champi-
onship and lost to exactly those who scored less than him in the championship. Find the
smallest possible number of contestants participating in the championship. (It is possible
that several contestants got the same score at the end of the championship. At least two
contestants participated in the championship.) (4 points) (Proposed by Kartal Nagy, Bu-
dapest and Bdlint Hujter, Budapest) B. 5369. Inside an equilateral triangle ABC, point P
is chosen such that ZAPB = 150°. Prove that PA® + PB? = PC?. (4 points) (Proposed
by Viktor Vigh, Séndorfalva) B. 5370. Let k be a positive integer, and assume that real

numbers a1, ..., ax satisfy Zle(k — i+ 1)a; = 0. Prove that there exists positive integer
m < k for which 2m """ a; < 3" dai. (5 points) (Proposed by Viktor Vigh, Sandor-
falva) B. 5371. Let point P be chosen inside triangle ABC. Let D, E and F denote the
orthogonal projections of point P onto sides BC, C'A and AB, respectively. Prove that
PEXDE  PELPD | PDEPE < 3. (5 points) (Proposed by Mihdly Bence, Brasov) B. 5372.
A sphere has been partitioned into spherical triangles and quadrilaterals by drawing some
great circles. No three of the great circles pass through the same point, and at least
one quadrilateral was created. Prove that there must be exactly eight spherical trian-
gles and six spherical quadrilaterals. (6 points) (Proposed by Viktor Vigh, Sandorfalva)
B. 5373. Let n be a positive integer. Prove that there are at least 8 odd coefficients in
polynomial a7,z + -+ + a1z + a0 = (7 + 2° + 2° + 2* + 2® + 22 +  + 1)". (6 points)
(Proposed by Péter Pdl Pach, Budapest)

New problems — competition A (see page 100): A. 872. For every positive integer k let
ak,1,0k,2,- .. be a sequence of positive integers. For every positive integer k let sequence
{ak+1,:} be the difference sequence of {a;}, i.e. for all positive integers k and i the
following holds: ax,i+1 — ak,; = ar+1,:- Is it possible that every positive integer appears
exactly once among numbers ag,;? (Proposed by Ddvid Matolcsi, Berkeley) A. 873. Let
ABCD be a convex cyclic quadrilateral satisfying AB-CD = AD - BC'. Let the inscribed
circle w of triangle ABC be tangent to sides BC, CA and AB at points A’, B’ and
C’, respectively. Let point K be the intersection of line ID and the nine-point-circle
of triangle A’B’C’ that is inside line segment ID. Let S denote the centroid of triangle
A'B'C’". Prove that lines SK and BB’ intersect each other on circle w. (Proposed by Aron
Bdn-Szabd, Budapest) A. 874. Nyihaha and Bruhaha are two neighbouring islands, both
having n inhabitants. On island Nyihaha every inhabitant is either a Knight or a Knave.
Knights always tell the truth and Knaves always lie. The inhabitants of island Bruhaha
are normal people, who can choose to tell the truth or lie. When a visitor arrives on any
of the two islands, the following ritual is performed: every inhabitant points randomly to
another inhabitant (indepently from each other with uniform distribution), and tells “He
is a Knight” or “He is a Knave”. On island Nyihaha, Knights have to tell the truth and
Knaves have to lie. On island Bruhaha every inhabitant tells the truth with probability
1/2 independently from each other. Sinbad arrives on island Bruhaha, but he does not
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know whether he is on island Nyihaha or island Bruhaha. Let p, denote the probability
that after observing the ritual he can rule out being on island Nyihaha. Is it true that
pn — 1 if n — c0? (Proposed by Ddvid Matolcsi, Berkeley)

Problems of the 2023 Kiirschik competition

1. Let f(z) = Z?:o a;x*, where d > 1, the coefficients ao, ..., aq are nonnegative
integers, and aq > 0. Show that there exist infinitely many positive integers n such that
f(n) is not divisible by any of the numbers f(2), f(3), ..., f(n —1).

2. Let n be a positive integer. We call a point (z,y) of the Euclidean plane a vertez if
z,y € {1,2,...,n}. Furthermore, we call a unit segment connecting two vertices an edge.
Suppose that we color some edges to red in such a way that for any two distinct vertices
there exists a unique red broken line connecting them. We say that the red edge f is
important to the edge e if the red broken line connecting the endpoints of e contains f.
Prove that there exists a red edge which is important to at least n edges.

3. Suppose that for an inner point P of the cyclic pentagon ABCDE we have AB =
= AFE = AP and BC = CE. Let the lines AD and BE meet at Q. Furthermore, the points
R and S lie on the segments C'P and BP, respectively, such that DR = QR and SR || BC.
Show that the circles BEP and PQ.S are tangent to each other.

Problems in Physics
(see page 122)

M. 429. Make a hole on the cap of a one-and-a-half litre cylindrical glass bottle. Fill
the bottle about half full with water and screw the cap back on. Turn the bottle upside
down and measure how much water comes out. Also measure the height of the water in
the bottle when the spout stops. Using the results of the measurement, determine the air
pressure when the measurement was done.

G. 841. If you tie 20-30 wooden skewers tightly together with a rubber band, why
does the bundle take on a nearly cylindrical shape? G. 842. Space researchers hope to
build a human moonbase on the Moon soon. Imagine the astronauts celebrating the one-
year anniversary of the moonbase with a special fireworks display. A projectile is fired
at an angle of 45°, which explodes at an altitude of 100 m at the top of its path into
tiny fragments that fly apart at 10 m/s relative to the projectile’s centre of mass, glowing
brightly for a long time. With respect to the time and position of the launch, when and
where do the first and last brightly glowing fragments hit the ground? G. 843. 12 cm
above a plane mirror, inclined at an angle of 45°, there is a luminous horizontal arrow of
length 3 cm. Find the size and position of the image produced by a converging lens of
focal length 20 cm, which is at a distance of 18 cm from the mirror. G. 844. In a steam
bath, people are essentially sitting in a cloud of temperature 42 °C. In contrast, a 95 °C
Finnish sauna has a relative humidity of just 12%. In which of them is there a higher
absolute humidity?

P. 5544. In the case of a special potato cannon, the initial velocity of a potato fired
at an angle of «, measured from the horizontal is vg = (20 m/s) - cos . The drag force
exerted on the projectile can be neglected. How far can you shoot with this potato gun
on the horizontal ground? P. 5545. There is a mixture of helium and hydrogen gas in a
cylinder, sealed by an easily moveable piston. The mass of the mixture is 180 g. At constant
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pressure. 156 kJ thermal energy is added to the gas. This causes the gas mixture to do
56 kJ of work. How many grams of hydrogen were in the cylinder? What is the temperature
change of the gas mixture? P. 5546. In the Eskimos’ Palace of Wonders, there is an igloo
of radius of R = 3 m which is built on a circular ice ink, rotating at an angular speed of
w=m/6s"! around a vertical axis. Two children are sitting in the rotating igloo in the
position shown in the figure, at an angle of ¢ = 120° with respect to each other. The child
sitting at A manages to launch the puck so that it arrives at the hand of the other child
sitting at B, in a time of ¢ = 2 s after the launch. a) With respect to the igloo at what
speed and in what direction did the child at A have to start the puck? b) What distance
does the puck approach the centre of the igloo as it moves? P. 5547. A small wooden ball
is attached to one end of a 30 cm long thread, and the free end of the thread is fixed
to the bottom of a bucket at a distance of 20 cm from the centre. The bucket is filled
with water and rotated around its axis of symmetry. (The water covers the ball during
the motion.) What is the angular velocity at which the bucket must be spun so that after
a long time the thread makes an angle of 30° with the vertical? P. 5548. A small, flat
fridge magnet weighs G. The magnet is placed on the vertical side of the refrigerator and
pulled in some direction in a vertical plane perpendicular to the plane of the metal side.
The minimum force to move the magnet vertically upwards is F; and the force to move
it vertically downwards is F>. a) What is the coefficient of static friction between the side
of the refrigerator and the magnet? b) What is the force exerted by the metal side on the
magnet, when the magnet is not pulled? Data: G = 0.10 N, F; = 0.20 N and F» = 0.05 N.
(See also the exercise numbered G. 702. in KsMal, issue 3, 2020.) P. 5549. We bend a
closed planar curve from a piece of thin wire of uniform mass distribution and of mass M.
The moment of inertia of the resulting frame is ©¢ with respect to an axis which passes
through the centre of mass and is perpendicular to its plane. The frame is then subjected
to an experiment as shown in the figure (the centre of mass is denoted with the letter
combination “TKP”): the frame is suspended at various points and the period of its small
amplitude oscillations in its own plane is measured. What is the minimum possible period
of the oscillation? P. 5550. A sphere-shaped lens of radius R and of refractive index n is
illuminated with a beam of laser light. Into which direction should the beam of light be
directed from a point on the principal axis at a distance d from the centre of the lens,
in order that after it refracts on the lens, it crosses the principal axis of the lens also at
a distance d from the centre on the other side of the lens? For a given refractive index,
for which distance d is this possible? Calculate the angle of the direction of the beam
described above using the data of d = 2R, n = 3/2. P. 5551. An electron-positron pair is
produced from a photon of energy 2 MeV, when it passes next to a nucleus, which has a
high atomic number. (The heavy nucleus gains only momentum, and absorbs almost no
energy.) In the Wilson chamber, placed into magnetic field, both particles travel in the
same plane, along circular arcs of radius 5 cm. What is the magnitude of the magnetic
induction vector? P. 5552. Imagine that power P is delivered through the coaxial cable
of length ¢ as shown in the figure. The radius of the inner conductor of the cable, which
has negligible resistance, is a, and the radius of the thin-walled outer tube, which can be
considered to have similarly negligible resistance, is b. There is a vacuum both outside
the cable and between the inner conductor and the outer tube, and a direct current flows
through the cable. a) What is the value of the current if there is no outward and inward
force exerted on the outer tube? b) At which end of the coaxial cable — left or right — is
the generator (voltage supply) and at which end is the resistor (load)?
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Természettudomanyi Kar

Az ELTE Természettudomanyi Kara (TTK) minden felméreés
szerint az egyik legjobb egyetemi kar Magyarorszagon. A
képzések a természettudomanyok teljes spektrumat feldlelik:
matematika, biologia, fizika, foldrajz, féldtudomanyi, kémia,
kdrnyezettan alapszakok (BSc) — ezeken belil kilénbdzd
szakiranyok (biofizikus, csillagasz, meteorolégus...) — ker(l-
nek meghirdetésre. https://ttk.elte.hu/

Matematikai Intézet

A matematika alapszak (BSc) egyarant felkészit a kutatoi
életpalyara és a matematika kiilonb6z4 terileteken torténé magas
szintl alkalmazasarais—kivalé karrierlehetéségeket nyujtva.

Az intézetben nagy hangsulyt helyeziink a tehetséggondozasra és
arra, hogy a valaszthato szintek és blokkok révén mindenki
megtalalja a neki megfelel® kurzusokat.

Az intézetben altalanos- és kdzépiskolai tanarképzést is folytatunk
osztatlan matematikatanari szakon. http://lwww.math.elte.hu/

Az ELTE TTK ebben a tanévben december 12-én tartotta a nyilt napjat. A program ezen a
linken megnézhetd: https://ttk.elte.hu/nyiltnap2023.

Peté6fi I \ Nemzeti ( g
Kulturalis S Egyiittm{kodési n a

_ Kultural, =
U5 Alap Nemzeti Kulturdlis Alap  Betien GABoR (>
A]M}d.?zn MINISZTERELNOKSEG



