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Rejtvények, ordoglakatok
Atbﬁjtatés a kébon: a Meleda jaték

|

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorot
mutatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonbozé kirakds
jatékok, topoldgiai feladvanyok, crdoglakatok és a matematikat felhasznalé
bilivészmutatvanyok.

Manapsag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt
az adja, ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a blivészmutatvanyok triikkjeit
mi taldljuk ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiik el.
Prébaljuk meg a feladatokat tovabbgondolni, altalanositani, igyekezziink 1j
feladatokat kitalalni.

A megoldédsokat, dltaldnositdsokat a rejtveny.komal@gmail.com cimen
varjuk. A legjobbakat — akar cikk vagy vide6 formdjiban — a honlapunkon
vagy itt a Lapban 6rommel kozoljiik.

Valamikor régen, talan hetedik osztalyban tortént, hogy Julika néni, az orosz-
tandr azzal jellemezte valakinek a tuddsat, hogy nulla a kébén. (Ezen a ponton
ram nézett, és megkérdezte, van-e ilyen. Megnyugtattam, hogy van.) A hatvanyo-
zéast szeretjiik a dolgok, tulajdonsdgok fokozasdra haszndlni: valami még hatalma-
sabb, ha nem csak hosszi és széles, hanem még magas is. Megforditva, egy targy
még kisebb, ha rovid, keskeny és alacsony is. fgy van a rejtvények és ordoglakatok
esetében is, amikor ugyanabban a jatékban tobbféle 1épést, tritkkot kombindlunk.
Kiilon-kiilon ezek a 1épések konnytiek, kombinalva azonban egészen nehéz feladva-
nyokat lehet kitalalni.

A jaték, amirdl most sz6 lesz, egy 6si kinai jaték, a neve Meleda. Ez ugyanannak
az elemi lépésnek tobb példanyat, az egyszerli atbujtatast kombindlja egymassal.
A bal oldali dbrdn egy fém, a jobb oldali dbran egy vegyes fa-fém véltozatot
lathatunk. A feladat kiszabaditani a karikdkon atflizott keretet.

Forras: Forrés:
https://mkvm.hu/meleda-kinai-karikak https://ordoglakat.blog.
hu/2009/03/29/meleda
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A Meleda jatéknak rengeteg valtozata létezik. Az aldbbi és a belsé boritén
lathatd képeket Gal Péter Orddglakat blogjardl mésoltam a szerz6 engedélyével.
A jobb oldali képen lathaté valtozatot Magyarorszagon Bogi néven drusitottak.

Forrds: https://ordoglakat.blog.hu/2009/03/29/meleda

Végezetiil, az utols6 képen Gergényi Ede Billencs I. nevi jatéka lathato,
amellyel I1. dijat nyert a tavalyi Zagyvai Andrds jatéktervezd versenyen.

Forras:
https://qubit.hu/2023/11/30/billencs-szuszek-hangyaboly-zsenialis—
palyamunkak-erkeztek—-a-zagyvai-andras-jatektervezo-versenyre—
itt-az-eredmenyhirdetes

A szerkezet merev, eltekintve a két narancssarga madzagtdl. A feladat a rafi-
zOtt hosszikés zart fém idom eltavolitasa.

Ha a leghosszabb palcikdra nem lenne réerGsitve a drét és a fagolyd, akkor
ez éppen egy kettes szintli Meleda jaték lenne. Viszont a fagolyé miatt az utolséd
(legbelsd) dtbujtatds helyett keriil utat kell valasztanunk.

Feladat. Oldjuk meg a klasszikus Meleda jatékot. Hogyan fiigg a sziikséges atbuj-
tatasok szama a karikak szamatol?

Tervezziink mas Meleda valtozatokat, amelyekben a megoldas hossza maskép-
pen (pl. a Fibonacci-sorozat szerint) novekszik.

Kos Géza
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Képakaszto jaték

1. Bevezetés

A kovetkezd fejtorot A. Spivak a Quantum magazin 1997. majus—juniusi sza-
méban [12] kozolte: ,Dr. Smile rendeldjének vardtermében egy kép 16g a falon.
A kép kiilonlegessége abban rejlik, ahogy fel lett akasztva. Dr. Smile egy helyett
két szoget vert a falba, és tigy akasztotta fel rdjuk a festményt, hogy ha barmelyik
szoget kihtuzzuk a falbol, a festmény leesik. Hogyan csindlta?”

A feladvany djszerli megfogalmazasi, de hamar kideriilt, hogy valdjaban tobb
korébbi rejtvénnyel lényegében ekvivalens. Demaine és szerzétarsai 2012-ben [6]
messzemenden altalanositottak a fejtorét, és egzakt matematikai problémakat fo-
galmaztak meg, amelyek koziil tébbet meg is oldottak.

Mi ebben a cikkben Demaine és tarsai egyik f6 eredményére adunk az eredeti-
t61 kiilonboz6 (és megitélésiink szerint egyszeriibb) bizonyitdst. Ennek alapitlete a
szerz6t6l szdrmazik, részletes kidolgozdsa Oszlanczi Orsolya szakdolgozatédban [11]
is olvashat6. Késobb, ettél fiiggetleniil Wistlund [13] is publikalt egy ezzel 1énye-
gében ekvivalens gondolatmenetet kicsit méds megkozelitéssel.

2. Jatsszunk egy kicsit!

A 2024. februari KoMal ,Rejtvények, 6rdoglakatok” rovatdban kitliztiik Spi-
vak eredeti kérdését és annak két tovabbi nehezitését (ldsd lejjebb az 1., 3. és
4. feladatokat), amelyeket most tovabbi két feladvannyal toldunk meg. Ahogy ott
is megjegyeztiik, ezek alapvetoen logikai feladatok, minden esetben eltekintiink a
surlédéstol, a madzag kell6en hosszi, a kép leesése fizikailag nem akadalyozott. To-
vabba a gyakorlatban mindig feltessziik, hogy a szégek egy sorban egymas mellett
vagy egy alulrél konvex iven helyezkednek el (ldsd az 1. és a 2. dbrdn a fényképe-
ket). Ez a feltevés értéskonnyitd, késébbi szemléletes fogalmak bevezetését segiti.
Aki még nem gondolkozott a februari fejtor6koén, annak mindenképp javasoljuk,
hogy a most kovetkez6 feladatokat prébalja megoldani még miel6tt a cikket to-
vabbolvasna.

Kihuzhato szogekkel rendelkez6 eszkozt gyartani nem til nehéz, egy megfelelé
méretl fadarab, egy firé és néhany szog kell csupan hozzi. Ezenkiviill mar csak
egy hosszabb zsinérra van sziikség (ha nem tessziikk messze a szogeket egymdstdl,
egy jobb cip6fiiz6 is megteszi), a kép sulydt lefelé huzdssal imitdlhatjuk. Aki nem
szeret barkacsolni, annak igazan kézre dllo megoldas lehet, ha az ujjaira hurkolva
prébalkozik.

1. feladat. Akasszuk fel a festményt két szogre tigy, hogy barmelyik szoget kihizva
a falbdl a festmény essen le.

2. feladat. Akasszuk fel a festményt harom szogre gy, hogy ha az els6 és a masodik
szoget kihuzzuk, a festmény essen le, illetve essen le a festmény akkor is, ha a
harmadik szoget kihtzzuk, de ha csak az els6 vagy csak a méasodik szoget hizzuk
ki, akkor maradjon fenn. (Vagyis a festmény pontosan akkor essen le, ha kihdztuk
az 1. és 2. szoget, vagy kihiztuk a 3. szoget.)
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1. dbra. Képakasztas két szogre

3. feladat. Akasszuk fel a festményt harom szogre gy, hogy bédrmelyik szoget
kihtizva a falbdl a festmény essen le.

4. feladat. Akasszuk fel a képet harom szogre ugy, hogy egy szoget kihtzva a kép
ne essen le, de barmely két szoget kihtuzva a falbdl a kép essen le.

5. feladat. Akasszuk fel a festményt harom szogre gy, hogy a festmény pontosan
akkor essen le, ha kihtuztuk az 1. és a 3. szoget, vagy kihuztuk a 2. és a 3. szoget.

3. Altaldnositas és kédolas

A fenti feladatok alapjan megfogalmazhatjuk a képakasztasi probléméat alta-
ldnosabban is. Latni fogjuk késébb, hogy célszerii két 1épésben dltalanositanunk.
A 3. feladat direkt dltaldnositasa a kovetkezo:

6. probléma. Adott n szog a falban. Akasszuk fel a festményt a szégekre oly médon,
hogy barmelyik szoget kihizva a falbdl, a festmény essen le.

Ezt a problémat a tovabbiakban n-szdges alapjatéknak fogjuk nevezni. Jegyez-
ziik meg, hogy az n = 1 eset bar értelmes, de nem t1l izgalmas, hiszen a szokésos
modon felakasztott kép leesik, ha kihtuzzuk a falbdl az 6t tarto szoget. A 4. és 5.
feladatok mutatjak, hogy ez a kérdés még tovabb altalanosithato.

7. probléma. Adott n szog a falban, és legyenek S1, Sa, . . ., Sk az n sz6g halmazanak
tetszoOleges részhalmazai. Hogyan akasszuk fel a képet az n szogre gy, a festmény
pontosan akkor essen le, ha a kihuzott szogek halmaza tartalmazza valamely S;
halmazt?

Ezt a problémét a tovabbiakban n-szdges dltaldnositott jatékként emlegetjiik
majd. Jegyezziik meg, hogy ha valamely szogeket kihuzzuk a falbdl, és igy a kép
leesik, akkor tovabbi szogeket kihtzva a kép természetesen nem maradhat fenn,
tehat a fentinél élesebb megfogalmazast nem varhatunk. Specidlis esetként szokas
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2. dbra. Képakasztas 6t szogre

még kiilon targyalni azt a kérdést, ha az S; halmazok paronként diszjunktak. Ezzel
mi kiemelten nem foglalkozunk (bér a feladatok kozétt oldunk meg ilyeneket, és
a {6 otletet ismertetjiik), de az ajanlott irodalomban [6] részletesen kidolgozva
megtaladlja az érdekl6do olvaso.

Az egyes probléméakon gondolkodni legjobban persze a mar emlitett mddon,
fizikailag megvaldsitva a flizéseket lehet, s igy valéban kiprobalni, mi torténik.
Szintén jo6 lehet&ség, ha a képakaszté zsindr itjat lerajzoljuk; ilyenkor célszerii arra
torekedni, hogy az dbra dttekinthetd legyen (ldsd 3. dbra). Mindazonéltal a fizikai
megvalésitas mar 6t-hat szog esetén nehézkessé valik a sirlédas és a zsinér fizikai
merevsége, valamint sziikséges hossza miatt. Rajzon pedig nehezen kévethetd, hogy
egy szog kihizasa utan a zsinér miként fiizodik le. Ezért célszerii bevezetni az egyes
felflizések jelolésére egy kodolast.

Az egyes szogeket jeloljiik kiillonbozé szimbdlumokkal, pl. z1, xa, 3, ... vagy
a, b, c. Mi altalaban az els6t hasznéljuk, és az x; szogre i-edik szogként is hivatko-
zunk. (A cimkézés sorrendje lényegtelen, de célszerii a szokdsos médon balrdl jobbra
szémozni.) A felakasztdst gy képzeljiik el, hogy a zsindrt végigvezetjiik a szogek
kozott kanyarogva. Egy ilyen felfiiggesztést a kovetkezOképpen kédolunk: z;-t frunk,
amikor az x; szog folott balrdl jobbra (az dramutaté jardsdval megegyezd irdnyban)
és x; L_t, amikor jobbrél balra (az 6ramutaté jarasdval ellenkezd irdnyban) hizzuk
el a madzagot. Ha a madzagot egy szog alatt hiizzuk el, akkor nem irunk semmit,
hiszen ilyenkor az adott szog nem tartja a képet. A megfelel§ szimbdélumokat egy-
maés utan irva kapjuk a felakasztas kédolasat. A 4. és 5. dbrdn lathatunk példékat
a bevezetett jelolésre. A kapott jelsorozatokat egyszerlien szavaknak nevezzik a
tovéabbiakban. (Ez a némileg pongyola, szemléletes leirds matematikailag precizzé
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3. dbra. Egy képakasztas sematikus rajza

tehet6 a tobb helyen kipontozott sik fundamentalis csoportjanak segitségével, de
ez tulmutat ezen cikk keretein.)

4. 4bra. Az :El_lxgxg:cg széhoz tartozd flizés

Az is vilagos, miért irtunk z-et és xl_l—t: ha egymaés utan elhtzzuk egy szog
folott a madzagot jobbra, majd balra, akkor ott nem toértént semmi, csak ,tettiink
egy kanyart”. Ez a jelolésiinkben xlx;17 amelyet — az egymads utan irdst szorzasnak
tekintve — a szokdsos médon egyszeriisithetiink. A tovédbbiakban feltessziik, hogy a
szavainkban mar nincs egyszerisitési lehetdség.

Egy szog kihuzédsa azt jelenti, hogy a flizésbél a megfeleld szoget jel6lé szim-
bélumot (és inverzét) minden helyrdl torsljiik. A kép pedig pontosan akkor esik le,
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5. dbra. Az xlxglmga:l_l szohoz tartozoé flizés

ha a flizéshez tartozo sz6 az iires sz6va egyszeriisithetd, hiszen ez jelenti azt, hogy
a zsindr egyetlen szog f6lott sem halad el. fgy az 1. alapfeladatunk a kovetkezo-
képpen fogalmazhaté meg: alkossunk olyan nem iires szt x1 és xo szimbdlumokbdl
(és inverzeikb6l), amibdl akdr x1, akdr xo Osszes el6forduldsat torolve (beleértve az
inverzeket is), a maradék sz6 az iires szévé egyszerlisithetd.

Ezen a ponton javasoljuk a kedves olvasénak, hogy ha eddig nem boldogult a
kittizott feladatokkal, akkor térjen vissza hozzajuk, fogalmazza &t ket a bevezetett
szavak segitségével, és prébalja igy megoldani 6ket.

4. Az n-szoges alapjaték megoldasa

Az 1. feladat megoldédsa az 1. dbrdan lathaté megvaldsitva, a fiizést leiré szé:
1 mgxflxg ! Léthatjuk, hogy azonnali egyszerfisités nincs, de barmely szimbélumot
(és inverzét) torolve a sz6bdl, a maradék az iires sz6vé egyszeriisithetd. Természe-
tesen bonyolultabb (hosszabb) megoldédsokat is konstrudlhatunk. Az 2zez] 2yt
kifejezést szokds az x1 és xo kommutdtordnak is nevezni, és [x1, x2]-vel jeldlni.

Vegyiik észre, hogy az 1. feladat megoldédsat felhasznalva a 2. feladat is konnyen
megoldhaté. Képzeljikk azt, hogy az 1. és a 2. szoget egy nagy Z ,szuperszoggé”
egyesitjiik, majd megoldjuk a Spivak-féle alapfeladatot a szuperszogre és a har-
mas szogre: Zz3Z lxg LA Z szuperszoget akkor hizzuk ki, ha minden benne 1évé
szoget kihizunk, igy a Z = x122 helyettesités a megfelels. Ekkor Z—1 = x5 1xf1. Fi-
gyeljiik meg, hogy az x1 és xo valtozok sorrendje az inverzben megfordul, kiilonben

ZZ~' és Z7'Z nem egyszertisodne. Igy a 2. feladat megoldasa ) zoxsz; ‘a7 a5,

T

amirdél meggy6zodhetiink, hogy valéban helyes.

Ezen két feladat tanulsagaival felvértezve mar megoldhatjuk az n-szoges alap-
feladatot. Az otlet az, hogy a megolddsokat konstrudljuk rekurzivan, azaz az n-
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szoges feladat megoldasat vezessiik vissza kisebb szogszamu feladatok megoldasara.
El6szor a 3. feladaton keresztiil mutatjuk be a technikat.

Legyen az 1 és xzo szdgekre a 2-szoges alapjaték megolddsa M = [x1,xq] =
= acwchflx; 1 és vegyiik M és x5 kommutétorat, méasképpen fogalmazva irjuk fel
a 2-szoges jaték megolddsét az M és x3 szimbdlumokra: [M, x5 = ngM_lxgl =
= 1‘1$2171_11'2_1:E31321‘12E2_1171_11'3_1. Azt éllitjuk, hogy ez megoldésa a 3-szoges alap-
feladatnak, azaz a 3.-nak.

Ennek meggondolésdhoz célszerti az MasM ~'zy ! alakot tekinteni. Alaphely-
zetben nincs egyszertisités, hiszen M-ben és igy M ~!-ben nincs egyszerfisitési le-
het6ség, és M nem tartalmazza az xs-at. Ha kihtzzuk xi-et vagy xo-t, akkor M
(6s igy M 1) 6nmagdban iires sz6vd egyszerlisodik, marad az w3y 1 ami szintén
egyszertisithetd. Ha wx3-at hiizzuk ki, akkor pedig M és M~ keriil egymés mellé.

Ezutén térjiink ra az n-szoges alapjaték altalanos megoldasara. Azn =1,n = 2
és n = 3 eseteket mar lattuk, igy legyen n > 4, és tegyiik fel, hogy n — 1 szégig mar
minden alapjatékot megoldottunk. Valasszunk egy 1 < k < n szamot, és jelolje az
1, ..., T szogekre a k-szoges alapjaték megoldasat My, tovabba az xx41, ..., Tn
szogekre kitlizott (n — k)-szoges alapjaték megolddsat M, .

Azt allitjuk, hogy ekkor [My, M,,_x] = Man_kMk_an:lk megoldésa az n-sz6-
ges alapfeladatnak. Valéban, ha az x1, ..., xp szogek barmelyikét kihtzzuk, My
(ésigy Mk_l) onmagaban iires széva egyszertisodik, hiszen M}, az x4, ...,z szogekre
vonatkozo alapfeladat megoldasa. fgy M, és M n__l « egymas mellé keriil, a szavunk
iires szova egyszerlisodik, és a kép leesik. Hasonléan érvelhetiink, ha az x4 1, ..., T,
szogek valamelyikét huzzuk ki. Végiil jegyezziik meg, hogy kezdetben sem Mj-ban,
sem M, _p-ban (és igy inverzeikben) sincs egyszerfisités, és a két megolddsban
kiilonb6z6 szimbdélumokat hasznalunk, ezért a szavakat egymads utan irva sem lehet

s

egyszerusités. Ezzel belattuk a kovetkezd tételt.

8. Tétel. A n-szdges alapjdték minden pozitiv egész n esetén megoldhatd.

A fenti tételt valdsziniileg [6]-ban publikéltak elészor, de mér kordbban is is-
mert volt. A fent adott rekurziv konstrukciot alaposabban megértve belathatd, hogy
ha minél révidebb széval szeretnénk megoldani a jatékot, akkor célszerti k ~ n/2-t
valasztani. Ezzel a gondolattal egyszeriien igazolhatd, hogy az n-szoges alapjaték-
nak van legfeljebb 2n? hosszi megoldédsa (ahol megoldds hosszén az 6t leiré sz6
hosszat értjiik), tovabba ha n kettéhatvany, akkor pontosan n? hosszii megoldds
is létezik. Ennek részleteit az érdeklédé olvaséra bizzuk, [11]-ben megtalalhaté a
teljes gondolatmenet.

A szakaszt egy [7]-b6l szdrmaz6 egyszerii allitdssal zdrjuk, amelynek igazoldsét
szintén az olvaséra bizzuk.

9. Allitas ([7]). Ha M az n-széges alapjdték egy megolddsa, akkor az M sz6 utolsé
szimbolumdt dthelyezve a szd elejére ismét egy megolddst kapunk.

Ennek, illetve a konstrukciénknak a kovetkezménye, hogy az n-szoges alapja-
téknak van olyan megoldasa, amelynek sem az els6, sem az utolsé szimbdéluma nem
inverz. Erre a késObbiekben még sziikségiink lesz.
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5. Az n-szoges altalanositott feladat megoldasa

Prébaljuk megoldani az 5. feladatot a korabban ldtott szuperszoges otlettel!
Készitsiink egy szuperszoget x1-bol és x3-bdl, azaz legyen Z; = x1x3, valamint egy
maésik szuperszoget x9-bdl és x3-bol: Zy = xox3. Visszahelyettesitve

1 1 1 1 1 1

_ —1, -1 1 —1 _ —1,-1 —
[Z1,Z5] = x1x3xox3®y ] Ty Ty = T1T3ToT] Ty Lo

adddik, ami sajnos nem oldja meg a feladatot, mert az z1 és xo szogeket kihizva is
leesik a kép. A problémét az okozza, hogy az S1 = {x1,z3} és So = {22, 23} szoghal-
mazok nem diszjunktak. Lathaté tehat, hogy a szuperszoges gondolat altalanosan
nem miikddik nem diszjunkt szoghalmazok esetén. (Bér [9] tévesen ezt allitja.) Ko-
rabbi 6tleteink direktben, tovabbi kiegészitések nélkiil nem oldjék meg az altalanos
feladatot. Mas médon viszont célhoz érhetiink, a cikk héatralevo részében igazolni
fogjuk a kovetkezo allitast:

10. Tétel (Demaine és szerzdtarsai, 2012 [6]). Az n-szdges dltaldnositott jaték min-
den pozitiv egész n €s tetszdleges S; halmazok esetén megoldhato.

Tekintsiink egy tetszéleges P felflizést (szét), és definidljunk egy P-hez tartozé
fp fiiggvényt a kovetkezéképpen. Az fp-nek n darab véltozdja van, ezeket rq, ...,
ry, jeloli. A véltozdk mindegyike igaz vagy hamis értéket vehet fel. Szemléletesen
a r; valtozé az x; szog allapotat mutatja: r; igaz, ha x;-t kihuztuk, hamis, ha z; a
falban maradt. Tovabba fp értéke is igaz vagy hamis lehet, amelyet a P flizésbol
hatarozunk meg: az igaz értéket felvevo r; valtozdkhoz tartozd x; szogeket kihizzuk,
a hamis értéket felvevo r; valtozokhoz tartozé x; szogeket a helyiikon hagyjuk, és
megnézziik, a kép leesik-e. Ha a kép leesik, akkor fp értéke igaz; ha fennmarad,
akkor hamis.

Tekintsiik példdul a P = $1$21'1_1£L'3(E25L'1£L';1$1_1 felflizést. Az ehhez tartozd
fp (hdromvaltozds) fiiggvényt a kovetkezd tabldzat adja meg. Szokdsos médon a
hamis helyett 0-t, igaz helyett 1-et irtunk.

L fra [ sp ]

0]0/|0 0
0]0]1 0
0]10 0
0| 1]1 1
1101]0 0
1101 0
11110 1
11111 1

A negyedik sorban példdul azt irtuk ki, hogy ha pontosan a mésodik és harma-
dik szogeket huzzuk ki, akkor a kép leesik (hiszen P iires sz6véd egyszeriisithetd xo
és x3 torlése utdn). Vegyiik észre, hogy a kapott fp fiiggvény minden vdltozdjdban
monoton nemcsokkend, azaz ha egy valtozojat nullardl egyesre valtoztatjuk, attol
az értéke nem csokkenhet (azaz nem véltozhat egyrdl nulldra) — ez pontosan annak
felel meg, hogy tjabb szoget kihtizva a mér leesett kép nem keriilhet vissza a falra.
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A kapott fp fiiggvény egy un. Boole-fiigguény. A megoldas hatralev6 része
jelentésen rovidithetdé a monoton Boole-fliggvények tulajdonsagainak ismeretében
(lasd példaul az [5] konyvet), de itt most ezekre az ismeretekre nem épitiink,
részletesen bemutatjuk a 1épéseket, mikézben csak néhany alapvet6 logikai fogalmat
hasznélunk fel.

Vegyiik észre, hogy az fp fliggvénybol kiolvashatd, hogy a P flizés megold-e
egy konkrét n-szoges altaldnositott jatékot.! Ezért a bizonyitdsi médszeriink a ko-
vetkez6 lesz: tetszéleges S; halmazokhoz konstrudlunk egy f Boole-fiiggvényt tgy,
hogy P pontosan akkor oldja meg az S; halmazokhoz tartozd n-szoges édltaldnos
feladatot, ha fp = f. Ezutdn az f = fp fliggvényt dtalakitjuk, és ennek segitsé-
gével adunk egy megfelel6 P felftizést. Hasznalni fogunk néhany jol ismert logikai
fogalmat, az és és a vagy? miiveleteket rendre A és V jeldli, a negalds (tagadas)
miiveletet feliilvondassal jeloljikk majd (pl. 7).

A konnyebb érthetdség érdekében a bizonyitdst csak egy példan keresztiil
mutatjuk be, az altalanos leiras ebbdl méar megadhatd, de a preciz végigszamoldsa
eléggé koriilményes. Legyen n=6, tovdbbd S1 ={x1,xq,x3}, So={x2,x3,24}, S3=
={x4,25} és Sy={x6} az adott halmazaink. Ekkor a P f{izés pontosan akkor oldja
meg az S; halmazok altal megadott 6-szoges altalanositott jatékot, ha

fe(ri,...;rg) = (ri Ara Ar3) V (ra Ars Arg) V (ra Ars) Vrg.

Ez valéban jo, ha valamelyik S; halmaz Osszes szogét kihuzzuk, akkor a neki
megfeleld (,,6s™-ekkel 6sszekapcesolt) zardjeles kifejezés igaz lesz, ezért fp is igaz, ha
viszont egyik S;-t sem huzzuk ki teljesen, akkor minden zardjeles kifejezés hamis,
ezért fp is hamis. A felirt fp fliggvény tugynevezett diszjunktiv normélformaban
van. Vegyiik észre, hogy a felirdsban sehol nem haszniltunk tagaddst (negéldst).

A feladatunk mar csupan annyi, hogy taldljunk egy olyan P fiizést, amelyhez
pontosan ez a Boole-fiiggvény tartozik. Ehhez at fogjuk alakitani az fp fliggvényt
agy, hogy a felirdsban az egyes zarojeleken beliil csak ,vagy” miveletek szerepel-
jenek, a zaréjelek kozott pedig csupa ,,és” milveletek (azaz in. konjunktiv normaél-
formdra hozzuk fp-t). Felhaszndljuk a logikai De Morgan-azonossagokat:

aANb=aVb é aVb=aAb.
Végezziik el a kovetkezo atalakitasokat:

fp(Tl,...,Tﬁ):(Tl/\’I"Q/\Tg)\/(7’2/\7‘3/\7’4)\/(7“4/\7‘5)\/7"6:

=(ri Ara Ars) A(ra Arg Arg) A (ra Ars) ATg =

i

= (FTVTVT3) A (T2 VT3V T1) A (F1VT5) AT =

= (T ATR) V2V T5) A (73 V75) ATg =

—~
=

1A tébldzatban példaként bemutatott fiiggvényhez tartozé flizés melyik feladatot oldja meg?

2A ,vagy” miivelet az ugynevezett ,megengedd vagy”, idegen széval diszjunkcié. Ha ezzel
kapcsolunk 6ssze két allitast, akkor az Osszetett allitas akkor lesz igaz, ha a két Gsszekapcsolt
allitas kozil legalabb az egyik igaz.
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= ((FI ATV (T2 ATZ) V (T2 AT5) V (T3 ATa) V (T3 A T5)) AT =

= (FIATEATe) V (T2 AT ATg) V (Ta AT5 AT6) V (T3 ANTa ATg) V (T3 AT5 ATg) =
=(r1VraVrg) A(raVraVrg) A(ra Vs Vrg) Alrs Vg Vo) A(rs Vs Vrg).

Az (i) és (ii) egyenlOségeknél az els6 két zardjelet ,és™-eljitk Ossze, ezeknek a
részletes kiszdmoldsat az olvaséra bizzuk. (Aki nem jdrtas a logikai miiveletekkel
valé szdmoldsokban, az igazsdgtdblazattal ellendrizheti, hogy a szdmolds helyes.)
Vegyiik észre, hogy a kapott konjunktiv normalformaban mar egyik véaltozé sem
szerepel tagadott alakban. (Itt a monoton Boole-fiiggvények egy jol ismert tulaj-
donsdgat mutattuk meg.)

Tekintsiik a kapott konjunktiv normélforma zardjeles kifejezéseit, elészor (rq V
r4 V 1rg)-t. Legyen a P flizés az, amit ugy kapunk, hogy megoldjuk a z1, x4 és
xg szogekre vonatkozé alapproblémét (barmelyiket kihizzuk, leesik a kép). Utdna
legyen P» az xo, x4 6s xg szogekre (mdsodik zdrdjel) vonatkozé alapprobléma
megoldasa. fgy folytatva minden zaréjelen végigmegyiink, s végiil a kapott szavakat
egymds utdn frjuk, fgy kapjuk a P flizéshez tartoz6 szét: P = P Py...Ps. (Ez a
példdban 50 hosszt, a konkrét felirdsatol eltekintiink.) Az el6z8 szakasz legvégén
tett megjegyzés szerint feltehetjiik, hogy minden részproblémanal olyan Py, Ps, ...,
P5 megoldést valasztunk, amelyeknek els6 és utolsé szimbdéluma nem inverz elem.

Megmutatjuk, hogy ez a P flizés megoldja az .S; halmazokhoz tartozé problé-
mat. ElGszor is, kezdetben nincs trividlis egyszertisités, mert a zardjelekhez tartozéd
megoldasok végei sehol sem inverzek.

Egyrészt fp = igaz pontosan akkor teljesiil, ha a konjunktiv normaélforma
minden zardjeles kifejezésében valamely r; igaz. De ez azt jelenti, hogy minden
»zaréjelbdl kihtztunk egy szoget”, vagyis minden zardjelnek megfeleld részflizés
onmagaban leegyszerlisodik, és a kép leesik.

Most tegyiik fel, hogy fp = hamis. Ekkor néhdny (legaldbb egy) zaréjel logikai
értéke hamis, azaz a zardjelhez tartozo szogekbol egyaltalan nem hizunk ki szoget.
Azokbdl a zardjelekbél, ahonnan hiztunk ki szoget, a hozzd tartozé részfeladatot
megold6 sz6 iires szévd egyszerlisodik. A tobbi zardjelhez tartozd teljes fiizések
(szavak) egymds mellé keriilnek. De mivel nincsenek inverz végek, igy tovabbi
egyszerisités nincs, és a kép fennmarad.

Bér a bizonyitast csak egy példan keresztiil mutattuk be, de a gondolatmenet
alapjan lathaté, hogy tetszéleges n és S; halmazok esetén fp felirhat6 diszjunktiv
normalformdban. Ezutan a bemutatott szamolds altalanos médon is elvégezheto,
és a kapott (tagaddst nem tartalmazd) konjunktiv normélforma alapjin a keresett
P fiizés megadhatd. Ezzel a 10. tételt belattuk.

6. Zarégondolatok

AKi szeretné jol megérteni a bemutatott bizonyitdst, annak javasoljuk, hogy
szamolja végig a 4. és 5. feladatok megoldasat. Mint altalaban, néhany {iigyes
észrevétellel ezek is megfejthetéek az altalanos eljaras haszndlata nélkiil is.
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A 4. feladat esetén gondolhatunk arra, hogy ha barmely szimbdélum torlése utédn
a Spivak-féle alapfeladat megolddsa marad, akkor készen vagyunk, s igy viszonylag
kénnyti rataldlni az z)zez32; oy 'eg "t megolddsra.

Az 5. feladatndl pedig azt érdemes megfigyelni, hogy a 3. szbget mindenképp
ki kell huzzuk, a maradékra pedig ismét az alapmegoldasnak kell teljesiilnie, azaz
egy lehetséges jo flizés az x1x2x1_1:z:2_1x3.

Végezetiil roviden bemutatjuk az alapjaték kapcsolatat egy sokat vizsgalt
topolégiai teriilettel. Kezdésnek nézziink egy djabb fejtorct:

11. feladat. Akasszunk 6ssze harom biztositétiit egy ,,csoméva” gy, hogy ha bar-
melyiket koziilitk kinyitjuk, akkor a harom biztositotiit szét lehessen egymdstol
valasztani.

A megoldas motivuma évsza-
zadok Ota ismert (lasd 6. dbra),
leginkabb Borromeo-gytiriik néven
szoktak emlegetni, mivel az itdliai
Borromeo-haz cimerében megjele-
nik [1, 2].

Ha a harom 06sszekapcsolédo
karika koziil barmelyiket elvagjuk,
a m’aradék ,ket,té nnes "c')ssz.ekap,— 6. abra. A Borromeo-gytirtik két lerajzolasa.
csolédva, szétvalaszthato. BthO.Sl— (A kép forrdsa: [2].)
tétiikkel a megvaldsitast neheziti a
tiik fizikai merevsége, de egyébként vildgos, hogy az elrendezés ,logikdja” (topo-
l6gidja) a Borromeo-gytiriikével azonos. Az olvaséra hagyjuk a részletek meggon-
dolasat, de a Spivak-féle alapfeladat megoldasa is 1ényegében a Borromeo-gytriik.
(A felfizott madzag az egyik gylir(l, a szogek pedig a mdsik két gyfirii.)

7. dbra. Egy 6t szembdl all6 Brunn-ldnc. (A kép forrdsa: [4].)
A Borromeo-gyliriik specidlis Brunn-ldncok [3]. Szemléletesen a Brunn-ldncok

olyan ldncok, amelyeknek barmely szemét szétvagva (a lancbdl eltdvolitva) a ldnc
szemeire esik szét. Ismert fejtor6 ilyen lanc konstrudlasa, egy megoldas lathaté
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a 7. abran. A Brunn-lancok karakterizacidjat John Milnor Abel-, Fields- és Wolf-
dijas matematikus adta meg 1954-ben. Szintén nem tul nehéz meggondolni, hogy
egy n-szeml Brunn-ldncbdl megkonstrudlhat6 az (n — 1)-szoges alapjdték egy meg-
oldasa.

Ebben a munkaban terjedelmi okok miatt sok érdekes matematikai kapcso-
latot csak nagyon érintélegesen targyaltunk, ezért a téma irant mélyebben érdek-
16d6 olvaséknak ajanljuk a [11], [6], [7], [9] és [8] dolgozatok elolvasdsét (ebben
a sorrendben).
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Gyakorlo feladatsor F 1
emelt szintii matematika érettségire %
I. rész h J

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a valds szdmok halmazan. A b) egyenlet-
nél a megoldds(oka)t x = log, b alakban adjuk meg.

a) Va3 +64=x+8 (6 pont)
5
b) log23-m2—§x—|—log3220. (5 pont)

2. a) Az a,, szdmtani sorozat els6 hdrom tagjénak osszege 21, szorzata pedig
280. Adjuk meg az Gsszes ilyen sorozat elsé tagjat és differencigjat. (6 pont)

Legyen a b, egy olyan szamsorozat, amely szigorian monoton noévekvé és
amelynek els6 harom tagja egy-egy pozitiv primszam. Ha az els6 taghoz 2-t, a
masodik taghoz 1-et hozzdadunk, mig a harmadik tagbdl 1-et elvesziink, akkor
egy ¢, szdmtani sorozat els6 harom tagjat kapjuk meg, amelyekre teljesiil, hogy
Osszegiik 24.

b) Hatdrozzuk meg a b,, sorozat els6 hdrom tagjat. (5 pont)

3. Adott az ABC derékszogii haromszog. Tudjuk, hogy az dtfogdhoz tartozéd
magassdg hossza /2023 cm, valamint hogy ez a magassdg az atfogét két olyan
részre osztja, amelyek hossza cm-ben mérve egész szam.

a) Mekkora lehet a hdromszog koré irhaté kornek a sugara? (5 pont)

A legkisebb atfogéji hdaromszog oldalfelezd pontjait jeloljik D, E és F-fel az
aldbbi abrdkon ldthaté médon. Anna és Bea is lerajzolt egy-egy egymaéssal egybeva-
g6 derékszogii de nem egyenld szari ABC haromszoget. Anna megrajzolta az ABC
héromszoge harom kozépvonalat, mig Bea 6sszekototte az AC oldal felez6pontjat
a CB és az AB oldal felezépontjaival, valamint a B csticesal. Igy mindketten négy
kisebb hdromszoget kaptak (1. és 2. dbra).

B B
D 3 D I
C E A C E A
1. dbra 2. dbra

b) Bizonyitsuk be, hogy mind a nyolc kis hdromszog teriilete egyenld. (4 pont)

A ldnyok kiszinezik a kisebb haromszogeket. Harom szines ceruza van naluk:
egy sarga, egy piros és egy kék. Azt a szabalyt talaljak ki, hogy derékszogli hé-
romszoget csak pirossal vagy kékkel szinezhetnek ki, illetve hogy két, kézos oldallal
rendelkez0 haromszog nem lehet ugyanolyan szint.
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¢) Hényféleképpen lehet kiszinezni a nyole darab hiromszoget a szabélyok
betartdsdval? (5 pont)

4. Elizabet egy dobozba tett hat darab szamkartyat, amelyek a kévetkezok:
—1;1; 3; —2; 2; 4.

a) Hatdrozzuk meg a dobozban talalhat6 szamkartyak értékének medidnjat és
szOTésat. (8 pont)

b) A dobozban taldlhaté szdmkartydk koziil véletlenszeriien kivdlasztunk ket-

t6t. Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a kivélasztott szamkartyak Osszegének
abszolut értéke legfeljebb 27 (8 pont)

¢) Egy négyszog oldalai pozitiv koriiljards szerint sorban a, b, ¢ és d. A négy
oldal hosszat ugy kaptuk, hogy az 1, 2, 3, 4 szamkartyak koziil, visszatevés nélkiil
véletlenszertien hiztunk, és az els6 érték az a oldal hossza lett cm-ben, a masodik
érték a b oldal hossza, a harmadik a ¢ oldalé, mig a negyedik a d oldalé. Mekkora
annak a valésziniisége, hogy a kapott négyszognek van beirhaté kore? (4 pont)

d) Elizabet a dobozba tett egy hetedik szamkértydt is, amelynek értékét jelsl-
jiik k-val. Hatarozzuk meg k értékétdl fiiggéen a dobozban talalhaté szamkartyak

értékeinek fels¢ kvartilisét. (5 pont)
II. rész
1, 2023 , .

5. Adott az f(x) = —3% + — + 2024z + k fiiggvény (k > 0).

a) Bizonyitsuk be, hogy a fiiggvény a ]—1; 2024 intervallumon szigortian mo-
noton noévekvo. (4 pont)

b) Hatérozzuk meg a k valés paraméter értékét ugy, hogy a fiiggvénynek
pontosan két zérushelye legyen. (6 pont)

4+ 5z

Adottak az alabbi értékek: A = lim

z—o0 61 —

3

- ésB:/(x2—2x+2)dx.
1

¢) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szdmok halmazén:

1
VAr +4 = 1Ba:—4. (6 pont)

6. Adott a H alaphalmaz, amelynek azok a négyjegyii pozitiv egész szamok az
elemei, amelyekre egyszerre teljesiilnek az alabbi feltételek:

(1) az utolsé szamjegyiik 4,
(2) a szdmjegyeik Osszege 8,
(3) a szdmjegyeik szorzata 0.
a) Igazoljuk, hogy a H alaphalmaz elemeinek a medidnja 2204. (3 pont)

A H alaphalmazon beliil az A halmaz elemei azok a szamok, amelyeknél az els6
két szamjegybdl alkotott kétjegyli szdm nagyobb, mint az utolsé két szamjegybdl
alkotott kétjegyl szdm, mig a B halmaz elemei a néggyel oszthaté szamok.
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b) Toltsiik ki a Venn-diagramot. (3 pont)

A halmazibran a nagyobb kor sugara 5 egy-
séggel hosszabb a kisebb kor sugardnal. A két kor
kozéppontja 13 egységnyi tavolsdgra talalhatd egy-
mastol.

¢) Megrajzoltuk a két kor egyik kozos kiilsd
érint6jét. Mekkora a két érintési pont kozotti té-
volsag?

(5 pont)
Egy hatponti egyszert graf négy fokszamat ismerjiik: 2; 0; 2; 4. Tudjuk, hogy
a fokszamok medianja nem egész szam.
d) Rajzoljuk le az 6sszes ilyen grafot. (5 pont)
7. A Roxfort Boszorkany- és Vardzsloképzé Szakiskoldban a Weasley ikrek
iizletet nyitottak, ahol kiilonféle magikus eszkézoket arulnak.

Hermione éppen magikus matematika tantargy vizsga-
jara gyakorol, és az egyik sepriije végének a keresztmetsze-
tét rajzolta le az dbran lathaté mdédon.

Egy 2 cm oldalhossziisdgt négyzet két szomszédos ol- 4
daldnak felezOpontjat jelolte A-val és B-vel, majd ezekbdl
rajzolt egy-egy 1 cm sugard félkort a négyzeten beliilre.

A két félkor kozos része altal meghatarozott sikidom alakja
és mérete j6 kozelitéssel megegyezik a seprii végének ke- B
resztmetszetével.

a) Hatdrozzuk meg ennek a sikidomnak a teriiletét. (4 pont)

Az iizletben talalhaté 100 sepriibél 13 hibas. A Griffendél csapata vasédrol
maganak 7 darab sepriit.

b) Mekkora annak a val6sziniisége, hogy a megvasarolt sepriik koziil legaldbb
kett6 hibas? (7 pont)

Az egyik mérkézés utdn a klubhazban gyiilekeznek a legnagyobb rajongdk,
Osszesen 17-en. Tudjuk, hogy a fiik a fiikkal, mig a ldnyok a ldnyokkal fognak

kezet megérkezéskor. Osszesen 66 kézfogas tortént. Tudjuk, hogy tébb fin volt a
klubhézban, mint lany.

¢) A klubhdzban tartézkod6 didkok koziil kettét véletlenszertien kivalasztva
mekkora annak a valdsziniisége, hogy egyikiik fii, a méasik pedig lany? (5 pont)

8. a) Mi lehet annak az egyenesnek az egyenlete, amely pérhuzamos az y
tengellyel és az f(z) = sinx fiiggvény és az z tengely &ltal a [0; 7] intervallumon
hatérolt sikidom teriiletének 1/4-ét vagja le. (7 pont)

b) Mely valds © € ]0; ] érték esetén lesz az 1 és a tgx értékeinek négyzetes

kézepe ?? (4 pont)

Egy konvex négyszog teriilete 1156 cm?. A négyszog egymas melletti oldalfelezd
pontjait 6sszekotottiik egymadssal, igy egy Gjabb négyszoget kaptunk. Ezt az eljarast
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az 1j négyszoggel megismételtiik, majd egészen addig ismételtiik, amig az igy
késziilt négyszogek teriiletének méroszamait az eredeti négyszogéhez rendre hozza-
adva éppen 2023-at kaptunk.

¢) Osszesen hanyszor végeztiik el az eljarast? (5 pont)

9. Tokolon 24 darab Uj épitési sorhdz épiil. Ezeknek a hazaknak a teteje vagy
piros, vagy sziirke. Tudjuk, hogy pontosan 3 héznak piros a teteje.

a) Hény kiilonb6z06 szinezése lehet a 24 haznak? (Két szinezést akkor tekintiink
kiilonbozének, ha van olyan hdz, amelynek mds szinii a teteje a két szinezésben.)
(2 pont)
A héazak als6é szintje téglatest alaki, amelynek
alapteriilete 119 m?, magassiga 4 méter. A tetStér egy
derékszogl trapéz alapu, az abran lathaté moédon fek-
v6 hasédb, ahol a trapéz kiilonb6z6 hosszusagu, parhu-
zamos oldalainak szamtani kozepe 3 méter.

A trapéz alapokra merdleges szara 7 méter, és az
. abran lathaté médon illeszkedik az alsé szint téglates-
N tének egyik éléhez. Tudjuk, hogy a téglatest és a trapéz

i alapt hasab élei — egy kivételével — méterben mérve
egész szamok.

b) Mekkora lehet a trapéz hosszabbik szdra, ha az méterben mérve nem egész
szam? (8 pont)
¢) Hény kobméter egy héz térfogata? (6 pont)

F ‘ Megoldasvazlatok a 2024./2. szam
%’ emelt szintii matematika gyakorlé feladatsorahoz
L J I. rész

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a kévetkezd egyenleteket:
a) 4tz £5.27 —3 =0, (6 pont)
b) 2cos(2z) + 2sin®z + 5cosz = 3. (6 pont)

Teleki Olivér
Tokol
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Megoldés. a) 2-2%* +5.2% — 3 = 0. Legyen a = 2%, ekkor 2a% + 5a — 3 = 0. In-

nen a; = —3 < 0 hamis gydk, as = 0,5, amibdl 2% = 27!, Az exponencialis fiiggvény
szigori monotonitasa miatt x = —1.
Ekvivalens dtalakitasokat végeztiink, igy az egyenlet megolddsa az x = —1.

2 2

b) cos 2z = cos® x — sin? x, ezért 2cos? x — 2sin® x + 2sin® x + 5cosx — 3 = 0,
tehdt 2cos?x + 5cosx — 3 = 0.

Hasonléan az a) részhez: cosz = —3 < —1 hamis gyok, cosz = %, amibol
x==x5+k-2m kel

Ekvivalens atalakitasokat végeztiink, igy az egyenlet megoldasai:

xz:l:%—&—k-?ﬂ'; ke Z.

2. Egy mértani sorozat elsé hdrom tagjanak az 0sszege 39. Ha az els6hiz kettit,
a mdsodikhoz hatot adunk, a harmadikbol pedig elvesziink kettot, akkor ugyanebben
a sorrendben egy szamtani sorozat hdrom egymdst kovetd tagjat kapjuk. Mennyi a
két sorozat dllanddja? (13 pont)

Megoldas. A mértani sorozatra fenndll, hogy a; + a1q + a1¢? = 39. A szdmtani
sorozat tagjai: a; + 2, a1q + 6, a1¢® — 2, igy 2(a1q +6) = a; + 2 + a1¢> — 2. A két
egyenletet rendezve a1(1+ g+ ¢%) = 39 és a1(¢?> — 2¢ + 1) = 12. Innen

P+q+1 39

rendezés utdn 27¢% — 90q + 27 = 0, vagyis 3¢> — 10 +3 =0. ¢; = % vagy ¢z = 3.

Ha q = %, akkor ay - (1+ % + %) = 39, vagyis a; = 27. Ekkor a mértani sorozat
els6 harom tagja 27; 9; 3, a szadmtani sorozat elsé hiarom tagja pedig 29; 15; 1.
Tehat d = —14.

Ha ¢ = 3, akkor a1 (1 + 3+ 9) = 39, ahonnan a; = 3. Ekkor a mértani sorozat
els6 harom tagja 3; 9; 27 a szamtani sorozat elsé hiarom tagja pedig 5; 15; 25.
Eszerint d = 10.

3. Matematikaordn a statisztika adatok egyes jellemzdi kiszamitdsdnak gyakor-
lasdhoz a jelenlévd tanulok magassdg adatait haszndltdk fel. Ezek egész centiméter-
ben a kovetkezdk voltak: 176, 171; 180; 176; 178; 173, 174; 173; 177; 175; 173, 179;
173 és 175.

a) Mennyi a tanuldcsoport dtlagmagassdga centiméterben? Az eredményt egy

tizedesjeqy pontossdggal adjuk meg. (3 pont)
b) Mennyi a magassdgok medidnja, mddusza és felsd kvartilise? (3 pont)
¢) Mennyi az adatok szérdsa? (2 pont)
d) Abrazoljuk oszlopdiagramon az adatokat. (4 pont)

Megoldas. a) Foglaljuk tabldzatba az adatokat.

magassag(cm) | 171 | 173 | 174 | 175 | 176 | 177 | 178 | 179 | 180
darabszam 1 4 1 2 2 1 1 1 1
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Kiszamitjuk az atlagot:
17144 -173+174+2 - 17542 - 176+ 177+178+179+180 2453

~175,2 .
11 T2 75,2 (cm)

b) A medidn: 22175 =175 (cm), a médusz: 173 (cm), a felsd kvartilis: 177 (cm).
¢) A szérashoz el6bb a szérdsnégyzetet szamitjuk ki:

(171 = 175,2)% +4 - (173 = 175,2)2 + ... + (179 — 175,2)2 + (180 — 175,2)>
14

~ 6,31,

ahonnan o ~ 2,51 (cm).

d)

tanulok szama (f6)

N |
171 172 173 174 175 176 177 178 179 180
tanulok magassaga (cm)

4. Az ABC derékszogii haromszog befogéi AC = 4 és BC' = 3 eqység hossziak.
A hdromszdg csucsai, mint kézéppontok koril olyan kiordket rajzolunk, amelyek
pdronként kivilrol érintik egymadst.

a) Hatdrozzuk meg a kordk sugarainak hosszdt. (5 pont)

b) Mekkora annak a kérnek a sugara, amely a hdromszdgon belil van és mind-
harom kort kiviilrél érinti? (9 pont)

Megoldés. a) Pitagorasz tételét alkal-
mazzuk az ABCA-ben: AB?= AC?+ BC?,
ahonnan AB = 5.

Az abrardl leolvashatjuk a kovetkezoket:

r1+1re =9,

ry+1r3 =4,

‘ o+ 13 =3,

o —
rp—reg=1,

2r1 =6, azaz r;1 = 3, innen o, = 2, r3 = 1.
A harom kor sugara tehat

7“123, ro =2 és rg = 1.
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b) Legyen a keresett kor kozéppontja O, sugardnak hossza pedig r. Készitsiink
abrat, és hasznaljuk a jeloléseit. Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt abban a harom

B ......................
3—y 241
\
A
| T 347

derékszogili haromszogben, amelyekben bejeloltiik a derékszogeket:

(1) 2 +y? = (1+7)?
(2) (4—2)"+y* =B+
(3) (B—y)+a22=(2+1)72
9 _
A (2) egyenletbdl kivonva az (1) egyenletet: 16 — 8z = 8 + 4r, ahonnan = = 5 "

A (3) egyenletbdl kivonva az (1) egyenletet: 9 — 6y = 3 + 2r, ahonnan y = 3 3

A kapott kifejezéseket behelyettesitjiik (1)-be, majd rendezziik az egyenletet:

2
2—r 3—r\2
= (1 2
(2)+<3) (L+r)7,
36 — 367 + 9% + 36 — 24r + 412 = 36 + 72r + 3612,
23r2 +132r — 36 = 0,

r1 = —6 < 0 hamis gyok, ry = % megfelel6 gyok.

A keresett kor sugardnak hossza 2% egység.

II1. rész

5. Eqy parabola tengelypontja a T'(4;4) pont, a P(3;3) pont pedig illeszkedik a
paraboldra.

a) Hatdrozzuk meg a parabola egyenletét. (4 pont)
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A parabola és az x tengely dltal meghatdrozott korldtos, zdrt sikidomba olyan
kort irunk, amely érinti a paraboldt és az x tengelyt is. A sikidom pontjai kozil
véletlenszerien kivdlasztunk egyet.

b) Mekkora a valdszindsége annak, hogy a kivdlasztott pont a kirlap pontja lesz?
(12 pont)

Megoldés. a) A parabola egyenletét y = a(x — u)? + v alakban keressiik, ahol
u és v a tengelypont koordindtdi, azaz u =4 és v = 4. Ekkor y = a(z — 4)% + 4,
valamint a P illeszkedik a paraboldra, tehat 3 = a(3 — 4)? + 4, azaz a = —1. A pa-
rabola egyenlete: y = —(z — 4)% + 4.

b) Megrajzoljuk az alakzatokat. A parabola szimmetrikus az z =4 egyen-
leti egyenesre, igy a kor is az lesz. A kor kozéppontjanak az els6 koordinata-
ja 4. A kor érinti az x tengelyt is és az els6 negyedben van, tehat a kor kozép-
pontjanak mdsodik koordindtdja a kor sugardval (r) egyenld, gy a kor egyen-
lete (z —4)% + (y — r)? = r2, a parabola egyenlete y = —(x — 4)? + 4, az igy ka-
pott egyenletrendszernek y-ra pontosan egy megoldésa kell, hogy legyen. Ossze-
adjuk a megfelel§ oldalakat: 4 —y + (y — r)? = r2, majd rendezziik az egyenle-
tet: y? — (2r + 1)y + 4 = 0. Egy megoldés pontosan akkor van, ha D = 0, azaz ha
(2r +1)2 =16 = 0, amibdl 2r + 1 = —4 vagy 2r + 1 = 4, tehdt r; = —2,5 < 0, 4m
ez hamis gyok, ro = 1,5 megfelel6 gyok.

Y

Tor

A keresett valdsziniiség értékét a hanyados hatarozza meg, ahol

Tparabola
Tharabola @ kérdéses sikidom teriiletét jeloli.

Tyse = 2w = 1,521 = 2,257,

A parabola zérushelyei: 1 = 2 és x5 = 6.

/ 2 3 82? 6
Tparabola = / (*x + 8z — 12) dr = 73 + 7 — 122 , = ?’
2

igy p= % = 0,6627. Tehat a keresett valoszintiség: 0,6627.
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6. Milyen hossziak annak szabdlyos négyoldalii guldnak az élei, amely mind

az ot lapjdval érint egy 2 cm sugari gombot, és az ilyen guldak kozil a legkisebb
(16 pont)

térfogatu?

Megoldas. Tekintsiik a térbeli abrat, illetve a megfelel6 sikmetszetet, és hasz-

naljuk a jeloléseiket.

A BFC és az OEC haromszogek hasonldk, hiszen a szogeik egyenlék, igy

3 _ Mo ageg  m. = Am—R)
R-m—-R °= " Rr

2

2
2, azaz

A BFC A-ben a Pitagorasz-tétel alapjan felirhatjuk, hogy az +m?=m

, B R ) 4 2R2
a2 +4m2 _ %7 ahonnan a2m(m7 2R) J— 4m2R27 eZért a2m = h

2 1 4m2R? 16 m2

a*m

A gtla térfogata V = —— yv=-.20 . _
gula térfogata 3 azaz Ry Rt e
Szélsoérték akkor lehet, ha a térfogat m szerinti derivaltja 0, vagyis ha

,_ 16 2m(m—4)—m27g m2—8m70
3 (m —4)2 3 (m—4)2 7

v

Ha V' =0, akkor vagy m = 0, vagy m = 8, de a 0 hamis a geometriai tartalom
miatt. Azt, hogy van-e széls6érték m = 8 esetén az donti el, mi itt a maésodik

derivalt eldjele.
16 -(2m — 8)(m — 4)% — (m? — 8m) - 2- (m — 4)

n _ 19
Vo= 3 (m —4)2
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Ha m =8, akkor V" = 128 > 0, vagyis helyi minimum van (m < 4 nem lehet).

Tehat m = 8, ahonnan a = 4v/2, tovébba m, = 6v/2. Ekkor % +m2 = b2, vagyis
b=4+/5. A minimélis térfogati gila alapélének hossza 4v/2 cm, oldaléle 4v/5 cm
hosszusagu.

7. A vilag legmagasabb csicsa a Himaldja hegységben taldlhaté Mount Everest
a maga 8848 méterével. 71 évvel ezeldtt, 1953-ban sikerilt elészor feljutni a csics-
ra az uj-zé€landi Edmund Hillary-nek és Tendzing Norgaj nepdli serpanak. Azéta
mdr tobbeknek is sikerilt ez, de sajnos vannak, akik nem élték tul a hegymdszdst.
A korilmények nagyon mostohdk, sok minden neheziti a prébdlkozok dolgat. Ezek
kozil az eqyik a légnyomds vdltozdsa, amit a barometrikus magassdgformula ir le:
pP=po-e PO 'h, ahol pg = 10° Pa a tengerszinten a levegd nyomdsa, pg = 1,3 % a
levegd stiriisége és h a tengerszinttél mért magassag. (Az egyszeriiség kedvéért a hé-
mérséklettdl vald fiiggést nem vesszik figyelembe, valamint a g nehézségi gyorsuldst
10 Z3-nek tekintjiik.)

a) Mekkora a légnyomds a csicson? (3 pont)

Az it sordn alaptaborok segitik a hegymaszok akklimatizacidjdt.

b) A tengerszinthez képest milyen magasan van az az alaptdbor, ahol a légnyo-
mas a tengerszinti légnyomds felével eqyenld? A végeredményt méter pontossdaggal
adjuk meg. (13 pont)

Megoldés. a) Behelyettesitve a h = 8848 métert:
p=10%. ¢ 105 8548 —317.10% Pa.
b) Jeldlje h az alaptabor tengerszint feletti magassigat méterben kifejezve.

—1,3-10

075p0:p0€ 107 Vh7

—1,3:10

0,5=e¢e 105 ,
—0,693 = —1,3-10"*h, ahonnan  h = 5330,77.

Tehat az alaptabor a tengerszinthez képest 5331 méter magasan van.

8. Legyen
A={zeR[Vr—-1+Vv2-22>0} é B={recR|log;3z+2)>-3}.
Hatdrozzuk meg az A\ B, az AN B és az AU B halmazokat. (16 pont)

Megoldas. Az A halmazban az egyenlStlenség értelmezve van, ha = > 1 és
r < 2,azaz ha 1 <z < 2. A négyzetgyok definiciéja miatt, ahol értelmezve van az
egyenlStlenség, ott mindig teljesiil. gy A={x e R|1 <z < 2}.

Most nézziik a B halmazt. A logaritmus értelmezve van, ha 3z 4+ 2 > 0, vagyis
ha z > —%. Az % alapt logaritmusfiiggvény szigorii monoton csékkenése miatt

3r+2<05%=8=1<2,
ezért B={z eR| -2 <z <2}
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A fentiek alapjén a keresett halmazok: ANB=A={xeR|1 <z <2}
AUB=B={zeR|-2<x<2}é A\B=0.

9. Matematikaoran kézeleg a 100. ora, amikor is matematikai jatékokat jdatszik
a 12 fés faktos csoport.
a) Hdanyféle kilonbézé sorrendben érkezhetnek meg a tanuldk az ordra, ha két

tanulé egyszerre, a tébbiek pedig eqyenként lépnek be a tanterembe? (2 pont)

A 12 f6 3 négyes csoportot alkot, és ezeken belil kiizdenek meg egymdssal.
Majd jabb, az el6z6t6l kilonbizd négyes csoportokat alakitanak (nem lehet olyan
négyes, amelynek tagjai egy az egyben megegyeznek az elézd négyesek valamelyikének
tagjaival), és djra jdtszanak.

b) Hdnyféleképpen alkothatnak hdrom négyfdés csoportot a tanuldk az elsd ja-
tékhoz? (4 pont)

Az egyes jatékok gydztesei jutalmul csokiszeletet kapnak minden csoportban,
minden jaték utdn. A csokiszeletek wvdsdrldsakor éppen egy ,Minden 10. nyer.”
akcio wvolt. (Ez gy tekinthetd, hogy minden egyes csokiszelet 0,1 valdszindiséggel
nyereményakcios, az akcids csokiszelet pedig 0,1 valosziniiséggel nyerd, és egqy csoki
a tdbbitdl fiiggetleniil akcids, illetve nyerd.)

¢) Mennyi a valdszindsége annak, hogy az elsd két forduld gydzteseinek kiosztott
hat jutalomesoki kézitt pontosan két csoki nyereményakcios lesz, de azok egyike sem
nyerd? (10 pont)

Megoldés. a) Az egyiitt érkez6 két tanuldt (122)-féleképpen valaszthatjuk ki.

Oket egy elemnek tekintjiik az ismétlés nélkiili sorbarendezésnél, tehat 11 elemet
permutalunk. Osszesen (1) - 11! = 2634 508 800-féle sorrendben érkezhetnek meg.

b) <12> G _ 5775.

4 3!
¢) Annak a valdszintisége, hogy a 6 jutalomcsoki kozott két nyereményakeids lesz:

6
P = (2> 0,12+ 0,9* = 0,0984.
Annak a valdszintlisége, hogy a két akcids csoki egyike sem nyer6 mar:
pa = 0,92 = 0,81.

A két esemény fliggetlen egymastdl, igy annak a valésziniisége, hogy a hat juta-
lomcsoki kozott két nyerd lesz, de azok mar nem nyerdk:

p=p1-p2 =0,0984-0,81 = 0,0797.

Egyed Laszlé
Baja
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Két no az elsok kozott

N6k a KéMaL-ban — Klein Eszter és Wachsberger Mdrta

»,Nem szeretem, ha n6i matematikusnak hivnak.
Matematikus vagyok, aki térténetesen né.”

Karen Uhlenbeck

Nemrég egy doktori védés utani beszélgetés soran a bizottsig egyik tagja fel-
tette a kérdést a maroknyi jelenlévének, hogy Mi jut eszetekbe, ha azt halljdatok,
hogy ,minden honap tizendtodike”? Meg is véalaszolta rogton sajat kérdését: Hdt a
KoMaL-hataridd! Amikor az ember, pontosan tudva, hogy mennyi id6 eljutni addig
a postdig, amelyik késé éjszakdig vagy akdr éjjel-nappal nyitva van, nyilvinvalo-
an az utolsé pillanatban ragasztotta fel a bélyeget a boritékra, hogy még aznapi
ddtum szerepeljen a feladott megolddsokon*. A tobbiek egyetértéen mosolyogtak,
mert mindannyian ismerték a helyzetet. Mekkora lehet a valészintisége annak, hogy
a Foldgoly6 egy tetszbleges pontjan néhany tetszoleges magyar matematikus kozt
egy ugyanilyen tartalmu beszélgetés jatszodik le? Ha erre a kérdésre rogton az
otlik fel benniink, hogy elég nagy, akkor ez maris érzékelteti a KoMal jelentOsé-
gét a magyar matematikai kultiraban — igy az egyetemes magyar kultiraban — és
egyuttal ritkasdgszdmba mend jellegét is a matematika univerzumaban. Az egyik
legrégebbi magyar folyodiratrél van sz6, amely nem csupan dokumentéldja a ma-
tematikai kultiranknak, de befolydsolé tényezdje, 6sztonzdje is egyben. Ami nem
csupan a didkok versenyeredményében, késobb komoly kutatasi tevékenységében,
rangos eredményekben, dijakban mutatkozik meg. Az intézményekben, kutatocso-
portokban folyé munka, a matematikai miihelyek hazai és nemzetkozi hatéasa is
jellemzi ezt a kulturat.

Ha a K6Mal.-ban szerepl6 problémak, cikkek kozott keresgéliink, vagy az Arc-
képcsarnokot nézegetjiik, akkor a magyar és gyakran nemzetkozi matematika egy-
egy szeletébe kapunk bepillantast, amelyet ezek a problémak és a fiatal versenyzok
kés6bbi munkdassaga jelentésen befolyasolt.

Az Arcképcsarnokban az elsé években nagyon kevés néi nevet olvashatunk,
1925 és 1938 kozt minddssze tizenhét néi versenyz6 nevére bukkanhatunk. Az el-
s6 ketto Klein FEszter és Wachsberger Mdrta. Ok a K6MaL archivuma szerint is
szorgalmas — taldn nem tulzds azt allitani, hogy szenvedélyes — feladatmegolddk,
késébb feladatkitizok voltak. Errdl tantskodik Wachsberger Marta visszaemléke-
zése is 1994 &prilisdbdl:

Az 1924-25-0s iskolai év kozepén felejthetetlen matematikatandrunk, Rieger
Richdrd megjelent az osztdlyunk ajtajiban, kezében a Kozépiskolai Matematikai és
Fizikai Lapok egy friss példdanydt tartogatva. Klein Eszter és én osztdlytdrsak vol-

Shttps://hvg.hu/elet/20190325_A_matematikai_Nobel_elso_noi_gyoztese_Matematikus_vagyo
k_nem_noi_matematikus
4 Azéta a hataridé 10-ére médosult, és megsziint a postai levélben térténé bekiildés lehet8sége.
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tunk, ekkor a gimndzium Gtodik osztdlydba jdrtunk®. Mindketten rajongtunk a ma-
tematikaért. Tandrunk arra 0sztonzott minket, hogy ne tanuljuk, hanem csindljuk
a matematikdt. Fedezzik fel magunk, minimdlisra csékkentve a tankényvek, vagy
mas dltal nyujtott segitséget. Mind Eszter, mind én rendszeres feladatmegoldoi let-
tink a Kozépiskolar Matematikai és Fizikai Lapoknak. Rieger tandr dr hatdsdra, ha
nem tudtunk valamit, nem néztink utdna, hanem magunk probdltuk kitaldini. Nem
minden problémduval sikerilt megbirkoznunk. Eszter és én soha nem beszéltiik meg
a problémdkat vagy megolddsokat, mégis a megolddsaink sokszor hasonlitottak. Ké-
56bb rendszerint a hatdridd utolsé napjdin irtam le a megolddsaimat, és rohantam
veliik a szerkesztéségbe. Ebben az iddben jelent meg elészor a szorgalmas megoldok
arcképe a lapokban. A legcsoddlatosabb jutalom volt szamunkra, hogy arcképeinket
a fiuk kozott lathattuk, akikkel késGbb egyetemi éveinkben személyesen is megismer-
kedtink.

Klein Eszter (Forras: https://www. Wachsberger Mérta (Forras:
komal.hu/tablok/?fenykep=11) https://www.komal.hu/tablok/
?fenykep=31)

Ekkortajt a néi hallgaték aranya az egyetemeken jelentosen alacsonyabb volt,
mint manapsag. Az els6 né 1896-ban iratkozhatott be hivatalosan magyarorszigi
egyetemre, a Miegyetem 1918-t6l fogadott néket a hallgaték soraiba. Klein Esz-
ter és Wachsberger Marta matematika iranti elkttelezettsége nemcsak a KoMal.-
feladatok megolddasdban, majd egyetemi tanulményaikban nyilvanult meg. Mind-
ketten tagjai voltak az Anonymus-csoportnak, annak a fiatalokbdl all6 fontos szak-
mai kornek — és barati tarsasdgnak egyben —, amely generacidjuk kivdlé matema-
tikusaibdl allt. A legmeghatarozébb koztitk Erdds Péal és Turdn Pal volt, valamint
tagja volt Gallai Tibor, Szekeres Gyorgy, Lazar Dezs6, Griinwald Géza és Svéd
Gyorgy is. A varosligeti Anonymus-szobornal taldlkoztak heti rendszerességgel, in-
nen valasztottak a csoport nevét. Klein Eszter tehetségét mutatja az egyik, dltala
akkoriban felvetett probléma, mely dltaldnositasai révén kés6bb vilaghirii lett. Az
eredeti feladat 6t pontrol szélt:

Tekintsiink 6t altalanos helyzetii pontot a sikon, vagyis 6t olyan pontot, ame-
lyek koziil semelyik harom nincs egy egyenesen. Igazolandd, hogy koztitkk mindig
van négy, amely egy konvex négyszoget hataroz meg.

5Ez ma a 9. évfolyamnak felel meg.
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Az Anonymus-szobor a budapesti Vérosligetben

A bizonyitas rovid: Ha az 6t pont konvex burka egy konvex 6tszog vagy
négyszog, akkor kész vagyunk. Ha a konvex burok haromszog, akkor a fennmaradé
két pont a haromszognek belsé pontja lesz, és az dltaluk meghatarozott egyenes a
haromszognek két oldalat metszi, hiszen az dltalanos helyzet miatt nem mehet at
csucson. fgy a két bels6 pont és az egyenesiik altal nem metszett oldal két végpontja
konvex négyszoget fog alkotni.

Klein Eszter eredeti problémaja szamos tGjabb kérdést vetett fel, amelyek nagy-
ban hozzajarultak a matematika egy 1j dganak, a kombinatorikus geometrianak a
létrejottéhez, fejlodéséhez. Az eredeti probléma dltalanositasaként vetheté fel pél-
dédul a kovetkezd kérdés:

Igaz-e, hogy barmely n természetes szdmhoz (n > 2) létezik egy N szdm,
amelyre teljesiil, hogy a sik N darab altaldnos helyzeti pontjabdél mindig kivalaszt-
haté n db olyan pont, amely konvex helyzetii, vagyis olyan, hogy barmely pontja
elvalaszthaté a tobbitdl egy egyenessel? Ha igen, hatarozzuk meg a legkisebb ilyen
N = K (n) szdmot! Ut6ébbit Erd6s—Szekeres—probléménak nevezziik. A legjobb alsé
korlat is téliik szarmazik: K(n) > 2772 + 1.

A kiindulé probléméat Erdés P&l nevezte el Happy End-probléméanak, mivel
Klein Eszter és Szekeres Gyorgy egymdsba szerettek, és nem sokkal késébb Gssze is
hézasodtak. A masik lany is az Anonymus-csoportban talalt ra a parjara, Wachsber-
ger Métra Svéd Gyorgyhoz ment feleségiil. Mindkét hazaspar kiilfoldre menekiilt a
negyvenes évek Magyarorszagarol, és kiilonb6z6 idében, de végiil ugyanott allapod-
tak meg: Adelaide varosdban, Ausztralia [jj-Dél—Wales allamaban. Az Adelaide-i

156 Kézépiskolat Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/3



Egyetemen a mai napig is elnyerhet6 a Svéd Mérta 6sztondij, melyet matematika
szakos hallgaténSknek alapitottak Wachsberger Mérta emlékére®. Szakmai karrier-
jikbél és munkéssagukbdl most csak két mozzanatot emelek ki, amelyek a tehet-
séggondozassal kapcsolatosak: 1964-ben a K6MaL mintajara megalapitottdk a mai
napig is 1étez6 Parabola” cimi{i matematikai lapot, és matematikaversenyt is in-
ditottak. Vagyis abbdl a forrasbdl meritettek a Fold egyik tilsé pontjan is, amit
diakéveik alatt megismertek.

*

Idén janudrban volt 130 éve, hogy megjelent a KoMal elsd teljes szama.
Lehetetlenség attekinteni ezt a hatalmas idészakot, de még érzékeltetni is nehéz
azt a kulturdlis hatast, amit ez a folydirat jelent. Ez a rovid iras Klein Eszter és
Wachsberger Marta emlékére sziiletett, és tiszteleg mindazon néi feladatmegolddk,
szerzOk és szerkesztOségi munkatdrsak elott, akik a hosszi évtizedek alatt részt
vettek ennek a miithelynek a miikodésében.
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Szmerka Gergely

6https://set.adelaide.edu.au/news/list /2023,/08,/08 /marta-sved-scholarship-applications-now-
open
"https://www.parabola.unsw.edu.au/
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Matematika C gyakorlatok megoldasa

C. 1773. Hatdrozzuk meg a p egész szam értékét gy, hogy a
p=3)r+p+5=(2-p

egyenlet x valds megolddsanak értéke legaldabb 2 legyen. Adjuk meg minden lehetséges
p értékre az egyenlet megolddsdt.

Javasolta: Biré Balint (Eger)
Megoldas. Az egyenletet azonos atalakitasok utdn rendezziik:
2xp+p=5Hdx — 5,
majd a bal oldalon kiemeljiik p-t:
p(2x + 1) = bz — 5.

A feladat szbvege alapjan x > 2, igy 2o 4+ 1 > 5, ezért az egyenlet mindkét oldalat
eloszthatjuk (2x + 1)-gyel, igy azt kapjuk, hogy

52 —5 5x+2,5-7,5 2502x+1)-7,5 7,5 15
P= %17 2211 20 + 1 T Tl T iy
Mivel egy pozitiv szamot vonunk ki a 2,5-bél, ezért p < 2,5. Az is nyilvanvald,
hogy p értéke akkor a legkisebb, ha 4331_5’_ 5 a lehet6 legnagyobb, ami pedig akkor
kovetkezik be, ha a nevezo értéke a leheto legkisebb, azaz x > 2 miatt x = 2 esetén:

p:2,57ﬁ5+2:2,571,5:1.

Vagyis 1 < p < 2,5. A feladat feltétele szerint p egész szam, igy p = 1 vagy p = 2.
Ha p =1, akkor a fentiek miatt x = 2.
Ha p = 2, akkor az eredeti egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy

(2-3)x+2+5=(2-2),

azaz,
—r+7=0, amibdl r="1.
Mivel 7 > 2, igy ez is j6 megoldés.
Tehat a feladatnak két megoldasa van, p =1 és p = 2. Ha p = 1, akkor x = 2,
ha pedig p = 2, akkor x = 7.
Széll Botond (Budapest, ELTE Radnéti M. Gyak. Alt. Isk.
és Gyak. Gimn., 9. évf.)

Osszesen 289 dolgozat érkezett. 5 pontos 102, 4 pontos 64, 3 pontos 38 dolgozat. 2
pontot 27, 1 pontot 28, 0 pontot 22 versenyzd kapott. Nem versenyszerii: 8 dolgozat.
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(804-808.) K J

K. 804. Egy focimérkézés végeredménye 4 : 3 lett a hazai csapat javara. Hany-

féleképpen alakulhatott ki ez a végeredmény, ha volt olyan id6szaka a mérkézésnek,
amikor a vendégcsapat vezetett?

K. 805. Rajzoljunk egy kis szabdlyos haromszoget, majd a kovetkez6 abran ezt
a haromszoget rakjuk korbe ugyanilyen kis haromszogekkel egy rétegben gy, hogy
egy nagyobb szabalyos haromszoget kapjunk, majd ezt a masodik haromszoget
is rakjuk korbe kis szabdlyos haromszogekkel tgy, hogy egy nagyobb szabalyos
haromszoget kapjunk, és igy tovabb.

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

» . . . . . . . . . . . . . . .

a) Hany kis hdromszogbdl 41l a huszadik ilyen hdromszog?

b) Hény kis hdromszogbél all az n-edik ilyen héromszog?

K. 806. Gizinek a
z—

oldés soran azonban az 5 helyett egy maésik pozitiv egész szamot irt, igy — helyes
lépések utan — az altala kapott megoldas 2 < z < 4 lett. Milyen pozitiv egész szamot
irt az 5 helyett?

5 > 5 egyenl6tlenséget kellett volna megoldania. A meg-

K./C. 807. Hanyféleképpen szinezhetiink ki egy 3 x 3-as rézsaszin tédbldn ha-
rom mezG6t zoldre, ha azokat a szinezéseket nem tekintjiik kiillonb6zének, amelyek
tiikrozéssel vagy elforgatdssal egymaésba vihetéek?

Javasolta: Fried Katalin (Budapest), Kordndi Jozsef (Budapest)
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K./C. 808. Egy valds szdm és reciproka dsszegének négyzete 5.

a) Hatdrozzuk meg a szdm négyzetének és négyzete reciprokdnak sszegét a
szam kiszamitdsa nélkiil.

b) Hatdrozzuk meg a szdm kobének és kdbe reciprokdnak osszegét a szdm
kiszamitasa nélkiil.

sk
Bekiildési hatarid6: 2024. aprilis 10.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A C pontversenyben kitiizétt gyakorlatok
(807-808., 1803-1807.)

Feladatok 10. évfolyamig

K/C. 807. A szovegét lasd a K feladatoknél.
K/C. 808. A szivegét lasd a K feladatoknél.

Feladatok mindenkinek

C. 1803. Hany olyan pozitiv egész szamokbdl allé szamharmas van, amelyben
a harom szam legnagyobb kozos osztdja 4, legkisebb kozos tobbszorose pedig 20247

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy6r)

C. 1804. Az ABC haromszog BC, C A, AB oldalainak felez6pontja rendre
D, E, F. Az AFE, BDF, CED haromszogek beirt koreinek kézéppontja rendre
K., K, K.. Bizonyitsuk be, hogy a K,FFDFE, KyDEF és K.EFD négyszogek
teriiletének Osszege az ABC haromszog teriiletével egyenld.

Javasolta: Biré Balint (Eger)

C. 1805. Oldjuk meg a br =3 _ (3y2 — lday + 8x)2 = x egyenletet, ha z, y

pozitiv valés szamok.

Javasolta: Biré Balint (Eger)
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Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1806. Egy okostelefon banki applikicidja a belépéshez négyjegyii PIN-kddot
kér, de biztonsagi okokbdl mindig véletlenszeriien osztja ki a szamjegyeket az
abran lathaté billentytihelyekre tigy, hogy minden lehetséges kiosztas valdszintisége
azonos. (Egy lehetséges kiosztés szerepel az abrén.) Ha négy kiilonbsz4 szdmjegybol
all a PIN-koédunk, akkor mekkora a valdszinlisége annak, hogy két belépés soran
ugyanazokban a poziciékban hagyunk ujjlenyomatot?

6 1 4

2 5 °

7 8 0
3

Javasolta: Gdspdr Merse El6d (Budapest)

C. 1807. Legyen ABC egy olyan haromszog, amelyben igaz, hogy 28 = 3~.
Legyenek a D és az E az AC oldal pontjai ugy, hogy BD és BE a (8 szoget
harmadoljék, és a D pont az A és az E kozé essen. Tovabba F' legyen az AB oldal
és a v szogfelezdjének metszéspontja. Igazoljuk, hogy BE és DF parhuzamosak.

Svajci versenyfeladat
e
Bekiildési hatarid6: 2024. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A B pontversenyben kittizott feladatok
(5374-5381.)

B. 5374. Az AB szakasz egyik oldalara megrajzoltuk az ABCD négyzetet,
a mésik oldaldra pedig a BAFEF rombuszt. A négyzet kozéppontja legyen K, a
rombuszé M. Bizonyitsuk be, hogy KM felezi az AM B szoget.

(3 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/3 161


https://www.komal.hu/munkafuzet

B. 5375. Oldjuk meg a nemnegativ egész szdmparok halmazan az (m — k)? =
= m + k egyenletet.

(4 pont) Javasolta: Németh Ldszlé (Fonyéd)

B. 5376. Tekintsiik a pozitiv egész n szamot, és osszuk el maradékosan az 6sszes
néla kisebb pozitiv egésszel. Jelslje f(n) az osztés sordn fellépd osztasi maradékok
Osszegét. (Példdul n =5 esetén a maradékok 1-gyel, 2-vel, 3-mal és 4-gyel osztva
rendre: 0, 1, 2 és 1, azaz f(5) =4.)

Oldjuk meg az f(n) = n egyenletet.

(4 pont) Javasolta: Sztranydk Attila (Budapest)

B. 5377. Hatarozzuk meg azoknak a p valés szdmoknak a halmazat, amelyekre

Va2 +b2 —ab+ /b2 + 2 —be > Va2 +¢e2—p-ac

teljesiil minden pozitiv valés a, b, ¢ szamharmas esetén, ahol a kifejezések értelmezve
vannak.

(4 pont) Javasolta: Nagy Zoltdn Lordnt (Budapest)

B. 5378. Legyenek n és k pozitiv egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy ha
n < k', akkor n felirhaté tiz olyan pozitiv egész szdm szorzataként, melyek kozt
nincs k2-nél nagyobb Gsszetett szam.

(5 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

B. 5379. Az ABC haromszog C' csicsandl derékszog van. A C-bol induld
magassagvonal és szogfelezé talppontja az AB atfogon H, illetve D. Az AHC
sz0g felez6je az AC oldalt az F, a C'H B sz0g szogfelezoje pedig a BC' oldalt az F
pontban metszi. Jeloljiikk ki a HE szakaszon az M, a HF' szakaszon pedig az N
pontot ugy, hogy HM : HE = HN : HF teljesiiljon. Mutassuk meg, hogy a CD,
AM és BN egyenesek egy ponton mennek &t.

(5 pont) Javasolta: Nguyen Duy Khanh (Vietndm)

B. 5380. Legaldabb hanyadfoku az f egyvaltozés polinomfiiggvény, ha érték-
készlete kiilonbozik f o f értékkészletétdl, de fo f és fo f o f értékkészlete meg-
egyezik? (A o a fiiggvénykompozicié miiveletét jeloli.)

(6 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)
B. 5381. Adott az 2, korbe irt ABCDEFGH nyolcszog, és 1 belsejében az
Qg kor. Tegyiik fel, hogy az wy, wa, ws, wy korok kiviilrél érintik Qo-t, tovabba w

beliilrél érinti az Q1 kor AB ivét, az AF és a BE szakaszt; ws beliilr6l érinti a
CD ivet, a CH és a DG szakaszt; ws beliilrdl érinti az E'F ivet, az AF és a BE
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szakaszt; végiil wy beliilrdl érinti a GH ivet, a CH és a DG szakaszt az dbra szerint.
Mutassuk meg, hogy az AF, BE, CH és DG szakaszok altal bezart négyszogbe
kort lehet irni.

(6 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)
e
Bekiildési hatarid6: 2024. aprilis 10.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
*

A. 875. a) Két jatékos egy kooperativ jatékot jatszik. A jaték elétt megbeszél-
hetnek egy stratégidt, de a kezdés utan nem beszélhetnek, és nem tudnak egymés-
rél semmit. A jatékvezetd minden kor el6tt szabadon doént, hogy abban a koérben
melyik jatékos kovetkezzen. Egy korben a soron 1év6 jatékos megtippelheti, hogy
hényadik kor van. A jatékos tudja, hogy ez hanyadik kor, amikor 6t valasztotta a
jatékvezeto, de semmit nem tud arrdl, hogy a masik jatékos hanyszor keriilt sorra.
Ha helyes a tipp, akkor kapnak egy pontot. A jatékosok arrdl sem kapnak visszajel-
zést, hogy szereztek-e pontot. A jatékosok akkor nyernek, ha Osszegyiijtottek 100
pontot. Létezik-e olyan stratégia, amellyel biztosan nyernek véges sok koroén beliil?

Az A pontversenyben kitlizott nehezebb feladatok
(875-877.)
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b) Mi a helyzet akkor, ha a tobbi feltételt nem véltoztatva a jatékosok a
koriikben kettSt is tippelhetnek, és ha valamelyik tippiik helyes, akkor kapnak egy
pontot?

Javasolta: Szdcs Gdbor, (Budapest)

A. 876. Keressiik meg az 06sszes a és b nemnegativ egész szamot, amelyekre
5% + 6 = 31° teljesiil.

Javasolta: Firedi Erik (Budapest)

A. 877. Az ABCD konvex érinténégyszog beirt kore w. w egyik AC-vel pér-
huzamos érintje a BD &tlét a koron kiviil 16vé P pontban metszi. A P pontbdl
az w-hoz hizott mésik érinté w-t a T' pontban érinti. Bizonyitsuk be, hogy w és az
ATC héromszog koriilirt kore érintik egymast.

Javasolta: Nikolai Beluhov (Bulgaria)

ok
Bekiildési hatarid6: 2024. aprilis 10.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Informatikabdl kituzoétt feladatok
(619-622.)

I. 619. Képezziink egy pozitiv egész szambdl egy ijabb pozitiv egész szamot
gy, hogy a szdm 6nmagén kiviili legnagyobb osztéjat a szam végére irjuk, és a szam
elejérél elhagyunk annyi szamjegyet, ahdnyat a végére irtunk. Példaul 10 esetén a
kapott szdm a 05, vagyis az 5 lesz, illetve 125 esetén az eldallitott szam az 525. Ha
a szam 1, akkor a képzés nem valtoztat a szamon, marad 1.

Készitsiink programot, amely adott 1épésszammal alkalmazza a képzési sza-
bélyt a beolvasott szambdl kiindulva, majd adjuk meg a kimeneten az utoljara
eléallitott szamot.

A program a standard bemenet egyetlen sorabdl olvassa be az elsé szdmot
(1 <A< 1000000), amelyre a képzési szabdlyt alkalmazzuk, majd az ismétlések
(1 < N < 100) szdmdt. A program a standard kimenet egyetlen sordban az utolsé-
ként képzett szamot jelenitse meg.

Példéak:
Bemenet Kimenet
1255 71
1217 4 2463
359 20 123
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Bekiildend6 egy tomoritett 1619.zip allomanyban a program forrdskédja
és rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrdsédllomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

(10 pont)

I. 620. Legyen egy helyi értékes szamrendszerben az elsé helyiérték 1, a tovabbi
helyiértékeken pedig a primszamok névekvo sorozata. Az ebben a szdmrendszerben
felirt 10101, 6tjegyli szdm esetén a helyi értékek 7, 5, 3, 2, 1, azaz a szdm értéke
7-143-1+1=11. TetszOleges nemnegativ egész szam felirhaté az igy megadott
szdmrendszerben, de a felirds nem egyértelmfi. Példaul a 11 felirhaté 100000,
alakban is. Tegyiik egyértelmiivé az atvaltast dgy, hogy minden esetben azt a
felirast valasztjuk, amelyben csak 0-s és 1-es szamjegy szerepel, és emellett a
legkevesebb 1-es fordul eld. fgy példdul minden primszam pontosan egy 1-esbdl
és 0-kbol all.

Készitsiink programot, amely bekér egy pozitiv egész szamot, majd megadja
a szam felirdsat a bemutatott szamrendszerben. A program a standard bemenet
egyetlen sordbdl olvassa be a szdmot (1 < a < 100000), majd a standard kimenet
egyetlen sordban adja meg a szam felirasat a fent leirt modszerrel.

Példéak:

Bemenet Kimenet

26 1000000100

57 10000000000000101

100 10000000000000000000000100

A megoldashoz felhasznalhaté a https://t5k.org/lists/small/10000.txt
cimen megtalalhaté szoveges allomany, amely az elsé 10000 primszamot tartalmaz-
za. Az dllomany letoltés utan szerkesztheto, a feldolgozéas szempontjabdl felesleges
sorok torolhetdk.

Bekiildend6 egy tomoritett 1620.z1ip allomanyban a program forraskédja
és a primszamokat tartalmazd allomany, valamint egy révid dokumentacid, amely
megadja, hogy a forrasdlloméany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.

(10 pont)

I. 621. Ebben a feladatban a Fold néhdny orsziagiaban az ezer fOre vetitett
mobil-el6fizetések szamat vizsgaljuk 2000-2022 kozott.

1. Nyissunk egy iires tabldzatkezelé munkafiizetet.

2. Toltsiik be egy iires munkalapra az Al cellatdl kezdve az UTF-8 kédolésu,
tabulatorokkal tagolt mobiladat .txt f4jl tartalmat. Munkankat mentsiik
mobil néven a tablazatkezeld alapértelmezett formatumaban.

3. A munkalapon végezziik el az aldbbi formédzdsokat, iigyelve arra, hogy minden
oszlop legyen olyan széles, hogy minden adat teljes terjedelmében lathatd
legyen.

a. A munkalap alap betiitipusa Verdana legyen, a betiimérete 10 pontos.
b. Egyesitsiikk az Al:X1 cellakat, a cim legyen félkovér betilistilusi, a be-
tlimérete legyen 14 pontos.
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c. Az A2:X46 tartomdny celldit keret valassza el egymdstol, a tartomany
els6 és masodik sora, illetve els6 és masodik oszlopa kozott a keret legyen
vastag vonalu.

d. Az el6z6 pontban emlitett tartomany elsé sora legyen dupla magas, a
szovegek félkovéren, vizszintesen és fiiggélegesen kozépre igazitva jelen-
jenek meg, esetleg sortoréssel.

e. A beracsozott részre a 4., 6. és minden tovabbi paros sorban &llitsunk
be halvanykék hattérszint.

f. A B3:X47 tartomédny adatainak megjelenésénél legyen ezres tagolas.

4. Az Y1 celldba gépeljiik be a ,,2010,/2000” szdveget, és szdmitsuk ki alatta, hogy
orszagonként hanyszorosa lett a 2010-es adat a 2000-es évinek. Az adatok
szazalék formatumban, tizedesjegyek nélkiil legyenek lathatok.

5. Emeljiik ki feltételes formazassal: sotétzold hattérszinnel és félkovér betiisti-
lussal és sdrga betliszinnel az 1000%-ot meghalad6 adatokat.

6. Készitsiink a minta szerinti vonaldiagramot 1j, diagram tipusi munkalapra
az el6z6 pontban kiemelt orszagok 2000-2010 kozti adatairdl.

7. A B47:X47 tartomany celldiba szamitsuk ki az adott év édtlagit az adott
orszagok tekintetében, az atlagok egészre kerekitve latszédjanak.
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8. Készitsiik el az atlagokbdl a minta szerinti vonaldiagramot, a Z47-es cellaba
gépeljiik be azt az évszamot, amikortol a grafikonrdl leolvashatéan megkez-
dodott a stagndlas.

9. A B48:X48 tartomdany celldiba keriiljon ,,+” jel, ha az adott év Magyarorszagi
adata meghaladta az EU &atlagat, kiilonben a cella maradjon {ires.
10. A B49:X49 tartomény celldiba keriiljon azon orszagok szama, amelyekben
az adott év el6fizetéseinek szama meghaladja a fejenként egy el6fizetést.

A megoldasban sajat fliggvény vagy makré nem hasznalhato.

Bekiildend6 egy tomoritett 1621 . zip allomanyban a tablazatkezel6 munka-
flizet, illetve egy rovid dokumentacié, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott
tablazatkezel6 neve, verzidszama.

Forras: https://www.ksh.hu/stadat_files/ikt/hu/ikt0027.html

Letolthet6 fajl: mobiladat . txt

(10 pont)

I. 622. Téglalapokbdl all6 és kevés szint tartalmazé abrakat tomoritve taro-
lunk. Minden egyes sorrdl csak azt tartalmazza a tomoritett allomany, hogy mi
valtozott az el6z6 sorhoz képest. Ha egy sor megegyezik az elézovel, akkor a tomo-
ritett allomanyban errél nem szerepel bejegyzés.

Készitsiink programot 1622 néven, amely el6allitja az dbra SVG tipusu vek-
torgrafikus képét.

A program standard bemenetének els§ sordban a kép sorainak N (1 < N < 100)
szdma és oszlopainak M (1 < M < 100) szama van. A kovetkez sorok a kédolt képet
tartalmazzak soronként és azon beliil oszloponként névekvé sorrendben. Minden
sorban az els6 szam a tomoritetlen kép megfelel¢ sorat jelenti, a méasodik és a
harmadik szam a kezd6 és végpozicidt, majd a negyedik nagybetl a szin kédja.

A szineket jelol6 nagybetiik: F = fehér, P = piros, K =kék, Z =z06ld, S =sarga,
N =narancs, L =lila, B = fekete.
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A program a standard kimenetre irja ki az abra SVG kodjat.

Példa a Az eredeti kép: Az SVG &bra
bemenetre: (a gdérdg zaszld):
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Az SVG élloméany szerkezetérdl tobbek kozott a http://svg.elte.hu/ cimen
olvashatunk.

Bekiildendd egy tomoritett 1622.zip allomanyban a program forrdskddja
és rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrdsdlloméany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

(10 pont)
*
Bekiildési hataridd: 2024. aprilis 15.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Helyesbités

e

Az el6z6, februdri szamunk boritdja sajnalatos médon sajtéhibaval jelent meg.
A 2023. évi Kiirschak Jézsef Matematikai Tanuléversenyen Szakécs Abel7 a Buda-
pesti Fazekas Mihély Gyakorlo Altaldnos Iskola és Gimnézium 10. osztalyos tanu-
16ja a képalairassal ellentétben nem III., hanem II. dijban részesiilt.

A hibaért az érintettek elnézését kérjiik.
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|
Mérési feladatok megoldasa “
| [ | |

M. 427. Fizikaordn azt tanuljuk, hogy a csuszdsi surldoddsi erd egyenesen ard-
nyos a felileteket dsszenyomd erdvel, €s az ardnyossdgi tényezd nem fiigg a felilet
nagysdgdtdl. Vizsgdaljuk meg (legaldbb kétféle anyagpdrral), hogy mennyire pontosan
teljestilnek ezek az dllitasok!

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

I. megoldas. T6bb lehetséges modszer koziil az bizonyult a legmegbizhatébb-
nak, amikor egy hosszu, egyenletes feliiletli fadeszkat allandé sebességgel hizva
kiilonb6z6 vizszintes feliileteken a strldédasi erot rigés erdmérovel mérem. Harom
kiilonb6z6 anyagparral dolgoztam: ugyanazt a fadeszkat a szertdr asztaldnak csem-
péjén, egy iskolai pad fafeliiletén és egy, a szertarban lejtoként hasznalt szigetel6-
lapon mozgattam. Mindegyik feliilet sima és egyenletes volt. Az dllandé sebességii
huzast egy csavarbehajté géppel biztositottam: a gép, aminek bekapcsolégombjat
egy gumigylrivel rogzitettem, egy vékony fonalat tekert fel, amely egy eréméré
kozbeiktatasdval huzta a deszkat. A nyomderdt a deszkara helyezett stlyokkal val-
toztattam, a sarldédasi feliillet nagysagat pedig a deszka egyre kisebbre vagasaval
biztositottam. Az egyenletes, akadalytalan csuszas érdekében a deszka éleit minden
vagas utdn megcsiszoltam. A mérési elrendezés vazlata az 1. dbrdn lathato.

gumi-
syitt terheld
tomegek
csavar- . ‘ Oy
behajt(') rugés _ _\_'_,_ _ ‘:
gep erémeérs fadeszka <—

1. dbra

A deszka szélessége 15 cm, eredeti hossza 51,4 cm volt, méreteit mérészalaggal
milliméteres pontossidggal mértem. A deszka eredeti tomege (a fonal régzitéséhez
hasznalt csavarral egyiitt) hibahatdron beliil éppen 1 kg volt. A levdgott darabokat
mindig raraktam a deszkdra, igy a tomeg csak a flirészeléskor elvesztett anyag-
mennyiséggel csokkent, négy vigds utdn Osszesen 28 g veszett el. (A tomegeket
gramm pontossdgu mérleggel mértem.) A sirléddsi eré méréséhez kétféle er6mérst
hasznaltam, mert nagyobb nyomderd esetében a sturlédési eré nagyobba vélt, mint
az érzékenyebb (0,05 N pontossagi) eréméré 5 N-os méréshatira. A tapasztalat sze-
rint minél gyorsabban htizta a gép a deszkat, annal stabilabb volt az eréméré altal
mutatott érték, igy azt a lehetd legnagyobb sebességet allitottam be, ahol az er6-
mérét még jol le tudtam olvasni. A fapadon végzett mérést meg kellett ismételnem,
mert az elsé mérés kézben a pad beszennyez6dott.
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Az 1. tdbldzat foglalja Gssze a mérési eredményeket: 5 kiilonb6z6 nagysagu
surlédé feliilettel mértem, minden esetben 3 kiilonbozo feliileten huizva a deszkat,
és minden esetben 5 kiillonb6z6 nyomoerovel.

csempe fapad szigetel
Aem?) |m(kg) | Fy N) | Fs(N) | [ Fs(N) | po | Fs(N) | pa
1,0 9,8 1,75 0,179 | 2,40 | 0,245| 3,50 | 0,357
1,5 14,7 2,60 | 0,177 | 3,60 | 0,245 5,3 0,361
771 2,0 19,6 3,55 0,181 | 4,80 | 0,245 7,0 0,357
2,5 24,5 4,40 | 0,180 6,0 0,245 8,8 0,359
5,2 29,4 5,2 0,177 7,1 0,241 | 10,4 | 0,354
1,0 9,8 1,75 [0,180 | 2,40 | 0,245| 3,50 | 0,361
1,5 14,7 2,60 | 0,178 | 3,60 | 0,245 5,3 0,363
618 2,0 19,6 3,60 |0,185| 4,80 | 0,245 7,0 0,359
2,5 24,5 4,35 | 0,178 6,0 0,245 8,7 0,357
5,2 29,4 5,3 0,181 7,2 0,245 | 10,5 | 0,358
1,0 9,8 1,75 [0,180 | 2,40 | 0,245 | 3,50 | 0,361
1,5 14,7 2,60 |0,178 | 3,70 | 0,252 5,3 0,363
464 2,0 19,6 3,50 10,179 | 4,80 | 0,245 7,1 0,364
2,5 24,5 4,40 | 0,180 6,0 0,245 8,8 0,361
5,2 29,4 5,3 0,181 7,2 0,245 | 10,4 | 0,355
1,0 9,8 1,75 0,182 | 2,40 |0,245| 3,50 | 0,365
1,5 14,7 2,55 | 0,176 | 3,60 | 0,245 5,3 0,366
309 2,0 19,6 3,55 | 0,183 | 4,90 | 0,250 7,0 0,361
2,5 24,5 4,35 | 0,179 6,0 0,245 8,7 0,358
5,2 29,4 5,2 0,178 7,2 0,245 | 10,4 | 0,356
1,0 9,8 1,75 0,184 | 245 | 0,250 | 3,50 | 0,368
1,5 14,7 2,60 | 0,184 | 3,70 | 0,252 5,3 0,365
154 2,0 19,6 3,50 0,181 | 4,90 | 0,250 7,0 0,363
2,5 24,5 4,35 | 0,180 6,1 0,249 8,8 0,364
5,2 29,4 5,2 0,179 7,3 0,249 | 10,4 | 0,357

1. tabldzat

Mindharom anyagpér esetében abrazoltam a sirlédasi er6t a nyoméero fiiggvé-
nyében. A kiilonboz6 nagysaga surlédé feliiletek adatait ugyanazon a grafikonon,
de més-més szinnel (a csokkend feliiletek sorrendjében piros, narancs, zold, kék,
lila). Berajzoltam az illesztett egyeneseket és az illesztések hibdit is, amelyekbdl
leolvashatdk az egyes anyagpdrok esetében a surlddési egyiitthatdk (2-4. dbra).
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2. dbra
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3. dbra
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4. dbra
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A leolvasott meredekségekbdl az egyes surlédasi egyiitthatok:

fadeszka — csempe: w1 = 0,181 4+ 0,006,
fadeszka — fapad: e = 0,250 £+ 0,006,
fadeszka — szigetelo: s = 0,36 £ 0,01.

Mindharom grafikonon lathatd, hogy a mérési pontok hibahatiron beliil az
illesztett egyenesekre esnek, fiiggetleniil a surlédé feliilletek nagysagatol. Ebbol
kovetkezik, hogy a sirlédasi eré valoban aranyos a nyomoerével, méasrészt viszont
fiiggetlen a surlédé feliiletek nagysagatol.

Csapd Andrds (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 9. évf.)

II. megoldas. A csuszasi surlédds vizsgdlatdhoz V-alaki lejtét hasznaltunk,
ugyanis az ebbe belehelyezett hasdbok két oldalukon is tudnak surlédni, ezért tobb
mérést tudtunk végezni a feliiletek valtoztatasaval. Ezen kiviil pedig ezzel azt is
biztositottuk, hogy a testek egyenes vonalban csisszanak le. A testre haté eréket
az 5. dbrdn abrazoltuk.

5. dbra

a) A surldddsi egyiitthatd figgése a feliletek anyagdtdl és siurlddd felilet mé-
retétdl. A test mozgdsat leiré egyenletek:
(1) FN = mgcosa,

(2) ma = mgsina — Fy,

ahol a V-alaki lejté miatt, valamint (1)-et felhaszndlva:

(3) Fs = pF = 2uFy cos B = 2mgu cos a cos f3.
Ezt beirva (2)-be és rendezve:

gsina —a

"~ 2gcosacosf’
A test a lejtén egyenletesen gyorsul, igy gyorsuldsa a lejté s hosszanak és a
lecstiszas t idejének mérésével megkaphato:
2s
t72.
A lejt6 kialakitdsa miatt § = 45°, igy a surlédasi egyiitthaté meghatarozasahoz
minden feliilet esetében «, s és t értékét kell mérni.

a =
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b) Azt kell vizsgdlnunk, hogy az Fg sirlédési erd és az F{ nyomder§ ardnyo-
sak-e. (2), valamint (1) és (3) alapjén:

Fs = mgsina — ma,

F{; = 2mg cos a cos 5.

Az erdk kiszamitasdhoz meg kell mérniink a testek m tomegét, ehhez konyhai
mérleget haszndlunk (lasd az 1. megjegyzést).

A mérés kivitelezése. A V-alaku lejtot ugy allitottuk be, hogy a lejtén a tes-
tek konnyedén lecsusszanak, de a csuszas ideje ne legyen tul révid, majd ebben a
helyzetében rogzitettiik, hogy a hajlasszoge ne véaltozzon mérés kozben. Megmér-
tik a lejté magassdgat és hosszat, ebbol meghatdroztuk a lejté o szogét. A két
vizsgalt anyagpar a fa — aluminium és a milanyag — aluminium. A kiilénb6z6 mére-
tl hasdbokat — amelyeket kisebb részekbol kétoldali ragasztéval allitottunk Gssze
— minden esetben 3-szor csusztattuk le. A testek lejtén valé mozgéasat videdra vet-
tiikk, majd ezeket képkockakra bontva meghataroztuk a lecsiszasi idoket, amibol a
megtett it (s = 0,867 m) ismeretében ki tudtuk szdmolni a gyorsuldst.

A nyomoderd novelésére az eddigi hasdbméretekbdl véalasztottunk ki néhanyat
és azok tetejére (a feliiletet nem noévelve) helyeztiink még tovabbi hasdbokat, majd
gyurmat és maégneseket rogzitettiink rajuk, hogy a feliileteket Gsszenyomé erét
tovabb noveljitk. Ezek mozgdsat szintén videdra vettiik és ugyanigy jartunk el,
mint az el6z6 esetben. A lecsusztatott testek tomegét minden esetben megmeértiik.
A 6. dbrdn a csiszasrdl készitett vided egyik képkockaja lathato.

6. dbra

Mérési eredmények. a) A sirlédési egyiitthato és a strlédé feliilet nagysdgdnak
kapcsolata. A fa — aluminium anyagpérral végzett mérés eredményei a 2. tdbldzat-
ban lathatdk, ekkor a lejté hajlasszoge oy = 28,2° volt. A miianyag — aluminium
anyagpar esetében a hajlasszog as = 35,2°, az eredményeket a 3. tdbldzat foglalja
ossze. (Lasd a 2. megjegyzést.)

A 7. dbrdn lathaté grafikonon a mérési adatok alapjan a cstszdsi surlédasi
egyiitthatot a surlédé feliilet nagysdaganak fiiggvényében abrazoltuk. A piros szin
a fa — aluminium, a kék a mlianyag — aluminium anyagpart jeloli. A szaggatott
vonalak az atlagértékek.
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t(s) | a(m/s*) | A(em?) | m(g) | A (N) | Fs(N) | p

1,56 | 0,717 18,3 14 0,171 | 0,055 | 0,321
141 | 04871 36,5 33 0,403 | 0,124 | 0,308
1,77 | 0,556 54,8 47 0,575 | 0,192 | 0,334
1,10 | 1,433 73,0 66 0,807 | 0,212 | 0,262
1,36 | 0,944 91,3 80 0,978 | 0,296 | 0,302
1,42 | 0,857 109,6 94 1,149 | 0,355 | 0,309

2. tablazat

() [a(w/s?) [A(an®) [m() | FeN) | FsN) | u

0,78 2,87 29,9 9 0,102 0,025 | 0,246
1,03 1,62 40,9 18 0,204 0,073 | 0,356
0,99 1,76 70,8 27 0,306 0,105 | 0,343
0,96 1,90 81,7 36 0,408 0,135 | 0,332
0,87 2,31 111,7 45 0,510 0,151 | 0,295
0,96 1,90 122,6 54 0,612 0,203 | 0,332

3. tablazat

i
0,4
X
_____ oo X X x X
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, SRS
X X
0,2
A (cm?)
0 T T
0 50 100
7. dbra

Ennél a mérésnél nehézséget okozott, hogy nem tudtuk a feliiletet gy valtoz-
tatni, hogy kozben a nyoméerd valtozatlan maradt volna. Az allitast nem tudtuk
egyértelmiien igazolni. (Lasd a 3. megjegyzést.)

b) A surldddsi egyiitthatd és a nyomderd dsszefiiggése. A mérési adatok a fa
— aluminium, illetve a mianyag — aluminium anyagparra a 4. és 5. tabldzatban
talalhatok. Mindkét esetben a = 35,2°. A surlédési eré — nyomoderd grafikon a
8. dbrdn 1athaté (a piros szin ismét a fa — aluminium, a kék a miianyag — aluminium
anyagpéart jeloli).
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t(s) | a(m/s?) | m(g) | F\(N) | Fs (N)

0,822 | 2,56 34 0,385 | 0,105
0,744 | 3,13 66 0,748 | 0,167
0,789 | 2,79 94 1,065 | 0,270
0811 | 2,64 124 | 1,405 | 0,375
0,789 | 2,79 404 4,58 1,16
0,789 | 2,79 699 7,92 2,01

4. tabldzat

t(s) |a(m/s?) | m(g) | Fyx (N) | Fs (N)

0,000 | 2,14 27 0,306 | 0,095
0089 | 1,77 56 0,635 | 0,218
1,000 | 1,73 85 0,963 | 0,334
0,978 | 1,81 332 3,76 1,28
0,889 | 2,19 632 7,16 2,19

5. tablazat

Fs (N) e

. >§<2§< Fx(N)
0 A 8

8. dbra

A mérési adatokra illesztett egyenesek igazoljak a surlédési erd és a nyomder6
aranyossagat.

A Newtonméter csapat: Kiss Benedek, Sds Addm
(Sopron, Berzsenyi D. Ev. Gimn., 11. évf.)

Megjegyzések. 1. Az ardnyossig vizsgalata a tomeg mérése nélkiil is lehetséges, hiszen
mindkét er6 ardnyos a tomeggel.

2. Terjedelmi okokbdl a tabldzatokban minden esetben csak a harom-hdarom mérés
datlagat tiintetjiik fel. Az eredeti jegyz&konyvben — helyesen — minden mérés és az atlag is
szerepel.

3. A mérési eredmények alapjian akkor lehetne egyértelmi kijelentést tenni a csuszasi
surlédasi eré és a surlédé feliillet nagysiganak fiiggetlenségére, ha az eredményekhez
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szamszerl hiba tartozna. Akkor mondhatnénk, hogy a sirlédési egyiitthaté hibahatdron
beliil fiiggetlen (vagy nem fiiggetlen) a feliilet nagysigatdl.

15 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 3, hidnyos
(2-3 pont) 3, nem versenyszerii 2 dolgozat.

[t ~]

Fizika gyakorlatok megoldasa

5

alll

G. 830. Egy vékony fali, 5 cm sugarid hengeres tivegedény fenéklapja kétszer
vastagabb, mint a paldstja. Legfeljebb milyen magas az edény, ha egy 30 fokos lejtin
a talpdra dllitva nem borul fel?

(A surlédds olyan nagy, hogy az edény nem csiszik meg a lejtdn.)

(4 pont)

Megoldas. A pohdr akkor borul fel, ha a nehézségi eré hatdasvonala a talpon
kiviil metszi a lejtot.

A tomegkozéppont tavolsiaga a pohar talpatol:

h

h _ Mpy +myu
TKP = —— [ —
mp + My

ahol
mp = 2rmh - v, my = 27 - 200

a palast, illetve a talp tomege, v a palast, 2v pedig a talp vastagsiaga. Behelyette-
sitve, és felhasznalva, hogy a vékony fal miatt v < h:
h—; +rv h?

h4+r — 2(h+r)

htkp =
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Hataresetben a nehézségi eré hatdsvonala épp a pohar szélén megy &t. Ekkor
a kinagyitott abrarészlet alapjan:

h%KP + 7"2 = (2T)27 amibol hTKP = \/gr_
A két kifejezést egymassal egyenl6vé téve:

h? V3
2(h+71) =V,

h? — 2v/3rh — 2/3r2 = 0.

A maésodfoki egyenlet pozitiv megoldasa:

h = (\/§+\/3+2\/§) ~ 21,4 cm.

A pohér legfeljebb 21,4 cm magas lehet.
Csonka Aron (Budapest, Piarista Gimn., 9. évf.)

35 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos (1-2 pont)
15, hibas 5 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5514. Vizszintes, sik felilet egyik, A pontjaban egqy pontszeriinek tekinthe-
t6, —Q < 0 toltést test van rogzitve. A sikon eqy szintén pontszeriinek tekinthetd,
m tomegt, q > 0 toltést test surlodismentesen tud mozogni. Kezdetben az m té-
megt test a B pontban van, ekkor a toltések tdavolsdga 1o, €s az m tomegi testnek

kqQ

mnro

az AB szakaszra merdlegesen, a sikkal pdrhuzamosan vy = nagysagu sebes-
sége van.

(A mozgds kézben a téltések nagysdga nem vdltozik.)

Vo

r
—Q .___O__Aﬁ/qtm

A B
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a) A mozgd test mennyi idé milva jut ismét az AB pontok dltal meghatdrozott
egyenesre?

b) Most a mozgd test kezddsebességének nagysdgdt felére csikkentjik. Az eldbbi
esetbeli idének hdnyszorosa a kiinduldsi helytdl a legtdvolabbi helyig vald legkordbbi
eljutas ideje?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

Megoldas. a) A B pontban taldlhaté mozgd test a vizszintes sikon sirlédés-

mentesen mozog, a fiiggbleges erck kiegyenlitik egymadst, igy csak az A pont felé

mutaté Coulomb-erd hatasaval kell foglalkoznunk. Ennek nagysaga:
(1) Fe = k19,
7o

Miel6tt a test palyajat megkeresnénk, hatarozzuk meg, hogy a B pontban mekkora
a palya simulékorének sugara. A kérmozgas alapfeltétele szerint:

2
v
Fo = mﬁoa
ahol R a simulékor sugara. Ide vy értékét és (1)-et behelyettesitve:
kqQ ~m kqQ
=== =
g R mnrg

amibdl rendezve R = rg adddik. A test tehat egy téle ro tavolsdgra 1évo rogzitett
toltés hatasara egy olyan gorbén kezd el mozogni, amelyhez r¢ sugard kor simul.
Ez egy rg sugaru korpélyat jelent, amely energetikailag is megfeleld, hiszen sem a
test sebességének nagysaga, sem a rogzitett ponttol vett tavolsdga nem fog valtozni
a 1MOozgAas soran.

Ahhoz, hogy a test ismét az AB pontok altal meghatdrozott egyenesen legyen,
pont egy félkort kell megtennie, az ehhez sziitkséges id6 a periédusidd fele:

p Ty  rom mrg
t2 Vo kqQ

b) Mivel a sebességet lecsokkentettiik, ekkor a test egy ellipszispdlyédn fog mo-
zogni, melynek a B ponttdl tavolabbi fokusza lesz az A pont. A keresett id6tartam
ismét a keringési peridédusidé fele. Célunk ezen ellipszis fél nagytengelyének meg-
hatdrozdsa, hiszen ekkor Kepler III. torvénye alapjan az a) esetet felhasznalva ki
tudjuk szdmitani a keringés periédusidejét.

I. megoldas. Haszndljuk most is az a) részben alkalmazott simulékor felirdsét:

v kqQ
UL

.
R 7§

Behelyettesitve a v; = %vo értéket:

L k@ _ kq@Q
4 ’I’()R 7'87
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amibdl most:

1
(2) R = ZTO.

Jelolje az ellipszis fél nagytengelyét, fél kistengelyét, valamint a fékusz kdzép-
ponttél mért tavolsdgat a szokdsos mddon a, b, illetve ¢, amelyekre teljesiil a

(3) v =a® - c?

Osszefiiggés. Nem kozismert, azonban geometriailag le-
vezethetO, hogy a simulokor sugara egy ellipszis nagy-
tengelyének végein:

b2

(4) R=—.

Az A pont az ellipszis B-t6l tavolabbi fékusza, igy:

(5) rg =a+ c.
A (4) és (5) kifejezést (2)-be behelyettesitve:

b 1
P Z(a +0),

majd (3)-at behelyettesitve és rendezve a kivetkezd mésodfoki egyenletet kapjuk:
4¢* + ac — 3a%> = 0.

Ennek pozitiv megoldasa:

c= §a
=0
amelybdl (5) felhaszndldsdval:
4
a = ?TO.

Innen Kepler III. térvényét alkalmazva:

T1 - a

To  \ro
ahol T és rg rendre az elsd, ,korpalyas” esethez tartozé periddusidé és fél nagy-
tengely. Az adatokat behelyettesitve az id6k aranya

%
% = h = 4 ~ 0,432.
ta 1o 7

o

I1. megoldas. A feladat b) része az el6bbi, , geometriai” megfontoldsok helyett
Hfizikai” megfontolasokkal is megoldhaté. Mivel a mozgas soran a mozgé testre
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csak centrélis eré hat, a test A pontra vonatkozé perdiilete dllandé. Ezen kiviil a
rendszer konzervativitdsa miatt az energiamegmaradas is érvényes. Alkalmazzuk a
megmaradasi tételeket a kezdeti és a legtavolabbi helyzet kozott:

muvirg = muvara,
Lo 3@ _ 1 o 1@

muv muv
2 ! To 2 2 T2

ahol r a kérdéses ,,tuloldali” helyzetben a két toltés tavolsaga, és v a mozgd test
ottani sebessége. Az els6 egyenletbdl kifejezziik vo-t, és behelyettesitjiik a mésodik
egyenletbe, majd v; = %UO megadott értékét is behelyettesitve és rendezve az

(TQ — To)(77‘2 — ’I“o) =0

egyenletet kapjuk. Az ro = 1o trivialis megoldas visszaadja a kezdeti allapotot, a

szamunkra érdekes megoldas:

1
To = ?To.

Mivel A az ellipszis fokuszpontja, és a mozgo test két vizsgdlt helyzete a nagytengely
két végén van, ro = a + ¢, illetve ro = a — ¢, amibdl az el6z6 megoldassal egyezben:

4
a = =Tp.
Ak

Innen ugyantgy Kepler III. torvényét felhasznalva jutunk el (természetesen ugyan-
ahhoz) a megolddshoz.

A megoldas altaldnositasa. A feladat b) részében megadott %vo helyett valtoz-
tassuk a kezddsebességet \/kvo-ra (k > 0).

Ekkor (2) helyett az dltaldnos osszefiiggés:
(6) R = kry,

amelybél ugyantgy (4) és (5) felhasznéldsival:

b2
= k(a+ c).

Ebbe (3)-at behelyettesitve és rendezve a

(7) &+ kac+ (k—1)a*> =0

egyenletet kapjuk, melynek a feladat szempontjabdl értelmezheté megoldédsa:
c=(1-k)a.

Ismét felhaszndlva (5)-6t:

1
8 = .
() “ 2—5T0
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Vegyiik észre, hogy (7)-b8l k > 1 esetén negativ értéket kapnink c-re. Ez
azzal magyarazhatd, hogy ebben az estben az A pont nem az ellipszis B pontjatdl
téavolabbi, hanem ahhoz kozelebbi fékusza lesz, és igy ekkor az (5) Osszefiiggés
helyett az

(9) ro=a-—c
Osszefliggést kell haszndlnunk, ezt kell beirni (6)-ba. Emiatt (7) igy médosul:
¢ — kac + (k — 1)a® = 0,
amelynek a feladat szempontjabol értelmezheté megoldasa:
c¢c=(k—1a,

(amely nem negativ, hiszen most £ > 1). Ebb6l, most (9)-et felhaszndlva ugyantgy
megkapjuk a (8)-as Osszefiiggést, tehdt az akkor is igaz, ha A nem a tdvolabbi,
hanem a kozelebbi fékusz. (Ellenérzésképpen behelyettesithetjiik az a) eset k = 1,
valamint a b) eset k = i értéket, és az Osszefiiggés megadja a vart a = rg, illetve
a = 2rg értéket.)

Kepler ITI. torvényébe (8)-at behelyettesitve, valamint a kérmozgashoz tartozé
Ty periddusidot és rg sugarat felhasznalva megkapjuk az altaldnos végeredményt:

o T ()

Végezetiil diszkutdljuk k értelmezési tartomdnydt. A \/kvg kezd8sebesség mi-
att k > 0 sziikséges (de a mozgds szimmetridja miatt —+/kvg kezd8sebességgel
ugyanazt a megolddst kapndnk, mint \/kvy sebességgel). A (8)-as Osszefiiggés csak
Kk < 2 esetén ad pozitiv eredményt a fél nagytengelyre (utdna negativat, x = 2-nél
pedig nem értelmezhetd a kifejezés). Ez a felsd hatdr fizikailag is megmagyardzha-
t6 és levezetheto: eddigi gondolatmentinkben végig ellipszispalyakkal dolgoztunk,
azonban egy bizonyos kezdGebesség f616tt nem jon 1étre periodikus mozgas és ellip-
szispélya, hanem a test ,elszall” a végtelenbe.

A kezddéallapotban a rendszer teljes mechanikai energidja:
1

qQ
Ey = —mrv? — k—=.
0 2 0 To
Csak Ejy < 0 esetben fog a test periodikus mozgast végezni. Felirva a feltételt, és
behelyettesitve vy értékét az eddigiekkel 6sszhangban megkapjuk a k < 2 feltételt.
(k = 2-nél parabolapalyén, x > 2 esetében hiperbolapédlydn fog mozogni a test.)
A teljességhez targyalnunk kell még a k = 0 esetet is: ekkor a ¢ toltésli testnek
nem adunk kezd&sebességet, és az gyorsulva nekititkézik a —@Q toltési testnek.
Megleps médon a levezetett t(k) Osszefiiggés ebben az esetben is miikédik (bar
természetesen ilyenkor a T'(k) peridédusidének nincs értelme, mert csak egy fél
yberidédus” jétszédik le). Ennek igazolasa integralszamitassal lehetséges:
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Tekintsiik azt az allapotot, mikor a mozgé test x tavolsadgra van az A ponttdl. Legyen
pillanatnyi sebessége ekkor v. Az energiamegmaradéas térvénye alapjan:

qQ 1
B A i At
T0 2

v 2@ 1L _ g [TO=
m T T T

(A sebesség eldjele negativ, mert a test az @ = ro helyrél halad az x = 0 felé.) Felhasznélva,

hogy v = 92 és a véaltozdkat szétvalasztva:

dt
1 x
dt = — dz.
Vove V1o — =

A keresett id6t a jobb oldal 7o-tél 0-ig torténé integraldsdval kapjuk:

0
1 T
t(0) = ——— ,/7d.
() ﬂvo/ To — T v
70

A hatdrozott integral értéke (az interneten megkeresve) —ro %, amibél

0Ny
BULYEARE
0= () ()

dsszhangban azzal, amit (10)-bél k = 0-t helyettesitéssel kapunk.

mo? —kﬂ,
x

amibdl

Belattuk tehat, hogy a feladat altaldnosithaté: amennyiben a kezdGsebesség
v(k) = £vkvo (0< Kk <2),

akkor a kiindulasi helytdl a legtavolabbi pont eléréséhez sziikséges ido:

3
ToT 1 2

t(k) = — :

(K/) Vo (2—/43)

Csdka Péter (Pécsi Janus Pannonius Gimn., 12. évf.)

Megjegyzés. Az utolsénak targyalt, nulla kezdésebességgel inditott esetben a , bezu-
hanasi” id6t a nehezen meghatarozhaté integral helyett éppen a feladat megolddsiban sze-
repld ellipszispalydk segitségével szokds kiszamitani. Az egyre kisebb kezd&sebességeknél
egyre elnytjtottabb alaku ellipszisek lesznek a palyak, és ezek hatareseteként a bezuhanas
felfoghatd egy olyan elfajult ellipszispdlydnak (az ellipszispélya elsd felének), ahol v =10
esetén b =0 és a = ¢ = 2 lesz (azaz éppen annyi, amennyit a (8) sszefiiggés x = 0 ér-
téknél ad). EbbSl az id6t a nem elfajult esetekhez hasonléan (a megolddsban is hasznalt
médon) Kepler III. térvénye alapjin lehet kiszdmitani.

32 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldés. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 13, hidnyos
(1-2 pont) 7 dolgozat.

P. 5517. Egy lejtd felsd, €1 hosszusdgi szakaszdn a surloddsi egyiitthato pq,
az also, Uy hosszusdgi szakaszdn pedig po. Egqy kicsiny test nulla kezddésebességgel
indulva a lejté aljandl éppen megdll. Mekkora a lejtd hajldsszdge?

Adatok: €1 = 20 c¢cm, bo =40 cm, pu; = 0,1 és uo = 0,2.
(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest
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I. megoldas. A test a mozgds mindkét részében egyenes vonali egyenletesen
valtozd mozgast végez. A mozgés elsé részében a kezdGsebessége vy = 0, a gyorsulé-
sa a1, a végsebessége v, az ezalatt megtett ut ¢1, a masodik részében a kezddsebes-
sége v, a gyorsuldsa ag, a végsebessége v, = 0, az ezalatt megtett Ut lo. Az dbrdn
a mozgas két részének egy-egy pillanata lathaté.

(5} N
k
a2 N v
Y < 4’ M1 g
J H2 Z] !
z 4 mg
2
& 52
myg

A mozgasegyenletek és a surlodas Osszefiiggései a mozgas egyes szakaszaira:

N = mgcos a,
S1 = uN, S2 = paN,
ma; = mgsina — S, mas = mgsina — Sa,
amibol
a1 = g(sina — pq cos ) és as = g(sina — pg cos ).

A mozgas két részében a megtett utak:

’U2 — ’U(Q) ’U2 ’11\2, — ’02 'U2
el = = 77 ,€2 = = —7,
2a1 20,1 20,2 2&2
amibdl
a1£1 = —(L2£2.

A gyorsulasok kifejezéseit felhasznalva, rendezve, majd a numerikus értékeket be-
helyettesitve a lejto hajlasszoge:

g(sina — py cosa)l; = —g(sin o — pg cos a)la,
(b1 + 0o) sina = (u1fy + pols) cosa,

Y4 Y4 1
tgazul 1+ poto

bL+0, 6
o~ 95°,

II. megoldds. A munkatétel alapjan AE = W. A test mozgési energidja a
mozgds elején és végén is 0, csak a helyzeti energidja véltozik (csskken), mikozben
a sirlédési erd végez (negativ) munkat:

AE = AE,o, = mgAh = —mg(¢1 + ¢2) sina,
W = =516 — Sal5.
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Az 1. megolddsbol S; és Sy kifejezését felhasznélva, felirva a munkatételt, majd
rendezve:

—mg(ly + f3)sina = —pymgcosa - €1 — pamgcos a - Lo,
14 14
tga = Py + pa 2,
b+ 4o

az 1. megoldéassal sszhangban.
Hegediis Mdrk (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyak. Gimn., 9. évf.)

114 dolgozat érkezett. Helyes 77 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 14, hidnyos
(1-2 pont) 14, hibds 3, nem versenyszer( 6 dolgozat.

P. 5518. Vizszintes helyzetben rdgzitett, R = 20 cm sugari, csuszos feliletd
hengeres testre £ hossziusdgu hajlékony, konnyi fonalat fektettiink az dbran ldtha-
to modon.

2m
m

A fondl egyik végéhez m, a mdsikhoz 2m témegi, pontszerinek tekinthetd testet
erdsitettiink. Legfeljebb mekkora £ esetén lehet egyensilyban ez a rendszer?

(4 pont) Példatari feladat nyomén

Megoldas. Tekintsiik az abrdt.

Fy m
@ Fy

Mindkét test akkor lesz egyenstilyban, ha a rd haté erdk érintdiranyd kompo-
nenseinek eredéje nulla:

FQZK éS K:F17

184 Kézépiskolat Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/3



ahol K a fondlerd, F) és F5 pedig a nehézségi erck érintdiranyu komponensei:
Fi1 =mgsinag és Fy = 2mgsin as.
Ebbol:
sina; = 2sin as.
Maximaélis ¢-hez a lehetd legnagyobb «y és ais értékek tartoznak, de a nagyobb szog

legfeljebb 7 lehet. Mivel oy > ag, gy

. 1 T
és oy = arcsin — = —.

T
2 2 6

a1 =
Ez alapjan a fonal maximalis hossza:
2
¢{=R(lon+oa2)=R- gw%42 cm.

Seprédi Barnabds (Obudai Arpad Gimn, 12. évf.)

71 dolgozat érkezett. Helyes 36 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 17, hidnyos
(1-2 pont) 13, hibds 1, nem versenyszer(i 4 dolgozat.

P. 5528. Vizszintes, surloddsmentesnek tekinthetd talajon egy d =10 cm ol-
dalélii, homogén témegeloszldsu kocka csuszik vy sebességgel. Egyszer csak a kocka
a talajhoz csatlakozo, o = 30° hajldsszdgi lejtéhoz ér. A lejtd és a talaj ,torésvo-
nala” meréleges a kocka haladdsi irdnydra. A kocka talajjal érintkezd, elsé oldaléle
a torésvonalndl tokéletesen rugalmatlanul megakad, igy a kocka megbillen. Legaldbb
mekkora vy értéke, ha a kocka eliilsé oldallapja ,rdbillen” a lejtére?

d

Vo

(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy

Megoldas. Az dbrdn a kockdt a mozgdsdanak harom pillanatdban abrézol-
tuk: kozvetlenill az iitkozés el6tt, kozvetlenill az iitkozés utan és az atbillenés
holtpontjan.

TKP U wo e
$ S0~ | — $ = fc:[‘\KP PN

s
vl

0 0 0]
Az uitkozéskor a lejtd torésvonalandl rovid ideig nagy erd hat a kockéra, mely-

nek forgatényomatéka azonban az O pontra vonatkoztatva nulla. A nehézségi erd
sokkal kisebb az itt fellépd erénél, ezért annak hatdsat az iitkozés rovid ideje alatt
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elhanyagolhatjuk. fgy a kocka perdiilete az O pontra vonatkoztatva az litkozés alatt
nem valtozik:

d
(1) mv0§ = Opwy,

ahol ©¢ a kocka tehetetlenségi nyomatéka az O pontra vonatkoztatva, amelyet a
Steiner-tétel segitségével hatarozhatunk meg:

vad)© 1 1 2
@O = GTKP +m <2> = gmdQ + §md2 = g?’TLd2

Ezt behelyettesitve (1)-be a kocka szogsebessége kozvetleniil az iitkozés utén:

e 300
VR

Az {itkozés utdn mar konzervativ a rendszer, a teljes mechanikai energia al-
landé marad. A kocka akkor tud rébillenni a lejtére, ha atjut az dbra jobb szélén
lathatd holtponton, azaz az iitkozés utani mozgasi energidja fedezi a helyzeti ener-
gia ehhez sziikséges novekedését:

3, V2-1

Emvo = B)

amibdl a kocka atbillenéshez sziikséges kezdeti sebessége:

vo>y/§<\f271>gdz1,04 n
S

Hegediis Mark (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyak. Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

mgd,

51 dolgozat érkezett. Helyes 17 megoldds. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 5, hidnyos
(1-2 pont) 26, hibds 3 dolgozat.

Fizikabdl kittuzott feladatok

M. 430. Egy hurkapalca egyik végét fogjuk be vizszintesen, a masik végét pedig
kezdjiik el terhelni. Végezziik el a mérést kiillonb6z6 hosszisagu palcakkal. Hogyan
fligg a palca végének lehajlasa a terhelés tomegétol és a palca szabad részének
hosszatél? Hatdrozzuk meg a hurkapalca anyagdnak Young-modulusat!

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest
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G. 845. Egy személyauté és egy tehergépkocsi egyszerre indul el egy derékszogii
utkeresztezddésbdl. A személyautd 20 m/s, a teherauté 15 m/s nagysdgu sebesség-
gel egyenletesen halad. A teherauté 10 perc milva egy bekotéithoz érve irdnyt
valtoztat 90 fokkal, majd ott halad tovabb korabbi sebességével. Mekkora tavol-
sagra lehet egymastél az autd és a tehergépkocsi a kiindulastdl szamitott 20 perc
mulva?

(3 pont) Tarjan Imre Orszagos Emlékverseny, Szolnok

G. 846. Ha ismerjiik a foldfelszin méretét, a nehézségi gyorsuldst, valamint a
légnyomast, akkor ezek segitségével, jo kozelitéssel meghatarozhatjuk a Fold 1égks-
rének teljes tomegét. Végezziik el a szamitast! Hogyan lehetséges, hogy a légnyomas
id6énként szamottevéen megvaltozik, mikozben a légkor tomege valtozatlan?

(3 pont)

G. 847. Egy R; = 1 MQ ellenéllassal parhuzamosan kapcsolunk egy Ry ellen-
allast, majd fokozatosan tovabbi R3, Ry, ..., R, ellenallasokat kapcsolunk parhu-
zamosan hozzi. Az egyes lépésekben az ered¢ ellenéllas rendre

a) $ MQ, £ MQ, + MQ, ..,
b)%MQ,lMQ MQ,

n 7

i) 271’
¢) &5 MQ, iz MQ, 5 MQ, .., B
Mekkorak az egyes esetekben az Ry, R, ..., R, ellenalldsok?
(4 pont)

G. 848. Hosszu, atlatszé anyagbol késziilt, egyenes henger alaplapjanak ko-
zéppontjdban vékony fénysugar 1ép be a hengerbe a koérnyezo levegébdl. Milyen
torésmutatd esetében teljesiil, hogy a fénysugar nem léphet ki a henger paldstjan
at a levegébe?

(4 pont)

P. 5553. Egy vékony korong az O koézéppontjan atmend, ra merdleges tengely
koril allandé B szoggyorsuldssal forog. A korongon a kozéppontdl r tavolsagra
jeloljink ki egy P pontot. Hogyan fiigg a P pont gyorsuldsanak nagysdga és a
gyorsulasvektoranak az OP egyenessel bezart szoge az r tavolsagtol?

(8 pont) Nagy Béla (1881-1954) feladata nyoméan

P. 5554. Egy 20 cm? alapteriileti pohdrban 120 g, 25 °C-os viz van. Belete-
sziink egy 0 °C-os jégkockat. Amikor a jégkocka teljesen elolvad, a viz pontosan
0 °C-osra hiil. A pohar vizértéke 40 g, azaz a pohar hékapacitdsa annyi, mint 40 g
vizé. Egyéb hiveszteségtol és az iiveg hotagulasatol tekintsiink el, de a viz siirlisé-
gének hémérsékletfiiggését vegyiik figyelembe.

a) Mennyi a jégkocka tomege?

b) Mennyit véltozik a pohdrban a vizszint a jégkocka olvadasa kozben?

(4 pont) Kozli: Stmon Péter, Pécs
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P. 5555. Vizszintes, nem teljesen sima asztallapon

nyugszik egy r sugaru korong. A sikon egy nagyobb,

—_ R = 2r sugart korong forgasmentesen csuszik ugy, hogy

a kozéppontja a kis korong érintéje mentén mozog.

@ Mindkét korong ugyanabbdl az anyagbol késziilt és a
magassaguk is ugyanakkora.

A rugalmasnak tekinthet6 {itk6zés utan a nagy korong a stirlédas miatt lelassul
és d = 5 cm 1t megtétele utan megall. Milyen irdnyban és milyen messzire jut el a
kis korong az asztalon? A korongok kozotti surlédéds elhanyagolhaté.

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5556. Egy tavoli kettdscsillag egyik bolygdjdn értelmes lények élnek. A csil-
lagaszaik megéllapitottak, hogy a két csillag tavolsaga idében allandd, ezt a ta-
volsdgot vélasztottak ,csillagdszati egységnek” (CsE). Az lirkutatéik egy érzékeny
drtavesovet juttattak el a kettos rendszer Lo Lagrange-pontjaba, amely a kisebb t6-
megl csillagtol % CsE tavolsagra, a masik csillaggal ellentétes oldalon helyezkedik
el. Mekkora a két csillag tomegének aranya?

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vicduka

P. 5557. Egy R sugart, vékony fald, rogzitett cs6é belsejében, annak legmé-
lyebb pontjanak kozelében csiiszasmentesen ide-oda gurul egy m tomegti, r sugari,
homogén tomegeloszlasu henger. Mekkora a mozgéas periddusideje?

(5 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

P. 5558. Az dbrdn lathaté hiaromnegyed kor sugara
I R, a hidnyos négyzet oldalainak hosszisiga a. A zart

vezet6 korben I er6sségli aram folyik. Hatarozzuk meg a
a magneses indukciévektor értékét a kor O kozéppontjaban!

I Utmutatds: Egy ¢ oldalhosszusagu, I arammal atjart,
0 négyzet alaku vezetékeret kozéppontjdban a magneses in-
dukcié értéke:
2v/ 201
B = M.
wl

(4 pont) Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs
R R P. 5559. Kis nyilasszogi, R sugart homort
7\ ’ % és dombort gombtiikroket az dbrdn ldthaté mé-

don helyeziink el egymastdl 1,25R tavolsagra.

A koz06s optikai tengely mely T pontjéba he-
1,25R lyezziink egy pontszeri fényforrast, hogy a beldle
indulé fénysugarak a két tiikorrol vald visszave-
rédés utan a T ponton menjenek at?

P

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
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P. 5560. Egy ismeretlen bolygén miikodo 500 kHz-es kozéphullamu radidéllo-
mas 314 Hz frekvencidji bugast sugaroz AM moduléciéval., (Ez a frekvencia nyug-
taté hatdssal van a bolygén laké intelligens életformadra.) Erzékeny radiéval egy, a
bolygétdl a fénysebesség 80%-4val tavolodé tirhajéban éppen ezt az adédst fogjak.

a) Milyen frekvencidra allitsak a radié vevdjét?

b) Milyen frekvencidjunak halljak a bugést az {irhajésok?

(5 pont) Kozli: Rakovszky Andords, Budapest

P. 5561. Egy két végén rogzitett, hosszegységenként p tomegii, 2L hosszisagu
megfeszitett huron a transzverzélis hulldmok terjedési sebessége c.

a) Adjuk meg a hir sajdtrezgéseinek lehetséges frekvencidit ¢/ L egységekben!

b) A hur kozepére egy M = 2uL tomegli, pontszerii testet rogzitiink, ahogy
az az dbrdn lathato. frjunk fel egy egyenletet a hiur sajdtrezgéseinek lehetséges
frekvencidira, és szamitsuk is ki a legalacsonyabb 3 frekvencia szdmszerii értékét
¢/ L egységekben! A gravitacié hatdsa elhanyagolhatd.

\ \

Utmutatds: Belathaté, hogy a hullamalakok a kézéppontra nézve paros vagy
pératlan fiiggvényekkel irhatéak le.

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy
e

Bekiildési hatarid6: 2024. aprilis 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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New exercises for practice — competition K (see page 159): K. 804. A football match
ended with a score of 4 : 3 in favor of the home team. Find the number of ways this result
could have occured, if it’s also given that the away team was leading for a certain period
during the match. K. 805. Let us draw a small equilateral triangle, and let’s surround it
with identical small triangles in a single layer to form a larger equilateral triangle. Let
us also surround this second equilateral triangle with small triangles to form an even
larger triangle, and so on. (See figure on page 159.) a) How many small triangles will the
twentieth such triangle contain? b) How many small triangles will the n'® such triangle
contain? K. 806. Gizi should have solved inequality ﬁ > 5, however, she has accidentally
replaced 5 with another positive integer. She has solved the modified inequality correctly,
and obtained 2 < x < 4. Find the positive integer that has been written instead of 5
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in the inequality. K. 807. How many ways are there to color three squares green in a
pink 3 x 3 table, if those colorings that can be reflected or rotated into each other are
considered the same? (Proposed by Katalin Fried, Budapest, Kordndi Jdzsef, Budapest)
K. 808. The square of the sum of a real number and its reciprocal is 5. a) Find the sum of
the square and the reciprocal of the square of the number without computing the number
itself. b) Find the sum of the cube and the reciprocal of the cube of the number without
computing the number itself.

New exercises for practice — competition C (see page 160): Exercises up to grade 10:
K/C. 807. See the text at Exercises K. K/C. 808. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1803. Determine the number of triples of positive integers with greatest
common divisor 4 and least common multiple 2024. (Proposed by Katalin Abigél Kozma,
Gy6r) C. 1804. In triangle ABC let D, E and F denote the midpoints of the sides
BC, CA and AB, respectively. Let K,, K and K. denote the centers of the incircles
of triangles AFE, BDF and CED, respectively. Prove that the sum of the areas of
quadrilaterals K,FDE, Ky DEF and K.EF D equals the area of triangle ABC'. (Proposed

by Bdlint Bird, Eger) C. 1805. Solve equation 6“;;3 - (3y2 — ldzy + 8m)2 = 1z for positive
real numbers x and y. (Proposed by Bdlint Bird, Eger) Exercises upwards of grade 11:
C. 1806. The login to a banking application on a smartphone requires a four-digit PIN
code. For security reasons, the digits appear randomly at the keypad locations shown
in the diagram such that the probability of each possible distribution is the same. (One
possible distribution is shown in the diagram on page 161.) If our PIN code consists of four
different digits, what is the probability that we leave fingerprints at the same locations
during two logins? (Proposed by Merse Eléd Gdspdr, Budapest) C. 1807. In triangle ABC
angles satisfy 25 = 3. Let points D and E be chosen on side AC such that BD and BE
trisect angle 8, and point D is located between points A and E. Further, let F' denote the
intersection of side AB and the angle bisector of 7. Prove that BE and DF' are parallel.
(Swiss competition problem)

New exercises — competition B (see page 161): B. 56374. Square ABC' D and rhombus
BAFEF are drawn on the opposite sides of line segment AB. Let K and M denote the
center of the square and the rhombus, respectively. Prove that KM bisects angle AM B.
(3 points) (Proposed by Viktor Vigh, Sindorfalva) B. 5375. Solve equation (m — k)? =
= m + k for non-negative integers m and k. (4 points) (Proposed by Ldszld Németh,
Fonydéd) B. 5376. Let us divide positive integer n with all the positive integers smaller
than n, and let f(n) denote the sum of the remainders we’ve obtained. (For example, when
we divide n =5 by 1, 2, 3 and 4, we get remainders 0, 1, 2 and 1, respectively, therefore
f(5) = 4.) Solve equation f(n) =n. (4 points) (Proposed by Attila Sztranydk, Budapest)
B. 5377. Determine the set of real numbers p satisfying the following property: inequality
Va2 +b2 —ab+ Vb2 +c2 —be> \/a2 4+ ¢2 — p-ac holds for all triples of positive real
numbers a, b and ¢, for which the square roots are defined. (4 points) (Proposed by Zoltdn
Lordnt Nagy, Budapest) B. 5378. Let n and k be positive integers. Prove that if n < k',
then n can be obtained as the product of ten positive integers, among which no composite
number greater than k* appears. (5 points) (Proposed by Péter Pdl Pach, Budapest)
B. 5379. Let ABC be a triangle with a right angle at C'. On the hypotenuse AB, let H
and D be the feet of the altitude and the angle bisector starting from C, respectively. The
bisector of angle AHC meets AC at point E, and the bisector of angle C HB meets BC
at F'. Mark a point M on line segment HE and a point N on line segment H F’ that satisfy
HM : HE = HN : HF. Show that lines CD, AM and BN are concurrent. B. 5380. Find
the smallest possible degree of polynomial f of one variable, if it satisfies the following
property: the range of f and f o f are different, while the range of f o f and fo fo f are
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the same. (The symbol o denotes function composition.) (6 points) (Proposed by Bdlint
Hugter, Budapest) B. 5381. Let ABCDEFGH be a cyclic octagon inscribed in circle €4
and let Q2 be another circle inside Q1. Assume that circles w1, w2, ws, wa are tangent to
Qo externally; moreover, w; is tangent to arc AB of 2; internally, and tangent to line
segments AF and BFE; w2 is tangent to arc C'D internally, and tangent to CH and DG;
ws is tangent to arc E'F internally, and tangent to AF and BFE; finally, w4 is tangent to
arc GH internally, and tangent to CH and DG, as shown in the figure. (See the figure on
page 163.) Prove that the quadrilateral enclosed by segments AF, BE, CH and DG has
an inscribed circle. (6 points) (Proposed by Géza Kds, Budapest)

New problems — competition A (see page 163): A. 875. a) Two players play a co-
operative game. They can discuss a strategy prior to the game, however, they cannot
communicate and have no information about the other player during the game. The game
master chooses one of the players in each round. The player on turn has to guess the num-
ber of the current round. Players keep note of the number of rounds they were chosen,
however, they have no information about the other player’s rounds. If the player’s guess is
correct, the players are awarded a point. Player’s are not notified whether they’ve scored
or not. The players win the game upon collecting 100 points. Does there exist a strategy
with which they can surely win the game in a finite number of rounds? b) How does this
game change, if in each round the player on turn has two guesses instead of one, and they
are awarded a point if one of the guesses is correct (while keeping all the other rules of the
game the same)? (Proposed by Gdbor Sziics, Budapest) A. 876. Find all non-negative inte-
gers a and b satisfying 5* + 6 = 31°. (Proposed by Erik Fiiredi, Budapest) A. 877. Convex
quadrilateral ABCD is circumscribed about circle w. A tangent to w parallel to diagonal
AC meets diagonal BD at point P outside of w. The second tangent from P to w touches
w at point T. Prove that w and the circumcircle of triangle AT'C are tangent. (Proposed
by Nikolai Beluhov, Bulgaria)

Problems in Physics
(see page 186)

M. 430. Fix one end of a wooden skewer such that the skewer is horizontal and start
loading the other end. Carry out the measurement with skewers of different lengths. How
does the bending of the other end of the skewer depend on the mass of the load and the
length of the free part of the skewer? Determine the Young’s modulus of the material of
the skewer.

G. 845. A car and a lorry leave a crossroad junction at the same time. (The roads are
perpendicular to each other.) The car is travelling at a uniform speed of 20 m/s and the
truck at 15 m/s. After 10 minutes, the truck reaches a crossroad, it turns 90° and continues
travelling at its previous speed on the road. What might the distance between the car and
the truck be 20 minutes after they left the junction? G. 846. If we know the size of the
Earth’s surface, the acceleration due to gravity, and the atmospheric pressure, the total
mass of the Earth’s atmosphere can be determined with a good approximation. Carry out
the calculation. How is it possible that occasionally the air pressure changes significantly,
while the mass of the atmosphere remains the same? G. 847. A resistor of resistance
R1 =1 MQ is connected in parallel with another resistor Rz, and then gradually more
resistors Rs, R4, ... Ry are connected in parallel. In each step, the values of the equivalent
resistance of the resistors are given as follows: a) % MQ, % M€, % MQ, ..., %; b) % MQ,
i MQ, % MQ, ..., %; c) 1—12 MQ, ﬁ MQ, ﬁ MQ, ..., %. In each case, what are
the resistances of the resistors Rz, R3, ..., R,? G. 848. From the surrounding air a thin
beam of light enters to a long, right cylinder, made of some transparent material, at the
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centre of the base of the cylinder. What can the refractive index of the cylinder’s material
be in order that the beam of light cannot emerge to the air from the cylinder through the
lateral surface of the cylinder?

P. 5553. A thin disc rotates about an axis, which is perpendicular to the plane of the
disc and goes through its centre O, at constant angular acceleration 8. On the disc, mark
a point P at a distance r from the centre. How does the magnitude of the acceleration
of point P, and the angle between its acceleration vector and the line OP depend on the
distance r? P. 5554. A glass of base area 20 cm? contains 120 g water at a temperature
of 25 °C. Put in an ice cube which has a temperature of 0 °C. When the ice cube melts
completely, the water cools down to exactly 0 °C. The water equivalent of the glass is
40 g, i.e. the heat capacity of the glass is equal to that of a sample of 40 g water. Ignore
other heat losses and the thermal expansion of the glass, but consider the temperature
dependence of the density of water. a) What was the mass of the ice cube? b) How much
does the level of the water in the glass change during the melting process of the ice?
P. 5555. A disc of radius r rests on a horizontal, not perfectly smooth tabletop. A larger
disc of radius R = 2r slides without rotation along the plane of the tabletop so that its
centre moves along a tangent of the small disc. Both discs are made of the same material
and have the same height (see figure). After the collision, which is considered to be elastic,
the large disc slows down due to friction and stops after travelling d =5 cm. In what
direction and how far does the small disc travel on the table? Friction between the discs
is negligible. P. 5556. On a planet of a distant binary star intelligent creatures are living.
Their astronomers have found that the distance between the two stars is constant in time,
so they have chosen this distance as the “astronomical unit” (AU). Their space scientists
have launched a sensitive space telescope to the Lagrangian point of the binary system
L2, which is located at a distance of % AU from the lower-mass star, on the opposite side
from the other star. What is the ratio of the masses of the two stars? P. 5557. A cylinder
of mass m, radius r, and with a uniform mass distribution, rolls back and forth without
sliding inside a fixed, thin-walled tube of radius R, near the lowest point of the tube.
What is the period of the motion? P. 5558. The radius of the three-quarter circle in the
figure is R, the length of the sides of the incomplete square is a. A current of magnitude
I flows in the closed conducting circuit. Find the value of the magnetic induction vector
at the centre O of the circle. Hint: The value of the magnetic induction at the centre of a
square shaped conducting frame of side ¢, through which current I flows is: B = %
P. 5559. A concave and a convex spherical mirror with small aperture (with respect to the
radius) and of radius R are placed at a distance of 1.25R from each other as shown in the
figure. At which point T" on the common principal axis should a point source of light be
placed so that the light rays emitted from it pass through the point T" after reflection in the
two mirrors? P. 5560. On an unknown planet a medium-wave radio station, operating at
500 kHz, transmits a hum at a frequency of 314 Hz in AM modulation. (This frequency has
a calming effect on the intelligent creatures of the planet.) A sensitive radio in a spacecraft
moving away from the planet at 80% of the speed of light just detects this transmission.
a) What frequency should the radio receiver be set to? b) At what frequency will the
astronauts hear the hum? P. 5561. On a stretched string of length 2L, fixed at both ends,
with mass p per unit length, the speed of transverse waves is ¢. a) Give the possible
frequencies of the eigenvibrations of the string in units ¢/L. b) A point-like body of mass
M = 2ulL is fixed at the centre of the string, as shown in the figure. Write an equation for
the possible frequencies of the eigenvibrations of the string and calculate the numerical
value of the lowest 3 frequencies in units ¢/L. The effect of gravity is negligible. Hint: It
can be shown that the forms of the waves can be described by even or odd functions with
respect to the centre.
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