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A P. 5534. fizika feladat matematikai margdjara

Bevezeto

Kiss Adorjan hivta fel matek szakkori csapatunk figyelmét a KoMaL P. 5534.
fizika feladatédra. A feladatban egy szakasz csuszik le a koordinata-rendszer tengelyei
mentén, és a feladat megolddsa soran meg kell hatdarozni a szakasz altal surolt
tertilet felsé burkoldjat is. Hozzatette: erGs a sejtése, hogy a keresett gorbe egy
parabola gorbéjére illeszkedik.

A feladat megoldasa a KoMal. honlapjan és jelen lapszam fizika rovataban
teljes egészében megtaldlhaté!. Ebben a cikkben azt az utat szeretnénk bemutatni,
amit mi jartunk be tobb szakkori foglalkozason keresztiil a koordinatatengelyek
mentén lecsiiszo szakaszok altal strolt teriiletek felsé hatarold gorbéinek dltaldnos
vizsgalata soran.

A feladat a sejtés ismeretében (F1.)
F1. Tekintsiik az Osszes olyan AB

1W szakaszt, ahol A az y, B az x tengely
[0; 1] szakaszdra illeszkedik, és amelyekre
0.8 teljesiil, hogy A tavolsiga a (0;1) pont-

t6l megegyezik B-nek a (0;0)-t6l mért
tavolsdgdval. (Ezt a tdvolsdgot a-val je-

07?47. l6ljiik.) Mutassuk meg, hogy a szakaszok
altal lefedett sikidom els6 negyedbe es6

0,4 ; hatarpontjai egy parabolagtrbe pontjai.
Megoldas. Erdekes médon a feladat

0,2 kozépszinti eszkozokkel és jo otletekkel

tokéletesen megoldhaté. A gorbe jellegét

nem befolydsolja, ha egybevagdsagi, il-
0 0 02 o Z B o6 08 1 letve hasonldsdgi transzforméciot alkal-
’ ' ' ’ mazunk ra. A koénnyebb targyalhatdsag
kedvéért el6szor forgassuk el a sitkidomot
az origo koriil 45°-kal, majd a kapott alakzatra alkalmazzunk egy origé kézéppontu
V2 ardnyd hasonléségot. [gy a tengelyszakaszok végpontjai a P(-1;1) és Q(1;1)
pontokba keriilnek. Bevezetve az a € [0; 1] paramétert, konnyen lefrhatjuk a felté-
teleknek megfelel B(a;a) és A(—1+ a;1 — a) pontokat.

GeoGebréval készitve egy j6 abrat, azt is megsejthetjiik, hogy a keresett gérbét
a szakaszok mindegyike érinti valamely — az adott szakasztdl fiigg6 — E pontban.
Picit tovabb toprengve rajoviink, hogy pontosan az érintés igazolja a gorbe , haté-

1. dbra

Thttps://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=P5534&1l=hu, illetve a
246. oldalon.
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rold” jellegét: egyrészt a szakaszoknak nincs pontja a gorbe felett, masrészt a gorbe
minden pontja pontja a sirolt teriiletnek. A kérdés tehét ez: van-e olyan parabola,
amit minden AB egyenes érint, mikézben a befutja a [0; 1] intervallumot?

Kezdjiik a paraboldval! Szélsé helyzetben (AB = 0Q, B=Q = E) 4t kell
haladnia a Q(1;1) ponton. Ugyanakkor ,féliton” (a = 0,5, AB vizszintes) a gorbe
athalad az F(0;0,5) ponton. A paraboldt y = pz? + g alakban keresve a két helyzet
a kovetkez6 egyenletekhez vezet:

1=p+ygq
0,5=gq.

Innen adédik, hogy ha van ilyen parabola, akkor annak egyenlete

(1) y = 0,522 +0,5.

Térjiink 4t az AB egyenesekre: mivel egyik sem fiiggSleges, egyenletiik keres-
heté y = max + b alakban. Behelyettesitve a B(a;a) és A(—1+ a;1 — a) pontokat:

a=ma-+b,
1—a=m(-1+a)+b.

Az egyenletrendszert megoldva az egyenesek egyenlete
(2) y=(2a — 1)z + 2a(1 — a),

ahol a € [0;1]. Utolsé 1épésként ellenérizziik, hogy az egyeneseknek és a gorbének
tényleg mindig egy kozos pontja van! Ehhez megoldjuk az (1) és (2) egyenletekbél
allé egyenletrendszert.

(1) y = 0,52° + 0,5,

(2) y=(2a—1)z+2a(1 —a).
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Egy oldalra rendezve, 2-vel felszorozva masodfoku egyenletet kapunk:
22 +2(1 —2a)z + 1 —4a(l —a) = 0.
A diszkrimindnsban felbontva a konstans tag zardjelét:
D = 4(1 — 2a)* — 4(1 — 4a + 4a?).

Lathat6, hogy D = 0 béarmely a € [0;1] paraméterre, ami igazolja feltevésiinket,
vagyis minden egyenesnek egyetlen kézos pontja van a paraboldval. Mivel az egye-
nesek egyike sem parhuzamos a parabola szimmetriatengelyével, ezért ez csak ugy
lehetséges, ha érintok.

Az eddigiek alapjdan méar kimondhatjuk, hogy a parabolaiv valéban hatérold
gorbe. Egyrészt az érintés miatt minden pontja pontja valamelyik szakasznak, tehéat
a sikidomhoz tartozik. Mésrészt egy parabola 6sszes érintéjének minden pontja (az
érintési pont kivételével) a gorbének ugyanazon oldalan taldlhatd, {gy az érintékre
illeszked6 szakaszokbdl alkotott sikidom Gsszes — nem érintési — pontja is.

A feladat a sejtés megfogalmazisa nélkiil (F2.)

F2. Tekintsiik az dsszes olyan AB szakaszt, ahol A az y, B az x tengely [0; 1]
szakaszara illeszkedik, és amelyekre teljesiil, hogy az A tdvolsdga a (0;1) ponttdl
megegyezik a B (0;0)-t6] mért tdvolsdgdval. Milyen fiiggvény gorbéjére illeszkedik
a szakaszok altal lefedett teriilet 1. siknegyedbe es6 hatara?

Megoldas. A szakkoron toprengtiink azon, hogyan irhatnank le azt a fiiggvényt,
amely az el6z6ek alapjdn az E érintési pontokbdl all. Ha ismerjiik a szakasz esetében
a hozzé tartozé E pont koordindtait, akkor kész is vagyunk! Igen 4m, de hol van
az E pont egy konkrét AB szakaszon?

Erre Puppi Barndnak volt egy

1 remek Gtlete: nézziikk meg azokat az
1 FE pontokat a szakaszokon, amelyekre
0.8- d(AE) :d(EB)=a: (1 —a). (A rop-
pant hasznos a € [0; 1] paraméter itt
a d(OB) tévolsagot jeloli.)

10_’(31_" A Mivel B(a;0) és A(0;1 — a), eb-
bol eléggé egyszeriien kijon, hogy az
0,44 ~ E pont koordindtai (a?; (1 —a)?). Ne-
e ok kiink azonban egy E(z; f(x)) kapcso-
0.2 2 latra van sziikségiink a gérbéhez, ahol
2/ x € [0;1]. Nosza, legyen z = a?! Ek-
0 B kor a = /z (mivel a € [0;1], igy az is

0 0 0.2 O,ZG O‘,6 0,‘8 1 teljesiil, hogy x € [0;1]), és igy

3. dbra F101] =R, flo) = (1-va)°.

Hogyan igazoljuk, hogy tényleg ez a jo gorbe?
Szerencsére nemrég tanultunk meg derivalni, aminek segitségével felirhatjuk az
érinték egyenletét! Forditsuk meg a dolgot: bizonyitsuk gy a fiiggvény ,, jésdgat”,
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hogy érint6i a tengelyeket a megfeleld A és B pontokban metszik. (A vizszintes,
fiiggbleges szélsé helyzetektdl eltekintiink.)

Lépkedjiink a fent kijel6lt uton, irjuk fel az E(xo;yo) pontban a fiiggvénygorbe
érintéjét y = ma + b alakban, ahol zg € |0; 1[.

1 2
i) A helyettesftési érték: yo = f(zo) = (1 - xg) .
1 1

ii) A meredekség: m = f'(xg) = 2 (1 — mé) (—%x5%> =— (1 —xé) xy 2.

iii) Az érintd egyenletébe behelyettesitve zg, yo és m értékét, majd &trendezve
megkapjuk b értékét:
2 1
) :—(l—x )x02m0+b,

2 1 1
) :—(1—m§)x§+b7

bzlfxé.

O

Innen az xzg-beli érinté egyenlete

1

1\ 1 1
y:—(l—xg)wo"’a:—&—l—a?g.

Meg kell vallanunk 6szintén, ebbdl mi sem l4ttunk sokat elsére. Jé ez? Azonban
visszagondolva, hogyan irtuk fel osztépontként az E-t, kétkedd arcunk mosolygora
deriil. Ugyanis zg = a? helyettesitéssel az egyenlet

1—
ax—l—l—a

y=-

alakot 6lt, amelynek tengelymetszeteire az x = 0, illetve y = 0 behelyettesitésekkel
y=1-a és z=a adddik, vagyis A(0;1 —a) és B(a;0). Kideriilt tehit, hogy az
AB szakaszok megsejtett ardanyd osztopontjukban valéban érintik a fliggvényiink
gorbéjét.

Egy régi klasszikus 4j koéntosben (F3.)

A krénikasnak ezen a ponton &szintén be kell vallania, hogy elhallgatott egy
fontos tényt. Ugyanis rogtén az elején esziinkbe jutott az a klasszikus feladat,
amikor egy létra csuszik le a tengelyek mentén.? Feltettiik a kérdést:

F3. Legyen A az y tengely, B az = tengely egy-egy olyan pontja, amelyeknek
y, illetve x koordintdja nem negativ, és amelyekre d(AB) = 1. Milyen fiiggvény
irja le az AB szakaszok altal lefedett sikidom 1. siknegyedbe esé hatardt?

2A feladatnak szamos forméja ismeretes. Létezik matematikai, de 1étezik fizikai példa forma-
jaban is. Az el6bbinek egy lehetséges viltozata igy hangzik: Egy fiigglleges falnak tadmasztott
egydgu (,tdmaszt4”) létra cstszik le igy, hogy kézben az egyik vége folyamatosan hozzdér a fal-
hoz, a masik vége pedig a vizszintes padléhoz. Milyen palyat ir le a létra kozéppontja, mig a létra
a fliggbleges helyzetb8l a padlén fekvé helyzetbe keriil? (Csuszds kozben a létra minden pontja
olyan sfkban mozog, amely a falra és a padléra is merdleges.)
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Elészor nem lattuk, hogyan lehetne megfogni a feladatot. A szamitégépes
vizsgalatok alapjan az biztosnak latszott, hogy nem paraboldval van dolgunk. De
akkor mivel? A fényt az alagut végén az érintési pont osztopontként vald felirdsa
jelentette. Ha ki tudnank taldlni az osztasi aranyt, ahogy az érintési pontok osztjak
a szakaszokat, akkor. . .

Megoldas. A kordbban is haszndlt a € [0;1] paraméteriinkkel felirva az AB
szakasz végpontjait A(0;v1 —a?) és B(a;0). Sokat szamolgattunk, majd ismét
Barnatol jott az otlet, hogy prébélkozzunk szogfiiggvényekkel felirni az adatokat.
Ha mar dgyis egység hossztisagi a szakasz, akkor a szakasz és az x tengely altal
bezért szoget a-val jelolve végpontjai A(0;sina) és B(cos;0), ahol o € [O; g}
Mennyivel szebb!

Ez iddig rendben van, azonban mi lehet az ardny? Az F2. megolddsiaban
az osztépont altal létrehozott szakaszok hosszénak ardnyéara az teljesiilt, hogy
a+ (1 —a) = 1. Tudjuk, hogy sin® @ + cos? a = 1. Innen tdmadt az az otletiink,
hogy hatha a szakaszok sin? « : cos? a ardnyi osztépontja épp az érintési pont!

1

0,’8 °
s

0,6 -
04 -

0,2 -

o\ B

COS(x
0 02 04 06 08 1

4. dbra

Az osztépont koordinatdira F(cos® a;sin® o) adédik, amit E(z; f(x)) alakra
szeretnénk hozni. Szerencsére « € [0; /2], ezért sin v és cos a is nemnegativ, igy a
kovetkezd dtalakitasok egyértelmiien elvégezhetéek. Mivel x = cos® o, innen z3 =

=cos?, majd 1— 23 = sin® a. Most yvarazsoljunk” a szinusz kitevGjébe 3-at:
3
(1 — 1%) * =sin® a. A keresett figgvény
2\ 2
0 = R, flo) = (1-2F)
Egy pillanatra gondoljunk vissza az F2. megolddsa sordan megtalalt fiiggvényiinkre,
2

ami az f(x) = (1 - x%>T volt. Ez sem lehet véletlen, de ezt majd az altalanos

esetet vizsgalva nézziik meg részletesebben.
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Az F2. megolddsahoz hasonléan ellendrizziik, hogy a kapott fliggvény érint6i
I. siknegyedbe es6 szakaszainak végpontjai o € ]0; 1] esetén éppen a keresett A és
B pontok (a fiiggbleges és vizszintes érinték esetében az ardnyban 0 is szerepelne,
igy ezeket a szélsé helyzeteket nem vizsgaljuk). Legyen z( € |0; 1] tetsz6leges, ekkor

3
Yo = f(xo) = (1 - x§) *. A meredekség:

3 2 1 1 2 1 1
m:f’(xo)zi(l—m§)2 . (—31}0%) z—(l—xé)zxoé.

Fentieket az érinté y = ma + b egyenletébe helyettesitve

3 1
2

2 2\2 _1
(1—x§) :_(1—308) Zo *To + b,
2 2
(1—3:3) :—<1—x3)
2 1
b=(1-23)".
A fiiggvény érintéjének egyenlete valamely xq € |0; 1[ pontban
2\% _1 2\ %
y:—(l—xg) m03x+(1—x03) .

Ez a forma ismét nem mond sokat, de ha visszairjuk xg = cos
sokkal szimpatikusabb

wlw
Nl

2
x5 + 0,

3« értékét, akkor a

y=—tga z+sina

alakkd vélik. Ennek tengelymetszeteit kénnyen meghatdrozzuk: y = sina (ha x = 0)
és x = cosa (ha y = 0), ami igazolja, hogy valéban ez a fiiggvény hatdrolja feliilrél
a surolt teriiletet.

Az, hogy a gorbe minden pontja hozzédtartozik a sikidom els§ negyedbe esé
hatardhoz — vagyis hogy a gérbe minden pontja egy alkalmasan valasztott szakasz
(érintési) pontja — most is nyilvanvald, tehat a fiiggvény megfeleld darabja valoban
a hatéarolé gorbe.

Az iltaldnos feladat (F4.)
2
T

Tekintsiink vissza eredményeinkre: F2.-ben az f(z) = (1 - x%) fiiggvényt,

3
F3.-ban az f(z) = (1 - xg) ® fiiggvényt kaptuk, mindketts a [0; 1] intervallumon
értelmezett. Adja magat a gondolat, hogy forditsuk meg a problémat, és induljunk
ki az altalanositott fliggvénybol, majd nézziik meg, hogy meg tudunk-e fogalmazni
valami szabdlyt a szakasz végpontjaira (az érint6k tengelymetszeteire) és az érintési
pont ezen szakaszon valé elhelyezkedésére.

n+1

F4. Legyen f: [0;1] - R, f(z) = (1 — xﬁrl)T Adjuk meg a fiiggvény egy
tetszbleges xq € ]0; 1] ponthoz tartozé érintéjének és a koordindtatengelyeknek A és
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B metszéspontjait, valamint azt, hogy az érintési pontok milyen ardnyban osztjak
az AB szakaszt.

Megoldas. Az érint6k egyenletét a szokasos médon hatirozzuk meg. Legyen
n+1

xg € |0; 1] tetsz6leges pont. Ekkor yo = f(z0) = (1 B Iﬁ) 6

n+1 o\ n -l o\ w -

Behelyettesitve az egyenes egyenletébe megkapjuk b értékét:

n+1 1 1

(lf:cgj> " :f<1—x5?)ﬁz0_mxo+b,

n o\ L
b: (1—$6L+1)n.

fgy az xg-ban huzott érint6 egyenlete

N n o\ L
y=— (1 —x&“) Tz "M+ (1 fxé‘*l) .
Ez ismét til bonyolult, keressiink egy alkalmas helyettesitést: ha
(3) xo = a"t,
akkor a fenti egyenlet

(4) y— L= gy

a

alakivd valik. Ennek tengelymetszetei y = (1 — a")% (ha £ =0) és x =a (ha
y = 0), amibdl adédnak a ,lecsisz6” AB szakasz végpontjainak koordindtai:

(5) A(0:a—am™), B (a0),
és az E(x; f(x)) érintési pont, ami egyben AB osztépontja is:
(6) E (a"“; (1- a")nTH) .
Az A, B és E pontok x koordinatai alapjan
d(AE) o™t -0  a”

d(EB) a—a™tl 1—an’

tehét az AB szakaszt E az
(7) a”:(1—a")

ardnyban osztja. A (3)—(7) pontokba valé n =1 és n = 2 helyettesitéssel vissza-
kapjuk az F2. és az F3. feladatok megolddsait, ami jelzi, hogy ezen feladatok egy
problémacsalddba tartoznak.

200 Kézépiskolat Matematikai és Fizikai Lapok, 2024 /4



Osszefoglalas, eléretekintés és koszonetnyilvanitas
Eredményeinket egy tételben is megfogalmazhatjuk.

Tétel. Ha a koordindta-rendszer nemnegativ részein tekintjik azokat az AB

1
szakaszokat, ahol B(a;0) és A (0; (1- a”)ﬁ) (valamely a € [0;1] esetén), akkor a
szakaszok altal lefedett sikidom hatarolé gorbéjének elsé siknegyed belsejébe es6

darabja az
n+41

f: ]O;l[%R,f(m):(l—x#) n

fiiggvény gorbéje, tovabba az AB szakaszokat az f gorbéjével vett E érintési pont-
jaik @™ : (1 — a™) ardnyban osztjak.

A klasszikus létras feladat alapjan érdemes lehet megvizsgélni a fenti szakasz-
csaldd specidlis pontjai dltal leirt gorbéket (ott a felez6pontok negyedkort frnak le).
Mi a helyzet az F1. feladatban? Tudunk-e adni dltaldnos leirast, ami minden esetet
magaban foglal felez6pontokra, vagy akér tetszéleges osztépontokra?

Végiil szeretnénk koszonetet mondani a 11. A osztdly tobbi szakkordsének
is, akik segitették a probléméan valé kozos gondolkodasunkat: Ligeti Blankdnak,
Gelencsér Jankdnak, Tilesch Julidnak, Biré Simon Buddnak, Pap Attila Bdlintnak
és Varga Ddnielnek.

Kiss Adorjan Timon, Puppi Barna, Trembeczki Csaba
Kaposvari Tancsics Mihaly Gimnazium

[ L—|

Matek az utcan
a matematika vilagnapja (7-nap) alkalmabdl

L~ = |

Mércius 14., a nemzetkozi m-nap (ejtsd: pi-nap; m =~ 3,14), a Matematika Vi-
lagnapja. Ennek alkalmébol a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat idén is megszer-
vezte a Matek az utcdn eseménysorozatot. A cél a matematikat kozelebb vinni
az utca emberéhez. A Térsulat kezdeményezésére t6bb mint negyven onkéntessel,
tobb szaz ember bevonasaval valdsultak meg matematikdt népszertisité utcai prog-
ramok. A nemzetkozi kezdeményezést kovetve Magyarorszagon immar a mésodik
évben szervezett esemény védnoke az UNESCO Magyar Nemzeti Bizottsdg volt.
A Tarsulat kezdeményezéséhez sajat programokkal kapcsolédtak tovabbi szerve-
z0Kk. fgy idén két budapesti és 6t vidéki helyszinen voltak rendezvények marcius
14-én, illetve mércius 16-an.

Szigetmonostoron, Bajan, Pusztamérgesen és Nyiregyhdzdn a m-napon, mar-
cius 14-én helyi iskolasok részvételével zajlott a ,,m-iinnep”. Szigetmonostoron Sza-
lay Péter szobraszmiivész a matematika altal inspiralt absztrakt szobrairél mesélt.
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A gyerekek megnézhették, megfoghattdk a szobrokat, a szervezOk szerint sok ér-
dekes kérdést tettek fel. Bata Tibor sajat matek aha-élményeit osztotta meg alsé
tagozatos didkokkal, Mészaros Laszld villamosmérnok pedig a GPS-rél és az tirha-
jozasrol mesélt érdekes dolgokat, valamint a Réka nevil repiilorél, amivel atélhetd
a sulytalansig. A gyerekek kiprébalhattdk a hipocikloisrajzolét is.
Bajan az érdeklédd dia-
kok matematikai fejtoréket ol-
dottak meg, a Szent Agos—
ton Katolikus Altaldnos Iskola
Pusztamérgesi telephelyén pe-
dig egy el6adas keretében a
szamjegyeibdl irott zenére je-
lenitették meg a 7 szamjegye-
it annyi tizedesjegyig, ahany
diak részt vett a programban
(46). A Nyiregyhdzi Egyetem
Matematika és Informatika In-
tézete kozépiskolasoknak szé-
16 jatékos feladatokkal, érde-
kes feladvanyokkal, matema-
tikai téma4ja versennyel iinne-
A hivdszd pelt.
Miércius 16-4n Budapesten a Blaha Lujza tér volt a rendezvény kozponti
helyszine, ahol 10 és 13 éra kozott tobb mint szédz jardkelot vontak be kiillonbozo
matematikai tevékenységekbe.

Az érdeklddsk felfedezhették a térkévon megjelenitett Pascal-hdaromszog tu-
lajdonségait a képzési szabalyatdl kezdve, a Fibonacci sorozattal valé kapcsolatan
at, egészen a fraktalokat eredményez6 primmaradékosztaly szinezésekig.

Pascal (hdromszdgek) a ,,Blahdn” Sierpinski fraktdl térben, a téren
G4él Péter szamos ordoglakattal allitott kihivast a megoldasukra véllalkozdk

elé, akik megjegyezték, hogy szivesen jatszananak ilyeneket az iskoldban is. Palffy
Laszl6 jatékfejleszté matematikus valdszintiségi jatékok jatszasa kozben hallotta a
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résztvevoktol a kovetkez6 tanulsdgokat: ,a dobdkockanak nincs emlékezete”, ,,csak
az nyer, aki jatszik”, ,eddig szinte minden kérdésemre valaszt adott a statisztika” és
,mindig is szerettem a matematikat, most hajléktalan vagyok ugyan, de a matekot
még mindig szeretem”.

Ordéglakathegyek o ,Blahdn”

Fut6 Péter a ,Micimacké és a P{” cim, sajat atirdsi dalt adta el6 Illés Gyorgy
gitarkiséretével, kozos éneklésre invitalva a jarokel6ket. Huszti Melinda divat- és
textiltervez6 iparmiivésszel matematikai témaja alkotasokat lehetett késziteni.

ELTE-s és BME-s egyetemi hallgaték Medve Matek onkéntesekkel kiegésziilve
térkore rajzolt labirintust, logikai jatékokat, csillagdszati kérdéseket és 3D nyomta-
tott fraktalokat hoztak.

A téren Poliuniverzum jatékkal jatsz-
hattak kicsik és nagyok, de Einstein-
csempe és més tesszaldcidk (hézag nélkiili
sikkitoltések) is vartak Oket.

A kozonség nagyon sokszinti volt, be-
szallt a jatékba éppen arra jard kiilfoldi
turista épp dgy, mint a hatranyos helyze-
tl csalddbdl szarmazé kislany, aki anyu-
kajaval véletleniil tévedt arra egy kozeli
jozsefvarosi utcabdl. De volt olyan is, aki
Fejér megyébdl utazott Budapestre mate-
matika tanar édesapjaval, hogy részt ve-
gyen a programon. Az évodasoknak is él-
vezetes feladatoktdl kezdve egészen az egyetemi matematikaig mindenki talalhatott
szamara megfelel szintli érdekességet.

A szines Poliuniverzumban kalandozva
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A rendezvény sikerét mutatja, hogy olyan résztvevé is volt, aki tavaly még
éppen arra sétalva véletleniil talalt rd a programra, de idén mar tudatosan jott,
egész csalddjaval egyiitt. Az onkéntesek szamara az jelentette az egyik legnagyobb
oromet, amikor azok, akik el6szor tartézkoddbbak voltak a matematika hallatan,
végiil sikerélményekkel és széles mosollyal tavoztak.

Lyuk a falon Sikbol térbe

A programhoz csatlakozott a Vasarely Muzeum is. fgy Budapesten a Szentlélek
téren az érdekl6dok megismerhették, hogyan tervezte meg Vasarely azokat a képeit,
amelyek latszolag kiugranak a papir feliiletébdl, vagy épp belesiillyednek, majd
barki megtervezhette a sajat, a foldben vagy a falon egy lyukat abrézolé kollazsat.

Szegeden a Széchenyi téren Kavassyné Molnar Emese tanarnétol és diakjaitol
lehetett megtanulni, hogyan kell szorobannal 6sszeadni-kivonni, és arra is mutattak
példat, hogy hogyan lehet a teret hézagmentesen kitolteni. De Hanoi tornyaival vagy
a Poliuniverzum kirakasdval is megismerkedhetett az, aki arra jart.

Citera? Nem. Szorobdn! Hanoi és egqyéb tornyok
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A tapasztalatok és a visszajelzések minden helyszinen hasonléak voltak. A jaré-
kel6k 6rommel vettek és vennének részt hasonlé eseményeken, az 6nkéntesek pedig
mar lelkesen késziilnek ujabb Gtletekkel a jové évi Matek az utcan programokra.

Tovabbi informécidért vegye fel veliink a kapcsolatot: Bolyai Janos Matema-
tikai Tdarsulat — www.bolyai.hu — appx.bolyai@gmail.com.

Barbarics Marta

Gyakorlo feladatsor ’ !
emelt szintii matematika érettségire %’
L. rész h ‘

Azoknak, akik méqg dprilisban bekildik a megolddsukat, mdjus 5-ig kijavitva
visszakildyik azt.

1. a) Adott az f: R — R, f(z) = p(z? — 62 — 7) fiiggvény. A zérushelyek ki-
szamitasa nélkiil hatarozzuk meg a p nemnulla valds szam értékét, ha tudjuk, hogy

az f fiiggvény maximumértéke 4. (6 pont)
b) Oldjuk meg a valés szamok halmazén a 7sin? 2 — 9cos? z = —1 egyenletet.
(7 pont)

2. Egy piacon a tojast 12 db-os csomagoldasban aruljak. Egy-egy tojas tomege
5 dkg +1,5 g. Egy ellendrzés soran véletlenszeriien kivalasztanak egy csomagot, és a
csomagban szerepld tojasok tomegét méréssel ellendrzik. Csak akkor engedélyezik
az arusitast, ha egyik tojas tomege sem kisebb, mint 4 dkg 8,5 g, és a tizenkét
mérési adat 5 dkg-t6l mért atlagos abszolit eltérése nem haladja meg a 0,75 g-ot.
A mérések eredménye a kovetkezd:
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mérés sorszama | 1. | 2. | 3. 4. 5. |6.|7. ] 8 9. 10. [ 11.]12.
mért tomeg (g) | 50 | 51 | 50,4 | 50,6 | 51,1 | 49 | 50 | 50,1 | 50,4 | 51,3 | 50 | 50

a) Az eredmények alapjan engedélyezik-e a tojasok drusitdsat? (4 pont)

b) Hatérozzuk meg a tizenkét mérési eredmény atlagat és szérdsat. (8 pont)
¢) Abrézoljuk az adatokat sodréfa-diagramon. (8 pont)

d) Minden tojds a t6bbitdl fiiggetleniil 2% valdszinliséggel zdp. Ha vesziink
Ot tojast, hany szdzalék annak a valdszinlisége, hogy azok kozodtt pontosan egy
z4p lesz? (8 pont)

3. a) Mekkorék lehetnek annak a derékszogii hdromszognek a befogdi, amely-
nek a teriilete 60 cm?, az 4tfogdja pedig 17 cm hosszisdgi? (6 pont)

b) Egy a élhossziisagi kocka minden cstcsa koré egy § sugari gombét frunk,

majd a kocka belsejében megszerkesztiink egy, a nyolc gombot érint6 kilencedik
gombot. Az eredeti kocka térfogatdnak hany szdzaléka nem keriilt egyetlen gbmb-
be sem? (7 pont)

4. Hat szamot leirtunk egy lapra monoton cstkkend vagy monoton noévekvo
sorrendben. A hat szdm koziil az elsé harom szam egy mértani sorozatot alkot, mig
az utolsé 6t szdm egy szamtani sorozat egymast kovetd 6t tagja. Az utolsé 6t szam
Osszege 90, a masodik és hatodik szam szorzata pedig 180. Melyik ez a hat szam?

(12 pont)

II. rész

5. Egy matematikavizsgan 5 tétel a gondolkodasi médszerek, halmazok, logika,
kombinatorika, grafok témakorhoz tartozik. A szamelmélet, algebra témakorhoz 4,
a fliggvények, analizis témakorhoz szintén 4, a geometria, trigonometria, koordi-
natageometria témakorhoz 10, mig a valésziniliségszamitas, statisztika témakorhoz
2 tétel van.

a) Hanyféleképpen szdmozhatjuk meg a témakoroket, ha azt szeretnénk, hogy
az egy témakorben szerepld tételek egymas mellé keriiljenek? (5 pont)

Bence fizikdbdl is vizsgazik, ahol 6sszesen 24 tétel van. Bence elhatarozza, hogy
az elsé nap 4-4 tételt tanul meg az egyes targyakbol. A tételeket aznap ugy allitja
Ossze, hogy a matematika és a fizika tételek felvaltva kovessék egymast.

b) Szémitsuk ki, hanyféleképpen é&llithatja 6ssze Bence az elsé napra szdlo
tanuldsi programjat. (5 pont)

Bence nagyon babonés, és hisz abban, hogy attdl fiigg, mennyire lesz szeren-
csés, hogy aznap mekkora a két kedvenc szabdlyos dobdkockajaval dobott szdmok
Osszege. Ha az 6sszeg 5-nél kisebb, akkor semmi esélye, hogy jé tételt hizzon ki,
ha legaldbb 5, de legfeljebb 10, akkor 50% valdszinliséggel, egyéb esetben 80% va-
16szintiséggel huz jé tételt.

¢) Mennyi annak a valészintisége, hogy ha igaz Bence babondja, akkor Bence
rossz tételt hiz? (6 pont)
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6. Legyen az f és a g az aldbbi két hozzarendelési szabdllyal, a valds szamok
halmazdn értelmezett fiiggvény: f(z) = 2(z + 1)+ 1, g(z) = |(z + 1)% — 4].

a) Abrzizoljuk mindkét fiiggvény grafikonjat ugyanabban a koordinatarend-

szerben. Adjuk meg a két grafikon metszéspontjait. (8 pont)
b) Szémitsuk ki az f ésa h: R — R, h(z) = —(x +1)? + 4 fiiggvény grafikonjai
altal kozrefogott zart sikidom teriiletét. (8 pont)

7. Egy évfolyam minden tanuléjanak legalabb két eszkodze van az alabbi hdrom
eszkoz koziil: laptop, okostelefon, tablet. Tudjuk, hogy erre az évfolyamra tsszesen
56-an jarnak, és okostelefonja 37 didknak van. Telefonja is és tabletje is 26 didknak
van, mig tabletje is és laptopja is 4-gyel kevesebb didknak van, mint ahanynak
telefonja.

a) Hény didknak van mindhdrom eszkoze, és hdny didknak nincs tabletje?

(7 pont)

Az egyik végz6s tanuld, Kriszti, a tizedikesek koziil 54 embert ismer. Krisz-

ti tizedikes ismer6seinek mindegyike Kriszti tobbi, ugyanerre az évfolyamra jaré
ismerdse koziil pontosan harmat nem ismer.

b) A fent emlitett 55 ember kozott Osszesen hdny ismeretség 4ll fenn? (Az is-
meretségek kolesonosek.) (5 pont)

¢) Hatdrozzuk meg az aldbbi &llitdsok logikai értékét.

A: Egy 8-pontu teljes graf éleinek szdma 36.

B: Ha egy teljes grafnak paratlan szdamu éle van, akkor a pontok szama is
paratlan.

C': Ha egy 49-pontu grafban nincs kor, akkor legfeljebb 48 éle lehet.
D: Nincs olyan 9-pontt graf, amelyben a fokszdmok sszege 21. (4 pont)

8. Adott a k: (x—5)2+ (y+1)? = 37 egyenlet(i kor és az e: 2z — 5y = b egyenes.
a) Trjuk fel a k kor P(11; —2) pontjéban hiizott érint8jének egyenletét. (5 pont)
b) Hatdrozzuk meg az e egyenes egyenletében a b valds paramétert tgy, hogy

az e egyenesnek és a k kornek ne legyen kozos pontja. (11 pont)

13z 4+5 16x —5
9. Egy téglatest élei
a) Egy téglatest élei z, TR

hogy nem lehet mindhdrom élhossz egész szam. (5 pont)

cm hosszusaguak. Bizonyitsuk be,

b) Tekintsiik az elsé 600 darab pozitiv pdratlan szdmot. Hény olyan szdm van
kozottiik, amelyek a 21-hez relativ prim? (5 pont)

A 108-nak és az n pozitiv egész szdmnak a legkisebb k6zos to6bbszorose 108 108.

¢) Hatdrozzuk meg az n lehetséges értékeinek szdmadt, és adjuk meg az n
legkisebb lehetséges értékét. (6 pont)

Réka Balint
Budapest
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Megoldasvazlatok a 2024./3. szam
emelt szintii matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a valds szdmok halmazdn. A b) egyenletnél
a megoldds(oka)t x = log, b alakban adjuk meg.

a) Vi3 +64=x+8 (6 pont)
b) logy 3 - 2% — gx +logz 2 =0. (5 pont)

Megoldés. a) A feladat értelmezési tartomanya: z3 + 64 > 0, amibél x > —4
adodik, ekkor a jobb oldal értéke pozitiv. Mindkét oldalt négyzetre emelve a kévet-
kez6 egyenlethez jutunk:

22 4 64 = 22 + 162 + 64.

Az egyenlet nulldra rendezett alakja: x® — 22 — 162 = 0. Az egyenlet bal oldalat

szorzattd alakitjuk: x(2? —x — 16) = 0. Egy szorzat értéke akkor és csak akkor

egyenl6 nulldval, ha valamelyik tényezGjének az értéke nulla, igy két esetet kell

megvizsgalnunk. Az els6 esetben az x; = 0 értéket kapjuk, mig a masodik esetben

1+ /65
2

az 2 — x — 16 = 0 egyenlethez jutunk, amelynek gyokei: zo =

1—+65
r3 = —(—"

allapithatd, hogy az egyenletnek mindhdrom megoldas gyoke.

, valamint

. Az atalakitdsok soran gyokot nem vesztettiink, és ellenérzéssel meg-

b) Az egyenlet z-re nézve masodfokd, igy a megoldéképletet alkalmazva:

5 ( 5>2 5 9

-+ —=] —4-log,3 -logs2 °Z J 5. 3

2 \/ 2 ’ ’ 2i\/; 5 %3
5

T2 = 2 -logy 3 - log, 32 - log,

4 log, 16 11z 1
Innen: z; = oz, 9 = log22 9~ logy 16(= logs 4), tovdbbd x5 = Ty 0 = log, 2.

2. a) Az a,, szdmtani sorozat elsé hdrom tagjdnak dsszege 21, szorzata pedig
280. Adjuk meg az dsszes ilyen sorozat elsd tagjat és differencidjdt. (6 pont)

Legyen a b, egy olyan szdmsorozat, amely szigorian monoton novekvd és
amelynek elsé hdrom tagja egy-egy pozitiv primszam. Ha az elsé taghoz 2-t, a
mdsodik taghoz 1-et hozzdadunk, mig a harmadik tagbdl 1-et elvesziink, akkor egy c,
szdmtani sorozat elsé hdrom tagjdt kapjuk meg, amelyekre teljestil, hogy 0sszegiik 24.

b) Hatdrozzuk meg a b, sorozat elsé hdrom tagjdt. (5 pont)

Megoldas. a) a1 +az+ a3 =a; + a1 +d+ a3 +2d = 3a; + 3d = 21, amibél
a1 +d=as =7. A feladat szovege alapjan:

al-a2~a3:(7—d)-7~(7+d):280.

A zaréjelek felbontdsa és rendezés utdn adédik: d? = 9, amibél d = 43,
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Ha d = 3, akkor a; = 4. Ha pedig d = —3, akkor a; = 10.

b) A feladat szovege alapjan: ¢; = b1 + 2, ca = by + 1, c3 = b3 — 1. Mivel ¢; +
4+ co +c3=24,ezért by + 2 + by + 1 + b3 — 1 =24, amibol by + by + bg = 22.
Hérom pozitiv primszam Osszege csak akkor lehet 22, ha az egyik a 2, tehat b, = 2,
és igy cg = 4. Mivel ¢; + ¢co + c3 =3 co =24, igy co = 8, ezért c3 = 12. Tehat a
b, sorozat els6 harom tagja a 2, a 7 és a 13.

3. Adott az ABC derékszogl hdromszdg. Tudjuk, hogy az dtfogohoz tartozo
magassag hossza /2023 cm, valamint hogy ez a magassig az dtfogot két olyan
részre osztja, amelyek hossza cm-ben mérve egész szdm.

a) Mekkora lehet a hdromszég koré irhaté kérnek a sugara? (5 pont)

A legkisebb dtfogoju hdromszdg oldalfelezé pontjait jeloljik D, E és F-fel az
aldbbi dbrdkon ldthats mddon. Anna és Bea is lerajzolt egy-eqy eqgymdssal eqybevdgo

B B
D 3 D 3
C E A C E A
1. dbra 2. abra

derékszogi de nem eqyenld szdari ABC hdromszdget. Anna megrajzolta az ABC
hdromszége hdrom kézépvonaldt, mig Bea dsszekdtitte az AC oldal felezépontjat a
CB és az AB oldal felezépontjaival, valamint a B cstcesal. Igy mindketten négy
kisebb hdromsziget kaptak (1. és 2. dbra).

b) Bizonyitsuk be, hogy mind a nyolc kis hdromszdig teriilete egyenld. (4 pont)

A lanyok kiszinezik a kisebb hdromszdgeket. Harom szines ceruza van naluk: eqy
sdrga, egy piros €s eqy kék. Azt a szabdlyt taldljak ki, hogy derékszogti haromszdget
csak pirossal vagy kékkel szinezhetnek ki, illetve hogy két, kézds oldallal rendelkezd
hdromszdg nem lehet ugyanolyan szini.

c¢) Hdnyféleképpen lehet kiszinezni a nyolc darab hdromszéget a szabdlyok be-
tartdsdval? (5 pont)

Megoldas. a) Jeloljiik m.-vel az atfogéhoz tartozé magassig hosszit, a befogdk
atfogdra es6 meroleges vetiileteit pedig p-vel és g-val. A magassagtételt felhasznédlva:
me2 =p-q, vagyis v 2023° = p-q, tehat 2023 = p-q. Mivel p; ¢ € ZT, tovabba
2023 = 172 - 7, ezért a lehetséges szamparok (p és ¢ szerepe felcserélhetd):

p (mm) 1 7 17
¢ (mm) | 2023 | 289 | 119

A Thalész-tétel megforditasa miatt a hdromszog koré irhat6 korének a sugara

14202 2
az atfogd fele. A lehetséges értékek igy: Ry = %03 =1012 mm, Ry = ’ +2 89 =
= 148 mm, R3 = w = 68 mm.
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b) Mivel a kozépvonal hossza fele a vele parhuzamos oldal hosszdnak és ol-
dalfelezé pontokat kot 6ssze, igy az 1. dbrdban mind a négy hiromszog oldalainak
hosszai paronként megegyeznek, vagyis egybevagdak, tehat a teriiletiik is megegye-
zik. A 2. dbrdn a BE az ABC, a DE a BCFE, valamint az EF' az ABFE haromszog
stulyvonala. Mivel a stulyvonal felezi a hdromszog teriiletét, igy négy egyenld teriile-
tl haromszoget kaptunk. Tekintve, hogy a két eredeti haromszog egybevago volt,
igy a negyedakkora teriiletek egyenl6ek.

¢) Az 1. @dbrdban mind a négy haromszog derékszogil, hiszen ezek hasonldak az
eredeti, ABC haromszoghtz. A szinezés csak ugy kivitelezhet6, hogy a DEF hé-
romszog szine eltér a t6bbi haromszogétél. (Mivel a tobbi hdromszég nem érintkezik
egymadssal, ezért ennyi feltétel elegendd is a j6 szinezéshez.) Ez osszesen2-1-1-1 =
= 2-féleképpen oldhatd meg.

A 2. dbraban a négy kis hdromszog a kovetkezdképpen szinezhetd ki. A harom-
szogek sorban szomszédosak (EDC, EBD, EFB, EAF), a két szE1s6 nem lehet
sarga, mert derékszogliek. Mindkét kozépsé haromszog nem lehet sdrga. Ha egyik
kozéps6 sem sdrga, akkor kétféle szinezés lehet (piros, kék, piros, kék, illetve kék,
piros, kék, piros; 2 eset), ha valamelyik sirga (2 eset), akkor az a vele szomszé-
dosoknak két-kétféle szinezését engedi, a negyedik haromszog szine egyértelmiien
meghatérozott (2-2-1 = 4 eset). Osszesen 2 + 2 -4 = 10 eset van.

Mivel barhogy szinezték ki az els6 hdromszoget, ahhoz a masodik haromszog
10-féle szinezése tartozhat, ezért 2 .10 = 20-féleképpen lehet kiszinezni a nyolc
héromszoget a szabalyoknak megfelelGen.

4. Elizabet egy dobozba tett hat darab szdmkdrtydt, amelyek a kovetkezdok: —1;
1;3; —2;2; 4.

a) Hatdrozzuk meg a dobozban taldlhatd szdmkdrtydk értékének medidnjdt és
szordsdt. (3 pont)

b) A dobozban taldlhatd szamkdrtydk kiozil véletlenszeriien kivdlasztunk kettét.
Mekkora annak a valdszinisége, hogy a kivdlasztott szamkdrtydk dsszegének abszolit
értéke legfeljebb 27 (3 pont)

¢) Egy négyszig oldalai pozitiv koriljdrds szerint sorban a, b, ¢ és d. A négy
oldal hosszdt ugy kaptuk, hogy az 1, 2, 3, 4 szdmkdrtydk kézil, visszatevés nélkiil
véletlenszerden huztunk, és az elsd érték az a oldal hossza lett cm-ben, a mdsodik
érték a b oldal hossza, a harmadik a c oldalé, mig a negyedik a d oldalé. Mekkora
annak a valdsziniisége, hogy a kapott négyszégnek van beirhatd kore? (4 pont)

d) Elizabet a dobozba tett egy hetedik szdmkdrtydt is, amelynek értékét jelol-
juk k-val. Hatdrozzuk meg k értékétdl figgden a dobozban taldlhaté szamkdrtyak
értékeinek felsd kvartilisét. (5 pont)

Megoldés. a) A dobozban talalhat6 szamkartyakat névekvé sorrendbe rendez-
142
ve: —2; —1; 1; 2; 3; 4. A median: te_ 1,5.

—2 -1 1+2+3+4 7
Az adatsokasag étlaga:( )+ HE_S tetot =5
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Az atlagtodl vald eltérések négyzetosszege:

7 27 e 2T A e 2 161
Li9 L1 M L 9 Lo L_y) ===
(Gre) « () +(61) +(6-2) +(52) +(5-1) =%

161

ezért a szoras: % ~ 2,11.

.. 6
b) A kedvezd esetek szdma 7. Osszesen <2> = 15 eset van, tehdt a keresett

B .
¢) Egy konvex négyszognek akkor van befrhaté kére, ha érinténégyszog, tehét
ha a szemkozti oldalai hosszéanak Gsszege egyenld, ezért az 1 cm-es oldallal szemben

a 4 cm-es oldal kell hogy legyen. Az ilyen esetek szdma 2 -2 -2 = 8. Az Osszes eset

8 1
szdma 4! = 24. A kérdéses valdszintiség: p = U= 3
d) A dobozban taldlhaté szdmkartydkat novekvé sorrendbe rendezve: —2;

valdszintiség: p =

3
—1; 1; 2; 3; 4. A fels6 kvartilis a névekv6 sorrend szerinti 1 (N + 1)-edik tagja

az adatsokasagnak, igy jelen esetben a Z~(7—|— 1) = 6. tagja. Harom esetet kell
megvizsgalni.

I. eset: ha k < 3, akkor a fels6 kvartilis 3 lesz.

II. eset: ha 3 < k < 4, akkor a fels6 kvartilis éppen k lesz.

II1. eset: ha k > 4, akkor a fels6 kvartilis 4 lesz.

II. rész
1 . 02023 , L
5. Adott az f(z) = —3% + —5 2 + 2024z + k figguény (k >0).
a) Bizonyitsuk be, hogy a fiigguény a |—1;2024[ intervallumon szigorian mo-
noton nivekvd. (4 pont)

b) Hatdrozzuk meg a k valds paraméter értékét igy, hogy a figgvénynek pon-
tosan két zérushelye legyen. (6 pont)

Adottak az aldbbi értékek: A = lim —°F 4
z—o00 6 — 7

3

s B = /(x2 —2x+2)dx.
1

¢) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szdmok halmazdn:

VAz +4 = in —4. (6 pont)
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Megoldas. a) Eldszor hatdrozzuk meg az f(x) elsd derivélt fiiggvényét. Ha
ugyanis f’(z) > 0, akkor f(z) szigorian monoton névekvé. f'(z) = —2? + 2023z +
+ 2024, vagyis a —x2 + 2023z + 2024 > 0 egyenlStlenséget kell megoldani. A fiigg-
vény grafikonja ,forditott allasi” parabola. Ennek a forditott allasti parabolanak
a zérushelyei (—1)-ben és 2024-ben vannak, vagyis az egyenlétlenség megolddshal-
maza az x € |—1;2024[, amellyel igazoltuk az 4llitdst.

b) Az f(x) fiiggvénynek akkor lesz pontosan két zérushelye, ha a lokalis
minimum- vagy maximumértéke 0 (vagyis az x tengelyen helyezkedik el). Az a)
részben kiszdmitottak alapjan az f(z) fiiggvény a |—oo; —1[ intervallumon szigo-
rian monoton cstkkend, a |—1;2024[ intervallumon szigorian monoton névekvo,
végiil a ]2024; oo[ intervallumon ismét szigorian csokkend. Ebbol kovetkezik, hogy

6k — 6073
az x = —1 lokdlis minimumhely. Ekkor f(—1) = —————, vagyis a megoldandé
6k — 6073
egyenlet: 6 - 0, amelynek a k1 = a gyoke. Mivel az f(z) fiiggvény a
]—1; 2024 intervallumon szigorian monoton névekvé, ezért az x = 2024-ben loké-
8303759552 + 6k
lis maximumpontja lesz. f(2024) = a , vagyis a megoldandé egyen-
2 + 6k 2
let: 8303 759655 +6 = 0, amelynek a ky = fw a gyoke. Mivel ky < 0,
ezért ez nem teljesiti az eredeti feltételt.
1 202
A keresett fiiggvény tehdt az f(z) = —§x3 + — 023 22 + 2024z + &673
A+5x 5 h 3 14
+ oz T 2
A= 1 =—-,B= -2 2)dx - — 2 =—.
o) A= lim o =% /x T {3 m+xL 3
1

/5 7 5 24
A megoldandé egyenlet: 6:10 +4= 6:1? — 4. Itt 6:5 + 4 > 0 miatt x > 5

7 24 24
tovabba gx — 4 >0 miatt z > - a két feltétel kozil az = > - az erdsebb.
Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve, majd nulldra rendezve kapjuk, hogy
72
4922 — 3662 + 432 = 0. Az egyenlet gyokei: 21 = 6 és o = 19 Ezek koziil csak

x1 = 6 felel meg a kikotésnek. Ellenérzéssel megallapithatd, hogy az x = 6 valéban
megoldés.

6. Adott a H alaphalmaz, amelynek azok a négyjegyti pozitiv egész szamok az
elemei, amelyekre egyszerre teljesiilnek az aldbbi feltételek:

(1) az utolsé szamgjegyiik 4,
(2) a szamjegyeik dsszege 8,
(3) a szamjegyeik szorzata 0.
a) Igazoljuk, hogy a H alaphalmaz elemeinek a medidnja 2204. (3 pont)

A H alaphalmazon belil az A halmaz elemei azok a szamok, amelyeknél az
elsd két szamjegybdl alkotott kétjegytl szdm nagyobb, mint az utolso két szdmjeqybdl
alkotott kétjegyti szam, mig a B halmaz elemei a néggyel oszthato szamok.
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b) Toltsiik ki a Venn-diagramot. (3 pont)

A halmazdbrin a nagyobb kor sugara 5 egységgel hosszabb a kisebb kor suga-
ranal. A két kor kézéppontja 13 egqységnyi tdvolsdgra taldlhatd egymdstol.
¢) Megrajzoltuk a két kor egyik kozds kiilsd érintdjét. Mekkora a két érintési
pont kézotti tavolsag?
(5 pont)
Egy hatponti egyszert graf négy fokszamdt ismerjik: 2; 0; 2; 4. Tudjuk, hogy
a fokszamok medidnja nem egész szdm.

d) Rajzoljuk le az dsszes ilyen grdfot. (5 pont)

Megoldas. a) A H alaphalmaz elemei novekvé sorrendben: 1034; 1304; 2024;
2204; 3014; 3104; 4004. A medidn hét elem esetén a noévekvd sorrend szerinti
negyedik elem, vagyis ebben az esetben a 2204. Ezzel igazoltuk az &llitast.

b) Elbszor {rjuk fel az A és a B halmazt.
A = {1304; 2204; 3014; 3104; 4004},

B = {1304; 2024; 2204; 3104; 4004}
A helyes halmazébra:

2024
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¢) Készitsiink egy vézlatos rajzot.

A gondolatmenetben fel fogjuk hasz-
nalni, hogy a korhoz hizott érinté mero-
leges az érintési pontba huzott sugdrra.
A KLMN derékszogii trapéz LM széra-
nak a hosszat keressiik. Fektessiink egye-
nest M-en keresztill a KN szakasszal
parhuzamosan, ennek az egyenesnek és
a KL sugarnak a metszéspontjat jelol-
je O. (Vagyis a KNMO négyszog pa-
ralelogramma.) A feladat szovege szerint
ro — 11 = 5, ezért ha a M LO derékszogii
haromszogre alkalmazzuk a Pitagorasz-
tételt, akkor 52 + 22 = 132, amelybdl z =

12 (z > 0) egység adddik.

d) Mivel a fokszdmok Osszege paros kell legyen, és még egy nulladfokud csics
nem lehet, mert akkor nem lehetne negyedfoku pont sem, ezért a két hidnyzo
csucs fokszama pératlan. Ha 1 és 3 lenne, akkor a medidn 2 lenne, ami nem
megfelel6. Tehat vagy két 1-es, vagy két 3-as fokszamu csics van még. Mindkettd
megvalésithaté az abran lathaté moédon.

4 1 4 3

7. A Rozfort Boszorkdny- és Vardazsloképzé Szakiskolaban a Weasley ikrek
tzletet nyitottak, ahol killonféle magikus eszkiozoket drulnak.

Hermione éppen mdgikus matematika tantdrgy vizsgdjara gyakorol, és az eqyik
seprije végének a keresztmetszetél rajzolta le az dbrdn ldathaté mdodon.
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Eqgy 2 cm oldalhosszisdgu négyzet két szomszédos oldaldnak felezépontjat jelolte
A-val és B-vel, majd ezekbdl rajzolt eqy-egy 1 cm sugari félkort a négyzeten beliilre.
A két félkor kozos része dltal meghatdrozott sikidom alakja és mérete jo kozelitéssel
megegyezik a seprii végének keresztmetszetével.

a) Hatdrozzuk meg ennek a sikidomnak a teriletét. (4 pont)

Az tzletben taldlhato 100 sepriibdl 13 hibds. A Griffendél csapata vasdrol ma-
gdnak 7 darab sepriit.

b) Mekkora annak a valdszindisége, hogy a megudsdrolt sepritk kézil legaldbb
kettd hibds? (7 pont)

Az egqyik mérkdzés utdn a klubhdzban gyiilekeznek a legnagyobb rajongdk, dssze-
sen 17-en. Tudjuk, hogy a fiik a fiikkal, mig a linyok a ldnyokkal fognak kezet meg-
érkezéskor. Osszesen 66 kézfogds tortént. Tudjuk, hogy tobb fin volt a klubhdzban,
mant ldny.

¢) A klubhdzban tartdzkodd didkok kézil kettdt véletlenszeriien kivdlasztva mek-
kora annak a valdsziniisége, hogy egyikiik fit, a mdsik pedig lany? (5 pont)

Megoldas. a) Jelolje a két félkor metszéspontjait D és K, ahol K a négyzet
2.

kozéppontja. Eloszor szamitsuk ki a D BK negyedkor teriiletét: T; = . Ezutan

1-1 1
- =3 Ha kivonjuk
a negyedkor teriiletébdl a haromszog teriiletét, majd az eredményt megszorozzuk

2-vel, akkor éppen a keresett T teriiletet kapjuk meg, igy: T'= 2- (% — %) =5 1=
~ 0,57 cm?.

szamitsuk ki a DBK derékszogi haromszog teriiletét: 1o =

13\ (87
G)(7) _ 0,3650.

b) Annak a valészinlisége, hogy egyik seprii sem hibds: 156

13\ (87
g () (6)
Annak valészintisége, hogy pontosan 1 seprii hibas: W = 0,4101. A keresett

valészintiség:
p(legalabb 2 hibas)=1— (p(0 hibds) + p(1 hibas)) =1 — (0,3650 4 0,4101) =0,2249.

¢) Jelolje a fiuk szdmét x, mig a ldnyokét 17 — z. Ekkor az aldbbi egyenlet frhat6
fol: w.(z;l) n (17 — x) 2 (16 — z)
a fittk vannak tobben, igy a fitk szdma 10, mig a ldnyoké 7. A 17 didk kozil (%)) =
= 136-féleképpen tudunk kivélasztani kettot (6sszes eset). A kedvezd esetek szdma:

(110) . (I) = 70. A valészintliség tehat: p = 17% ~ 0,51.

= 66. Az egyenlet gyokei: 1 = 10 és x5 = 7. Mivel

8. a) Mi lehet annak az egyenesnek az egyenlete, amely pdrhuzamos az y
tengellyel és az f(x) =sinzx figgvény és az x tengely dltal a [0; 7] intervallumon
hatdrolt sikidom teriiletének 1/4-ét vdgja le. (7 pont)

b) Mely valds x € )0; [ érték esetén lesz az 1 és a tga értékeinek négyzetes

6
kizepe g? (4 pont)
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Egy konvex négyszog terilete 1156 cm?. A négyszig eqymds melletti oldalfelezd
pontjait dsszekdtittik egymdssal, igy egy ujabb négyszoget kaptunk. Ezt az eljdrdst
az Uuj négyszoggel megismételtik, majd egészen addig ismételtik, amig az igy készilt
négyszogek teriletének mérdszdmait az eredeti négyszdgéhez rendre hozzdadva éppen
2023-at kaptunk.

¢) Osszesen hdnyszor végeztik el az eljdrdst? (5 pont)

Megoldés. a) Eldszor hatdrozzuk meg, hogy mekkora teriiletet zér kozre az
™

f(x) = sinx fiiggvény az x tengellyel a [0; 7] intervallumon. /sinx dr = —cosm +

0
+ cos0 = 2. Két egyenes is teljesiti a feltételeket, amelyek tengelyes tiikorképei
iy

egymasnak az r = 5 egyenesre mint tengelyre. Mindkét egyenes felirhaté x = a

alakban, hiszen parhuzamos az y tengellyel. Az alabbi egyenletet kell megoldani:
1

/ sinz dxr = 3 Felhasznalva a Newton—Leibniz-formulat adddik, hogy cosa = 2

0

7
amibdl a = —, tehat a keresett egyenesek egyenletei a kovetkezdk: z; = 3 vagy

wl

™ 2T
To=T— — = —

3 3

1+ tg?
b) A megoldandé egyenlet a kovetkezé: % = ? Mindkét oldalt

1+ tg? 1
négyzetre emelve kapjuk az it 9 dsszefiiggést, amelybdl tg?z = 3 ko-

vetkezik. Két esetet kell megvizsgalnunk.

5.
6
¢) Az eljéras soran kapott négyszogek teriiletei egy mértani sorozatot alkotnak,

3 3
I. eset: tgax = %, amibdl 1 = %, II. eset: tgx = —%, amibdl zo =

1
ahol a1 = 1156 és ¢ = B (vagyis mindig felez8dik a négyszog teriilete). A megol-
05" — 1
0,5—1
egyenlet, amelynek az n = 3 a gyoke, tehat Gsszesen haromszor kell elvégezni ezt
az eljarast.

dandé egyenlet: 2023 = 1156 - . Ebbdl adddik a 0,5™ = 0,125 exponencidlis

9. Tokolon 24 darab 1y épitésii sorhaz épiil. Ezeknek a hdzaknak o teteje vagy
piros, vagy szirke. Tudjuk, hogy pontosan 3 hdznak piros a teteje.
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a) Hdany kilonbozd szinezése lehet a 24 hdznak? (Két szinezést akkor tekintink
kiilonbozének, ha van olyan hdz, amelynek mds szind a teteje a két szinezésben.)
(2 pont)
A hazak alsé szintje téglatest alakid, amelynek alap-
teriilete 119 m?, magassdga 4 méter. A tetétér egy de-
rékszogl trapéz alapi, az dbrdn ldthato mddon fekvd
hasab, ahol a trapéz killonbozd hosszusdgu, pdrhuzamos
oldalainak szamtani kozepe 3 méter.

A trapéz alapokra merdleges szdra T méter, és az
abrdn ldathato maodon illeszkedik az also szint téglates-
tének eqyik éléhez. Tudjuk, hogy a téglatest és a tra-
péz alapi hasdb élei — eqy kivételével — méterben mérve
egész szamok.

b) Mekkora lehet a trapéz hosszabbik szdra, ha az méterben mérve nem egész
szam? (8 pont)
¢) Hdiny kibméter egy hdz térfogata? (6 pont)

24
Megoldas. a) A lehetéségek szdma 3 o0l = 2024.

b) Jeloljiik a derékszogli trapéz alapjait a-val és c-vel, tovdbba a révidebbik
szarat b-vel, a hosszabbik szarat pedig d-vel.

+ oy .

Adott, hogy % = 3, amibdl a + ¢ = 6, valamint a
a < ¢, és mindketto pozitiv egész szam, ami két esetben
teljesiil, haa; = 1éscy =5, vagy haas =2ésco = 4. Ha
a rovidebbik alapbdl hizunk egy magassdgot az dbran b d
lathaté médon, akkor a trapézt egy téglalapra és egy de-
rékszogli haromszogre bontottuk és utdbbira alkalmaz-
haté a Pitagorasz-tétel: b2 + y2 = d?, ahol y = c — a és D Y
b = 7 méter. c

1. eset. Ha yy =c¢; —a; =5 —1=4, akkor a 7% +42 = d? egyenletbdl azt
kapjuk, hogy d; = v/65 méter, amely nem egész szadm, ezért ez a trapéz hosszabbik
szaranak egyik lehetséges értéke.

2. eset. Ha yp =co —ag =4 —2 =2, akkor a 7%+ 22 = d3 egyenletbdl azt
kapjuk, hogy do = v/53 méter, amely szintén nem egész szam, ezért ez a trapéz
hosszabbik szaranak mésik lehetséges értéke.

A trapéz hosszabbik széra d; = v/65 =~ 8,06 méter vagy ds = /53 =~ 7,28 méter
hosszu.

c) A téglatest térfogata: Vi = 119-4 =476 m>. Mivel 119 =717, ezért a
téglatest alapjanak hosszabbik éle 17 m. A trapéz teriilete: T = ate b=3-7=

=21 m?. A hasdb magassiga M = 17 méter, tehat a tetétér térfogata: Vo =T - M =
=21-17 = 357 m>. A héz térfogata: V3 = 476 + 357 = 833 m3.

Teleki Olivér
Tokol
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Rejtvények, ordoglakatok
Ikrek: Bujj at a lyukon!

|

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorot
mutatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonbozd kirakds
jatékok, topoldgiai feladvanyok, ordoglakatok és a matematikat felhasznéld
blivészmutatvanyok.

Manapsag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt
az adja, ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a blivészmutatvanyok triikkjeit
mi talaljuk ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiik el.
Prébaljuk meg a feladatokat tovdbbgondolni, altaldnositani, igyekezziink j
feladatokat kitalalni.

A megoldésokat, altaldnositasokat a rejtveny.komal@gmail.com cimen
varjuk. A legjobbakat — akar cikk vagy vide6 forméajdban — a honlapunkon
vagy itt a Lapban 6rommel kozoljiik.

Uj jatékunk neve Ikrek. Egy kozépen atfart fadarabra a két végén ra van
er0sitve egy zsinér, amit a kozéps6 lyukra rahurkoltunk. A zsinérra ra van fiizve
két gyongy, ahogy a bal oldali kép mutatja; 6k az ikrek. A feladat az, hogy a két
gybngyot mozgassuk egymas mellé, ahogy a jobb oldali képen lathatjuk.

Ha a kozépsé lyuk olyan nagy lenne, hogy dtférnének rajta a gyongyok, akkor
a feladat konnyl lenne, valamelyik gyongyot végighiznank a zsindron, egészen a
masik gyongyig, ehhez kétszer kellene a gyongynek keresztiilhaladnia a lyukon.

Forréas és hasonlé jatékok: https://ordoglakat.blog.hu/2010/12/11/ikrek_52

Gyakran taldlkozhatunk az aldbbi véltozattal is (bal oldali dbra): egy végte-
lenitett lancra ra van flizve egy csavaranya és egy hosszaban keresztiilfirt csavar,
de nem lehet Oket Gsszecsavarni, mert a kozottiik haladd lanc még at van fizve egy
kis fém csovon (vagy aldtéten) is, és a csé masik oldaldn rd van hurkolva egy fém
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karika. A feladat az, hogy mégiscsak csavarjuk Ossze a két csavart. Hogyan lehetne
a lancon megforditani a csavart (jobb oldali 4bra)??

A Meleda jaték megoldasa

A mérciusi szdmban talalkoz-
hattunk a Meleda jatékkal. A megol-
dést a négykarikas valtozaton muta-
tom be. A karikakat és az ezeket tar-
t6 pélcikdkat megszamoztam 1-t01 4-
ig; a feladat az, hogy a negyedik pal-
cikara flizott zsinort tavolitsuk el.

Az elsé hdrom karikat tekint-
hetjiik egy kiilondllé Meleda jaték-
nak, ezért kereteztem be.

Tételezziik fel, hogy mar ismer-
jik a haromkarikas jaték megolda-
sat; ennek felhaszndlasdval megoldjuk a négykarikds valtozatot is. Huzzuk &t a
zsinort a 4. karikan, majd hajtsuk végre a haromkarikds Meleda jaték megoldasat
(az 1-3. karikdkon) visszafelé: ezutan a zsinér a 3. palcikat is megkeriili:

Most a zsinért teljes egészében felemelhetjiik a 4. karika folé, majd djra végre
kell hajtanunk a haromkarikas Meleda megoldéast, de most mar a j6 sorrendben.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/4 219



Altaldnosabban, az (n + 1)-karikds Meleda megolddsahoz az n-karikds jaték
megoldasat kell oda és vissza is végigesinalnunk, ezért a megoldas hossza a karikak
szamat novelve, minden lépésben nagyjabdl megdupldzdédik. A pontos 1épésszam
attdl fligg, hogy pontosan mit is tekintiink egy 1épésnek. Példaul, ha azt szamoljuk,
hogy a zsindrt hanyszor mozgatjuk 4t valamelyik pélcika folott, akkor n karika

esetén a lépésszam 2" — 1.
Koés Géza

Matematika feladatok megoldasa

B. 5339. A ki kor beliilrdl érinti a ko kort a P pontban. Legyen M a ky kérvonal
eqy tetszdleges pontja, €s messe a ki-hez M-ben hizott érintd ko-t az A és B
pontokban. Mutassuk meg, hogy PM felezi az APB szdget.

(4 pont)

1. megoldas. Mivel a ko kor tartalmaz-
za a k1 kort, és a két kor a P pontban érinti
egymadst, a P pont a két kor kiilsé hasonldosagi
pontja. Tehat a P pontbdl a ki kort a ko kor-
be nagyithatjuk. Legyen M’ az M pont képe
a nagyitds szerint, ekkor tehdt az M’ pont a
PM szakasz M-n tuli meghosszabbitdsanak
és a ko kor P-t nem tartalmazé AB ivének
metszéspontja.

A feltétel szerint az AB egyenes a ki
korhoz az M pontban huzott érinté. Ezt a
tulajdonsagot a nagyitds megdrzi, tehat AB
képe a ko korhoz az M’ pontban hizott érintd
(1. dbra).

Azt is tudjuk, hogy a kozéppontos nagyitds irdnytartd, ezért a két érintd
parhuzamos egymaéssal. Az AB koriven az ivfelezd pont az egyetlen, ahonnan AB-
vel padrhuzamos érintd huizhatd, tehat az M’ pont a ko kdr AB ivének felez8pontja.

1. dbra
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Mivel az AM’ és M'B ivek egyenl8k, ezekhez egyenld keriileti szogek tartoznak,
APM’'< = M'PB<, vagyis a PM M’ egyenes val6ban felezi az AP B szdget.

A KoMaL honlapon ldathaté megoldds

Megjegyzés. A kiemelkedd dolgozatok szerzéi koziil a fentihez hasonlé megol-
dést adott a feladatra: Anudeep Prashant (Mangalor, NITK, 11. évf.), Bodor Md-
tyds (Csikszereda, Marton Aron Liceum, 10. évt.), Diaconescu Tashi (Kolozsvér,
Spark Hybrid International High School, 10. évf.), Kovdcs Benedek Noel (Buda-
pesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.), Prohdszka Bulcsii (Budapesti
Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.).

2. megoldas. Huzzuk meg a kq és ko korok kozos érint6jét, ez biztosan atmegy
a P ponton, és jeloljiilk )-val azt a pontot, amelyben ez az érinté a ki korhoz az
M pontban huzott érintot, vagyis az AB egyenest metszi.

Ekkor QM P< = QPM<, mert
mindkett6é a PM-hez tartoz érinto-
szaru keriileti szog a k; korben. Az
APQ< pedig a B pontot nem tar-
talmazd AP ivhez tartozd érintdsza- €,
ru keriileti szog a kg korben. Mivel
ABP< és APQ< a ko korben azonos
ivhez tartozoé keriileti szogek, ezért

ABP< = APQ<«.
Ebbdl az kovetkezik, hogy

U

Ugyanakkor BPM < = AM P< — ABP<, hiszen AM P< kiils6 sz6ge a BPM ha-
romszognek. Ezért AMP< = QMP< = QPM< és ABP< = APQ< alapjan azt
kapjuk, hogy

BPM<« = QPM< — APQ<,

ez pedig el6z6 eredménytiink szerint azt jelenti, hogy BPM < = APM<, tehat PM
valéban felezi az AP B< szbget.

Ha a két érinté nem metszi egymast, azaz parhuzamosak, akkor egyszertien
beldthatd, hogy AM P< = 90° és ezért a ko korhoz a P pontban huzott e érintd is
mer6leges PM-re. Ekkor PM a ky kor atmérdje, tovabba e || AB miatt a B pontot
nem tartalmazé AP ivhez tartozé érintészaru keriileti szog P AB<-gel is egyenld, és
igy az ABP haromszog egyenl6 szari, amelynek szimmetriatengelye a PM egyenes.
Ez azonban azt jelenti, hogy PM felezi az APB< szbget, tehat a feladat allitdsa
ebben az esetben is teljesiil.

Sdrdinecz Déra (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

A kiemelked6 dolgozatok szerz6i kozill a fentihez hasonléan oldotta meg a
feladatot Bdviz Ddniel (Szeged, Radndti Miklés Kisérleti Gimnédzium, 10. évf.),
Hollési Dominik (Neufahrn bei Freising, Oscar Maria Graf Gymnasium, 8. évf.).
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3. megoldas. Legyen a PA, illet-
ve PB szakaszoknak a ki korrel valé
masodik metszéspontja X, illetve Y, a
k1 és ko korok P pontbeli kozos érin-
toje e. Tekintsiik a 3. dbrdt.

Az e érintd a PA-val « szoget zar
be, ez a szdg a kg kor B pontot nem
tartalmaz6é PA ivéhez tartozé érinto-
szard keriileti szog, ezért PBA< = «.
Ugyanakkor az e és PA altal bezart
« szo6g a ky kor Y pontot nem tartal-
mazé PX ivéhez tartozo érintészaru
kertileti szog is, ezért PY X< = «. Ez
pedig azt jelenti, hogy az AB és XY
szakaszok parhuzamosak egymassal.

Az AB M-ben érinti a ky kort, ezért X M A< érintOszaru keriileti szog ki-ben,
fgy XM A<= XPM<«, de XY || AB miatt XM A< = M XY <, és emiatt

3. dbra

XPM<a=MXY<«.

A ki korben az M XY < és MPY < azonos ivhez tartozd keriileti szogek, tehat
egyenldk:
MXY< = MPY«.

Ebbél azonnal adédik, hogy
XPM<=MPY«q,

vagyis PM felezi az X PY < = APB< szbget, és éppen ezt akartuk bizonyitani.
Veres Dorottya (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

Megjegyzés. Fz a megoldés egyes pontjaiban hasonlit ugyan a 2. megolddshoz,
a kétféle megoldas mégis kiilonbozik, mert itt a versenyzo elészor azt bizonyitotta,
hogy XY || AB, majd a megolddst ennek felhaszndlasaval fejezte be. A megoldas
soran azt is megmutatta, hogy M X = MY

4. megoldas. Alkalmazzunk inverziét egy P kozéppontu alapkorre. A kp és ko
korok atmennek az inverzio P pélusan, ezért képeik a korok p centrélisara merdleges
e1, eo egyenesek. Tekintsiik a 4. dbrdt.

Az e-vel jelolt AB egyenes nyilvan nem megy at a P ponton, ezért az inverzid
tulajdonsdga miatt képe a P ponton atmené k kor. Mivel az A, B pontok a ko
kor és az AB egyenes kozos pontjai, ezért A’, B’ képiik az ey egyenes és a k kor
kozos pontjai. Hasonldképpen M a ki kor és az AB egyenes kozos pontja, igy az
M’ kép az ey és k kozds pontja, tovabbé az inverziénak az alakzatok érintkezésére
vonatkozé tulajdonsdga miatt e; éppen az M’ pontban érinti a k kort.

Jeloljiik a k kor kozéppontjat O-val, ekkor OA” = OB’, valamint az OM’ sugér
merdleges a k kor ey érint8jére, de igy OM' meréleges eo-re is, tehdt OM' az
A’ B’ szakasz felezOmeré&legese. Ez az egyenes felezi az M’ pontot tartalmazé A’ B’
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ivet, ebbdl kdvetkezik egyrészt, hogy A’M’' = B’ M’, mésrészt, hogy a k korben az
A'M', B'M’ {vekhez tartozé keriileti szogek egyenl6k, azaz A'PM’'<< = B'PM'<«,
és igy

APM<« = BPM«,
ami a bizonyitandé volt.

Christ Miranda Anna (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)

A kiemelked6 dolgozatok szerzéi koziil ugyancsak inverzié felhaszndlasaval

oldotta meg a feladatot Szakdcs Abel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és
Gimn., 10. évf.).

Megjegyzések. a) A kitiizott feladat a bizonyitandé 4llitds megfogalmazdss-
ban kiilonbozik a Geometriai feladatok gydjteménye I. (Nemzeti Tankonyvkiadd,
10127/1.) 1036. szamu feladatatdl.

b) A bekiildott hibatlan dolgozatok egy része a honlapon megjelent megoldési
utat, tehdt a P koézépponti hasonlésigra alapulé megoldést kovette (1. megoldds).
A helyes megoldasok egy masik része a 2. megolddshoz volt hasonld, ismét mésok
a 3. megolddsnak megfeleld6 modot valasztottak. Inverziéval torténé megolddast
minddssze két versenyzo kiildott be.

¢) A bekiildétt dolgozatok egy részének jellemzd hibdi voltak a bizonyftdsi
lépések és a hivatkozdsok hidnyossigai, levezetési hibak, szbgekre vonatkozo hi-
bas megallapitdsok, indoklas nélkiil leirt Osszefliggések. Néhany dolgozat kézzel irt
szovegrészletei nehezen voltak olvashatok, tobb esetben pedig az abra alig volt &t-
tekintheto.

A maximalis 4 pontot 62 versenyz8 kapta meg, 3 pontos volt 12 darab, 2 pontos
11 darab, 1 pontos 7 darab, végiill 0 pontos 3 darab dolgozat. A 0 pontos dolgozatok
egyike egyéb hibdk mellett nem készitett abrat, a masik versenyz6 abraja kis mérete miatt
nem volt tanulményozhaté, a harmadik pedig egy minden tekintetben specidlis esetet
targyalt. A teljes dolgozatot, vagy annak egy részét (példaul csak az dbrdt) 3 versenyzd
nem megfelel6 formatumban (nem pdf) kiildte be.
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I_ _I A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak

| i (809-813.)

K. 809. Legyen a; egy pozitiv egész szam, amelybol létrehozunk egy sorozatot
a kovetkez6 szabdly szerint. A sorozat elsd tagjat (aq) felirjuk — a tizes szdmrend-
szerbeli alakjat felhaszndlva — a; = 10A; + by alakban, ahol by az egyesek helyén 4llé
szamjegy. Ebbél kiindulva képezziik a sorozat tovdbbi tagjait az a, 11 = A, + 6b,
szabdly szerint. Igazoljuk, hogy az igy képzett sorozatra teljesiil, hogy vagy mind-
egyik tagja oszthaté 59-cel, vagy egyik sem.

Urbdn Jdnos (Budapest) (1939-2012) feladata alapjan

K. 810. Az ABCD trapézban AB || CD és AB = 3CD, valamint CD = DA.
Hatdrozzuk meg a trapéz szogeit, ha tudjuk, hogy C DA< = 120°.

német versenyfeladat

K. 811. Egy 8 x 8-as sakktdblara rairtuk a pozitiv egész szdmokat 1-t6l 64-ig
novekvo sorrendben, a bal felsd sarokban kezdve és soronként haladva. Lehetséges-
e két egymdssal élben vagy csicsban szomszédos mezén all6 szamot a tablardl
torélniink ugy, hogy a fennmaradé szamok Gsszege éppen 2024 legyen?

Javasolta: Biré Balint (Eger)
K/C. 812. A 2024-nek pontosan egy olyan szdmjegye van (nevezetesen a 0),

amely minden szamjegyének tobbszorose. Hany olyan négyjegyii, pozitiv egész szam
van, amelynek legalabb két ilyen szamjegye van?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy6r)

K/C. 813. Az ABCD négyzet mellé rajzoltuk az FBFG négyzetet, mellé pedig
tobb, vele egybevagd négyzetet az alabbi dbra szerint.

D C
E G
\
H\ |
\
\
A B F K L

Hatarozzuk meg a DH FE haromszog és H K LE négyszog teriiletének aranyat.
Deres Janos (Csurgd) otletébol

*

Bekiildési hatarido: 2024. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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A C pontversenyben kitiiz6tt gyakorlatok
(812-813., 1808-1812.)

Feladatok 10. évfolyamig

K/C. 812. A szovegét lasd a K feladatoknél.
K/C. 813. A szovegét lasd a K feladatoknél.

Feladatok mindenkinek

C. 1808. Boglarka egy 4-szer 4-es négyzethalé minden négyzetébe beir a 2023,
2024, 2025 szamok koziil pontosan egyet. Hany kiilonb6z6 moédon teheti ezt meg
ugy, hogy minden sorban és minden oszlopban az oda beirt négy darab szam Gsszege
oszthatd legyen 3-mal?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyér)

C. 1809. Legyen az AC szakasz bels6 pontja B, és az ABS;, a BCS, és az
CAS;5 olyan egyenl6 szart haromszogek, amelyek koziil semelyik kettonek nincs
kozos belsé pontja, és amelyeknek alapjai az AB, a BC' és az C'A, és az alapon
fekvé szogeik mind 30°-osak.

Bizonyitsuk be, hogy az S;.5253 haromszog szabélyos.

német versenyfeladat

C. 1810. Hatdrozzuk meg az (z + 2)% + (22 — 4z — 4)3 = 825 egyenlet valds
megoldasait.

Javasolta: Biré Balint (Eger)
Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1811. Legyen f(z) = 22 és g(r) = 2% — 2z + 2. Hatdrozzuk meg a két fiigg-
vénygrafikon kozos érintéjének egyenletét.

Javasolta: Sdndor Csaba (Budapest)

C. 1812. Legyenek egy haromszog oldalhosszai a, b, ¢, amelyekre teljesiil, hogy
a+b=3c. Az a, illetve b oldalakkal szemkozti szogek «, illetve 3. Bizonyitsuk be,
hogy ctg 5 - ctgg =2.

horvat versenyfeladat

*

Bekiildési hataridé: 2024. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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A B pontversenyben kitiizétt feladatok
(5382-5389.)

B. 5382. Dontsiik el, hogy vannak-e olyan 2 < p < ¢ primszamok, amelyekre
a{p+1,p+2,...,q— 1} halmaz elemeinek t6bb mint egyharmadrésze primszam.

(3 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)

B. 5383. Az ABCD hurnégyszoghen BAD< =90°, BC' =CD és AC = 1.
Kiszamitandé a hurnégyszog teriilete.

(3 pont) Javasolta: Hujter Mihdly (Budapest)

B. 5384. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ > 0 és a® + b + ¢®> = abc, akkor
a ¥ 3
2 b — 4+ — + — < abe.
(a+ +C)+bc+ca+ab*ac
(4 pont) Javasolta: Bencze Mihdly (Brasso)

B. 5385. Az ABC hegyesszogi haromszogben jelolje F' a Feuerbach-kor kézép-
pontjat. Bizonyitsuk be, hogy AF? — BF? = Resin(f — «), ahol R a koréirt kor
sugarat, ¢ az AB oldal hosszat, mig « és 8 az A és B csucsokndl levd bels6 szoget
jeloli.

(4 pont) Javasolta: Bencze Mihdly (Brasso)

B. 5386. Anna és Balazs a kovetkez6 jatékot jatssza. Anna 101-szer, mig Baldzs
10-szer dob fel egy szabdlyos pénzérmét. Anna gy6z, ha tobb, mint 10-szer annyi
fejet dobott, mint Balazs, kiilonben Balazs nyer. Kinek kedvezObb ez a jaték?

(5 pont) Javasolta: Sztranydk Attila (Budapest)
B. 5387. A sik véges sok pontjat megjeloltiik a piros, kék és zold szinek vala-
melyikével gy, hogy nincs hiarom kollinedris, azonos szinli pont, de barmely két

azonos szinli pontot 6sszekoto szakaszon van olyan megjelolt pont, amelynek szine
kiilonbozik a végpontok szinétdl. Legfeljebb hany pontot vehettiink fel?

(5 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhéza)
B. 5388. Mutassuk meg, hogy barmely 2n egymast koveto pozitiv egész szamot

legaldbb n!-féleképpen lehet n parba allitani ugy, hogy semelyik parban ne legyen
a szamok szorzata négyzetszam.

(6 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhdza)

B. 5389. Az ABC hegyesszogli haromszog beirt korének kozéppontja I, a BC
és AC oldalakkal vett érintési pontjai D, illetve E, tovabba jelolje H a haromszog
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magassagpontjat. Igazoljuk, hogy ha H a DFE szakaszon van, akkor a HI egyenes
felezi az AB oldalt.

(6 pont) Javasolta: Varga Boldizsdr (Budapest)

*

Bekiildési hataridé: 2024. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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A. 878. Legyen A a c¢ és k korok egyik metszéspontja. Legyen X; és X,
tetsz6leges pont a ¢ koron. Jelolje Y; az AX; egyenes masodik metszéspontjat a
k korrel 1 = 1,2 esetén. Legyen Py, P» és P5 tetszbleges pont a k koron, és jelolje
O a k kor kozéppontjat.

Az A pontversenyben kitlizott nehezebb feladatok
(870-880.)

Jelolje K;; az X;Y;P; haromszdg koriilirt kérének kozéppontjat ¢ =1, 2 és
j=1,2, 3 esetén. Legyen L; az OK;;K»; hdromszog koriilirt kérének koézéppontja
j =1, 2, 3 esetén. Bizonyitsuk be, hogy L1, Ly és L3 egy egyenesre esik.

Javasolta: Molndr-Szabd Vilmos (Budapest)

A. 879. Adott egy k > 2 egész szam. Xavér és Yvett a kovetkezd jatékot jatssza.
Eredetileg a tablan egy n > k egész szam szerepel. Ezt kovetéen felvaltva 1épnek,
Xavér kezd. Egy 1épés abbdl all, hogy a tédblan szereplé m szdmot kicserélik egy
olyan m’ szédmra, amelyre k < m’ < m és (m’,m) = 1. Aki el8szér nem tud lépni,
veszit.

Azt mondjuk, hogy egy n > k egész szdm jo, ha Yvettnek van nyero stratégiaja.
Mutassuk meg, hogy ha n, n’ > k olyanok, hogy minden p < k primre p akkor és
csak akkor osztja n-et, ha n’-t, akkor n akkor és csak akkor jé, ha n' j6.

A. 880. Hatérozzuk meg az osszes (a, b, ¢) valés szdmokbdl 4116 szdmhdrmast,
amelyre létezik olyan f: ZT — Z* fiiggvény, hogy

af(n) +bf(n+1)+cf(n+2) <0

minden n € Z* szdmra (Z* a pozitiv egész szdmok halmazdt jelsli).
Javasolta: Imolay Andrds (Budapest)

*

Bekiildési hatarid6: 2024. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Informatikabdl kituzoétt feladatok
(623-626.)

I. 623. Azokat a pozitiv egész szamokat, amelyekben a szomszédos szamjegyek
pontosan 1-gyel kiilonbtznek egymastdl, + és — jelek sorozataval kédolhatjuk.
A + jel kédolja, hogy a szamjegy 1-gyel nagyobb, a — jel pedig, hogy 1-gyel
kisebb az el6z6 szamjegynél. Az elsé szamjegy ismerete nélkiil altaldban a sorozat
tobb szamot kodolhat, amelyek koziil a legkisebb és a legnagyobb egyértelmiien
meghatarozhato.

Példa egy 5 jegyli szdm kddolasara 4 hosszusagu koddal: a +—++ altal kédolt
legkisebb szam 12123, a legnagyobb szam 78789.

Készitsiink programot 623 néven, amely egy N darab + és — jelbdl allo
karaktersorozat altal kédolt legkisebb és legnagyobb N+ 1 jegyil szdm Osszegét
hatarozza meg.

A program standard bemenetének egyetlen sordban az N (1 < N < 1000) jegy(
kéd karakterei (+ és — jelek) szerepelnek.

A program a standard kimenetre irja ki a kédolt legkisebb és legnagyobb szdm
Osszegét.

Példa a bemenetre: | Kimenet:
—+++—+ 8691312

Magyarazat: a kod szerinti legkisebb szam 1012323 és legnagyobb szam 7678989.

Bekiildend6 egy tomoritett i623.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsillomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

(10 pont)

1. 624. Egy kertben elhelyezett jatéktér ja-
rélapokbdl épiil fel. A jarélapok egy N sorbdl és
A N oszlopbdl allé négyzethaléba vannak rendezve.
Egy csapat gyerek minden reggel a kovetkezo jaté-
kot jatssza: figyelik, hogy melyik jarélapokon van
legaldbb egy levél az éjjel lehullottak koziil és me-
= e lyeken nincs. Megszamoljak, hogy hany olyan sor
és oszlop figyelhet6 meg, amelynél egyik jarélapon
sincs falevél.

¢
u

¢
i

Egy 7 x T-es jatékteret szemléltet a mellékelt
. abra, ahol két olyan oszlop és egy olyan sor lat-
haté, amely nem tartalmaz falevelet.
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Készitsiik el a jaték szamitdégépes valtozatat gy, hogy a jatéktér mezdit a
bal alsé saroktdl kiindulva megszamozzuk 1-t6l kezdve. A szamozas egy soron beliil
balrdl jobbra, illetve a sorok kozott alulrdl felfelé torténik. Az igy kapott szdmokkal
adjuk meg, hogy mely mez6kon van levél. A szamsorozat ismeretében hatérozzuk
meg, hogy hany olyan sor és oszlop van, amelyben nincs levél.

A program a standard bemenet elsd sordbdl olvassa be a jatéktér méretét
jellemz8 N szdmot (2 <N < 100), majd a kovetkezd sorban székozzel elvélasztva
azoknak a jarélapoknak a szamat, amelyeken levél taldlhato. A levelet tartalma-
z6 jarolapok megadasanak sorrendje tetszéleges. A program a standard kimenet
egyetlen soraban adja meg, hogy 6sszesen hany olyan sor és oszlop van, amely nem
tartalmaz levelet.

A fenti példdhoz tartozé bemenet és kimenet:

Bemenet Kimenet

7
4322317313826412035 | 3

Bekiildend6 egy tomoritett i624.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrasallomény melyik fejlesztéi
kornyezetben fordithato.

(10 pont)

I. 625. Rendelkezésiinkre allnak egy fajlban hazdnk helységeinek koordinatai.
FEzek alapjan fogunk a tablazatkezelé program segitségével egy-két érdekességet
bemutatni.

1. Nyissunk meg egy iires munkafiizetet, mentsitk motel fajlnéven. Hozzunk
létre harom munkalapot koord, valaszok és baltel néven.

2. A hdrom melléket szovegfajl tabuldtorral tagolt UTF—-8 kddolasu. Masoljuk
be a harom munkalapra a mellékelt adatokat a kovetkezok szerint: a koord
lapra az A1l cellatdl kezd6déen a motelkord.txt tartalmat, a valaszok lapra
az Al cellatdl kezd6déen a valaszok.txt tartalmat, végiil a baltel lapra a B2
cellatdl kezd6déen a baltel.txt tartalmat.

3. Formazzuk meg a minta szerint a koord munkalapot, majd szdmoljuk ki
mésolhaté fiiggvények és képletek segitségével minden telepiilésre a keleti
hosszuséag és északi szélesség fokban mért értékét.
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4. Forméazzuk meg a minta szerint a valaszok munkalapot, majd valaszoljunk
a kérdésekre fliggvények és képletek segitségével a telepiilések neve alapjan.

5. A baltel munkalapon a Balaton melletti telepiilések vannak. Balatonvildgos
telepiiléstol kezdodGen egy térkép segitségével az éramutatd jardsaval meg-
egyez6 irdanyban szamozzuk be a telepiiléseket az A oszlopban, majd a sor-
szamok alapjan rendezziik at a listat, ezutan Balatonvildgos nevét ismételjitk
meg a lista aljan, végiil keresofiiggvények segitségével tarsitsuk hozzajuk a C
és D oszlopban a koordindtaikat.

6. Készitsiink masolatot a koord munkalaprol és rendezziik az adatokat szé-
lesség szerint. Készitsiik el beloliikk a mintan lathaté diagramot, amelynek a
héttérszine RGB (102,102,102) kédu. Helyezziik a D1 nevii, diagram-tipusi
munkalapra.
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7. Készitsiik el a baltel lap alapjan a mintan lathaté diagramot. Helyezziik a
D2 nevii, diagramtipusi munkalapra.

Segédszamitasokat minden munkalapon az adatokrdél jobbra végezhetiink.
A megoldasban sajat fiiggvény vagy makré nem hasznalhato.

Bekiildend6 egy tomoritett i625.zip allomanyban a motel tablazatkezel6 mun-
kafiizet, és egy rovid dokumentacid, amelyben szerepel a tablazatkezel6 neve, ver-
zi6szama.

Forras: https://www.kemitenpet.hu/letoltes/tables.helyseg_hu.xls

Letolthet6 fajlok: motelkord.txt, valaszok.txt, baltel.txt.

(10 pont)

I. 626. Magyarorszag statisztikai szamai kozill a kébeltelevizié-halézatba be-
kapcsolt lakasok szamat vizsgaljuk a KSH adataibdl rendelkezésre allé 2003 és 2019
kozotti években. A nagyregio tabla megadja az orszag nagyobb régidit, amelyek-
nek részei a regio tablaban talalhaté régiok. Példaul a Dundntil nagyrégio része
Dél-Dunantiul. Az orszag varmegyéi és a févaros mint kiillon varmegye talalhaté a
terulet téabldban. A két tabla kapcsolata jelzi, hogy melyik teriilet melyik régiéhoz
tartozik. A kabel tédbla adatai megmutatjak, hogy az adott években hény lakdsban
volt kabeltévé-elofizetés az egyes teriileteken.
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A feladat megoldasahoz javasoljuk a digitalis kultura érettségin is hasznélatos
XAMPP rendszert. MySQL-ben a forrasként megadott kabelteve.sql szoveges
allomanyt lefuttatva készitsiik el a kabelteve adatbazist, amelyben megtalalhatok
a fenti adatok, és oldjuk meg a kovetkez6 feladatokat. A megolddsok SQL kédjat
egy megoldas.sql szoveges allomanyba helyezziik el, jelezve, hogy melyik SQL
parancs melyik feladat megoldasa. A 7. feladatban kért tdblazatot a tabldzatkezel$
alapértelmezett formatumaban mentsiik alfoldeszak néven.

1. Készitsiink lekérdezést, amely megadja, hogy a févaros kivételével hany
varmegye van az orszagban.

2. Készitsiink lekérdezést, amely megadja, hogy mely varmegyék tartoznak
Dundntul nagyrégiohoz. A varmegyék nevét, valamint a nagyrégiok nevét jelenitsiik
meg.

3. Adjuk meg, hogy a 2012-es évben hany kabeltévé-elofizetés volt Budapesten.

4. Adjuk meg, hogy mennyivel valtozott a kabeltévé-elofizetéssel rendelkez6
lakdsok szama 2004 és 2014 kozott Tolna megyében?

5. Adjuk meg, hogy Budapest kivételével melyik harom varmegyében volt a
legnagyobb az eléfizeték szdma 2015-ben. A varmegyék nevét, valamint az eléfize-
tések szamat jelenitsiik meg.

6. Adjuk meg, hogy melyik volt az els6 év, amikor Nogrdd varmegyében az
elofizetések szama meghaladta a 40 000-et.

7. Készitstink lekérdezést, amely megadja az Alféldi és Eszak régié megyéinek
el6fizetéseit a 2004, 2008, 2012, 2016 években. Az adatokat helyezziik at tablazatke-
zel6 alkalmazdsba, és készitsiink az adatok szemléltetd vonaldiagramot. A diagram
vizszintes tengelyén a négy év jelenjen meg, fiiggdleges tengelyén az eldfizetések
szama legyen lathat6. Az egyes varmegyék egy-egy eltér6 szinii adatsorként szere-
peljenek. A diagram jelmagyarizata adja meg a varmegyéket, a tengelyek felirata
Evek és Lakdsok legyen.

8. Készitsiink lekérdezést, amely megadja, hogy mely varmegyékben és mely
években haladta meg a Heves varmegyei el6fizetések szamat masik, Heves véar-
megyével azonos régidéba tartozé varmegye elofizetéseinek szama ugyanabban az
évben. A lekérdezés a két varmegye nevét és a két varmegye elofizetéseinek szamat
jelenitse meg, és legyen az évek szerint névekvo sorrendben.

Forras: https://www.ksh.hu/stadat_files/ikt/hu/ikt0024.html

Bekiildendo egy tomoritett i626.zip dllomanyban a megoldas.sql szoveges éllo-
many, amely tartalmazza a feladatok megoldasat adé SQL parancsokat, valamint
az alfoldeszak néven késziilt tablazat, amely tartalmazza az atvitt adatokat és a
diagramot.

Letolthet allomany: kabelteve.sql
(10 pont)
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Komplex szamok a fizikaban

I. rész:

A komplex szamok mechanikai alkalmazasai

L

A komplex szamok nagyon eredményesen alkalmazhatdk a fizika szamos teriile-
tén, elsésorban sikbeli mozgasok, valamint a rezgések és hullamok leirdsdnal. Azok
kedvéért, akik még nem ismerik a komplex szdmokat és a veliik végezhet6 miivele-
teket, osszefoglaljuk a tovabbiak megértéséhez sziikséges legfontosabb matematikai
dsszefiiggéseket.

Ut a komplex szamokhoz

A szdmokkal kapcsolatos fogalmaink fokozatosan és egyre béviilve alakultak
ki. A bévitéseket bizonyos miiveletek elvégezhetdségének igénye tette sziikségessé.
Kezdetben, valamikor nagyon régen az emberek (és a kisiskoldsok ma is) a termé-
szetes szamokat hasznéltak. Annak érdekében, hogy a kivonds miivelete korlatozas
nélkiil elvégezhet6 legyen, ,kitalaltak” a negativ szamokat. Az egész szdmok osz-
tdasdnak miivelete elvezetett a raciondlis szdmokhoz, a (nemnegativ) szdmok négy-
zetgyOkének keresése pedig az irraciondlis szdmokhoz. A szamfogalom mindegyik
bovitménye magiban foglalta a korabban hasznélt szamokat, és a miiveleti sza-
bélyokat is sikeriilt ellentmondésmentesen kiterjeszteni az 1j, b6vebb szamkorre.
Ennek a folyamatnak az utolsé 1épése volt a negativ szamok négyzetgyokének ke-
resése, ami elvezetett a komplex szadmokhoz.

Olyan szém, aminek a négyzete (—1) lenne, nem létezik a valés (mindaddig
,valédinak” tekintett) szamok kozott, de elképzelhetd, hogy egy bdvebb szémfoga-
lomban ez a furcsa valami is értelmezhetd. A \/—1 ,szdmot” imaginérius (elképzelt,
képzetes) egységnek nevezték el a matematikusok, és i-vel jelolték.*

Feltételezziik, hogy a képzetes szdmmal (szdmokkal) a kordbban hasznélt al-
gebrai miveletek elvégezhetSk, és a miiveleti szabdlyok is a megszokott alakban
alkalmazhatéak. (Bizonyithatd, hogy ez a feltételezés nem vezet ellentmonddsra.)
Igy példaul i-t (az imagindrius egységet) megszorozhatjuk valds szdmokkal és 6ssze
is adhatjuk azokkal, vagyis értelmezhetjiik a 3 + 44, —5 + 2i stb. osszetett (komp-
lex) szdmokat. Ezek dltaldnos alakja: z = a + b, ahol a és b valés szamok. Az a
szdmot z valés (redlis) részének nevezziik és Re z-vel jeloljiik, b pedig z imaginérius
(képzetes) része, jele Im z.

3A KoMaL 1948. évi 2., 5. és 9. szdmaiban részletes cikksorozat olvashaté errdl a téma-
korrél (Surdnyi Jdnos: Ismerkedjiink a komplex szdmokkal 1-3., db.komal.hu/KomalHU/
kereses.phtml?todo=1&Cim=ismerkedjlink a komplex), tovdbbd az interneten:
https://hu.wikipedia.org/wiki/Komplex_szamok

4A villamosmérnoki gyakorlatban a valtéaramu dramkorsk targyaldsanal igen j6l hasznalhaté
V=1 jele j, mert ott az i bet{it mar lefoglaltdk a pillanatnyi dramerdsség jelolésére.
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Alapmiiveletek komplex szamokkal
A komplex szamok Osszege:

z1 + 20 = (a1 +1iby) + (az + iba) = (a1 + a2) +i(by + b)),
vagyis
Re(z1 + 22) =Rez1 + Reza és Im(z1 + 22) =Imz; + Im 29
modon értelmezhet6. Nyilvan teljesiilnek a valds szamoknal megismert
21+ 29 = 20 + 21, és (z21 4+ 22) + 23 = 21 + (22 + 23)

Osszefiiggések.
Kicsit bonyolultabb a komplex szamok szorzésa:

(a1 + ’ibl)(ag + Zbg) = (alag — ble) + i(albg + ale),
azaz

Re(z121) = Rez; Rezo — Im 21 Im 29,

Im(z122) = Rez1 Im 2o + Re 2o Im 4.
Kozvetlen szamolassal belathaté, hogy a
z129 = 2221, (2122)z3 = 21(2223) és (21 + 22)23 = 2123 + 2223

azonossagok teljesiilnek.

Hétravan még a komplex szdmok reciprokdnak (multiplikativ inverzének) és
két komplex szdm hdnyadosdnak kérdése. A z = a + ib komplex szdm reciprokdnak
az )

1 a—1b
A = ——
a? + b2

IS

szamot tekinthetjiik, hiszen

ib)(a — ib
1 fatib)e—it)
a? + b?
Az a = b = 0 szdmot kivéve minden komplex szdmnak 1étezik egyértelmii reciproka.
Két komplex szam hényadosanak definicidja:
Z1 1

— =2z1—.
%) %)

A komplex konjugalis miivelete és a komplex szamok abszolit értéke

A tovabbiakban fontos lesz a z = a + ib szambdl képezheté masik komplex
szam:
Z =a — b,
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amit z komplex konjugdltjinak neveziink. Minden komplex szdmnak van konjugdlt-
ja, és z = 2. Kénnyen ellenérizhetd, hogy teljesiilnek a

21tz =%Z1+7%2 és Z1Z3 = Z1 ' 22

azonossagok is.
A 2z = (a+ib)(a — ib) = a® + b? nemnegativ, valés szdmot z abszolitérték-
négyzetének nevezziik, és |z|?> médon jelsljiik. (Nyilvan igaz, hogy [Z| = |z|).
z

Ezekkel a jelolésekkel egy komplex szam reciproka igy irhaté fel: z—% = wE @

valds és a képzetes része pedig igy kaphaté meg:

z4+z 2=z
Imz=

R =
eET Ty %

A komplex szamok abrazolasa a Gauss-féle szamsikon

A valds szémokat (vagyis az Im z = 0 alaki komplex szdmokat) egy egyenes
(a szdmegyenes) pontjaiként dbrdzolhatjuk. A nulldtdl kiilonboz8 képzetes résszel
rendelkez6 komplex szdmok ,nem férnek el” a szamegyenesen, hiszen — a sikbeli
vektorokhoz hasonléan — két adattal jellemezhet6ek. Gauss javaslatara a z = a + b
komplex szamot egy olyan sik pontjaként abrazolhatjuk, amelyen két, egymédsra
merdleges tengely mentén mérjiik fel az (el8jeles) a és b tavolsdgokat. Ezen ten-
gelyek egyikét valds tengelynek, a mdsik (rd merdleges) tengelyt pedig képzetes
tengelynek nevezziik. A két tengely metszéspontjat valasztjuk mindkett&jiik null-
pontjanak (1. dbra).

komplex szamsik

2% |
képzetes tengely

r=lz | | ______
p=argz it 2= (a,b)

a=Rez
b=Imz

1. dbra

A komplex szémsik z pontjdba mutaté z = (a,b) sikbeli vektor szoros rokon-
sagban all a z komplex szammal. Fenndll példaul az Gsszeadds és a valds szammal
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val6 szorzas miiveletének azonossaga. Ha z1 + 29 = z3, akkor z1 + 22 = z3, tovabba
ha w = Az (X valds, z pedig tetszdleges komplex szdm), akkor w = Az. A komp-
lex konjugélas miivelete a komplex szamoknak a valds tengelyre vett tikrozésével
valésithaté meg.

Ezek az 6sszefiiggések teszik lehet6vé, hogy a sikbeli vektorokkal leirhaté fizikai
jelenségeket komplex szamokkal is lefrhassunk.

A komplex szdmok trigonometrikus és exponenciilis alakja (Euler-formula)

Ismert, hogy egy sik tetszoleges P pontjanak helyzetét nemcsak a Descartes-
féle derékszogli koordindtakkal, hanem az in. polarkoordindtékkal (r és ) is meg
lehet adni. Ezek geometriai jelentése: r a P pont és az O origd tavolsidga, ¢ pedig
az OP egyenesnek az x tengellyel bezart szoge.

Ezt az eljarést a komplex szamsik pontjaival, vagyis a komplex szamokkal is
megtehetjiikk. Az 1. dbrdrol leolvashatd, hogy

Rez =rcosyp és Imz = rsine,
vagyis
z=rcosp+irsine = r(cosp + isiny).

A zardjelben 4ll6 komplex szdm egységnyi abszolit értékil, r pedig |z|-tel egyezik
meg. A fenti kifejezésben — amelyet a komplex szamok trigonometrikus alakjanak
neveznek — a (radidnban mért) ¢ sz6g a komplex szdm fdzisa, més néven argumen-
tuma. Jelolése: p = arg z.

A komplex szamok z = a + ib algebrai alakjabdl a trigonometrikus alak koor-
dinatait igy kapjuk:

arctg 2, ha a > 0,
r=+va?+ b2, illetve 0= e “
7r+arctg§, ha a < 0.

A trigonometrikus alak segitségével egyszeriibben targyalhaté a komplex sza-
mok szorzasa. Fenndll ugyanis, hogy

2129 = r1(cos p1 + isin i) - ro(cos pa + isinpy) =
= (r172) [(cos 1 cos o — sin ¢ sin ) + (sin @1 cos ps + sin ps cos p1)] =
= (r1r2) [cos(p1 + p2) +isin(p1 + ¢2)],

vagyis
|21 22| = |2z1] |22|, illetve arg(z122) = arg(z1) + arg(zq).

A fenti masodik Osszefiiggés emlékeztet a hatvanyfiiggvény tulajdonsigara:

cPLeP2 — C(¢1+<P2)’

amit igy is felirhatunk:
P12 o A(P1t+p2)
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Vajon milyen A szdm mellett azonosithatjuk a (cos ¢ + ¢ sin ) komplex szdmot
e*-vel? Nyilvanval6, hogy A nem lehet valés szam, hiszen akkor az egész kifejezés
valés lenne, marpedig nem az. Segitséget a nagyon kicsi szogekre érvényes kozelité
alakok adhatnak:

cosp ~ 1; sinp &~ @ és M a1+ .
Ezek 6sszevetésébol kapjuk, hogy A = ¢, vagyis
z = re'?.

Ezt az osszefiiggést (az tin. Euler-formulét) a komplex szdmok exponencidlis alakja-
nak nevezik.® Segitségével konnyen el tudunk forgatni tetszéleges z komplex szdmot
az origd koriil ¢q szoggel (z ew“), illetve fel tudunk irni egy w szégsebességgel forgo,
egységnyi abszolut értékii komplex szamot (em). Ezek a tovabbi fizikai alkalma-
zasokban fontos szerepet kapnak.

Van-e még tovabb?

Jogos kérdés, hogy vajon tovabbi miiveletek elvégezhetdségének igénye nem
vezet-e még bévebb szamfogalomhoz, ,még komplexebb” szamokhoz. A vélasz — ér-
dekes médon — az, hogy nem! Komplex szdmokkal a legfurcsdbb (a valds szdamok
kérében végrehajthatatlan) miiveleteket végezhetiink el, és az eredmény még min-
dig a komplex szamkor része marad. fgy példaul van olyan komplex szam, aminek
szinusza 2, vagy akdr 2i, és In(3 — 2¢) is kiszamithato.

Erdekességként szamitsuk ki a képzetes egységnek, vagyis i-nek az i-edik hat-
vanyat. Mivel az Euler-formula szerint i = e'™/2, _a hatvény hatvanyozasanal a
kitevék Osszeszorzédnak” szabélyt alkalmazva kapjuk, hogy

. . i .2
it = (ewr/Q) — ¢t /2 _ ef‘n'/2.

Meglep6 médon az eredmény egy (irraciondlis) valds szdm, amelynek kozelitd érté-
két akar egy zsebszdmolégép is meg tudja adni: i =~ 0,207 879 576. Jéllehet i valds
és képzetes része egész szam, a hatvanyozas eredményében megjelent a két legis-
mertebb (és a fizikai alkalmazdsokban legfontosabb) irraciondlis szdm: a 7 és az e
(a természetes logaritmus alapszdma).

Vizszintes sikban mozgé korongok rugalmas iitk6zése

Alkalmazzuk a komplex szamokrdl leirtakat egy nem szokvanyos fizikai je-
lenségre: vizszintes sikban mozgd korongok rugalmas iitkozésére. Ilyen folyamatra
mutatott példdt a KoMaL mult havi szamédban kittizott P. 5555. feladat. A to-
vabbiakban ennek a feladatnak az altalanositasat oldjuk meg, de a cikk végén a

5Az Euler-formula bemutatott ,szdrmaztatdsa” nem tekinthetd szigoru levezetésnek, hanem
inkdbb e'¥ definicidjdnak. A tisztan képzetes kitevdjli exponencidlisra mésféle definicidk is adha-
tok, de azok is az Euler-formuldhoz vezetnek.
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hivatkozott feladat konkrét adataival szamolva a feladat szdmszer(i részeredményeit
és a végeredményét is megadjuk.

Tegyiik fel, hogy egy M tomegi, lapos korong v sebességgel mozogva nekiiit-
kozik egy m tomegl, az iitkozés pillanatdban u sebességgel rendelkezé masik ko-
rongnak (2. dbra). (A korongok tomegének ardnyat a tovdbbiakban k-val jelsljiik,
azaz M = km.) Az iitkozést rugalmasnak tekintjiik, vagyis felhasznaljuk, hogy a két
korong Gsszes mozgdsi energidja az iitk6zés soran allandé marad. Az egyszeriiség
kedvéért csak olyan esetet vizsgalunk, amelyben az 1itk6z6 testek kozotti surlodas
elhanyagolhatéan kicsi, tehat a korongok, ha kordbban nem forogtak, nem is jénnek
forgasba. Nem szoritkozunk azonban csak az egyenes iitk6zésekre, vagyis megen-
gedjiik, hogy az 1itkoz6 testek sebességvektora ne legyen parhuzamos a t-vel jelolt
iitkozési feliiletre meréleges (a korongok kézéppontjat 6sszekots) n egyenessel.®

Az iitkozés ,ferdeségét” a korongok kozos érintdjének az — 6nkényesen irdnyi-
tott — derékszogii koordindta-rendszer x tengelyével bezart o szogével jellemez-
hetjiik.”

2. dbra

Szeretnénk meghatarozni a korongok {itkézés utdni V és U sebességét, ezen
vektorok irdnyat és a nagysagat. Ehhez tobb 1épésen keresztiil juthatunk el.

1. lépés. Felvessziik a valasztott derékszogli koordindta-rendszerhez illeszked6
Gauss-féle komplex szdmsikot, és valamennyi sikbeli vektort ezen szamsik pontjai-
ként kezeliink. (Ha a vektorok kezdépontjit az origéba toljuk, akkor a végpontjuk
éppen a nekik megfeleld komplex szdmra esik.) A korongok iitkozés elStti sebessé-
gét tehat a v = v, + ivy és u = uy, + fu, (ismertnek tekintett) komplex szdmokkal
adjuk meg.

2. lépés. Meghatarozzuk a két korongbdl all6 rendszer témegkodzéppontjanak w
sebességét. Mivel a rendszer teljes lendiilete (impulzusa) a (M + m)w = Mv + mu
komplex szammal adhaté meg, a tomegkozéppont sebessége

_Mv—i—mu_kv—i—u
- M+m k+1°

6Tlyen iitkdzést — j6 kozelitéssel — sima peremii pénzérmékkel vagy beféttesiiveg-kupakokkal
hozhatunk létre.

Az o szoget akkor tekintjitk pozitivnak, ha az = tengely pozitiv (az éramutaté jardsival
ellentétes irdny1) forgatdssal vihetd &t a t egyenesbe.
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3. lépés. Az eredeti K koordindta-rendszerrdl attériink az ahhoz képest w
sebességgel mozgd K tomegkozépponti rendszerre. Ebben a rendszerben érvényes
sebességeket ugy kapjuk meg, hogy az eredeti sebességekbol kivonjuk w-t:

kv+u v—u et kv+u uU—v

V=V —w=0— =——, |lletve w1 =u—w=u-— = .

! k+1  k+1 ! k+1 k41

Ez a két komplex szdm (vektor) egymdssal parhuzamos, ellentétes irdnyd és a
tomegekkel stilyozott 6sszegiik (vagyis a rendszer dsszimpulzusa) nulla:

Muvy + muy = m (kvy +up) =0.

4. lépés. A korongok méretének és az egymashoz valé geometriai viszonyuk is-
meretében meghatdrozhatjuk, hogy az titkozés pillanatdban a korongok kozos érin-
t6je, vagyis a t egyenes mekkora « szoget zar be a Gauss-szamsik valds tengelyével
(3. dbra).

M=km ," t

7
e x
valds tengely

3. dbra
5. lépés. Az 1itkozés soran barmelyik korong — témegkozépponti rendszerben
mért — sebességének t irdnyd komponense valtozatlan marad (hiszen a korongok
kozotti sirlédds hidnydban nem hat rdjuk ¢ irdnyt erd), az n irdnyu sebességkompo-
nensek pedig eléjelet valtanak. (Ez utébbi az iitkozés rugalmassagabdl kovetkezik.)
A korongok iitkozés utani sebességét tehat ugy kapjuk meg, hogy a v, és az
uy vektorokat tiikrozziik a t egyenesre (4. dbra).

21

2

—ia

. z1€
A !
xr
1 2267“‘
4. abra 5. dbra
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Vajon milyen miivelet felel meg ennek a tiikrozésnek a komplex szamok koré-
ben? Ha t a valds tengellyel esne egybe (vagyis a = 0 teljesiilne), akkor egy tetszd-
leges z; komplex szam zo tiitkorképe a komplex konjugaltja, vagyis zo = Z7 lenne.

Az altaldnos helyzetili t egyenesre torténd tiikkrozés gy valésithaté meg, hogy
elforgatjuk zi-et, zo-t és a t tengelyt negativ irdnyba « szoggel (5. dbra). Ezt a
miiveletet a komplex szdmok e *®-val valé megszorzasaval érhetjiik el. Ezéltal az
abran sargaval jelolt haromszog a kék haromszogbe megy at, a tiikrozés t tengelye
pedig a valés tengellyel esik egybe. Ezek szerint

20 " = 71 e~ = 77 ',

ahonnan mindkét oldalt e*®-val szorozva kapjuk, hogy

20 = 77 €2%7.

Megjegyzés. A fenti eredményhez algebrai megfontoldsokkal is eljuthatunk. A tiikrézés
tulajdonsigaibdl kovetkezik, hogy z2 és a t = e'® komplex szdmmal jellemzett tiikrozési
tengely kozotti arg zo — argt szog megegyezik az argt — arg z1 szoggel, vagyis

arg zo = —arg z1 + 2a = arg (E e2i°‘) .

{e3

Miésrészt |z2| = |z1| = |z1], tehdt 22 = Zz1 €% valéban teljesiil.

Ugyanezzel a képlettel kaphatjuk meg a 3. 1épésben kiszamitott vy és wuy

komplex sebességek iitkozés utdni értékeit a tomegkozépponti K rendszerben:

2t

vy = 77 €'Y, illetve us = uy e,

6. lépés. A tomegkozépponti rendszerbdl az eredeti K rendszerbe tigy térhetiink
vissza, hogy a sebességekhez hozzaadjuk a tomegkozéppont w sebességét. Ez adja
meg a korongok iitkézés utani V = vy + w és U = uy + w sebességét.

Az egyes lépések eredményeit Osszerakva végiil ezt kapjuk:

1

V:m(kv+u+ﬁe2m—ae2m),
1 , A
U:m(kv+u+kﬂe2m—k@e2m).

Ezen komplex szamok abszolit értéke, argumentuma, valamint a valds és a képzetes
része megadja a végsebességek nagysagdt, iranyat és a sebességvektorok derékszogi
komponenseit.

A P. 5555. feladat megoldasa komplex szamok segitségével
A hivatkozott feladatban egy vizszintes asztallapon m tomegl, r sugaru allé
korongnak titkozik egy M = 4m tomegi, R = 2r sugard, vy sebességgel mozgd ma-
sik korong. A nagyobb korong sebességvektoranak irdnya az iitkozés pillanatdban
éppen érinti a kisebb korongot (6. dbra).
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6. abra

Viélasszunk egy olyan sikbeli, derékszogii I koordinata-rendszert, amelyben
a nagyobb korong éppen az x tengely iranydba mozog. Az dbrardl leolvashatjuk,
hogy az iitkozés ferdeségére jellemz6 szog: o = arccos% ~ 70,5°.

Vegyiink fel egy — a IC rendszerhez illeszked6 — Gauss-féle komplex szamsikot,
és abrazoljuk a sebességvektorokat komplex szamokkal. Esetiinkben k =4, v = vg
(valds szam), u = 0, és ezekbdl kovetkezen a tomegkdzéppont sebessége: w = %vo.

A tomegkozépponttal egyiitt mozgd K1 rendszerben a korongok sebessége:

1 ) 4
V1 =0 —w = -, illetve U =U—wW=—=1g.
5 5
Az iitkodzés utdni sebességek (még mindig a K; rendszerben)
e 1 . ) L 4 ..
vy = Tre?' = 5 ey és Uy = uzet® = —x eZi .

Visszatérve az asztalhoz rogzitett K rendszerbe a korongok iitkozés utani
sebessége:

1 . 4 2 sin 2
V:v2+w:f(4—|— 2m> o = + cos ozvo .sin avo,
5 5 5
valamint
4 : 4 — 4 cos22a 4sin2a
U:ug—i—w:g(l—e%“)voz 3 Vo — 1 3 0.
Kihasznélva, hogy cosa = % esetén cos2a = —% és sin2a = g 2, az iitkozés

utani sebességvektorok derékszogli komponenseire kapjuk, hogy

29 44/2
Va=ReV = Tzvg & 0.64u, V,=ImV = 4—‘5[@0 ~ 0,130,
64 16v/2
U,=ReU = 4—5110 ~ 1,42vy, Uy=ImU = — 4\5[110 ~ —0,50vg,
tovabba
|V| = 0,66v9 és |U| ~ 1,51v.
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A nagyobb korong az x tengelytél arctg % =~ 11°-0s szoggel balra, a kisebb

korong pedig arctg g—: ~ —19,5%-0s szoggel (tehdt jobbra) tériil el.
) 2
A két korong sebességnégyzetének ardnya az iitkozés utdn % ~ 5,28, és
az asztallal val6 surlédas miatt egyenletesen lassulé korongok &ltal megtett utak
aranya is ugyanekkora. Ha tehat a nagy korong az asztalon surlédva mondjuk 5 cm
utan all meg, akkor a kisebb korong a megallasaig 26,4 cm utat tesz meg.

Gnidig Péter
Vacduka

Fizika gyakorlatok megoldasa

I_M\
% 4

lll

G. 839. Két motoros halad egymdas mogott 30 m/s sebességgel egy versenypéa-
lyan, a kozottiik 1évé tavolsag 23 m, a motorkerékparok hossza 2 m. Egyszer csak
a hdtsé motoros el6zésbe kezd, 1 m/s?-tel gyorsit addig, mig 23 m-rel a térsa elé
nem keriil, majd dllandé sebességgel halad tovdabb. Abban a pillanatban, amikor
befejezi az el6zést, a masik motoros is elézésbe kezd szintén 1 m/s?-es gyorsulds-
sal, amit hasonléan 23 m-rel a tarsa el6tt fejez be. Mekkora sebességet érnek el a
motorosok a kétszeres el6zés utan?

(4 pont)

I. megoldés. A motorok kozotti tdvolsdg kezdetben d = 23 m, a motorok hossza
¢ =2m, a kezdeti sebességiik vy = 30 .

t, id6 milva ty id6 mulva
a d a d
— —
Vg Vg Vg LAt LA U2
— — — — ‘ — —
A B B A ! A B
d g SB1 d E SA2 d g
SA1
SB2

Az A-jelli motor t; id6 alatt el6zte meg a B-jeliit, ezalatt a B-jelii orra
(1) SB1 = Uotl

tavolsaggal keriilt elérébb. Az A-jelii motor dltal gyorsulva megtett 1t:
a

2

(2) S$A1 = vot1 +
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az abra alapjan pedig
(3) sa1=d+ L+ spi+d+L.
(1)-et és (2)-t (3)-ba beirva:

a
vot1 + 525% = vot1 + 2(d+ 6),

a

Az els6 elézés 10 s-ig tartott, az A-jelti motor sebessége az el6zés utédn:

m
v1:v0+at1:40 —.
S

A maésodik el6zés to ideig tartott, ezalatt az A-jelil orra
(4) SA2 = Uito

tavolsaggal keriilt el6rébb. A B-jelli motor altal gyorsulva megtett tt:

a
(5) sp2 = vola + 575%,

az dbra alapjan pedig

(6) spg=d+ L+ sp0+d+ L.

(4)-et és (5)-6t (6)-ba beirva:
a. s
voto + §t2 =vita +2(d+¥),

gt% + (’Uo - Ul)tQ - 2(d + é) = O,

a masodfoku egyenlet pozitiv gyoke:

vy — v + /(vo — v1)2 + da(d + 0)
a

ty =

= 24,14 s.
A masodik el6zés 24,14 s-ig tartott, a B-jeltt motor sebessége az el6zés utan:

Ve = v + aty = 54,14 —.
S

Tehdt a motorok sebessége a kétszeres el6zés utan: vy = vy =40 7 = 144 kTm

s vp = vy = 54,14 ™ ~ 195 Ko,

Filop Magdaléna (Pécsi Le6wey Kldra Gimn., 9. évf.)
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II. megoldas. A kezdetben hatul haladé motor legyen az A-, az eldl haladd
pedig a B-jelii. A két motor kozti tavolsdg d = 23 m, egy motor hossza £ = 2 m,
gy az el6z6 motornak a mdsik motorhoz viszonyitva s = 2(d + ¢) = 50 m utat kell
megtennie egy elézés soran. Kezdetben a versenypalyahoz képest mindkét motor
vg = 30 7 sebességgel halad.

Az elsb elézés soran legyen a vonatkoztatdsi rendszer az eldl (dlland6 sebesség-
gel) haladé B-jelii motor. Ebben a vonatkoztatési rendszerben ez a motor igy nyu-
galomban van, a mésik (gyorsit6) motornak pedig a kezdésebessége nulla. Az A-jelii
motor el6zési idejének meghatarozasa:

a2
s = —t7,
5l
amibol:

2
t=1/2 =105
a

A motor sebességvaltozdsa ez alapjan Avy = at; = 10 . Tehat az els6 el6zés utan
a sebességek a versenypalydhoz viszonyitva:

vy = v + Avg =40 E,
s

m
v = vg = 30 .

A madsodik el6zés soran legyen a wvonatkoztatdsi rendszer a most mar allando
sebességgel elol haladd, A-jelii motor. Ez a motor ebben a rendszerben nyugalomban
van, a masik (B-jelii, gyorsité) motor kezddsebessége pedig vy = —10 2. A B-jelii
motor el6zési idejének meghatarozasa:

a

s = oty + 2t§,

az egyenlet pozitiv gyoke

/ 12
- 2
fy= 0T VU205 o)y
a

A sebességvaltozds ez alapjan Avy = aty = 24,14 . Tehdt a két el6zés utdn a két
motor sebessége a versenypdalyahoz viszonyitva:

vl = vy =40 =
s
v = v + Avy = 54,14 =
s

Papp Emese Petra (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyak. Gimn., 9. évf.)

51 dolgozat érkezett. Helyes 29 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 7, hidnyos (1-2
pont) 11, hibas 2, nem versenyszerii 2 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

—

P. 5532. Egy vdltoztathatd kapacitisi kondenzdtort, melynek kezdeti kapacitd-
sa Cy, feltoltink Uy fesziiltségre, majd eqy R ellendllison keresztil révidre zdrunk.

a) Mennyi ideig és hogyan kell a kondenzdtor kapacitdsdt vdltoztatnunk, hogy
a kondenzdtor kisiitése kozben az dramerdsség dllandé maradjon?

b) Hatdrozzuk meg a kondenzdtor kezdeti energidjdnak és az ellendlldson ke-
letkezd Joule-hének az ardanydt! Adjunk magyardzatot az eredményiinkre.

(5 pont) A Quantum Magazine nyomén
Megoldés. a) A feladat szovege szerint az dramerésség idében allandd, igy a

kondenzétor fesziiltsége is dllandé: U (t) = RI(t) = RIy = Uy. A kondenzétoron 1évé
toltés idofliggése:

Q(t) = Qo — Iot = Qo — %IZ

ahol Qg = CyUjp a kondenzator kezdeti toltése. A kondenzator kapacitasa:

Q1) Qo-— %t t
C{t) = = =Cy— —=.
®) U(t) Us °"R
Ennek mindvégig pozitivnak kell maradnia, tehat a kondenzatort
tx = RCy

ideig lehet igy kisiitni. Ezalatt a kondenzator toltése nullara csokken.

b) Az ellendlldson disszipalédott hé nagysiga
W = Pt = RI3 - RCy = CoUZ,
a kondenzator kezdeti energidja pedig
1
E:i%%,
amely igy éppen feleakkora, mint a Joule-hé. A rendszeren tehat munkat kellett
végezniink, mikdzben csokkentettiik a kondenzator kapacitasat.
A kondenzator energidja a kovetkezd alakban is felirhato:
E=-—
2C
amibdl 1atszik, hogy (dllandd t6ltés esetében) a kapacitds csokkentésével né az

energia. A kondenzator kapacitdsa példaul a fegyverzetek tavolsaganak novelésével
csokkenthet6, ami a lemezek kézotti vonzéerd miatt munkavégzést igényel.

Fajszi Karsa (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

25 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldds. Kicsit hidnyos (3-4 pont) 12, hidnyos
(1-2 pont) 4 dolgozat.
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y P. 5534. Legyen egy derékszogi koor-
dindta-rendszer x tengelye wvizszintes,
y tengelye pedig fiiggdleges. Az x ten-
gely 0 <& < h=1m minden egyes x = £
pontjat kossiik dssze az y tengelyen lévd
y = h — & ponttal. Fektessiink eqy surlo-
ddsmentes, vékony csévet az elézdek sze-
rint felvett szakaszokbol kialakuld sdrga
»stkidom” burkoldjdra.

h—¢ B Inditsunk el lokésmentesen eqgy m to-
megd, kicsiny testet a csé tetejérdl. Adjuk
c meg mg eqységekben, hogy a mozgdsa so-

T rdn mekkora erdvel nyomja a test a csé
S h faldt

a) kézvetleniil az indulds utdn az A pontban;

b) a cséd B felezbpontjdndl;
c) kézvetleniil a csé elhagydsa elétt a C pontnal!

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

Megoldas. I. A girbe egyenletének meghatdrozaisa.

y Sejtés. A gorbe egy parabi?lzf,
b A amely/nek fokt}szpontja az F (5; 5)
1 pont és a vezéregyenese az y = —x

egyenes (1. dbra).

- Bizonyitds. Ismert, hogy a f6-
kuszpont és a vezéregyenes egy tet-
szOleges pontja altal meghatarozott
szakasz felezomerdélegese érinti a pa-
raboldt. Legyen J(j;—j) a vezér-
Yo, B egyenes egy altaldnos pontja. A JF
szakasz meredeksége:

E
0 S L E+i_ht2
T = = o
0 0 h % —J h — 2]
J az erre merdleges érinté meredeksé-
v ge pedig:
1. dbra m— —h+2j
h+2j°

8 A probléma matematikai tovdbbgondolasét ldsd A P. 5534. fizika feladat matematikai mar-
gdjdra cimi cikkben a 194. oldalon.
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Ez az egyenes dtmegy a JF szakasz

p(2F3. 570\ _ p(ht2i h-2
2 72 47 4

felez6pontjan, igy az egyenlete:

h—2j h+2j< h+2j>
_ _ v 7

4 h+2j 4

“ht2j b2

frd xr .
LY. 2

Az egyenes tengelymetszetei:

h—2j —h+2j h+2j

ST T Thyg 2
_ h—2j
Yo = 5
A két tengelymetszet Osszege:
h+2j h—2j
o+ Yo = 23-1- 2]=h,

megegyezden a feladatban leirt érintOszakaszokkal. Ezzel a sejtést bizonyitottuk.
A parabola egyenlete:

2 — 2zy + 4% — 2ha — 2hy + K2 = 0.

II. A gorbiilet meghatdro-
zdsa. Ha a parabolat elforgat-
juk —135°-kal és elcsusztatjuk
az y tengely mentén @—gyel,
akkor a B pont az origdba keriil
(2. dbra). Az j gorbe egyenle-

te:
V2
——X .
2h

Vizsgéljunk egy olyan ha-
jitast, amelynek ez az elforga-
tott parabola a palyaja:

y:

2. dbra

T = Ugl,

_@lﬂ - _th
2h 27

A két egyenletbdl ¢ kikiiszobolésével a test (id6ben allandd) vizszintes sebesség-

komponense:
9 V2gh
ux - T .
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Hatarozzuk meg a péalya r gorbiileti sugarat a palya egy tetszéleges P pontjaban.
A palyara meréleges gyorsulas, a sebesség, és a simuldkor sugara kozott az

ap = —
r

Osszefiiggés all fenn. A P pontban a test sebessége

u =

cos 3’
pélyara merdleges gyorsuldsa pedig:
an = gcos B3,
ahol § az elforgatott palya érint6jének vizszintessel bezart szoge. Ezeket felhasz-

nalva:
u? ui \/§
r=— = — .
a, gcos’fB  2cos3f3

III. A nyomderd meghatdrozdsa. Térjink vissza az eredeti palydn torténd
mozgds vizsgalatara. A mozgasegyenlet a palyara meréleges irdnyban:

02

N —mgcosa =m—,
r
02

N =mgcosa+m—,
r

ahol N a keresett nyomder6 nagysiga, a pedig a pélya érint6jének vizszintessel
bezart szoge (3. dbra).

<

hvA

mg cosa

3. dbra

A test sebességét az energiamegmaradds alapjan szamolhatjuk ki:

1
§mv2 = mgAbh,
v = 2gAh,

ahol Ah az A pont és a vizsgélt pont magassdgkiilonbsége.
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Végiil a keresett nyomoerok:

a) Ny =0, mert az A pontban a testnek még nincs sebessége és a cs6 fala
fliggbleges.
b) A B pontban:
2 2
r— V2 h— V2 h
2cos3 3 2
3 3 2
Ah==h, v?=29Ah= igh, o =45°, cosa = §7
2 2 3mgh
Np = mgcosa—i—mv— = mg£ + Mg _ 2\/§mg ~ 2,8mg.
r

2 V2h

B=0° cosB=1,

b

¢) A C pontban:

2 2 2
8 =45°, cosﬁ:%7 TZQC\O/S;BhZQ(f

< h=2h,

et

)

Ah=h, v*>=29gAh=2gh, a=0° cosa=1,

2 2mgh
chmgcosa+mv—:mg+%:2m
T

Kiss Adorjdn Timon (Kaposvéri Tdncsics M. Gimn., 11. évf.) dolgozata alapjdn
Megjegyzések. 1. A parabola gorbiileti sugara a megoldasban szereplé mdédszeren kiviil

geometriai optikai megfontoldsokkal is meghatdrozhaté. Ezen kiviil egy fiiggvény r(z)
gorbiileti sugara fizikai megfontoldsok nélkiil, differencidlszamitdssal is kiszamithato:

1 f" (@)

=—
@ @)

ahol f'(x) és f"(x) az f(z) fiiggvény x szerinti elsé és mdsodik derivéltja. (A megolddk

tobbsége igy jart el.)

2. A 4. dbrdn a nyoméerdt dbrazoltuk a Ah magassagkiilonbség fiiggvényében.

N/mg
o . C
- |

A éAh/h
0 T T f f

1 1 3
0 1 3 i 1

4. dbra
24 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldds. Hidnyos (1-3 pont) 11, hibds 1 dolgozat.
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Fizikabol kittizott feladatok

M. 431. Mérjiik meg a zselatin térésmutatdjat!

(6 pont) Példatari mérés nyoméan

G. 849. Milyen hosszi lenne a Foldon egy nap, ha az Egyenliton sulytalansag
lenne? Tételezziik fel, hogy a forgéasi idon kiviil minden més paraméter valtozatlan.

(3 pont)

G. 850. Mennyi az abrdn lathaté aramkor eredé ellenallasa a telep két kimenete
kozott?

10 © 10

g‘ : {Hs

0] o

15 Q I::I 10 Q 24 Q
5l]
40 Q 24 Q
37 Q 40 Q
1 L+

(4 pont)

G. 851. A cirkénium-dioxid torésmutatdja 2,1. Ebbol az anyaghdl egy 30°—60°—
90°-0s prizmat készitiink, amelyre az dbrdn lathaté médon két vékony fénysugarat
bocsatunk. Mekkora szoget zar be egymassal a prizmabdl kilépé két fénysugar?

(4 pont)
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G. 852. Egy radioaktiv minta két kiilonb6zo6 izotépot tartalmaz, ezek jelolése
legyen A és B. Az A izotdp felezési ideje 3 nap, a B izotopé pedig 6 nap. Kezdetben
a mintaban kétszer annyi atom van az A izotépbdl, mint a B-bél. Mennyi idé milva
fordul meg ez az arany a reciprokara?

(4 pont)

P. 5562. Vizszintes asztal egyik szélérdl vy kezd&sebességgel elinditunk egy
pontszeriinek tekintheto testet. A test az asztallapon végigcsuszva lerepiil az asz-
talrél és vy nagysagu, a vizszintes talajjal a = 30°-0s szoget bezaro sebességgel ér
foldet. Az asztal h = 0,8 m magas és £ = 3,2 m hosszu.

a) Mekkora kezdésebességgel inditottuk a testet?

b) Mekkora az asztallap és a test kozott a cstiszdsi sturlédési egyiitthatd értéke?

Vo
h ) ) ) = > ~
e = (8}
Vo
(4 pont) Kozli: Veres Dénes, Szolnok

P. 5563. Az M és m tomegi, kis méretii testeket £ hosszusagu fo-
néllal kotjiik 6ssze. A M tomegl testhez egy maésik fonalat is erdsitiink,
és annak fels§ végét kicsiny amplitiddval, T periédusidejii harmoni-
kus rezgémozgassal vizszintesen mozgatjuk. Mekkora ¢ hossz esetén
maradhat a rezgetett fondl mindvégig fiiggdleges?

(5 pont) Kvant

P. 5564. Egy pingponglabda a vizszintes siki pingpongiitén nyug-
szik. Az 1it6t vizszintes iranyban mozgatni kezdjiik gy, hogy az nulla
kezd&sebességii, A amplitiddéjia, w korfrekvencigji rezgémozgast vé-
gezzen. Adjuk meg a labda kézéppontjdnak elmozdulasat az id6 fiige-
vényében! Milyen hosszi nyomot hagy az enyhén begrafitozott labda
az itén? (Tegyiik fel, hogy a labda nem hagyja el az iit6 feliiletét és
nem csuszik meg rajta.)

(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy

P. 5565. Egy hosszd, hajlékony, stulyos lanc egyik végét rogzitettik. —
A lelégé lanc akkor szakadna el, ha a sajat sulyandl nagyobb terhet
akasztanank ra.

A ldncot az dbrdn lathaté helyzetben elengedjiik. (A mozgd és a
mar megfesziilt ldancdarab is fiiggéleges egyenesnek tekinthets.) Vajon
elszakad-e a lanc?

(5 pont) Kozli: Gerencsér Jend, Kaposvar
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P. 5566. Vizszintes, nem teljesen sima asztallapon egymést majdnem érintve
nyugszik egy 2r és egy r sugaru korong. A sikon egy harmadik, 3r sugaru korong
forgdsmentesen csuszik tgy, hogy a sebességvektora a harom korong kozos érin-
t6jével parhuzamos (ldsd a feliilnézeti dbrdt). Mindhdrom korong ugyanabbdl az
anyagbol késziilt és a magassaguk is ugyanakkora.

@,

A rugalmasnak tekinthetd titk6zés utan a 3r sugaru korong a surlédés miatt
lelassul és d = 5 cm 1t megtétele utdn megall. Milyen irdnyban és milyen messzire
jutnak el a kisebb korongok az asztalon? A korongok kozotti sturlédés elhanyagol-
haté.

Utmutatds: Lasd a P. 5555. feladatot lapunk 2024. méarciusi szamaban és a
Komplex szdmok a fizikdban I. cikket a jelen szamban.

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5567. Vékuumba helyezett, peremes kialakitasd, h magassagu, hészigetel6
tartdly vizszintes asztalon all. A tartdlyban kezdetben py nyomaéasu géz talalhato,
melyet feliilrél egy hoszigetels, konnyl dugattyu zar le, a tartdly magassdganak
felénél pedig hévezetd, vékony, konnyii dugattyt taldlhaté. A tartédly felsd felében
egyatomos, alul kétatomos gaz taldlhaté. A felsé dugattyura ovatosan egy nagyon
nehéz terhet helyeziink, majd elengedjiik azt. A dugattyik mozgdsa — a gdzok belsd
surléddsa miatt — jénéhany lengés utan megall. Hol helyezkednek el a dugattyuk
az egyensulyi helyzetiikben?

]
(5 pont) Kozli: Berke Martin, Budapest

P. 5568. Egymdstol d tavolsdgra 1év6 R sugari (d > 2R) kor alaku tartomény-
ban (két fekete kor) a homogén térben a mdgneses indukcié nagysidga B, és az
abra sikjara merélegesen, azonos iranyba mutat. A @ toltést, m tomegil, pontszeri
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AN
v\ \J

részecske v sebességgel az dbrdn lathaté periodikus palyan mozog (piros gorbe).
Mennyi id6 alatt tesz meg egy periédust a részecske? Mekkora lehet a mégneses
indukci6 legkisebb értéke, hogy még kialakuljon periodikus pélya?

(4 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest
P. 5569. Becsiiljiik meg az emberi testben taldlhaté protonok és neutronok

darabszamanak ardnyéat!

(3 pont) Példatari feladat nyoman
P. 5570. Az dbrdn lathaté — hdrom egyforma ellendllast és két egyforma teker-

cset tartalmazo6 — halézatot viszonylag hosszi ideje egyenaram forrasra kapcsoltuk.
(A tekercsek ohmikus ellendllasa elhanyagolhatd.)

a) Mekkora dram fog folyni az ellenalldsokon kozvetleniil a K kapcsold kikap-
csoldsa utan?

b) Mekkora fesziiltség indukalédik a tekercsekben kozvetleniil a K kapcsold
kikapcsoldsa utan?

¢) Hogyan véltozik id6ben a tekercseken folyé dramerdsségek osszege, illetve
kiilonbsége?

d) Mennyi id6 mulva csokken az egyik, illetve a mésik tekercs dramerdssége a
K kapcsolé kikapcsoldsa utdan nagyon hamar mérheté aramerésség felére?

Adatok: Uy =1V, L=1H, R=1Q.
(6 pont) Karolyhdzy Frigyes (1929-2012) feladata nyomén

Aprilisi pétfeladat.” A Kiribati Koztarsasighoz tartozé Kardcsony-sziget és a
Hawaii-szigetek nagyjabol ugyanazon a hosszusagi koron fekszenek, de teljesen mas
id6z6énahoz tartoznak. Allapl’tsuk meg, hogy milyen nap és hany 6ra van a Hawaii-
szigeteken, amikor a Karacsony-szigeten aprilis 1., hétfo reggel 6 6ra van!

9A feladat megoldésa bekiildheté a fizszerkbiz2021Q@googlegroups.com cimre, de
nem szamit bele a pontversenybe.
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 224): K. 809. Let a1 be a positive
integer from which we create a sequence according to the following rule. If the decimal
form of a, is 104, + b, (where b, is the unit digit of a,), then any1 = A, + 6b,. Show
that either all terms of the sequence are divisible by 59 or none of them are. (Urbdn Jdnos
(1939-2012), Budapest) K. 810. Trapezoid ABCD has the following properties: AB || CD,
AB =3CD and CD = DA. Find the angles of the trapezoid knowing that ZCDA = 120°.
(German competition problem) K. 811. We have filled in the squares of the 8 x 8 chessboard
with the positive integers from 1 to 64 in increasing order, starting from the top left corner
and proceeding row by row. Is it possible to delete two numbers from two adjacent squares
(two squares sharing an edge or a vertex) such that the sum of the remaining numbers is
exactly 20247 (Proposed by Bdlint Bird, Eger) K/C. 812. Number 2024 has the property
that exactly one of its digits (namely the 0) is a multiple of its every other digit. How
many four-digit positive integers have at least two such digits? (Proposed by Katalin Abigél
Kozma, Gy6r) K/C. 813. We draw square EBF'G and several other squares congruent to
it next to square ABCD according to the diagram. Find the ratio of the areas of triangle
DHE and quadrilateral HKLE. (See figure on page 224.) (Based on the idea of Jdnos
Deres, Csurgd)

New exercises for practice — competition C (see page 225): Exercises up to grade 10:
K/C. 812. See the text at Exercises K. K/C. 813. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1808. Boglarka fills in each square of a 4 x 4 lattice with exactly one of
numbers 2023, 2024 and 2025. How many ways can she do this, if we also require that the
sum of the four numbers in each row and each column must be divisible by 37 (Proposed
by Katalin Abigél Kozma, Gy6r) C. 1809. Let point B be chosen inside line segment AC.
We draw isosceles triangles ABS;, BCS and C'ASs with no common interior points,
bases AB, BC and CA, respectively, and base angles of 30°. Prove that triangle S1.52S3
is equilateral. (German competition problem) C. 1810. Find the real roots of equation
(x +2)5 + (2% — 42 — 4)® = 82°. (Proposed by Bdlint Bird, Eger) Exercises upwards of
grade 11: C. 1811. Let f(z) = 22 and g(z) = 2® — 22 + 2. Find the equation of the common
tangent of the graphs of these two functions. (Proposed by Csaba Sdndor, Budapest)
C. 1812. Let a, b and c denote the lengths of the sides of a triangle satisfying a + b =
= 3c. Let a and 8 denote the angles opposite to sides a and b, respectively. Prove that
cot 5 - cot g = 2. (Croatian competition problem)

New exercises — competition B (see page 226): B. 5382. Do there exist prime numbers
2 < p < g for which more than one third of the elements of set {p+1,p+2,...,¢—1}isa
prime number? (8 points) (Proposed by Bdlint Hujter, Budapest) B. 5383. Cyclic quadri-
lateral ABCD has the following properties: ZBAD = 90°, BC' = CD and AC = 1. Find
the area of ABCD. (8 points) (Proposed by Mihdly Hujter, Budapest) B. 5384. Prove that

ifa, b, ¢ > 0 and a® +b* +c? = abe, then 2(a+b+c) + ‘;—i + g + ;—z < abe. (4 points) (Pro-
posed by Mihaly Bencze, Brasov) B. 5385. Let F' denote the center of the nine-point circle
of acute triangle ABC. Prove that AF? — BF? = Rcsin( — ), where R denotes the ra-
dius of the circumcircle, ¢ denotes the length of side AB, and « and 8 denote the interior
angles at A and B. (4 points) (Proposed by Mihdly Bencze, Brasov) B. 5386. Anna and

Balazs play the following game: Anna tosses a fair coin 101 times, and Balédzs tosses a fair
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coin 10 times. Anna wins, if she receives more than ten times as many heads as Baldzs,
otherwise Baldzs wins. Find the player to whom this game is favorable. (5 points) (Pro-
posed by: Attila Sztranydk, Budapest) B. 5387. We have colored finitely many points on
the plane to red, blue or green such that no three points of the same color are collinear,
however, any line segment connecting two points with the same color contains a third
colored point (with a different color). Find the maximum number of the colored points.
(5 points) (Proposed by Sdndor Rdka, Nyiregyhdza) B. 5388. Prove that any 2n consec-
utive positive integers can be divided into n pairs in at least n! different ways such that
in each pair the product of the two numbers is not a perfect square. (6 points) (Proposed
by Sdndor Rdka, Nyiregyhdza) B. 5389. Let I denote the incenter of acute triangle ABC.
Let the incircle touch sides BC and AC at points D and FE, respectively. Let H denote
the orthocenter of triangle ABC. Prove that if H is on line segment DE, then line HI
bisects side AB. (6 points) (Proposed by Boldizsdr Varga, Budapest)

New problems — competition A (see page 227): A. 878. Let point A be one of the
intersections of circles ¢ and k. Let X; and X2 be arbitrary points on circle c. Let Y;
denote the intersection of line AX; and circle k for ¢ = 1,2. Let P1, P> and Ps be arbitrary
points on circle k, and let O denote the center of circle k. Let K;; denote the center of
circle (X;Y;P;) for t = 1,2 and j = 1, 2, 3. Let L; denote the center of circle (OK1; K2 ) for
j =1,2,3. Prove that points Ly, Lo and L3 are collinear. (Proposed by Vilmos Molndr-
Szabd, Budapest) A. 879. An integer k > 2 is given. Xavier and Yvette play the following
game: a number n > k is initially written on the blackboard. The two players take turns,
Xavier starts. In each turn the integer m on the blackboard is replaced by integer m’
satisfying k < m’ < m and ged(m,m’) = 1. The player who cannot make a legal move
loses the game. We say that integer n > k is good if Yvette has a winning strategy. Prove
that if n, n’ > k are two integers satisfying the condition that every prime p < k divides n
if and only if it divides n’, then n is good if and only if n’ is good. A. 880. Find all triples
(a,b, c) of positive integers for which there exists function f: Z* — Z7 satisfying af(n) +
+bf(n+1)+cf(n+2) <0 for every n € ZT (Z' denotes the set of positive integers).
(Proposed by Andrds Imolay, Budapest)

Problems in Physics
(see page 250)

M. 431. Measure the refractive index of gelatine.

G. 849. How long would a day on Earth be if there was weightlessness on the equator?
Assume that all parameters other than the period of rotation are constant. G. 850. What
is the equivalent resistance of the circuit shown in the figure between the two terminals of
the battery? G. 851. The refractive index of zirconia (zirconium-dioxide) is 2.1. A prism
of angles 30° — 60° — 90° is made from this material on which two thin rays of light are
incident as shown in the figure. What is the angle between the two rays of light emerging
from the prism? G. 852. A radioactive sample contains two different isotopes, denoted by
A and B. The half-life of isotope A is 3 days and that of isotope B is 6 days. Initially,
there are twice as many atoms in isotope A then in isotope B. In what time will this ratio
reverse to its reciprocal?

P. 5562. From one edge of a horizontal table, a point-like body is launched with an
initial speed of vo. The body slides along the surface of the table, then flies off the table and
hits the ground at the speed of v, the angle between this final velocity and the horizontal
is « = 30°. The table is h = 0.8 m high and ¢ = 3.2 m long (see the figure). a) What
was the initial speed of the object? b) What is the coefficient of kinetic friction between
the table and the body? P. 5563. Small bodies of masses M and m are connected with a
thread of length £. We attach another thread to the body of mass M and move the other,
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upper end of this thread horizontally such that this upper end executes a small amplitude
simple harmonic motion of period T. (See figure.) For what length ¢ can the oscillating
thread remain vertical all the time? P. 5564. A ping pong ball rests on a horizontal ping
pong racket. The racket is moved in the horizontal direction so that it undergoes simple
harmonic motion. The initial velocity is zero, the amplitude is A and the angular frequency
is w. Give the displacement of the ball’s centre as a function of time. What is the length
of the trail left by the ball on the racket if the ball’s surface was covered with graphite?
(Assume that the ball does not leave the surface of the racquet and does not slide on it.) P.
5565. One end of a long, flexible, heavy chain was fixed. The hanging chain would break if
a load greater than the weight of the chain was hung on it. The chain is released from the
position shown in the figure. (Both the moving and the already taut parts of the chain can
be considered to be vertical.) Will the chain break? P. 5566. There are two discs of radii 2r
and 7 at rest on a horizontal, not perfectly flat tabletop such that they almost touch each
other. In the plane, a third disk of radius 37 slides without rotation so that its velocity
vector is parallel to the common tangent of the three disks. The top view of the three
disks are shown in the figure. All three disks are made of the same material and have the
same height. After the collision, which is considered to be elastic, the disc with radius 3r
slows down due to friction and stops after travelling d = 5 cm. In what direction and how
far will the smaller discs travel on the table? Friction between the discs is negligible. Hint:
See problem P. 5555. in the March 2024 issue of this journal and the article titled Complex
numbers in physics I. in this issue. P. 5567. An insulated tank of height A is placed into
vacuum and stands on a horizontal table. The tank has a rim as shown. The tank initially
contains a sample of gas at pressure po, and is sealed at the top by an insulating light
piston, and also at the middle of the tank there is a thin, light piston made from some
heat conducting material (see figure). The upper half part of the tank contains a sample
of monatomic gas, and in the lower half part there is a sample of diatomic gas. A very
heavy load is carefully placed on the upper piston and then released. The movement of
the pistons stops after a few oscillations due to the internal friction of the gases. Where
are the pistons in their equilibrium position? P. 5568. In two circular regions of radius R
at a distance of d (d > 2R) from each other (two black circles), there is uniform magnetic
field of magnetic induction B which points in the same direction, perpendicular to the
plane of the figure. A point particle with charge @@ and mass m moves periodically at
a speed of v along the orbit shown in the figure (red curve). How long does it take for
the particle to cover the red orbit once? What is the minimum value of the magnetic
induction so that the particle still moves periodically along an orbit? P. 5569. Estimate
the ratio of the number of protons to that of neutrons in the human body. P. 5570. The
circuit — containing three identical resistors and two identical coils — shown in the figure
has been connected to a DC source for a relatively long time. (The resistance of the coils
is negligible.) a) What will be the current flowing through the resistors immediately after
switch K is turned off? ) What is the value of the induced electromotive force in each
coil, right after switch K is turned off? ¢) How do the sum and difference of the currents
in the coils vary in time? d) How long does it take for the current in one coil and the
current in the other coil to drop to half of the current measured very soon after switch K
was turned off? Data: Up =1V, L=1H, R=1Q.

April’s additional problem.'® Christmas Island, part of the Republic of Kiribati, and
the Hawaiian Islands lie roughly on the same longitude, but belong to completely different
time zones. Find out what day and what time it is in the Hawaiian Islands when it is
6 am on Monday 1 April on Christmas Island!

10The solution to the problem can be submitted to the following email address but does not
count in the competition: fizszerkbiz2021@googlegroups.com.
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KoMaL Nyari Fizika Tabor - el6zetes tajékoztatas

Kedves kitarté KoMaL Versenyzék, kedves fizika irant érdekl6d6 Diakok! Orommel
értesitink Benneteket, hogy az elmult évek hagyomanyat kovetve, idén is
megrendezésre kerlil a KoMaL Nyari Fizika Tabor junius 29. és julius 5. kozott a
szép természeti kornyezetet biztositd Dombdévar-Gunaras udiiléfaluban a 9-12.
osztalyt végzdé kozépiskolas didkok szamara.

A taborban (kiilon tanérokkal és prog-
rammal) részt vesz a nemzetkozi
matematikai diakolimpiara késziilé
»,matematikus csapat”is.

A tabor koltségének nagy részét

(szallds + napi hdromszori étkezés,

flirdébelépd, jutalmak, eléadodk tisz-

teletdija, stb.) palyazati forrasbdl biztositja a MATFUND Alapitvany. A taborba valé
utazast mindenkinek onalléan kell megoldania.

A rendszerint remek hangulatu taborban 6t napon
keresztil tudjatok prébara tenni, fejleszteni fizika-
tudasotokat, mikdzben uj baratokat szerezhettek a
csapatmunka soran. A taborszervez6k minden nap
egy-egy érdekes mérési, numerikus és néhany
elméleti példa kiadasaval tesztelik a csapatok
felkésziiltségét, persze mindezt nyari hangulatban.
Az esti 6rak csoportos beszélgetésekkel szoktak

telni, ahol a kozépiskolai oktatasbél kimaradt teriletekbe is betekintést nyerhetnek

az ez irant érdekl6d6 taborozok, megtanulhatjdk példaul a derivalas vagy az

integralas alapjait. Az izzasztd feladat-

megoldas mellett persze szamos egyéb

programmal is készulink, melyek nem

maradhatnak ki a KoMaL nyari taborabdl,

mint a strandolds, turazas, krumpliagyu

kiprobaldsa, forrasztas, tarsasozas, labda-

jatékok, és akozos éneklés atabortiz kordil.

Ha a fentiek meghoztak a kedveteket vagy mar ,régi” taborozok vagytok, szeretettel
varjuk a jelentkezéseteket, talalkozunk a taborban!

A KoMal feladatmegolddknak a jelentkezési lapokat és tovabbi tajékoztatast
majus kdzepén fogjuk kikiildeni, a jelentkezéseket majus 31-ig varjuk.

A program tamogatdi:
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