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Beszamolo a 2024. évi EGMO versenyrol

Az idei Eurépai Lany Matematika Didkolimpidt (EGMO) 2024. dprilis 11. és
17. kozott tartottak Gruzidban, Tskaltubo varosdban. A versenyen 54 orszag 212
didkja vett részt (koztitk 37 eurdpai orszag 148 didkja), akik két versenynapon 3-3
feladat megoldasaban mérték dssze tudasukat. Mindkét feladatsorra négy és fél ora
allt a versenyz6k rendelkezésére.

A magyar csapat szép eredménnyel, két eziist- és két bronzéremmel tért haza,
ezzel az Osszes orszag kozott a 14. helyet, a 37 eurdpai orszag kozott pedig a 7.
helyet szerezve meg hazanknak.

Az eredmények:

Wiener Anna (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorls Altalanos Iskola és Gim-
nazium) 29 ponttal eziistérmet,

Elekes Dorottya (Budapest, Fasori Evangélikus Gimndzium) 26 ponttal eziist-
érmet,

Keresztély Zséfia (Budapest, Szent Istvan Gimnazium) 16 ponttal bronzérmet,

Nguyen Kim Dorka (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimnézium) 13 ponttal bronzérmet szerzett.

Eztton is koszonjitk a Gondolkodds Oréme Alapitvany tdmogatasat!

*

A versenyzok beszamoldjabol betekintést nyerhetiink az esemény részleteibe is

Aprilis 10-én szerddn délutdn 3-kor indultunk neki a hosszadalmas repiilé- és
busziatnak. Egy varséi atszallast és egy Thilisiben valé buszra szallast kovetden
mésnap délben érkeztiink meg a hotelba. Az utunk sordn a repiilégépes mini fi-
nomsagok mellett Zsofi éjszaka megirt horrorisztikus novelldjaval is gazdagabbak
lettiink. A hotelba érkezve szomoruan vettiik tudomédsul, hogy Melinda és Zsu-
zsa a miénktol kiillonb6z6 hotelekben lettek elszallasolva, és 6k egymastdl is kiilon.
S6t, Melinda egy egészen tavoli hotelben lakott az EGMO soran, igy sajnos alig
talalkoztunk.

Megérkezés utan tobbé-kevésbé gordiilékenyen megkaptuk a szobdnkat. Bar
a két Dorkanak még egy érat varnia kellett, de Panka és Zséfi egész hamar be-
koltozhetett. Ez a nap az érkezésrdl szolt, igy folyamatosan érkeztek az 1ijabb és
tjabb ismerds, avagy nem ismer6s arcok a hotelba. Nagyon oriiltiink minden régi
baratunknak, akikkel tjra taldlkozhattunk, igy az elsé nap egészen érzelemdusra
sikeredett, és hamar el is aludtunk a hosszt utazéastol lefaradva.

Az érkezés utani els6 nap a kincskereséssel kezd6dott, amin a két Dorka nem
vett rész, mert inkabb kialudtdk az el6z6 napi hajnali utazas faradalmait, Melinda
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pedig zsiiri meetingen volt. De Panka, Zsuzsa és Zs6fi nagyon jol érezték magukat.
Az egész hétre jellemz6 mddon hosszabb varakozédssal kezd6dott a program, majd
fél oras séta kovetkezett a cseh csapattal és par szervezdvel kozosen, hogy megta-

laljuk a kezddéallomést a terep masik végében. Ezutdn kezdddott el a jaték, ahol
izgalmas dllomasokat kellett végigjarni, és kozben matricakat szerezni.

Az allomésok feladatai kozott voltak logikai feladvanyok, tenisz, limbdzés, il-
letve sakkozas is. Ez utobbi allomason koriilbeliil azt a 10 méasodpercet toltottiik el,
amig elmondtak nekiink, hogy ezen az allomason sakkozni kell. Eleinte a tryhard
stratégiat valasztottuk, de amikor a 3 éras jatékbdl koriilbeliil 40 percet toltottiink
a kirakos alloméson a feladat elkezdésére valé varakozéssal, inkdbb a chilles méd-
ba léptiink at, és beszélgetni kezdtiink. Ez azonban
nem volt probléma, mert igy is nagyon élveztik, és
végiil még gybztest sem hirdettek (legaldbbis hoz-
zdnk nem jutott el az informdci6). A kincskereséshez
elvileg kicsi dindkat is elrejtettek nekiink a terepen,
amiket egész végig kerestiink. Minden alkalommal,
amikor 6sszefutottunk a bosnyak csapattal, megbe-
sz€ltiik, hogy egyikiink sem talalt még dindt, de nem Itt nincs (sincs) ding!
is hallott olyan csapatrdl, amelyik talélt.

A mai napig nem vildgos, hogy az elrejtett dindk tényleg léteztek-e. Osszessé-
gében ez egy nagyon élvezetes program volt, mindenkinek jélesett 3 6rat sétalgatni
a nagy parkban a korabbi egész napos utazas utan.

A kincskeresést a megnyito iinnepség kovette. Itt meghallgattunk par beszédet
(Geoff Smith kiemelte, hogy gyonyorii feladatokra kell szédmitanunk...), megnéz-
tiink egy videdt az érkezésekrol, és a griz kultiraba is betekintést nyerhettiink.
Ez utébbi nagyon sok felvonasban, griz népdalok és néptancok meghallgatasaval,
illetve megnézésével tortént.

Ezeket egészen kiilonleges-
nek talaltunk, alig hasonlitanak
egyéb eurdpai kulturdk miivé-
szetéhez. Tovabba a helyszinen
meg lehetett késtolni fellégatott
gruz édességeket is, ami minden-
kinek nagyon tetszett. Ezt ko-
vetéen minden csapat felment a
zészlojaval a szinpadra.

Kiilon érdekessége volt a

misornak, hogy a csapatok be- Taszdbontds
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mutatésa kozben, tovabba minden beszéd el6tt és utan, illetve néhdny beszéd koz-
ben is hatasvaddsz hangulatzenék széltak fiilsiiketité hangerével, amivel biztositot-
tak, hogy a ceremonia felejthetetlen élmény maradjon.

A szombattal elérkezett
az els6 versenynap. Fgészen
izgalmasan kezdodott, hiszen
— Gruziara jellemz6 moédon —
az odaiton végig kébor ku-
tyak kisértek minket, akik né-
ha Gssze is verekedtek. Ami-
kor megérkeztiink a verseny
helyszinét nyujté iskoldba, is-
mét koriilbeliil fél érat var-
tunk, hogy beengedjenek a te-

rembe, és végiil nagyobbacska késéssel kezdtiik a versenyt. De elkezdtiik.

Egyik elénye az volt a versenyhelyszinnek, hogy a mosdok falai koriilbeliil més-
fél méter magasak voltak, igy a mosddéra menés élménye ténylegesen kizdkkentett
kissé a versenybdl. Ami a feladatokat illeti, az els6 feladat elvileg kombinatorika
volt, de a gyakorlatban ez vitathatd, leginkabb esetvizsgalat kellett, amin {igyesen
lehetett pontokat és id6t is veszteni. A 2. feladat egy konnyebb geometria volt, a

3. pedig szintén egy oldhaté szamelmélet. Pankanak
és E. Dorkanak egészen jél sikeriilt az 1. nap, viszont
sem Zsofi, sem N. K. Dorka nem érezte az igazinak.
A verseny utan kiilonbozo elfoglaltsdgokon vehettiink
részt, példaul a Jane Street Hub-on. Itt Zséfi grizok-
kal rejtvényeket fejtett, ezzel szép kitlizéket szerez-
ve, illetve pokerezett, de nagy szerencsére nem igazi
A Jane Street Hubban pénzben, mert rengeteget vesztett volna.

A délutan hatralevo részében Panka pihent, mivel az el6z6 este nem aludt na-
gyon jol, Zs6fi megismert par 4j embert, és veliikk beszélgetett, mig a két Dorka
bevetette magat az edzoterembe, hiszen 6k még egy matekolimpia alatt is odafi-
gyelnek, hogy nyarra meglegyen a summer body.

Vasarnap mar kicsit gordiilékenyebben vagtunk neki a 2. versenynapnak. Ekkor
is hossza varakozas utan vette kezdetét a verseny, ahol kombinatorika, szamelmélet
és algebra feladatok lettek kitlizve, ebben a sorrendben. Az elsé feladattal 1ényegé-
ben mindnyajan sikeresen megkiizdottiink, a masodikkal és harmadikkal mar t6bb
nehézség volt, de az utolsé feladatrdl azt kell tudni, hogy senki sem oldotta meg
a versenyzok koziill maximalis pontszamra, és téliink is csak Panka tudott rajta
pontot szerezni. A méasodik versenynap utan is nyitva allt a Jane Street Hub. Itt
Zs6fi az ukranokkal rozsaszin karkotét készitett szivecskékkel és I love bashing”
felirattal, majd N. K. Dorka, kicsit késébb pedig E. Dorka is csatlakozott. Kés6
estig tartd élménydis beszélgetés és ijesztgetés vette kezdetét.

Hétfén, a két versenynap lezarultaval, immar tobbé-kevésbé nyugodtan vég-
hattunk neki a kozos kirdndulasnak a Sataplia Nemzeti Parkba. A {6 attrakcié egy
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kifejezetten szép cseppkobarlang volt, amit olyan sokdig csodalt a magyar csapat,
hogy kozben szignifikdnsan lemaradtunk a csoport tobbi részétol.

A Sataplia Nemzeti Park tivegpadlds kildtojdn

A kirdanduldsunk sordn — a szépen kivi-
lagitott barlang mellett — (mozgd és hatal-
mas) dindkkal, és gyonyori kildtdssal taldl-
tuk szembe magunkat az egész 1t soran.

Visszaérve a kirandulasbol megbeszéltiik Zsuzsaval és Melindaval a pontjain-
kat, ami mindenkit kisebb-nagyobb sokként ért. A fesziilt pillanathoz zenei alafes-
tést is kaptunk a hotel lobbijaban, egy néhany tagu, tobbszdélami griz népdalokat
énekl6 férfi korust.

Este felmeriilt, a héten mar sokadszorra, hogy kiprébaljuk a hotel szaundjét.
A terv végiil ezen a napon is meghitsult, de mar tényleg nagyon kozel voltunk a
megvalésitasahoz.

A Dbarlangldtogatds utdn Ani, a guide, elvitt minket
Grizia nagyvéarosiba Kutaisiba. Taxival utazunk, kissé f4j-
dalmas poziciéban, négyen a hatsé iilésen, de ez szeren-

csére sem a taxisofért, sem az esetle-

ges rendoroket nem zavarta. Kutaisiban

egy kozos fagyizds, nézelédés és libego-

zés utan eljutottunk egy kisebb vidam-

parkba, ahova Ani vitt el minket dodzse-

mezés céljabol. Egy kis furfang altal —

Panka el6szor vonakodott, hogy részt ve-

gyen, de vettiink neki jegyet sutyiban —

mind beszalltunk a kisautékba, és na-
gyon jot szérakoztunk.

A dodzsem utéan,

Ani nagy rémiileté-

re, észrevettiink egy

kissé gyantsan elha-

gyatott forgd hintét,

amely — talan azért,

mert nem tudtuk mi-

lyen veszélyes — érde-
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mesnek tlint a kiprébaldsra. Végiil hdrman (Zs6fi és a két Dorka) prébaltuk ki a
forgd hintat, amely egészen rémiszté gyorsasdgot és irdnyokat vett fel, majdnem
kirépitve minket magabdl. De szerencsére épségben maradtunk, és nagyon élveztiik
a dolgot a kozben atélt haldlfélelmiink ellenére. A viddmpark utédn egy kozeli ka-
tedralist latogattunk meg, amely szintén nagyon szép és kiilonleges volt, hihetetlen
kilatassal fliszerezve.

A templomldtogatds utan beesteledett, igy visszataxiztunk, és ezzel véget is
ért kicsi kiruccanasunk.

A miésodik kirdndulast mindkét Dorka kihagyta, hogy inkdbb aludjanak, hiszen
el6z6 napokon nagyon elfaradtak. Zsuzsa, Panka és Zsofi azonban megint nagyon
élvezetesen toltotte el az idot, s6t ezittal végre Melinda is csatlakozni tudott
a csapathoz, mivel eddigre véget értek a zsliri meetingjei és a koordindlas is.
A viltozatossag kedvéért egy barlangot néztiink meg. A barlanghoz gy jutottunk
el, hogy elGszor egy sziik érat iiltiink az egy helyben all6 buszban, majd buszoztunk
egy keveset, azutan pedig sétaltunk kicsit az erd6ben, és akkor megérkeztiink.
Nagyon szép volt a hely, fényjatékot is kaptunk benne, illetve kedves idegenvezetést.
Elvileg ez egy hiresebb barlang, amely a Prométheusz-barlang nevet viseli.

Zs6fi emlékezett rd, hogy elmondtdk, miért ez a barlang neve, de arra nem, hogy
ez pontosan mi volt, mert kézben épp németiil filozofalt. Kiérve a barlangbdl egy
gyonyoriu park fogadott, benne egy téval. A parktdl egy aranyos kisbusz vitt vissza
minket a tira kezdépontjara, innen pedig a nagy buszokkal mentiink a hotelbe. Az
Gton nagyon sok allatot lehetett latni a buszbdl, példdul diszndkat és szamarakat
szabadon maszkalva az utcdn. A visszaérkezés utdn kovetkezett a zardceremonia,
ahol énekes és tancos miisorban is résziink volt. Tovabbé hallgattunk beszédeket,
megnéztiik az Osszefoglald kisfilmet, és végiil, de nem utolsé sorban megkaptuk az
érmeinket, Panka és E. Dorka eziistérmet, N. K. Dorka és Zséfi pedig bronzérmet.
Ezek utan fotézkodtunk egy keveset, majd a bicstlakoma felé vettiik az irdnyt.
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A vacsora utdn az elmaradhatatlan zarébuli kovetkezett. Legnagyobb meg-
lepetésiinkre megérkezésiinkkor egy régi télitdboros ismerdsiinket, Aanyat lattuk
mikrofonnal a kezében, ahogy eszméletlen énekhangjaval a hatalmas kozonség elGtt
felrobbantja a szinpadot. A hangulat hihetetlen j6 volt, de sajnos viszonylag hamar
vége lett a bulinak. Utdna griz és indiai tancot tanultunk, illetve magyar néptancot
tanitottunk néhany érdekl6dé baratunknak.

A ko6z6s bulizds utan aprilis 17-én éjjel fél 2-kor, hosszas, szomoru bucsizkodas
utén indult a buszunk Kutaisi repiil6terére. Zsuzsatol korabban elbticstiztunk, mert
6 nem Budapestre utazott tovabb, és a magyar koordinator csapat néhany tagjaval
kiegésziilve vagtunk neki az utunknak. A hazaut is tartogatott még szamunkra ka-
landokat. Eloszor a repiilétérre vezeté uton hajnali fél 3-kor, amikor egyébként is
késésben voltunk, a buszsof6r megallt a pékségben vésarolni egyet, majd a leszéallas
utdn nem sokkal radébbentiink, hogy Panka bérondje a buszban maradt. Azonban
a nagy kétségbeesés és a sok kommunikaciés nehézség utan végiil nagy meglepeté-
slinkre a gruz szervezoi csapat eloteremtette a borondot, és igy nyugodtan, a Top 10
tarsasjatékot jatszva és beszélgetve szalltunk fel az immar kozvetlen repiiléjaratra,
és masnap kordn reggel vissza is érkeztiink a Liszt Ferenc Repiil6térre.

%

A jovo évi verseny Koszovoban lesz 2025.
aprilisaban. A valogatési folyamat és a felkészitd
program részleteiért a https://cms.renyi.hu
/olimpiak/ oldal EGMO fiilét érdemes figyelni
2024. julius kozepétol. @

Batran jelentkezzetek, a felkésziilésre szivesen varunk minden olyan lanyt, akit
érdekel a versenyen vald részvétel lehetésége, vagy akar csak szeretne tobb id&t
tolteni komolyabb matematikafeladatok megoldasaval.

Kiss Melinda Fléra és Baran Zsuzsa
az EGMO felkészitd csapat nevében

Az EGMO 2024 feladatai

Els6 nap

1. feladat. Két kiilonb6z6 u és v egész szam fel van irva egy tablara. Elvégezzitk
lépések egy sorozatat. Minden 1épésben az alabbi két miivelet egyikét csindljuk:

(i) Ha a és b kiilonbozd egészek, amelyek fent vannak a tébldn, akkor felirhatjuk
a + b-t a tablara, ha még nincs fent a tablan.

(ii) Ha a,b és ¢ hdrom kiilonboz8 egész szdm, amelyek fent vannak a tdblan, és
az x egész szamra ax? + bx + ¢ = 0 teljesiil, akkor felirhatjuk x-et a tdbléra,
ha még nincs fent a tablan.
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Hatédrozzuk meg az dsszes olyan kezdé (u,v) szdmpért, amibdl kiindulva barmely
egész szam fel tud keriilni a tablara véges sok 1épés utan.

2. feladat. Legyen ABC' egy haromszog amiben AC > AB, a koriilirt korét
jelolje Q. a beirt korének kozéppontjat pedig I. A beirt kor érintse a BC,CA, AB
oldalakat rendre a D, E,F pontokban. Az X és Y pontok rendre a beirt kor
rovidebbik DF és révidebbik DE fvén helyezkednek el igy, hogy BX D<= DY C«.
Az XY egyenesnek és a BC egyenesnek a metszéspontja legyen K. Legyen T
az a pont az {d-n, melyre KT érinti (2-t és a T pont a BC egyenes ugyanazon
oldalén helyezkedik el, mint az A pont. Bizonyitsuk be, hogy a T'D és Al egyenesek
metszéspontja az 2-n van.

3. feladat. Egy n pozitiv egészet kiilondsnek neveziink, ha az n tetszoleges
pozitiv d osztéjéra a d(d + 1) egész szadm osztja n(n + 1)-et. Bizonyitsuk be, hogy
barmely négy kiilonbozé A, B, C és D kiilonots pozitiv egészekre a kovetkezd
teljestil:

Inko(A, B,C, D) = 1.

Itt Inko(A, B,C, D) azt a legnagyobb pozitiv egészet jeloli, ami A, B, C és D
mindegyikét osztja.

Masodik nap

4. feladat. Egy egészekbdl all6 a1 < as < - -+ < a,, sorozatban egy (a;,a;) part,
ahol 1 <i < j < n érdekesnek neveziink, ha létezik egy egészekbdl 4116 (ag, ar) pér,

ahol 1 < k < ¢ < n ugy, hogy

a —ak _,

Clj — Q;
Minden n > 3-ra hatarozzuk meg az érdekes parok lehetséges legnagyobb szamat

egy n hosszu sorozatban.

5. feladat. Jelolje ZT a pozitiv egészek halmazat. Keressiik meg az 6sszes olyan
f: ZT — Z7T fiiggvényt, ahol tetszéleges (z,y) pozitiv egészekbdl all6 szampérra az
aldbbi feltételek mindegyike teljesiil:
(i) x és f(x) pozitiv osztéinak szdma megegyezik.
(ii) Ha x nem osztja y-t és y nem osztja x-et, akkor

Inko(f(x), f(y)) > f(Inko(z,y)).
Itt lnko(m, n) az a legnagyobb pozitiv egész, ami osztja m-et és n-et is.
6. feladat. Keressiik meg az 6sszes olyan d pozitiv egész szdmot, melyre 1étezik

egy d-edfoki valés egyiitthatés P polinom, amelyre P(0), P(1), P(2), ..., P(d*>—d)
kozott legfeljebb d kiillonbozé érték fordul eld.
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Az emelt szintii gyakorl6 feladatsorokral %’

Az idei tanévben elGszor biztositottunk téritésmentes felkésziilési lehet&séget
az emelt szintli matematikaérettségire késziilé didkok szaméra azzal, hogy az or-
szagban egyediildllé médon a tanuldk kilenc hénapban is bekiildhették a KoMal
aktudlis szamaban megjelentetett gyakorlo feladatsor megolddsat. A dolgozatokat
rovid idon beliil kijavitva kiildtiik vissza a tanuléknak.

Nagy oromiinkre sokan éltek is ezzel a lehet&séggel. A legaldbb harom dolgoza-
tot bekiild6k koziil a legeredményesebb Szabé Viktéria 11dikd lett, aki a Kaposvari
Téancsics Mihdly Gimndzium végzbseként dtlagosan 96%-os teljesitményt nyijtott.
Emlitésre mélté még az Esztergomi Dob6 Katalin Gimnézium két tanuléjanak at-
lageredménye. Kurucz Kristéf 98, Petré Péter pedig 97%-os teljesitményt nyijtott
két-két feladatsor megoldésaval.

A szép eredményeket ldtva dgy dontottiink, hogy folytatjuk ezt a munkat, igy
a kovetkezo tanévben is varjuk a megolddsokat az mailto:emeltkomal@gmail.com
cimre.

Bizunk abban, hogy szorgalmas bekiildéink jol teljesitettek az idei matematika
érettségi frasbeli részén is!

a Szerkeszt6k
Megoldasvazlatok a 2024./4. szam feladatsorahoz
I. rész

1. a) Adott az f: R — R, f(z) = p(2® — 62 —7) fiigguény. A zérushelyek kiszd-
mitdsa nélkil hatdrozzuk meg a p nemnulla valds szam értékét, ha tudjuk, hogy az

I fligguény mazimumértéke 4. (6 pont)
b) Oldjuk meg a valds szimok halmazdn a 7sin?z — 9cos®z = —1 egyenletet.
(7 pont)

Megoldés. a) Alakitsuk teljes négyzetté az f(x) fiiggvény hozzérendelési sza-
balyat:

f@) = pl(z —3)* =9 7] = p[(z — 3)* — 16] = p(z — 3)* — 16p.
Ebbdl kovetkezik, hogy csak & = 3 esetén lehet szélséérték (ha az maximum), amely

akkor —16p. Ha ez a széls6érték 4, akkor p = —0,25. Ebben az esetben a széls6érték
valéban maximum is, mivel a médsodfoku tag egyiitthatéja (p) negativ.
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b) Haszndljuk a sin  + cos? z = 1 dsszefiiggést:

7sin®x — 9(1 —sin*z) = —1.
Zéréjelfelbontéds és dsszevonds utén: 16sin’ z —9 = —1. Az egyenlet rendezésével
azt kapjuk, hogy:
1 2
sin?z = -, amibdl  sinz = il.
2 2
2
Asinz = 7% megoldasai:
5 7
o = TW +2kr, keZ, illetve 2o = Tﬂ tox, leZ.
2
A sinz = g megoldasai:
s . 3T
T3 = 1 +2mm, m € Z, illetve Ty = T +2nm, n € Z.
Ezek unidja:
T i te7
T =—
4 27

2. Egy piacon a tojdst 12 db-os csomagoldsban druljik. Egy-egy tojds tomege
5 dkg £1,5 g. Eqy ellendrzés sordn véletlenszerien kivdlasztanak eqy csomagot, és a
csomagban szerepld tojdsok tomegét méréssel ellendrzik. Csak akkor engedélyezik az
drusitdst, ha egyik tojds tomege sem kisebb, mint 4 dkg 8,5 g, és a tizenkét mérési
adat 5 dkg-tol mért dtlagos abszolut eltérése nem haladja meg a 0,75 g-ot. A mérések
eredménye a kovetkezd:

mérés sorszama | 1. | 2. | 3. 4. 5. | 6. | 7.1 & 9. 10. | 11.| 12.

mért tomeg (g) | 50| 51 50,4 50,6] 51,1 | 49| 50| 50,1] 50,4 | 51,3 50 | 50
a) Az eredmények alapjdn engedélyezik-e a tojdsok drusitdsdt? (4 pont)
b) Hatdrozzuk meg a tizenkét mérési eredmény dtlagdt és szdordsdt. (3 pont)
¢) Abrdzoljuk az adatokat sodréfa-diagramon. (3 pont)

d) Minden tojds a tébbitdl fiiggetlenil 2% wvaldszindséggel zdp. Ha vesziink it
tojdst, hany szdzalék annak a valdszinidsége, hogy azok kozott pontosan eqy zdp lesz?
(3 pont)

Megoldas. a) A mért tomegek kozott nincs 48,5 g-ndl kisebb érték, tehdt az
elsé feltétel teljesiil. Az 50 g-tdl vald eltérések rendre 0; 1; 0,4; 0,6; 1,1; 1; 0; 0,1;
0,4; 1,3; 0; 0. Az eltérések atlaga:

0+1+04+06+11+1+0+0,1+04+13+0+0 5,9
12 S 12

= 0,49.

Az arusitast engedélyezik.
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b) A mért adatok dtlaga: 4'50+51+2'50’4+50’?;51’1+49+50’”51*3 = 50,325 gramm,
szorasa:

169 729 9 121 961 2809 81 1521
\/4 1600 + 1600 +2 1600 + 1600 + 1600 + 1600 + 1600 + 1600 _ 0.6
12 e

— T

49 49,5 50 50,5 51 51,5

a tojas tomege (gramm)

d) Egy tojds 98% valdsziniiséggel nem zdp. Annak a valdszinfisége, hogy az
els6ként vasarolt tojas zap, a tobbi nem 0,02 -0,98 - 0,98 - 0,98 - 0,98. Annak, hogy a
masodikként vaséarolt tojas zap, a tébbi nem 0,98 - 0,02 - 0,98 - 0,98 - 0,98. Hasonléan
szamolhaté a maradék harom eset is, igy a keresett valdszintiség

5-0,02-0,98* = 0,0922, azaz 9,22%.

3. a) Mekkordk lehetnek annak a derékszégd hdromszignek a befogdi, amelynek
a teriilete 60 cm?, az dtfogdja pedig 17 cm hosszisdgi? (6 pont)

b) Egy a élhosszisagi kocka minden csicsa koré egy § sugari gombot irunk,
majd a kocka belsejében megszerkesztink egy, a nyolc gombot érintd kilencedik gom-
bot. Az eredeti kocka térfogatdnak hdny szdzaléka nem kerilt egyetlen gombbe sem?

(7 pont)

Megoldés. a) 1. megoldds. Legyen a, b a derékszogii hdromszog két befogdja, ¢
pedig az atfogdja. Derékszégt’i héromszog esetén a haromszog teriiletképlete: T =
= “Qb, azaz 60 = “7 Derekszogu haromszog esetében alkalmazhatjuk Pitagorasz
tételét: a? +b? = c?, ahonnan a? + b? = 172, tehat a® + b? = 289. A két egyenletbdl
egy egyenletrendszert kapunk:

60 = %b a® 4+ b* = 289,

amibol kovetkezéen
(1) 120 = ab, (2) a® +b? = 289.

Kifejezziik b értékét (1)-bdl: b = %, majd behelyettesitjiikk (2)-be:

1202
a® + (—0) = 989.
a

Kézépiskolat Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/5 267



Ezt atalakitjuk, majd rendezziik:

5 14400
a® + 3
a

a* 4 14400 = 28942,
a* — 28942 + 14400 = 0.

= 289,

Legyen a? = . Ekkor:
x? — 289x + 14400 = 0.

Ennek a mésodfoki egyenletnek a gyokei: x1 = 64, xo = 225. Visszahelyettesitve

az a®> = x egyenletbe:

a’ =64 ahonnan ar = -8, ay =328
vagy
a’® =225 ahonnan ag = —15, a4 = 15.

Mivel oldalhosszusagokrol szol a feladat, igy a negativ gyokok nem megoldasok.
Mivel 82 + 152 = 172, ezért az egyik befogé hossza 8 cm, a masiké pedig 15 cm,
ekkor a hiromszog teriilete valéban 60 cm?, igy helyes a megoldés.

2. megoldds. Az 1. megoldds elején kapott egyenletrendszert az aldbbiak szerint
is megoldhatjuk. Adjuk hozzé az 1. egyenlet kétszeresét a médsodik egyenlethez:

a® + b? + 2ab = 289 + 240.

Ezt atalakitva (a+b)” = 529, amib8l a+ b = 23 vagy a+b = —23. Mivel a, b pozitiv,
igy a masodik eset nem lesz megoldas. Ekkor egy 1j egyenletrendszert irhatunk fel:
(1) a+b=23, (2) a® +b? = 289.
Fejezziik ki b értékét (1)-bol: b = 23 — a, majd helyettesitsiik be a (2)-es egyenletbe:

a® + (23— a)” = 289.
Ezt atalakitva:

2a* — 46a + 529 = 289,

2a® — 46a + 240 = 0.

A mésodfoki egyenlet gyokei: a1 = 8, ag = 15. Mivel 82 4+ 152 = 172, ezért az egyik
befogé hossza 8 cm, a mésiké pedig 15 cm, ekkor a haromszog teriilete valéban
60 cm?, igy helyes a megoldés.

b) A teljes kocka térfogata: a3.

A csucsok koré irt gomboknek éppen nyolcadrésze van a kocka belsejében, igy
a térfogatuk Gsszesen egy darab § sugart gémb térfogatat adja ki

4-(¢)3-7 ad-m

3 6
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A kozépen 1évé gomb atmérojét ugy kap-
hatjuk meg, hogy a kocka egyik testatléjabdl ki-
vonjuk a két végpontja koré irt gombok suga-
rat. A kozéps6 gomb sugara ennek a fele, vagyis

L%/g — . Az igy kapott gomb térfogata:
L -5 r 45 (VB-1Pm
3 3
_aln(v3-1)°
5 .

A kocka kitoltott része tehét

at-r N a’r(v/3 —1)3
6 6

~ 0,7294°.

Igy a ki nem to6lt6tt része a kockdnak kozelitéen a® — 0,729¢3 = 0,271a3, vagyis a
kocka térfogatanak 0,271 része.

Az eredeti kocka térfogatédnak 27,1%-4t nem fedi gomb vagy gombrészlet.

4. Hat szamot leirtunk egy lapra monoton csékkend vagy monoton névekvd
sorrendben. A hat szdm kézil az elsé hdrom szdm egy mértani sorozatot alkot, mig
az utolsd ot szdm eqy szdmtani sorozat egymast kévetd ot tagja. Az utolsé ot szam
osszege 90, a mdsodik és hatodik szdm szorzata pedig 180. Melyik ez a hat szdm?

(12 pont)

Megoldas. Legyen a hat szdm sq, so, 3, 84, S5, Sg. Az utolsé 6t szam felirhatd
mint egy szdmtani sorozat 6t egymadést kovetd tagja: sy =aq, s3=a; +d, s4 =
=ay + 2d, s5 = a1 + 3d, s¢ = a1 + 4d. Ezek Osszege:

a1 + 10d = 90, ahonnan a1 + 2d = 18.

A miésodik és a hatodik szdam szorzata 180, ezek éppen a szamtani sorozat elsé és
otodik tagjai: a1 (a; + 4d) = 180. A kovetkez6 egyenletrendszert kell megoldanunk:

a1 + 2d = 18,
a1 (a1 + 4d) = 180.

Fejezziik ki a; értékét az elsé egyenletbol: a; = 18 — 2d, amit behelyettesitve a
masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy

(18 — 2d)? + 4(18 — 2d)d = 180.
A zardjeleket felbontva:
4d? — 72d + 324 + 72d — 8d* = 180,
majd egyszerisitve:

—4d? + 324 = 180,
d? = 36.
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Ebbél a differencia értéke: dy = 6 és dy = —6. Ez alapjan két ilyen sorozat lehet.
Ha d; = 6, akkor a; = 6. Ha pedig d, = —6, akkor a; = 30.

2
. ” ’ ’ z . ’ S
Mivel az elsé harom szam mértani sorozatot alkot, igy s1s3 = s%, azaz s = =2

S3 :
Az els6 esetben sy = a1 = 6, s3 = ay = 12, tehdt s; = % = 3. A hat szdm ekkor
3, 6, 12, 18, 24, 30.
A maésodik esetben sy = a1 = 30, s3 = as = 24, tehdt s = % = 37,5. A hat
szam pedig 37,5, 30, 24, 18, 12, 6.

II. rész

5. Egy matematikavizsgan 5 tétel a gondolkoddsi mddszerek, halmazok, logika,
kombinatorika, grdfok témakorhoz tartozik. A szamelmélet, algebra témakdrben 4,
a figguények, analizis témakorben szintén 4, a geometria, trigonometria, koordi-
ndtageometria témakorben 10, mig a valdszinlségszamitds, statisztika témakorben
2 tétel van.

a) Hanyféleképpen szdmozhatjuk meg a tételeket, ha azt szeretnénk, hogy az egy
témakdrben szerepld tételek eqgymds mellé keriiljenek? (5 pont)

Bence fizikabol is vizsgazik, ahol dsszesen 24 tétel van. Bence elhatdrozza, hogy
az elséd nap 4-4 tételt tanul meg az egyes tdrgyakbol. A tételeket aznap tgy dllitja
ossze, hogy a matematika €s a fizika tételek felvdltva kévessék egymdst.

b) Szdmitsuk ki, hdnyféleképpen dllithatja dssze Bence az elsé napra szélo
tanuldsi programgjdt. (5 pont)

Bence nagyon babonds, és hisz abban, hogy attdl fiigg, mennyire lesz szerencsés,
hogy aznap mekkora a két kedvenc szabdlyos dobokockdjdval dobott szamok dsszege.
Ha az 0sszeqg 5-nél kisebb, akkor semmi esélye, hogy jo tételt hizzon ki, ha legaldbb
5, de legfeljebb 10, akkor 50% wvaldszindiséggel, egyéb esetben 80% wvaldszinidséggel
hiz jo tételt.

¢) Mennyi annak a valdszinisége, hogy ha igaz Bence babondja, akkor Bence
rossz tételt hiz? (6 pont)

Megoldas. a) Osszesen 6t témakor van, ezeket 5!-féleképpen rendezhetjiik.
Az egyes témakorokon beliil a tételeket is sorba kell allitanunk: az els§ téma-
kort 5!-féleképpen, a méasodik témakort 4!-féleképpen, a harmadik témakort 4!-
féleképpen, a negyedik témakort 10!-féleképpen, mig az 6todik témakort 2!-féle-
képpen. Mivel ezek fiiggetlenek egymastdl, igy a végeredményt szorzassal kapjuk
meg;:
51.50-41-41.10! - 2! = 60197 437 440 000.

25
b) Bence az els6 nap ( 4 )-féleképpen valaszthat matematikatételt, mig fizikat

-féleképpen. A kivélasztott tételeket targyanként 4!-féleképpen rendezheti

sorba. Az els6 tétel kétféle tdgybdl valaszthatd, de a sorrend a tovdbbiakban mar
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adott. fgy az 0sszes eset szama:

2 24
2-4!. (45> 41 (4) = 154 850572 800.

c) Jelolje A, B, C azt az eseményt, hogy a dobott szdmok osszege 5-nél
kisebb, legaldbb 5, de legfeljebb 10, illetve 10-nél nagyobb. Ekkor P(A) = %, illetve
P(B) = ¢, P(C) = 2. A babona szerint P(J | A) =0, P(J | B) =3, P(J | C) =
= %. Annak a valésziniisége, hogy jé tételt huz:

PJ)=PA)-P(J|A)+PB)-P(J|B)+PC)-PJ|C)=
6 L2 1,3 45
36 36 2 36 5 120
Ezek alapjan annak a valészin(isége, hogy rossz tételt hiz: P(R) = % ~ 55,83%.

6. Legyen az [ és a g az aldbbi két hozzdrendelési szabdllyal, a valds szdmok
halmazdn értelmezett figguény: f(z) = 2(x +1)2 + 1, g(z) = |(x + 1)% — 4.

a) Abrdzoljuk mindkét figguény grafikonjdat ugyanabban a koordindtarendszer-

ben. Adjuk meg a két grafikon metszéspontjait. (8 pont)
b) Szdmitsuk ki az f és a h: R — R, h(z) = —(x + 1) +4 fiigguény grafikonjai
altal kozrefogott zart sikidom teriiletét. (8 pont)

Megoldas. a) A metszéspontokban f(z) = g(z),
azaz 2(x + 1) +1 = |(z + 1)% — 4],

[
[
/
|

22 +2r+1) +1= |z + 22 +1— 4],

2% 4 4z +3 = |2 + 22 — 3. /@)
2 2 2 \BN/AN o
1. eset. Ha 2x° +4x + 3 = x* 4 2x — 3, akkor x* + \ /
+2x+6 =0, D < 0, tehdt nincs megoldés. \ /
2. eset. Ha 22° + 4z + 3 = — (2 + 22 — 3), akkor \l/ \l/

322 +6x =0, 1, = —2, z9 = 0. Ezek valéban teljesitik
a feltételeket.
A metszéspontok: My = (0;3) és My = (—2;3).
b) A két gorbe két metszéspontjanak abszcisszdja: x1 = —2, x5 = 0. A két
gorbe altal bezart teriiletet integralszamitassal adjuk meg. Az integraciés hatarok:
x1 = —2, 9 = 0. Ezen az intervallumon beliil a fiiggvények nem metszik egymast.

0

0
/[f(x) — h(z)]dz = /[Q(x +1°+1— (= (z+1)*+4)]de =

Za
0
= /(3x2 +62) = [z° + 3x2](12 =0—(—8+12) = —4.
Z2
A teriilet ennek az abszolut értéke: T = 4.
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7. Egy évfolyam minden tanuldjinak legaldbb két eszkéze van az alabbi hdrom
eszkoz kozil: laptop, okostelefon, tablet. Tudjuk, hogy erre az évfolyamra dsszesen
56-an jdrnak, és okostelefonja 37 didknak van. Telefonja is és tabletje is 26 didknak
van, mig tabletje is és laptopja is 4-gyel kevesebb didknak van, mint ahdnynak
telefonja.

a) Hany didknak van mindhdrom eszkéze, és hdany didknak nincs tabletje?

(7 pont)

Az eqyik végzds tanuld, Kriszti, a tizedikesek kozil 54 embert ismer. Krisz-
ti tizedikes ismerdseinek mindegyike Kriszti tobbi, ugyanerre az éufolyamra jdro
ismerdse kozil pontosan hdrmat nem ismer.

b) A fent emlitett 55 ember kizitt dsszesen hdny ismeretség dll fenn? (Az is-
meretségek kolcsonisek.) (5 pont)

¢) Hatarozzuk meg az aldbbi dllitdsok logikai értékét.

A: Egy 8-pontu teljes graf éleinek szdma 36.

B: Ha egy teljes grdafnak pdratlan szamu éle van, akkor a pontok szama is
pdratlan.

C': Ha egy 49-ponti grdfban nincs kor, akkor legfeljebb 48 éle lehet.

D: Nincs olyan 9-ponti grdf, amelyben a fokszdmok dsszege 21. (4 pont)

Megoldas. a) Ha a didkok eszkoz-

m haszndlatat Venn-diagramon dbrézol-
A juk, akkor csak 4 tartomanyba jutnak
didkok. Az ezekbe juté didkok szamat
jelolje t, x, y, z.
Az els6 feltétel alapjan t+ x +
+y+ z = 56, a masodik feltétel szerint

x4y~ z = 37, a harmadik feltétel mi-
att z 4+ z = 26, és a negyedik feltétel
szerint t + x +4 = x + y + z. Ezekbdl
t =56 — 37 = 19; valamint y + z = 23
miatt x =37 —23 =14; 2 =26 — 14 = 12 és végill y =23 — 12 = 11.
Mindharom eszkoze 14 tanulénak van, 11 tanulénak pedig nincs tabletje.

b) Kriszti ismeri az 54 tizedikes tanulét. Ok Krisztin kiviil 50 embert ismernek,
igy Kriszti ismer6sei kozott Osszesen @ = 1350 ismeretség van, tehat az Osszes
ismeretség: 1350 + 54 = 1404.

¢) A: Hamis (28 éle van), B: Hamis (pl. 6-pontu grif), C: Igaz, D: Igaz.

8. Adott a k: (x—5)2+ (y+1)% = 37 egyenletii kor és aze: 2x — 5y = b egyenes.
a) Irjuk fel a k kor P(11; —2) pontjdban hizott érintdjének egyenletét. (5 pont)

b) Hatdrozzuk meg az e egyenes egyenletében a b valds paramétert igy, hogy az
e egyenesnek és a k kornek ne legyen kézds pontja. (11 pont)
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Megoldas. a) A kor kozéppontja C'(5; —1), sugara r = v/37. A koézéppontbdl és
a P pontbél CP(6; —1). Az érintési pontba vezet6 sugar merdleges az érintdre, tehét

a CP(6;—1) vektor éppen az érinté egyik normélvektora, ezért az érinté egyenlete:
6x —y = 68.

b) Tekintsiik a két alakzat egyenletébdl alkotott egyenletrendszert:

(x—5)*+(y+1)> =37,
2z — by =b.

A masodik egyenletbol: y = Q”T_b Behelyettesitve az elsé egyenletbe:

2x — b 2
(51:75)2+( ‘T5 +1) =37,

Ar— 20 4a? — Aby + b2
x2—10x+25+<1+ ToS ot )=37,

5 25
2527 — 2502 + 625 + 25 + 20z — 10b + b* — 4bx + 42° = 925,
2922 — (230 + 4b)x — 275 — 10b + b* = 0.
Azt szeretnénk, hogy ennek a mésodfoki egyenletnek ne legyen megoldédsa a valds

szdmok halmazdn, amihez az kell, hogy a diszkrimindns negativ legyen. Az egyenlet
diszkriminénsa:

D = (—230 — 4b)* — 4-29 - (=275 — 10b + b*) = —100b* + 3000b 4 84 800,

amibdl
—b% 4 30b + 848 < 0.

A —b? 4 300 + 848 = 0 egyenletet megoldva a gyskok:
by = 15+ V1073, by = 15 —V/1073.

A —b? 4 30b + 848 fiiggvény grafikonja egy lefelé nyilé parabola, igy a megoldas:

b€ |—00;15 — V1073[ U |15 + v1073; 00

13z4+5 16x —5
18 7’ 21

hogy nem lehet mindhdrom élhossz egész szdm. (5 pont)

9. a) Egy téglatest élei x,

cm hosszisdguak. Bizonyitsuk be,

b) Tekintsiik az elsé 600 darab pozitiv pdratlan szdmot. Hdny olyan szdm van
kozottik, amely a 21-hez relativ prim? (5 pont)

A 108-nak €s az n pozitiv egész szamnak a legkisebb kozds tobbszordse 108 108.

¢) Hatdrozzuk meg az n lehetséges értékeinek szdmdt, és adjuk meg az n legki-
sebb lehetséges értékét. (6 pont)
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1 16z —
Megoldés. a) Tegyiik fel, hogy =z, 35?8—'_5’ le o egész szamok. Ekkor

18 | 13z + 5, valamint 21 | 162 — 5. Mivel 3 | 18 és 3| 21, ezért 3 | 13z + 5, valamint
3| 162 — 5 is igaz. EbbOl kovetkezik, hogy 3 | x + 2 és 3| © — 2. Ez a két feltétel
egyszerre nem teljesiilhet, igy nem lehet egyszerre mindharom szam egész szam.

b) Egy szdm relativ prim 21-hez, ha primtényezds felbontdsdban nem szerepel
a 3 és a 7 egyike sem. Adjuk meg, hany olyan szam van az els6é 600 paratlan szam
kozott, ami tartalmazza a 3 vagy a 7 primtényezot.
{1200

3
igy 86 darab 7-es primtényezot tartalmazé szdm van. 3-as és 7-es primtényezot is

tartalmazo szambol
{1200} _ 57

21

12
= 400, igy 200 darab 3-as primtényezot tartalmazoé és {g} =171,

miatt 29 darab van.

A logikai szita formulat alkalmazva 200 4 86 — 29 = 257 olyan szdm van, amely
tartalmazza a 3-as vagy a 7T-es primtényezot. Igy 600 — 257 = 343 olyan szam van
az elsé 600 paratlan szadm kozott, amely relativ prim a 21-hez.

c¢) Mivel 108 = 22 .33 és 108108 = 22-3%.7-11-13, ezért a legkisebb kozos
tobbszorss n = 2% - 31-7-11-13 alakban frhaté fel, ahol k € {0;1;2} és1 € {0;1;2;3}.
Az n lehetséges értékeinek szama 3 - 4 = 12, valamint a legkisebb lehetséges értéke
20.3%.7.11-13 = 1001.
Réka Balint
Budapest
e

Helyesbités a 2023/4. szam emelt szint{i feladatsordnak megolddsvazlatdhoz.
6. ¢) I. megoldas. Két diszjunkt esetre bontjuk a vizsgdlt eseményt.

1. Van 6-0s a dobott 3 szam kozott: ez 63 — 53 = 91 eset.

2. Nincs 6-o0s, de van 3-as és mellette 2-es vagy 4-es is a dobott szamok kozott.
Van 3-as, 2-es és 4-es is: ez 3! = 6 eset.

Van 3-as és 2-es, de nincs 4-es: ekkor a dobdsok 3-2-2 vagy 3-3-2 (3-3 eset),
3-2-1 vagy 3-2-5 (6-6 eset), Osszesen 18 eset.

Van 3-as és 4-es, de nincs 2-es: ez is 18 eset.

Az olyan esetek szdma tehdt, amikor nincs 6-os, de van 3-as és mellette 2-es
vagy 4-es is, 42.

A keresett valészinfiség igy p. = 252 = 133 ~ 0,616.

II. megoldas. A kedvezOtlen esetek szdmét hatdrozzuk meg. Kedvezétlenek
azok az esetek, amikor nincs se 6-0s, se 3-as, tovabba azok, amikor 3-as van, de
nincs mellette paros szam, azaz mindharom szdam pératlan.

Nincs sem 6-os, sem 3-as 43 = 64 esetben.
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Mindharom szam pératlan 33 esetben, ezek koziil nincs 3-as 23 esetben, tehat
mindhdrom szdm pératlan, és legaldbb az egyik 3-as 3% — 23 = 19 esetben.

A kedvezltlen esetek szdma tehat 64 + 19 = 83.

A keresett valdsziniiség igy p. = % = % ~ 0,616.

Koszonjikk Nagyné Pdlmay Piroskdnak, hogy a korabban megjelent megoldas

hidnyossagara felhivta a figyelmiinket.

Rejtvények, 6rdoglakatok

L

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorot
mutatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonbozd kirakds
jatékok, topoldgiai feladvanyok, ordoglakatok és a matematikat felhasznéld
blivészmutatvanyok.

|

Manapsag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt
az adja, ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a blivészmutatvanyok triikkjeit
mi taldljuk ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiik el.
Prébaljuk meg a feladatokat tovdbbgondolni, altaldnositani, igyekezziink 1j
feladatokat kitalalni.

A megoldésokat, altaldnositdsokat a rejtveny.komal@gmail.com cimen

varjuk. A legjobbakat — akar cikk vagy vided formajdban — a honlapunkon
vagy itt a Lapban 6rommel kozoljiik.

Az amoéba kabétja

A Kvant 1981. mérciusi szdmdban [1], illetve az angol nyelvii atdolgozés, a
Quantum magazin elsé bemutaté szdméban [2] szerepelt az aldbbi torténet.

Egy matematikai kongresszuson Erik Zeeman, a neves topolégus kollégajanak,
Frank Adamsnek a kovetkez6 rejtvényt adta fel. — Ha az dbra szerint mindkét
kezemen a hiivelyk- és mutatéujjammal egy-egy karikat alkotok tgy, hogy ez a két
karika at van flizve egymason, akkor a két karikat szét lehet-e valasztani ugy, hogy
kozben a karikdkat nem nyitom szét? — Azt is hozzdtette, hogy ez egy topoldgiai
kérdés, tehat a testét tetszés szerint lehet nyidjtani, hajlitani, mint egy amdébaét,
de nem szabad sehol elvagni vagy Osszeragasztani.
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A beszélgetésnél jelen volt Zeeman egyik tanitvanya, Colin Rourke, aki kijelen-
tette, hogy a két karika szétvalasztdsa nem lehetséges. Zeeman erre korholni kezdte
Rourke-ot, hogy egy ennyire trividlis feladattal nem tud megbirkézni, és lerajzolta

000

— Jo, j6, és a kabatod? — vetette kézbe Rourke.

A feladatunk lerajzolni, hol lesz az améba kabatja a két kéz szétvalasztisa
utan. A kabat helyett elég egy zart gorbét rajzolnunk, mint az els6 dbran, mintha
az amébénak (szintén tetszés szerint nydjthat6) kardrija vagy karkotdje lenne.

Az ikrek jaték megoldasa

A megoldas lényege, hogy nem a
gyongyoket kell atbijtatni a lyukon, ha-
nem a zsindr kozépsé részét kell a riud
maésik oldaldra at-, majd visszahizni, és
kozben elore haladhatunk a gyonggyel a
zsinéron.
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Koés Géza
[1] Awmeba... B mumpkake Kvant 1981/3, 13-14. old. https://kvant .mccme. ru
/1981/03/ameba_v_pidzhake.htm

[2] A. Sosinsky: Of amoebas and men. Quantum, 1. bemutaté szém, 1990. janudr,
44-45. old. https://static.nsta.org/pdfs/QuantumPl.pdf

+
::'.. 1Y
K/C gyakorlatok megoldéasa ;;;;;;:.::m.:.....

K/C. T78. Egy téglalapot az oldalaival
pdrhuzamos egyenesekkel kilenc kis tégla-
lapra bontottunk az abran ldathaté modon. 20 cm? to 36 cm?
A megadott 6t téglalapnak ismerjik a te-
riletét, a tobbinek nem. Hatdrozzuk meg
a négy téglalap teriletét. (Az dbra csak il-
lusztrdacio, a méretek nem feltétlendl helye-
sek.) 30 cm? l3 2

Megoldas. A megoldas sordn felhasz-
néljuk, hogy egy a és b oldalhosszisagu tég-
lalap teriiletképlete: T' = a - b, amelybdl pél- t
daul az a oldal az a = % Osszefliggéssel fe-
jezhetd ki. Jeloljiik a 20 cm? teriiletii tégla-
lap vizszintes oldalat x-szel, ekkor az els6 megallapitasunk miatt a fiiggéleges oldala
% lesz. Hasonlé médon kapjuk, hogy a 30 egység teriiletli téglalap fiiggdleges ol-

dala %, a t1 teriiletiié % Ebbol adéddan a 8 egység teriiletli téglalap vizszintes
oldala %”, a 24 egység teriiletiié 2;1—11.

8 cm? 24 cm?
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Ekkor a 36 cm? teriilet(i téglalap teriiletét felirhatjuk = és ¢; segitségével:

20 24 480
36="—. "0 =2
X tl tl
amibél
480 40
1= — = — cm”.
36 3
20 20
20 v t2 o 36 A masik harom téglalap teriiletét pedig t;-
b6l mér konnyedén kiszamolhatjuk a kovet-
T S 24 kez6 maédon:
bt bt . 20 8x 160 160 19 em?
B B = —— = —— = — = cm e,
30 220 6 |20 w T D
! ! 30 8x 240 240
87'1 247‘1. tszi.7:7:W:18Cm27
x t1 t1 €T t t 3
t t 30 24 720 720
T 24 =2 = I I s em?.
x x A 1 31 3

Szaloki Arpdd (Szolnok, Verseghy Ferenc Gimn., 9. évf.) dolgozata alapjén

Osszesen 271 dolgozat érkezett. 5 pontos 159, 4 pontos 40, 3 pontos 19 dolgozat. 2
pontot 27, 1 pontot 13, 0 pontot szintén 13 versenyz6 kapott.

Matematika C gyakorlatok megoldasa

C. 1790. Hatdrozzuk meg az x2 + %> + 522 — 2y — 3yz — 2o + 3z — 4y + 72 ki-
fejezés legkisebb értékét, ha x, y, z valds szdmok.

(vietndmi feladat)

1. megoldéds. Az 22+ y? + 522 —ay —3yz —zx + 30 — 4y + 7z (x, y, 2 € R)
kifejezés legkisebb értéke meghatarozhatd, ha sikeriil atalakitanunk azt négyzetes
kifejezések és egy konkrét szam Osszegévé, mivel egy négyzetes kifejezés minimalis
értéke 0. Ezért ha sikeriil ilyen formara hozni a kifejezést, azt kell majd vizsgélni,
hogy a négyzetes tagok milyen z, y, z értékek mellett veszik fel egyszerre a 0 értéket.

Szorozzuk meg a kifejezés minden tagjat és osszuk is el 2-vel:

222 + 2y 4+ 1022 — 22y — 6yz — 22z + 62 — Sy + 142
5 .

A tort szamléléjdban atrendezziik Ggy a tagokat, hogy az x, y ismeretlent
tartalmaz6 négyzetes kifejezés kibontott elemei egymast kovetoen szerepeljenek a
kifejezésben. Ehhez a kifejezés néhdny tagjat két részre bontjuk, és a szamldléhoz
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hozzdadunk 1-et, amit le is vonunk, hogy a kifejezés értéke ne valtozzon. Ekkor a
kovetkez6t kapjuk:

2?2+ y? +1—22y+ 22 — 2y — 1 + 2% + y? + 1022 — 6yz — 222 + 4z — 6y + 142
5 .

A szamlalo elsé hat tagja teljes négyzetté alakithato:
24y +1— 2wy +22—2y = (z—y+1)°

Ezt a kifejezésbe helyettesitve kapjuk, hogy

(xfy+1)271+x2+y2+102276y2722x+4x76y+14z
5 .

Hasonlé moédon atalakitva a szamlald tobbi részét:

(:vnyrl)Qf1+x2+22+4—22x+4:1774274+y2+922+976y276y+18279
5 .

A szamlalé tovabbi két része is teljes négyzetté alakithato:
24+ A— 2w 4 — 4z = (z — 2+ 2)°
és

v 4+922 49 — 6yz — 6y + 182 = (y—3z—3)2.
A teljes négyzeteket behelyettesitve és az ismeretlent nem tartalmazo értékeket
Osszeadva az alabbi kifejezést kapjuk:

(z—y+1)7+ (@ —2+2)°+(y—32-3)°

—14
> .

Ezt kicsit atalakitva, hogy kénnyebben kezelhet6 legyen, kapjuk, hogy

(z—y+1)7+(x—242)°+ (y—32—3)°
2

—T7.

Ez a kifejezés ott veszi fel a minimalis értékét, ahol a tort értéke a legkisebb. Mivel
a tort szamlaléja négyzetes kifejezések Gsszege és egy négyzetes kifejezés minimalis
értéke 0, a tort értékének minimuma is 0 lesz, ha létezik olyan z, y, z szdmhérmas,
amelyre mindhdrom négyzetes kifejezés egyszerre veszi fel a 0 értéket. Ehhez a
kovetkez6 harom egyenlGségnek egyszerre kell teljesiilnie:

(1) r—y+1=0,
(2) r—z+2=0,
(3) y—32—3=0.
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(1)-b8l y =+ 1, (2)-b8l z = = + 2, ezeket (3)-ba helyettesitve:

r+1—-3x—-6—-3=0,
2r = =8,

r = —4.

x-et visszahelyettesitve (1)-be, illetve (2)-be kiszdmolhat6, hogy y = —3 és z = —2.

Valéban, © = —4, y = —3 és z = —2 esetén mindhirom négyzetes kifejezés
egyszerre veszi fel a 0 értéket. Ekkor a tort értéke 0 lesz, igy az egész kifejezés
minimuma —7.

Megjegyzés. A kifejezés atalakitasaban az aldbbiak atgondolasa segitett:

Az &talakitandé kifejezésben mindhdrom ismeretlen megtaldlhaté négyzetre
emelve, illetve szerepeltek az ismeretlenek egymassal paronként vett szorzatai is.
Ez az 0sszedllitas négyzetes kifejezések 6sszegébOl uigy johet létre, hogy az hdrom
négyzetre emelt kifejezésbol all, amelyek mindegyike két ismeretlent tartalmaz, és
minden ismeretlen két négyzetes kifejezésben szerepel.

Az eredeti kifejezésben azonban a négyzetes tagok és a kettOs szorzatok mellett
az ismeretlenek 6nmagukban, els6 hatvanyon is szerepelnek. Ezt ugy kaphatjuk
meg, hogy a négyzetre emelt kifejezések a két-két ismeretlen mellett egy-egy konkrét
szamot is tartalmaznak.

Tobbtagu kifejezések négyzetre emelésekor az eredményben minden tag négy-
zete mellett két-két tag kétszeres szorzata is szerepel. Rdadasul, ha minden isme-
retlen két négyzetre emelt kifejezésben is szerepel, akkor azok egyiitthatéjanak is
péarosaknak kellene lenniiik. Az eredeti kifejezésben azonban nem szerepelnek két-
szeres szorzatok, és a négyzetes tagokat sem péaros szammal szorozzuk be. fgy a
kifejezés atalakitasakor érdemes lehet 2-vel szoroznunk, és — hogy a kifejezés értéke
ne valtozzon — ugyanennyivel osztanunk is kell majd.

Pdzmandi Rendta (Budapest V. Ker. E6tvos Jézsef Gimnédzium, 9. évf.)

2. megoldas. A minimumérték megallapitdasat két lépésben végezziik.

a) Megsejtjiik, hogy milyen x, y, z értékek esetén lehet a kifejezésnek minimuma.
b) Beldtjuk, hogy ott tényleg minimuma van, és kiszdmoljuk, mi ez a minimum.
Az a) részt tobbféleképpen is megvaldsithatjuk.

Az egyik lehetdség, hogy valamely szamitégépes programmal kiszamoltatjuk,
hogy hol lehet a minimum. Lehetett ilyen programot {rni — mint példaul Molnar-
Séska Tamads (6. 0.) —, vagy lehetett ilyen programot készen tallni.

Egy masik lehet6ség volt, hogy a megadott kifejezést haromvaltozos fiiggvény-
nek tekintve igynevezett parcidlis derivaltak segitségével sejti meg valaki, hol lehet
a kifejezés minimuma. Minthogy ez nem kozépiskolai anyag még emelt szinten sem,
igy aki ezt az utat vdlasztotta, annak a hasznalt tételeket kimondania és bizonyita-
nia is kellett (tobbeknél csak kellett volna), mivel a Versenykiirds szerint ,, Levezetés
és hivatkozas nélkiil csak a kozépiskolai tananyagban szerepld tételeket fogadjuk el.”

A b) részt beldthatjuk a kovetkezd médon:
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Azt sejtjiik, hogy az 22 + y2 + 522 — 2y — 3yz — 2z + 32 — 4y + Tz kifejezés értéke
akkor a legkisebb, ha r = —4, y = —3 és z = —2.

Nézziik meg, mekkora értéket vesz fel ez a kifejezés, hax = —4+a,y=—-3+b
ész=—-2+c.

Ezeket behelyettesitve az egész kifejezés igy néz ki:

(—4+a) + (=340 +5(-2+c)(—2+¢)°—
(A4 a)(=34b) —3(=3+b)(~2+c)—
—(—2+c¢)(—4+a)+3(—4+a) —4(=3+0b) +7(—2+¢).

Ez zardjelek felbontésa és az Osszevonasok utan a kovetkezd format veszi fel:

16 4+ a® — 8a + 9 + b® — 6b + 20+5¢% — 20¢ + 3a + 4b — 12—
—ab+6b+9¢c—18 —3bc+2a+4c—8 —ac—12+3a+12—4b— 14+ Tc =
= —T+ a4 b?>+5c¢% — ab — 3bc — ac.

Szorozzunk meg minden elemet 2-vel, mert akkor kénnyebben tudunk teljes
négyzeteket kialakitani (ez azon nem véaltoztat, hogy mely a, b és ¢ értékekre lesz
a kifejezés értéke minimélis):

—14 + 2a® + 2b*+10¢% — 2ab — 6bc — 2ac = (a — b)* + (a — ¢)*+(b — 3¢)* — 14.

Egy szam négyzete nem lehet kisebb, mint 0, tehat a lehet6 legkisebb szamot
akkor kapjuk, ha mind a hdrom négyzetes kifejezés értéke 0. Ha a =b=c¢ =0,
akkor ez teljesiil.

Mas a, b, ¢ értékekre viszont nem teljesiil, mert ha a, b és ¢ olyan, hogy
mindhdrom négyzetes tag 0, akkor az elsé ketté miatt a = b és a = ¢, amelyekbdl
persze az is kovetkezik, hogy b = ¢. De ha b és ¢ (és a) nem lenne 0, akkor b — 3¢
sem lenne az.

Vagyis az eredeti kifejezés minimadlis értéke —7, és ezt akkor veszi fel, ha
a=b=c=0,vagyishaz=—-4,y=—-3és z = —-2.

Molndr-Sdska Tamds (Budapest, ELTE Radnéti M. Gyak. Alt. Tsk.
és Gyak. Gimn., 6. évf.)

Megjegyzések. 1. Meglep6en sokan haszndltak a szélséérték megkeresésére a
parcidlis derivaltakat. Sajnos a kizdrélag ezen alapulé megolddsok gyakorlatilag
mind hibédsak vagy hidanyosak. Az, hogy az (xo, Yo, 20) pontban a parcidlis derivéltak
mindegyike 0 legyen, valéban sziikséges feltétele a helyi minimum létezésének, de
nem elegend6 hozza. Nem elegendé az sem, amire néhanyan hivatkoztak, hogy a
legmagasabb foku tagok négyzetesek és ezek elGjele pozitiv, igy persze nem volt
elegendd hivatkozas az sem, hogy a tiszta masodik parcidlis derivédltak pozitivak.

A konnyebb atlathatésdg kedvéért egy kétvaltozos ellenpéldat adunk:

flz,y) = 2® +y* — 3ay.
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Ennek a fiiggvénynek az els§ parciélis derivéltjai (22 — 3y, illetve 2y — 3x)
nullék a (0,0) pontban, a tiszta masodik parciélis derivaltak (2 és 2) pozitivak itt, és
a négyzetes tagok el6jele is pozitiv. Am ennek sem minimuma, sem maximuma nincs
a (0,0) pontban, mert az x = y sfkkal metszve az 2% + 2% — 32? = —2? fiiggvényt
kapjuk, amelynek maximuma van a (0,0) pontban, mig az x = —y sikkal metszve
az x2 + 2% + 322 = 522 fiiggvényt, amelynek minimuma — amint az azonnal latszik,
ha a fiiggvényt példaul GeoGebraban szemléltetjiik.

A helyi széls6érték létezésére ismeretes elégséges feltétel is, de annak megmu-
tatdsa utan, hogy ez a feladatban szerepld formula altal meghatarozott fiiggvényre
teljesiil, még azt is bizonyitani kéne, hogy ennél a helyi minimumnal kisebb értéket
mashol sem vesz fel a fiiggvény.

2. A szamitégéppel kiszamitott x, y és z értékek csak sejtésként voltak el-
fogadhatéak, ahogy példaul a 2. megoldas 1. részében. Azt, hogy a kifejezésnek
ezen értékeknél valéban minimuma van, még bizonyitani kellett, a pusztan szami-
togéppel kiszamolt végeredményeket — miként barmely mas feladat szamitégéppel
készitett megoldasat — a Versenykiiras értelmében nem tudjuk elfogadni.

Osszesen 97 dolgozat érkezett. 5 pontos 32, 4 pontos 15 dolgozat. 3 pontot szerzett 2
versenyzd, 2-t 5, 1 pontot 3. 0 pontot 32. Nem versenyszerti 7, nem értékelhet6 1 dolgozat.

23333
PN
ot s Nehezebb feladatok megoldasa

: i
%ﬁﬁgﬁg

A. 865. Keresztrejtvénynek neveziink eqy fekete és fehér négyzetekbdl dllo négy-
zetrdcsot, amelyben minden fehér mezéhoz taldlhato egy 6t tartalmazo 2 X 2-es része
a tabldzatnak, amely csak fehér mezdkbol dll. Szonak nevezziik a tdbldzat egy so-
rdban vagy oszlopdban taldlhatd, csak fehér mezdkbdl (legaldbb kettébdl) dllo részét
a tabldzatnak, amelyet mindkét végén fekete mezd vagy a tdbla széle hatdrol.

Bizonyitsuk be, hogy egy m X n-es keresztrejtvényben nem lehet tobb szo,
(n+1)°
5

mint
Javasolta: Nikolai Beluhov (Bulgéria)

1. megoldas. Tekintsiink egy (n + 2) x (n + 2)-es keresztrejtvényt, amelynek
kiils6 mezo6i feketék, tehat csak a bels6é n x n-es tdblazatot szinezziik szabadon.
Egy ilyen (n+ 2) X (n 4+ 2)-es keresztrejtvényben a szavak maximaélis szdma ugyan-
annyi, mint egy sima n X n-es keresztrejtvény esetében. Nevezziink pdrnak két
élszomszédos mezOt, ha az egyik fehér, a masik pedig fekete. (A két mez6 egymas
parja.)

Lathaté, hogy ha P darab par van a keresztrejtvényben és S darab szd, akkor
S = g. Ugyanis ha valahol van egy par, akkor ennek fehér tagjaval indul egy szo,
amit végiil egy masik par fekete mezGoje zar le. A szavak szamadra a parok szaméval
adunk majd becslést.
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Nevezziink tdrsaknak két csucsszomszédos mezét, ha az egyik fehér, a masik
pedig fekete, és az a két mezo is fehér, amely mindkettének élszomszédja. A feke-
te szegélyll (n + 2) X (n + 2)-es keresztrejtvényben 1évs dsszes tdrs szdmét T-vel
jeloljiik.

Szomszédos mezokon a tovabbiakban élszomszédos mezdket értiink.

Belatjuk a kovetkezé allitdsokat:

(i1) Ha egy fekete mezdének 3 pdrja van, akkor van (legaldbb egy) tdrsa.

Ehhez nézziik az abrat, amely a fekete szegélyl keresztrejtvény 11213
egy darabjat mutatja. A hdrom pérral rendelkezd fekete mez6 az 5-tel 4 6
szamozott, a harom parja legyen a 2, a 4 és a 8. Ha 5-nek nem lenne 71819
tarsa, akkor 1 és 7 is fekete lenne, de ekkor 4-hez nem lenne olyan
2 x 2-es fehér rész, amely tartalmaznd azt.

(i) Ha egy fekete mezdnek 4 pdrja van, akkor van legaldbb két tdrsa.

Ismét az abrat hasznaljuk, és 5 az a fekete mezd, amelynek négy 11213
péarja van. Ha 5-nek nem lenne legalabb két tarsa, akkor 1-es, 3-as, 7- 4 6
es és 9-es koziil legalabb harom fekete lenne. De ekkor két olyan fehér 71819

mez6 is lenne, amelyhez nincs 6t tartalmazé 2 x 2-es fehér rész, példdaul
ha 1, 3 és 7 a harom fekete mez0, akkor 2 és 4 az, amelyhez nincs ilyen.

(i1) és (i2) egyiitt azt jelentik, hogy ha egy fekete mezdnek pp darab pérja van,
akkor van legaldbb pp — 2 darab tarsa. Vagyis ha a tarsai szamat tp-fel jeloljiik,
akkor tp > pp — 2, vagy, ami ezzel ekvivalens, pp < tp + 2.

Ha az n x n-es keresztrejtvényben F' darab fekete mez& van, akkor ezek mind-
egyikére érvényes az el6z6 egyenlStlenség, igy azt a bels6 fekete mezok mindegyikére
felirva és ezeket Gsszeadva — mivel minden tarsat és part pontosan egyszer vettiink
figyelembe — azt kapjuk, hogy

(1) P <T+2F.

(j1) Egy fehér mezének (az dbrdn az 5-tel jelélt) legfeljebb két pdrja van.

Ugyanis ha legaldbb harom lenne (példdul 2, 6 és 8), akkor a hdrom
koziil kettd atellenes lenne (2 és 8), és ez esetben nem lenne olyan fehér
mez6kbol allé 2 x 2-es része a négyzetracsnak, amely tartalmazza az
5-0s mezot.

(j2) Ha egy fehér mezdnek egy tdrsa van, akkor legfeljebb egy pdrja van.

Legyen ez a térsa (az 5-0s mezének) az 1-es. Ekkor 2 és 4 is fehér
(a ,tars” definicidja szerint), igy ha van két parja, akkor az csak 6 és 8
lehet (1d. dbra). De ekkor az 5-6s nem lenne része egy fehér mez8kbol
allé 2 x 2-es a négyzetracsnak.

(js) Ha egy fehér mezdnek két tdrsa van, akkor nincs pdrja.

A két tars dtellenes kell legyen, mert ha nem azok lenné- 1B
nek — példdul 1 és 3 —, akkor a koztiik 16v6 (most 2-es) mezd 45
nem lenne része egy fehér mez6kbdl all6 2 x 2-es a négyzet- 718
racsnak.
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Vagyis ez a két tarsa az 5-6s mezOnek atellenes — példaul az 1-es és a 9-es —,
ekkor viszont a 2, 4, 6 és 8 mezdk fehérek.

(ja) Egy fehér mezének (az dbrdn az 5-tel jelolt) legfeljebb két tdrsa van.

1 B3 Ugyanis ha legaldbb harom lenne (példdul 1, 3 és 9), akkor legalabb
4]5]6| két fehér mezd (most 2 és 6) nem lenne része egy fehér mez8kbél 4ll6
718 B 2 x 2-es négyzetracsnak.

(j1)—(ja) egyltitt azt jelentik, hogy ha egy fehér mezének ¢, darab térsa van és
py darab pérja, akkor py +ty < 2, vagy ami ezzel ekvivalens, py <2 — ty.

Ha az n x n-es keresztrejtvényben f darab fehér mezé van, akkor ezek mind-
egyikére érvényes az el6z6 egyenldtlenség, igy azt a fehér mez6k mindegyikére felirva
és ezeket Osszeadva azt kapjuk, hogy

(J) P<2f-T.

(I) és (J) megfelel$ oldalait 6sszeadva kapjuk, hogy 2P < 2(f + F), vagyis a parok
szaméra teljesiil, hogy P < f + F = n?.

Korébban lattuk, hogy S = g, igy a szavak szama legfeljebb %2

Ezzel az eredetinél erdsebb allitast bizonyitottunk be, hiszen minden n termé-
+12
R
Szakdcs Abel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. o.)
megoldasa alapjan

, 2
szetes szamra 5 <

2. megoldas. Egészitsiik ki a kereszt-
rejtvényt még feliil és a bal oldalon egy
(n + 1)-edik sorral és egy (n + 1)-edik osz-
loppal. Ezutan az igy kapott tablazatot raj-
zoljuk at a toruszra, vagyis el6szor hajtsuk
Ossze hengerré gy, hogy az els6é és utol-
s6 oszlop szomszédosak legyenek, majd ez-
utdn a hengert hajtsunk a szokasos ,fank-
ka”, szomszédossa téve az els6 és utolséd
1. dbra sort.

Vizsgaljuk meg, hogy ezen az (n + 1)? mez8bél 4ll6 , térusztablazaton” mik a
szavak. Vilagos, hogy az eredeti tablazatban azok a szavak, amelyeket két fekete
mezd hatarol, tovabbra is ilyen szavak maradnak. Azonban azok a szavak is ilyenek
lesznek, amelyeknek eddig legalabb az egyik vége a tablazat széle volt, hiszen
most mar minden széls6 mezd vizszintes szomszédja masik irdnyban egy fekete
mez6 a tablazat konstrukcidja miatt. Megforditva, az olyan, legaldbb két mez6bol
all6 fehér ,csikok”, amelyek mindkét végén fekete mez6 van a toruszon, az eredeti
keresztrejtvényben is szavak lesznek, hiszen a végek csak a tablazat széléhez tartozé
vagy a tablazatban szerepld fekete mezok lehetnek, és kozottiik a szd szigoridan
csak az eredeti tdblazat mez6it tartalmazza. Vagyis ezzel a toruszos kiterjesztéssel
egységesitettiik a sz6 definiciéjat arra, hogy a térussza kiterjesztett tabldzatban
néhany (legaldbb kettd, de a tébldzat definicijabdl is kovetkezik, hogy egy nem

284 Kézépiskolat Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/5



lehet) viszintesen vagy fiiggblegesen szomszédos fehér mezd, amelyeket mindkét
irdnybdl fekete mez6 hatarol.

Vegyiik észre, hogy ha ezzel a definiciéval minden sz6hoz hozzéarendeljiik azt a
két szomszédos fekete-fehér mezépart, amelyek a sz6 végein 4ll6 fehér négyzetek és
a kovetkez6 fekete négyzetekbdl allnak, akkor igy minden szomszédos fekete-fehér
mezopar pontosan egy széhoz lett hozzarendelve: ahhoz, ami a fehér mezébdl a
fekete mezdvel ellentétes iranyba indulva a kovetkezod fekete mezbig tart. Vagyis a
szavak szama a szomszédos fekete-fehér mezéparok szamanak a fele. Ez adhatja az
Otletet a kovetkezo kulcsgondolathoz:

Rajzoljunk a toruszon minden szom-
szédos fekete-fehér mezdpdr esetén a fehér
mezore befelé eqy-eqy sziirke % tertletd hd-
romszoget, amelynek egyik oldala a fekete
mezovel kézds szakasz, a harmadik csicsa
pedig a fehér mezé mdsik két csucsa koziil
valamelyik (ldsd 2. dbra). Ezt gy akarjuk
meguvaldsitani, hogy a hdromszogek ne fed-
jék dt egymdast, illetve a fehér mezdket.

Ez azért j6 nekiink, mert a sziirke ha-
romszogek teriiletosszege éppen a szomszé-
dos fekete-fehér mezéparok szaménak a fele, vagyis a szavak szdma lenne. Ha pedig
be tudnank latni, hogy a sziirke haromszogek teriilettsszege legfeljebb % lehet,
akkor készen lennénk.

Vegyiink tehat egy szomszédos fekete-fehér me-
zOpart, és szamozzuk meg a négyzeteket a 3. dbrdan
lathaté médon, ahol a 0-val jelolt négyzetbe szeret-
nénk egy sziirke haromszoget rajzolni a piros sza-
kaszra.

Ekkor a 0-val jelolt mez6 valamelyik 2 x 2-es fe-
hér négyzet egyik csicsa. Ez nem tartalmazhatja a
vele piros szakasz mentén szomszédos fekete mezét,
vagyis csak a 0125, vagy 0345 mezOkbol 4llé négy-
zet lehet. Ez azt jelenti, hogy vagy az l-es és a 2-es,
vagy a 3-as és a 4-es mez6 egyszerre fehérek. A sziir-
ke haromszoget ekkor gy fogjuk megrajzolni, hogy
harmadik csiicsa szintén kozos csucsa legyen ezen két fehér mezdnek, vagyis ha az
1-es és 2-es mezbk fehérek, akkor a sziirke haromszog mésik befogdja a 0-s és 1-es
négyzetek kozos éle, ha pedig ezek nem, akkor a 3-as és 4-es négyzetek fehérek,
igy a 3-assal kozos €l lesz a sziirke haromsz6g masik oldala. Természetesen ez az
indoklas csak a négyzetek egymashoz mért helyzetét hasznélta ki, igy barmilyen
szomszédos fekete-fehér mez6parnal elmondhaté ez a gondolatmenet.

3. dbra

Azt allitjuk, hogy ekkor a sziirke haromszogek nem fedik egymadst, és a fekete
mezdket sem. Utébbi nyilvanvald, hiszen mind teljes terjedelmiikkel fehér mezdkbe
vannak rajzolva, de el6bbit sem nehéz igazolni: ha két sziirke haromszognek lenne
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kozos része, akkor nyilvan ugyanabba a fehér négyzetbe kell hogy legyenek rajzolva,
a két fekete mez0o, amelyek vele kozos éleire ezeket emeltiik, ennek két szomszédja.
Nyilvan nem lehet két szemkozti szomszéd (ugyanis akkor a fehér négy-
zetiink nem lehetne része egy 2 x 2-es fehér négyzetnek), vagyis a két
[l fekete mezd, amik f6lé rajzoltuk a haromszdgeket, csticsszomszédosak.
[ ] Azonban a sziirke hdromszogek szerkesztése miatt egyik haromszognek
sem a két, fekete mezOvel szomszédos él a két befogdja, vagyis a két
hdromszog a hatdruktdl eltekintve diszjunkt (ldsd 4. dbra).

4. dbra

Végiil belatjuk, hogy a sziirke haromszogek Gsszteriilete legfeljebb @ Eh-
hez készitsiink egy grafot, amelynek csicsai a fekete mezék, és két csicsot akkor
kot Ossze él, ha a két fekete mez6 szomszédos a téruszon. Vizsgédljuk a fekete mezok
fehér szomszédjainak szdmat (vagyis a sziirke hdromszogek szdmét) a graf osszefiig-
gbségi komponenseiben kiilon-kiilon. Ha egy komponens k mezobdl all, akkor azok
kozott legalabb k — 1 él fut, vagyis ha minden feketére 6sszeszamoljuk, hogy hany
masik fekete mez6vel szomszédos ebben a komponensben, akkor legaldbb (2k — 2)-t
kapunk. Mivel minden fekete mezének pontosan 4 szomszédja van, ezért a kompo-
nens mezdi legfeljebb 4k — (2k — 2) = 2k + 2 fehér mezbvel szomszédosak, vagyis
egy k csucsi komponens mezoihez tartozo sziirke haromszogek teriiletosszege leg-
feljebb k + 1.

Vegyiik azonban észre, hogy ez az egyenlség is csak akkor all fenn, ha a kom-
ponens fa, egyéb esetben ugyanis a komponensben legalabb k él van, vagyis a kom-
ponens mezdihez tartozé sziirke haromszogek teriiletosszege legfeljebb @ = k.
Ha tehat egy komponens nem fa, akkor a mezdihez tartozé sziirke haromszogek te-
riiletosszege legfeljebb fele a teriiletének, vagyis ha a fekete graf nem tartalmaz fa
komponenset, akkor készen is lennénk, hiszen komponensenként ¢sszeadva minden
komponensben legfeljebb akkora a sziirke haromszogek teriiletosszege, mint a fekete
négyzeteké, és dsszesen (mivel a sziirke és fekete teriiletek nem fedik dt egymast —
kiilon-kiilon sem) teriiletosszegiik legfeljebb a teljes térusz teriilete, vagyis (n + 1)2,
ezért a sziirke haromszogek teriilete legfeljebb % Ha azonban a sziirke grafban
van fa komponens, akkor a becslésiinkon még egy kicsit élesiteniink kell.

Ekkor minden fa komponens fekete teriiletét szeretnénk tgy béviteni 1-gyel,
hogy tovabbra se legyen atfedés, ekkor ugyanis mar tudndnk alkalmazni minden
tablazat esetén a fenti gondolatmenetet. Ehhez el6szor tekintsiik az 1 x 1-es fekete
négyzeteket, amelyeket csupa fehér vesz korbe (vagyis az izolalt pontokat a graf-
ban). Vegyiik egy ilyen négyzet egyik oldalat. A négyzettel ezen az oldalon fekvé
két csics mentén szomszédos két négyzet koziil legalabb az egyik fehér, ellenkezd
esetben ugyanis az ezen oldal mentén szomszédos fehér mez6 nem lenne része egyet-
len 2 x 2-es fehér tablazatnak sem. Ekkor ebbe a négyzetbe rajzoljunk
egy % teriiletii fekete egyenl6 szaru derékszogli haromszoget, amelynek
derékszogli csucsa a fekete négyzettel kozos csics (ldsd 5. dbra). Ezt

Al megcsinalhatjuk a fekete négyzet szemkozti oldalara is, igy az 1 x 1-es
5 ab fekete részek teriiletére mar megvan az algoritmus, hogy hogyan bovit-
. aora .
siik.
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Az 1-nél tobb csicsbdl 4llé komponensekre pedig nagyon
hasonl6 az o6tlet. Ugyanis egy k£ > 1 pontu fanak van legaldbb
két levele (olyan pontja, amelynek foka 1), ellenkezd esetben
ugyanis a fokszdmok osszege legaldbb 2(k — 1) +1 = 2k — 1 len-
ne, ellentétben azzal, hogy egy k ponti fiban a fokszdmok
osszege 2k — 2. Egy ilyen levélnek tekintsiik azt az oldalat,
amely a fekete szomszédjdval szemkozti, és ennek a megfele-
16 csticsdhoz emeljiink a fenti médon egy fekete haromszoget.
Ezt csindljuk meg a masik levélre is, igy két kiilonb6z6 % terii- 6. dbra
leti haromszoggel bovitettiik a feketék teriiletét.

Ezutan belatjuk, hogy a rajzolt fekete haromszégek nem fednek at sem egy-
massal, sem a sziirke hdromszogekkel, sem a fekete mezékkel. A harmadik vildgos,
hiszen fehér mezdkbe rajzoltuk &ket. Ahhoz, hogy egymaéssal nem fednek at, ve-
gyiik észre, hogy ha igy lenne, akkor ugyanabba a fehér mezébe lennének rajzolva,
tehdt a két levél (melyek esetleg kiilonboz8 komponensekhez tartoznak, de ez nem
lényeges), amelyekhez a haromszogeket rajzoltuk egyardnt csicsszomszédja ennek
a négyzetnek. Ha atellenes csicsokban lennének szomszédosak, akkor a két fekete
haromszog nem metszené egymast, marad tehdt az az eset, hogy két szomszédos
csticsban szomszédosak a megadott négyzettel. Ekkor azonban ezen két fekete me-
76 kozti mez6 csak fehér lehetne (hiszen a fekete hdromszogek konstrukciéja miatt,
azok mindkét befogdjaval szomszédos oldala a levél nem fekete szomszédja), de ez
nem lenne része egyetlen 2 x 2-es négyzetnek sem. Vagyis a fekete haromszogeknek
egymassal sem lehet kozos résziik.

Végiil ha egy fekete és egy sziirke haromszognek lenne kozos része, akkor nyil-
van ugyanabban a fehér mezdében lennének, tehéat a fekete mezok, amelyekhez hoz-
z4 vannak rendelve, ennek oldal-, illetve csticsszomszédai lennének. Itt 1ényegében
két kiilonbozé lehetéség van a fekete mezék elhelyezkedésére (lasd 7. dbra, a tobbi
forgatdssal ezen két eshetéség valamelyikébe vihetd), de el8bbi esetben a sziirke ha-
romszog definicié szerint a berajzolt médon fog dllni (vagyis |
nem lehet kozos része a feketével), utébbi esetben pedig a
fekete levélnek, amelyhez a fekete haromszoget rendeltiik, a 2 |
haromszoggel ko6zos csticsbol indulé két oldal menti szom-
szédjai fehérek lennének, ami ismét ellentmondas. 7. dbra

Ezzel tehat belattuk, hogy a szinezett teriiletek kozott tovabbra sincs atfedés.
Azonban igy mar a graf minden komponensére teljesiil, hogy a hozzarendelt terii-
letekkel egytitt a fekete teriilet legalabb akkora, mint a sziirke, és mivel minden fa
komponenshez kiilonb6z6 fekete teriileteket rendeltiink hozza, ezért Gsszességében
is igaz lesz, hogy a sziirke teriilet legfeljebb akkora, mint a fekete. A két teriilet
Osszege pedig legfeljebb a térusz teljes teriilete, igy a sziirke teriilet, vagyis a szavak
szama a keresztrejtvényben, legfeljebb ennek a fele, tehat @ Az &llitast ezzel
belattuk.

Varga Boldizsar (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 11. o.)

Osszesen 8 dolgozat érkezett. Megoldotta Varga Boldizsar, és lényegében megoldotta
Szakédcs Abel. 2 pontot kapott 1, 1 pontot 2, 0 pontot 3 versenyzé.
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
9. osztalyosoknak
(814-818.)

E—

K. 814. Egy mez6n birkany4aj legelészik. A birkdk egy részét megjelolték, a
megjelolt és a jeloletlen birkak szamanak aranya 5

A jeloletlen birkdk koziil csak 17 van megnyirva, a megjelolt birkdkat mind
megnyirtdk, viszont a megnyirt és a meg nem nyirt birkdk szama egyenld. Hany
birka legelészik a réten?

Javasolta: Biré Bdlint (Eger)

K. 815. Az ABC derékszogii haromszog BC' befogdjan gy vettiik fel a D pon-
tot, hogy BC = 4BD, az AC befogén felvett E pontra pedig AC' = 8CFE teljesiil.
Hatarozzuk meg az AB atfogd hosszat, ha tudjuk, hogy AD = 164 és BE = 52.

vietnami feladat

8r — 12 5x 20x
K. 816. Adott az F(x) = 1259 %7 3s  0— s

tarozzuk meg azon x egész szamokat, amelyekre F(z) természetes szam.
Matlap (Kolozsvér)

kifejezés. Ha-

K/C. 817. Egy dobozban van négy papircetli, amelyek mindegyikére egy-egy
pozitiv szdmot irtunk. Kihtzunk valahany cetlit, majd a rajtuk 1év6 szamokat
osszeadjuk. (Ha egy cetlit hizunk ki, akkor azt a szdmot vessziik, amely a cetlin
van.) Ezt az 6sszes lehetséges médon megesinédljuk. Milyen szdmok vannak a cetlikre
irva, ha az igy kapott eredmények mind egymast kovetd egész szamok?

K/C. 818. Az ABC derékszogii
haromszog befogdinak hossza BC =
=6, CA = 8 egység. A BC befogd B-
hez kozelebb esé harmadolépontja P,
felez6pontja @, a C A befogd C-hez
kozelebbi harmadolépontja R, felezd-
pontja S, végiil az AB &atfogé A-hoz
kozelebbi harmadolépontja T’ felezo-
pontja U. Tiikrozzik a P, R, T har-
madolépontokat az ABC' haromszog
hozzajuk legkozelebb es6 csticspontja-
ra, a @, S, U felezOpontokat pedig a
megfelel6 haromszogoldal masik vég-
pontjara az abra szerint.

Hatérozzuk meg a P'U'R'Q'T'S’ sokszdg teriiletét.
Javasolta: Bird Bdlint, (Eger)
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Bekiildési hatarid6: 2024. junius 10.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A C pontversenyben kitiiz6tt gyakorlatok
(817-818., 1813-1817.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 817. A szovegét lasd a K feladatoknl.
K/C. 818. A szovegét lasd a K feladatokndl.

Feladatok mindenkinek

C. 1813. Mutassuk meg, hogy nincsenek olyan m, n pozitiv egész szamok,
amelyekre
3m4+3"+1

teljes négyzet. o
amerikai versenyfeladat

C. 1814. Milyen aranyban osztja két részre az r sugaru kor teriiletét az az
r
egyenes, amelynek a kor koézéppontjatdl vald tavolsdga —7?

V2
Ringler Andrds (Budapest)
C. 1815. Oldjuk meg az
2%y — zu® = 6,
22z 4+ yu® =11
egyenletrendszert, ha x, y, z, u természetes szamok.

Katz Sandor (Bonyhdd) otlete alapjan
Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1816. Az a = 14, b = 13, ¢ = 15 hosszusigu oldalakkal rendelkez6 haromszog
oldalai érintik az R = 5 sugaru gombot. Hatarozzuk meg a gomb kozéppontja és a

haromszog sikja kozotti tavolsagot. ,
horvat versenyfeladat
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C. 1817. Elkezdtiink egy pénzérmét dobdlni. A dobéassorozat eredménye: egy
fej, egy irds, egy fej, két iras, egy fej, hdarom iras, egy fej és igy tovabb, azaz
az irasokbdl all6 megszakitdsmentes széridk hossza mindig 1-gyel novekszik, és
azokat minden esetben egyetlen fej valasztja el egymdastél. Ha ez a szabalyosség
megmarad, akkor hanyadik dobas utéan hagyhatjuk abba a dobdlast, hogy a fejek
relativ gyakorisaga pontosan W123 legyen?

Barczy Mdtyds, Nyul Gdbor (Debrecen)

ok
Bekiildési hatarid6: 2024. junius 10.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A B pontversenyben kitiizétt feladatok
(5390-5397.)

B. 5390. Léteznek-e olyan aq, aq, ..., ap—1 paros egész szamok, amelyekre az
2™ 4+ an_12" ' 4+ ... + a1z + ao polinom oszthaté az z? + z + 1 polinommal?
(3 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)

B. 5391. Az egységnyi AB atméréjii korvonalon kijeloliink egy C' pontot. Ez-
utén az AB szakaszon felvessziik a D és F pontokat ugy, hogy BD = BC és AE =
= AC. Hatérozzuk meg AD? + DE? 4+ EB? lehetséges legkisebb értékét.

(4 pont) Javasolta: Szoldatics Jézsef (Budapest)

B. 5392. Tekintsiink egy olyan trapézt, amelynek teriilete egyenlé alapjainak
szorzataval. Mutassuk meg, hogy ez a trapéz pontosan akkor érinténégyszog, ha
derékszog.

(5 pont) Javasolta: Németh Ldszld (Fonydd)
B. 5393. Legyen az f olyan valés-valds fliggvény, amelyre
|f(x+y+2)+sinz+siny+sin z| <3, minden z,y,z € R esetén.

Mutassuk meg, hogy |f(z) —sinz| < 1 minden x € R esetén.

(4 pont) Javasolta: Bencze Mihdly (Brasso)
B. 5394. Az ABCD négyzet kozéppontja O, koriilirt korének egy tetszéleges

pontja X. Jelolje T az X meréleges vetiiletét BC-n. Legyen az X B és AC egyenesek

metszéspontja E, az XC és BD egyeneseké pedig F. Mutassuk meg, hogy EF
merOleges TO-ra.

(4 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sdndorfalva)
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B. 5395. Jelolje egy k pozitiv egész pozitiv osztdinak szédmat d(k), tovdbbd
legyen 1 < n egész szdm. Melyik dsszeg a nagyobb, d(2) 4+ d(4) + - - - + d(2n) vagy
(d1)4+d3)+---+d2n—1))+ (d(1) + d(2) + - - - + d(n))?

(5 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

B. 5396. Egy egyenld oldali térbeli (torz) otszognek négy derékszoge van.
Mekkora lehet az 6todik szoge?

(6 pont) Javasolta: Dombi Péter (Pécs)

B. 5397. Egy grifra (amely tobbszoros éleket is tartalmazhat) teljesiil, hogy
akarhogyan osztjuk szét a csicsait ¢ darab diszjunkt halmazba, legaldbb 2t — 2 él
kiilonbo6z6 halmazok kozott vezet. Bizonyitsuk be, hogy a graf éleit ki lehet szinezni

pirosra vagy kékre gy, hogy a kék és a piros élek is dsszefiiggd (és minden csticsot
elérd) grafot alkossanak.

(6 pont) Javasolta: Williams Kada (Cambridge, UK)
*
Bekiildési hatarid6: 2024. junius 10.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
ok

A. 881. Egy kirallyal bejarjuk egy (a szokdsos mddon szinezett) n X n-es sakk-
tabla minden mez6jét pontosan egyszer. Hatarozzuk meg, hogy legkevesebb hény-
szor kellett szint valtanunk a séta soran.

Az A pontversenyben kitlizott nehezebb feladatok
(881-883.)

Javasolta: Pdlvdlgyi Démétor (Budapest)

A. 882. Legyen Hy, Hs, ..., Hy, a pozitiv egész szamok nemiires részhalmazai,
legyen tovabba S ezen halmazok unidja. Bizonyitsuk be, hogy

ahol (a,b) az a és b legnagyobb kozos osztdjat jeloli.
Javasolta: Matolcsi David (Berkeley)

A. 883. Legyenek J C I C R intervallumok, és legyenek fi, fa, ... olyan valds
egyiitthatds polinomok, amelyekre a kovetkezdk teljesiilnek:
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e fi(x) >0 minden i > 1 és x € T esetén,
e >, fi(x) véges minden z € I esetén,
e >, fi(z) =1 minden z € J esetén.
Kovetkezik-e ezekbdl, hogy > -2 fi(z) = 1 minden x € I esetén is?
Javasolta: Imolay Andrds (Budapest)
g

Bekiildési hatarid6: 2024. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Informatikabdl kituzoétt feladatok

(627-630.)

I. 627. Egy allatmenhelyen kozosségi szolgédlatot végeznek a didkok, ami nél-
kiilozhetetlen a telep miikbdéséhez. A munkéra jelentkezd didkok mindegyike egy
idGszakot jelol meg a feladat elvégzésére.

Készitsiink programot 627 néven, amely a megadja a telep vezetdjének azt
a leghosszabb idészakot, amelynek minden napjara van munkara vallalkozé és egy
olyan napot, amely ebbe az idoszakba esik és aznapra a legtobb jelentkezd van.

A program standard bemenetének elsé sordban a jelentkezé didkok szama N
(1 <N <1000) és a munkdra meghirdetett napok szdma (1 <M < 365) szerepel. Az
ezt koveto N sorban az egyes vallalkozé didkok munkakezdési és -befejezési napjanak
sorszéma (1 < Kezd < Veg < 365) taldlhatd.

A program a standard kimenet els6

Példa a bemenetre: | Kimenet soraba irja ki a leghosszabb, jelentkez6-
5 50 31 vel lefedett id6szak napjainak szamat,
15 23 23 amikor minden napra van didkmunka-

vallalé. A méasodik sorba irja ki annak a
23 35 o s

napnak a sorszaméat, amely ebbe az id6-
515 szakba esik és aznapra a legtobb mun-
42 49 kéra vallalkozé jelentkezett. Ha tébb
20 30 ilyen nap van, akkor ezek koziil az el-

sot adjuk meg.

Bekiildend6 egy tomoritett 627.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

(10 pont)
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I. 628. Egy N x M képpontbdl &ll6 teriilet képpontjainak moédositdsat megold-
hatjuk tgy, hogy egyszertien feliilrol lefelé soronként, egy soron beliil balrél jobbra
haladunk, és egymds utdn beallitjuk a képpontok értékét. A képpontok mdbdosi-
tasdnak sorrendje lehet mas is. Egy videdmegjelenité a teriiletek képpontjainak
moédositasakor 161épésben halad az alabbi algoritmus szerint:

1. A bal fels§ sarokban 1év6 képpontdl indul.

2. Amennyiben az aktualis képpontbdl sikeriil 161épésben egy még nem maodosi-
tott képpontot taldlnia, akkor odalép, megvaltoztatja, majd folytatja a mi-
veletsort ebbdl a képpontbdl. Az adott helyrél 161épéssel elérhetd képpontokat
az éramutatd jardsival egyezd irdnyban vessziik sorra (14sd a mintét).

3. Amennyiben az aktuélis helyrél nem érhetd el 161épésben egyetlen, még nem
moédositott képpont sem, akkor az aktudlis helyrdl kiindulva balrdl jobbra,
illetve soronként fentrol lefelé haladva megkeresi az els§, még nem maodositott
képpontot, azt médositja, majd folytatja a miiveletsort a 2. 1épés szerint. Ha
keresés kozben a teriilet utolsé sordanak utolsé képpontja sem megfeleld, akkor
az elso sor masodik képpontjaval folytatja a keresést.

Készitsiink programot 1628 néven, amely N sor és M oszlop esetén megadja a teriilet
pixeleinek mdédositasi sorrendjét az alabbi minta szerint.

A program a standard bemenet els6 sorabdl olvassa be N és M értékét (2 < N,
M < 50), és a standard kimenet N sordba irja ki, hogy az adott sorban 1év6 képpontok
a modositas sorrendjében hanyadik 1épésnél keriilnek sorra. Egy soron beliill M
oszlopban jelenitsiik meg a sorrendet jelzé szamokat a minta szerint szdkozokkel
elvalasztva gy, hogy minden kiirt szdm azonos szdamu karakterhelyet foglaljon el.

Példa:

Bemenet Kimenet

7 13 1 28 83 86 3 30 67 60 5 32 39 22 7
84 87 2 29 66 59 4 31 38 47 6 13 24
91 82 85 78 73 68 61 48 33 40 23 8 21
88 77 72 65 58 53 44 37 46 49 12 25 14
8L 89 79 74 69 62 55 52 41 34 17 20 9
76 71 64 57 54 43 36 45 50 11 26 15 18
90 80 75 70 63 56 51 42 35 16 19 10 27

Bekiildendd egy tomoritett i628.zip allomanyban a program forraskédja és
rovid dokumentédcidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

(10 pont)

I. 629. Két, egymasra mertleges harmonikus rezgés eredéjeként a rezgéseket
végzb test pédlydja egy érdekes alakzat, a Lissajous-gorbe lesz. A mozgd test koor-
dindtait az id6é mulasaval leiré fliiggvények:

x(t) = Ay - sin(k - w - t) és y(t) = Ay, -sin(n-w-t+ p).
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A képletek jelolései: A, és A, az x és y irdnyd maximalis kitérés (amplitado),
w egy alap korfrekvencia, a két meroleges irdanyu rezgés korfrekvencidja ennek k-
szorosa, illetve n-szerese (k, n pozitiv egész), végill ¢ a faziseltérés szoge a két
rezgés kozott.

1. Nyissunk meg egy tablazatkezeld munkafiizetet és az Al cellatdl kezdve il-
lessziik be az l-adatok.txt, tabulatorokkal tagolt, UTF-8 kédolasu szoveg-
faljt. Mentsiik a munkafiizetet lissa néven a program alapértelmezett f4jlfor-
matumaban. A megoldasban sajat fliggvény vagy makré nem hasznalhato.

a) A C6 celldba szdmoljuk ki fiiggvény segitségével a B6 cella fokban meg-
adott szogértékét radianban.

b) A feliratokat, igazitdsokat, mértékegységeket és a szegélyezést alakitsuk
a minta szerint.

2. Alkossuk meg a fentiek alapjan a B9:C309 tartomany celldiban egy méasolhaté
képlet segitségével a rezgo test helyzetét az A oszlopban megadott idépont-
ban.

3. Készitsiink a B9:C309 tar-
tomany adatai alapjan a
minta szerint Pont(XY)
tipusu diagramot. A dia-
gramnak ne legyen cime,
tengelyfeliratai és jelma-
gyardzata, a hattere le-
gyen viladgossarga, a vonal
szine legyen sotétkék, vas-
tagsaga 1,5 pont. Ellen-
Orizziik, hogy az alapada-
tok megvaltoztatasa meg-
figyelhet6-e a diagramon!

4. Az aldbbi alapadatokkal készitsiink ¢ = 0°, ¢ =3°, ¢ =6°, ..., ¢ = 66° és
© = 69° faziseltérésekkel diagramokat, ezeket mentsiik képként, és készitsiink
folyamatosan ismétl6dé animélt GIF képet beldle fdzisforgds.gif néven.

A, =2 [A,=2 Jw=01 [n=3 [k=5 |
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Bekiildend6 egy tomoritett 1692.zip allomanyban a lissa tablazatkezel¢ mun-
kafiizet, a fazisforgas.gif képallomany és egy rovid dokumentéacié, amelyben szerepel
a téablazatkezel6 neve, verzidszama.

Letolthetd allomany: l-adatok.txt.
(10 pont)

I. 630. Az ezer lakosra jutd személygépkocsik és az orszdgonkénti autépdlya-
hossz valtozédsat tekintjiikk 4t néhany eurdpai orszag adatait és ezek népességét
vizsgalva.

1. Nyissunk egy iires tablazatkezel6 munkafiizetet. Hozzunk 1étre benne harom
munkalapot Aphossz, Gkszam és Lakossag néven.

2. Toltsiik be a munkalapokra az Al cellatdl kezdve az UTF-8 kédolasu, ta-
buldtorokkal tagolt, a munkalapok nevével megegyez6 nevii szovegfajlok tar-
talmat. Munkankat mentsiik autok néven a tablazatkezel6 alapértelmezett
formétumaban. A megolddsban sajit fiiggvény vagy makré nem hasznalhatd.

3. A Gkszam munkalap Ell-es celldja iires: tartalma legyen a megel6z6 és a
rakovetkez6 évi franciaorszagi adatok atlaga.

4. Mindharom munkalap szamadataira &allitsunk be ezres tagolast.

5. Formazzuk meg a minta szerint az Aphossz munkalap A31:C33 tartomanyat
és hasonléan a Gkszam munkalap A31:C34 tartomanyat.

6. Hatarozzuk meg annak a két orszagnak a nevét, amelyek a vizsgalt idészakban
els6ként zartak be autopalyat, illetve mindsitettek 4t autdpalyat mas tipusa
uttd. A két orszag neve keriiljon az Aphossz munkalap B32 és B33 cellajaba.

7. Szamitsuk ki a Gkszam munkalap B28:R28 tartom&anyaban, hogy mennyi
személygépkocsi volt Osszesen forgalomban a vizsgalt orszagokban az adott
évben.

8. Szamitsuk ki, hogy 2013-ban melyik harom orszagban volt a legnagyobb a
zsufoltsag, vagyis hol volt a legtoébb auté autdpalya-kilométerenként. A hé-
rom ,,dobogds” orszag neve keriiljon az Gkszam munkalap B32, B33 és B34
cellajaba.

9. Készitsiik el a minta szerinti grafikont Magyarorszdg, Csehorszdg és Lengyel-
orszdg autépalyahosszdnak alakuldsérdl (az dbrat ldsd a kivetkezd oldalon).
A grafikont helyezziik 4t az apdia nevii diagram tipusi munkalapra.

10. Készitsiik el a minta szerinti grafikont Magyarorszdg, Csehorszdg és Lengyel-
orszdg ezer lakosra juté személygépkocsi adatainak alakuldsardl (az dbrdt ldsd
a kovetkezd oldalon). A grafikont helyezziik at a gkdia nevii diagram tipusi
munkalapra.
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Hllusztrdcié a 9. ponthoz

llusztracio a 10. ponthoz

Bekiildendd egy tomoritett 1630.zip allomanyban a tablazatkezel6 munkafii-
zet, illetve egy rovid dokumentécié, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott
tablazatkezel6 neve, verzidszama.

Forrasok:
https://www.ksh.hu/stadat_files/sza/hu/sza0048.html,
https://www.ksh.hu/stadat_files/sza/hu/sza0047.html,
https://www.ksh.hu/docs/hun/eurostat_tablak/tabl/tps00001.html.

Letolthet allomanyok: aphossz.txt, gkszam.txt és lakossag.txt.
(10 pont)
ES

Bekiildési hatarid6: 2024. junius 15.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Komplex szamok a fizikaban
II. rész:

Valtéaramu feladatok megoldasa
komplex szamokkal

Cikkiink kordabbi részében megismerkedtiink a komplex szamok fogalméval, az
4j szamhalmazon végezhetd alapveté matematikai miveletekkel, és lattuk, hogyan
lehet hasznélni 6ket a sikban torténé iitkozések leirdsara. A komplex szdmok al-
kalmazasa azonban nem korlatozédik a sikvektorok leirasara, a fizika szdmos mas
teriiletén is eredményesen hasznalhatok. Jelen részben egy, a mechanikatol eltérd
teriileten, a valtéaramu feladatok megoldasara fogjuk bevetni ezt az 1j matematikai
eszkozkészletiinket.

Mire van sziikségiink egy aramkor leirdasahoz?

Mielott még elkezdenénk foglalkozni a valtéaramu feladatok megoldasaval,
érdemes Osszegytjteni, hogy dltaldnos esetben milyen Gsszefiiggésekre, 1épésekre van
sziikségiink egy aramkor miikodésének leirasahoz. Ennek felderitéséhez a legjobb
dtmutatast a mar jol ismert egyendramu feladatok analizise adja.

1) Elsé 1épésként az aramkori elemeken megjelend dram- és fesziiltségjeleket ad-
juk meg paraméteres alakban, majd a megoldas sordn ezen paraméterek értékét
keressiik. Egyenaramu feladatok esetén tudjuk, hogy az dramok és fesziiltségek is
allando értékiiek, igy minden dramkori elemhez rendeliink egy-egy konstans aram-
és fesziiltségjelet (Uy, Iy, Us, Iy stb.), amelyek a kés6bbi egyenleteinkben ismeret-
lenként fognak szerepelni.

11) Kovetkez6 1épésként az egyes dramkori elemeknek az tigynevezett karakterisz-
tikait kell megadnunk, amelyek valamilyen médon kapcsolatot teremtenek az adott
alkatrészen mérheté aram- és feszilltségjelek kozott. Egyendaramu feladatokban a
legéltalanosabb dramkori elem az ellenallas, amelynek a karakterisztikdjat az Ohm-
torvény adja meg (U = RI), de hasonléan megfogalmazhaté az idedlis fesziiltségfor-
ras karakterisztikdja is: U = Uy (a fesziiltségforras fesziiltsége egy ismert konstans).

iii) Végiil az egyes dramkori elemek kozotti kapesolatokat kell lefrni, amire az dl-
taldnos érvényd torvények, jelen esetben a Kirchhoff-torvények szolgdlnak. (A fel-
adatmegoldasokban gyakran hasznélt eredd ellenallast szamolo Osszefiiggések az
Ohm-t6rvénybél és a Kirchhoff-térvényekbél szérmaznak.)

Aram- és fesziiltségjelek leirasa komplex szamokkal

A valtéaramu feladatok megolddsa soran feltételezziik, hogy létrejon egy ugy-
nevezett szinuszos dllandosult dllapot. Ez azt jelenti, hogy az dramkoér minden
elemén az dram- és fesziiltségjelek pillanatértéke leirhaté egy-egy szinuszos (ko-
szinuszos) fiiggvénnyel, amelynek korfrekvencidja a gerjesztd jel (fesziiltség- vagy
aramforras) korfrekvencidjaval egyezik meg. Ezen allapot 1étrejottének alapfeltéte-
le, hogy az dramkor linedris elemekbdl épiiljon fel (példaul ne tartalmazzon dié-
dat), az dramkor dllanddsult dllapotban legyen (nem tortént példaul kapcsolényitas,
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-zaréds), tovabbd a gerjesztés felbonthaté legyen szinuszos jelek sszegére (példdul
50 Hz frekvencidju szinuszos fesziiltségforras). Ebben az esetben a jelek dltaldnos
(paraméteres) alakja:

u(t) = U cos(wot + ¢),
ahol U a jel amplitiddja, ¢ a jel kezdéfazisa (ismeretlenek), wy pedig a gerjesztés
(ismert) korfrekvencidja.

Egészitsiik ki az egyenlet jobb oldalat egy 1j, tisztan képzetes taggal, és vegyiik
az igy kapott komplex kifejezés valds részét. Ezzel az dtalakitassal nem valtoztatunk
a jelentésén, de a komplex szdmokndl megismert exponencidlis (Euler-féle) alak
alkalmazhatova valik:

u(t) = Re{U cos(wot + ¢) + iU sin(wot + ¢)} = Re {Uei(wo”“")} :

Néhéany 1j fogalom bevezetésével ez a felirdasmod még tovabb egyszertisithets. Az
els6 ilyen fogalom a komplex pillanatérték!, amely a kovetkezé mennyiséget jelenti:
u*(t) = Uegt(wotte) — [Jgiveiwot
Ez a komplex szam minden id6pillanatban mas és més értéket vesz fel, idofiiggd
mennyiség. A szinuszos allanddsult allapotban azonban az Osszes dram- és fesziilt-
ségjel ugyanazzal az wy korfrekvencidval valtozik, ezt kihasznalva bevezethetd a
jelek komplex csicsértéke, ami mér egy id6fiiggetlen (konstans) komplex mennyi-

ség: )
U*=Ue".
A kapcsolat az Gjonnan definidlt fogalmak kozott:
u(t) = Re{u*(t)} = Re {U*e""'} = Re {Ue'¥e™"'} .
A komplex cstucsérték tulajdonképpen az adott jel ¢ = 0 idopillanatban felvett

Im
wo
u'(t)
h o
! \\ wot
NP v
| < U
U \
! N\
! [ Re
<
u(t)
1. dbra

komplex pillanatértékét adja meg. A komplex pillanatérték esetén a komplex csiics-
értéket ,,megforgatjuk” wy korfrekvencidval, mig a komplex pillanatérték valds része
(valés tengelyre vett vetiilete) az adott jel tényleges pillanatértékét adja (amit egy
oszcilloszképpal mérhetnénk). Ezt mutatja az 1. dbra. Lathatjuk, hogy a komplex
csucsérték és a gerjesztd korfrekvencia ismerete esetén az adott jel idoéfliggvényét
mar egyértelmiien eld tudjuk allitani.

1A komplex véaltozékat ebben a cikkben végig *-gal jeldljiik, hogy megkiilénboztessiik a valds
mennyiségektol.
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Aramkéri elemek

I. Ohmos ellenalldsok. A jelek leirasat kovetéen az egyes aramkori elemek karakte-
risztikajaval kell foglalkoznunk. Ezek koziil az els6 vizsgélt elem az ohmos ellenallas,
amelynek viselkedését dltaldnos (id6fiiggd) esetben az Ohm-térvény irja le:

ug(t) = Rig(t).
Az adram- és fesziiltségjelek komplex irdsmédjat bevezetve ez az egyenlet igy is
felirhato:
cHrhato Re {URei(th-i-«puR)} = RRe {]Rei(th-i-wm)} .
Mivel az R ellenéllas egy valds konstans, igy az a valds rész képzésen beliilre viheto,
tovdbba az exponencidlis alakot felbontva a kovetkezé eredményre jutunk:

Re {URei‘P“ReWOt} = Re {RIRe“"iRei““t} .
Ennek az ¢sszefiiggésnek minden ¢ idopillanatban érvényesnek kell lennie, ami csak
abban az esetben teljesiilhet, ha a valdsrész-képzésen beliil szerepld két komplex
szam is megegyezik. (Hiszen az €0t tényezd az elbtte 4116 komplex szdm nagysagan
nem véltoztat, csak ,forgatja” azt az origé koriil.) Igy

Uge'#"? = RIge''n,
vagyis az Ohm-torvény alakja a komplex csuicsértékekkel:
Ur = RIj.

Megjegyzés. Az egyenléség csak akkor teljesiilhet, ha a komplex szdmok abszolit
értéke és argumentuma is megegyezik. Ez alapjan az ohmos ellendllds esetében ¢,r =
= @iR, azaz a fesziiltség- és dramjel kezdbfdzisa megegyezik, a jelek ,fazisban vannak”.

I1. Induktivitasok (tekercsek) és kapacitdsok (kondenzatorok). Az induktivitdsok
és kapacitasok vizsgédlata esetén mar kicsit bonyolultabb a helyzet, itt ugyanis a
karakterisztikus egyenlet nem kozvetleniil a fesziiltségek és aramok, hanem azok de-
rivéltjai (valtozasi gyorsasdgai) kozott teremtenek kapcsolatot. Induktivitds esetén
ez az Osszefiiggés a kovetkezo:
dip,(t)

ur, (t) =L dt .
Tulajdonképpen maga a derivalas miivelete az, ami miatt a valtéaramu feladatok
megoldasa bonyolult, hiszen egy differencidlegyenlet-rendszert kapunk. De nézziik,
hogyan segitenek nekiink a komplex szdmok ebben az esetben:

Re {ULei(wot-O-tPuL)} — L% Re {ILei(wot-HPq:L)} — Re {L% [ILei(wot+<PzL)]} )

Itt kihasznaltuk, hogy a derivalds mint miivelet és a valdsrész-képzés felcserélhetd
egymaéssal. Elvégezve az id6 szerinti derivalast a kovetkezé egyenlethez jutunk:

Re {ULei(UJot-HPuL)} = Re {inLILei(wot_HpiL)} )
Ismét kihaszndlva, hogy a fenti kifejezésnek minden ¢ idépillanatban teljesiilnie kell:

iPuL _ 1PiL
Upe'¥ut = jwoLIe'¥",
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vagyis a komplex csicsértékekkel az induktivitas karakterisztikus egyenlete:
U z = z'wOLI z

Meglepé moédon a komp-
lex szamok bevezetésével a
differencidlegyenletbdl  sike-
riilt egy linedris egyenletet “° iL(t)
késziteni. Ennek koszonhe- “Ht)‘\ ﬂ

Im

téen a valtéaramu feladato-
kat leir6 differencidlegyenlet-
rendszer szinuszos allandé-
sult allapot esetén egy ,egy-
szerl” linearis egyenletrend- <
szerré alakithaté. Az in- uy(t) ir(t)
duktivitas esetén a komplex
csucsértékek és a komplex 2. dbra

pillanatértékek kozotti kapcesolatok a 2. dbrdn szerepelnek (az dbrazoldsnal kihasz-
naltuk, hogy i = €'907).

Re

Hasonléan a kapacitas karakterisztikus egyenlete:
duc(t)

dt '
amelybdl az el6zd 1épésekkel analég moédon kovetkezik:

Ié = inCUé.

ic(t)=C

Megjegyzés. A csicsértékek kozotti egyenlet az induktivitds és a kapacitds esetében
is csak akkor teljesiilhet, ha a komplex szamok abszolut értéke és argumentuma is meg-
egyezik. Ez alapjan az induktivitdsban e*¥+L = §e'?iL  amibél p.r = @i, + 90°, azaz az
induktivitds fesziiltségének kezdéfizisa 90°-kal nagyobb az draméndl, az induktivitds fe-
sziiltségjele 90°-kal , siet” az dramjelhez képest. A kapacitdson pedig e'#'L = je*?«L  amibél
wur = pir, — 90°, azaz a kapacitds fesziiltségének kezddfizisa 90°-kal kisebb az draménal,
a kapacitds fesziiltségjele 90°-kal , késik” az dramjelhez képest.

Az impedancia fogalméanak bevezetése

A fentebb targyalt dramkori elemek esetén az aramok és fesziiltségek komplex
csucsértékei kozott a kovetkezo Osszefiiggések adddtak:

Uy, = RI},
Uy =iwoLI},
1
UL = G
¢ inC ¢

Eszrevehetjiik, hogy mindegyik esetben az adott dramkéri elem drama és fesziiltsé-
ge kozott egy konstans (idéfiiggetlen, de a gerjesztés korfrekvencidjatdl altaldban
fiiggs) komplex szdm teremt kapcsolatot, ezt a szdmot nevezziik impedancidnak.
Az impedancia segitségével felirhatjuk a komplex Ohm-torvényt:

Us=27I".
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Az adott daramkori elem impedancidjat mint komplex szdmot felbonthatjuk
egy tisztdn ohmos (rezisztiv) tagra, ami a valds részének felel meg, és egy tisztan
képzetes tagra, amelynek a nagysagat reaktancidnak neveziink:

Z*=R+iX.

Az egyes aramkori elemek impedancidja az el6z6 Osszefiiggésekbdl kovetkezik:

75 =R,
Zz = iOJoL,
1 1
ZE = = —i—.
¢ inC ZWQC

Kirchhoff-t6rvények, eredé impedanciak szamolasa

A komplex szamok bevezetésével sikeresen leirtuk a szinuszos jeleket, az egyes
aramkori elemek karakterisztikait pedig at tudtuk alakitani bonyolult differencidl-
egyenletekbol egyszerti linedris egyenletekké. Utolsé 1épésként az dltaldnos érvényti
torvények, vagyis a Kirchhoff-torvények alakjat kell vizsgdlnunk ebben a felirds-

médban:
> un(t) =0,
h

D ies(t) = 0.

Mivel a két egyenlet analdg egymassal, elegend6 az egyik felirasat megnézni:
u1(t) + u2(t) = Re {Ulei(w()t"'"gl)} + Re {U2ei(wot+<ﬂz)} = 0.

Mivel a komplex mennyiségek Osszeaddsakor a valds rész a valds résszel, a képzetes
rész pedig a képzetes résszel adodik Ossze, igy a valdsrész-képzés dsszevonhato:

Re {Ulei(”°t+“@1) + Ugei(”‘)t"“"z)} = Re {(Ulew1 + Ugeiw)ei“’ot} =0.

Ennek az egyenletnek is minden ¢ iddpillanatban igaznak kell maradnia, ami csak
abban az esetben lehetséges, ha maga a valdsrész-képzésben szereplé komplex kife-
jezés nulla értéki: , ,

Ui + Uge'? = Uy + Us =0,
vagyis a Kirchhoff-térvényeket a komplex cstcsértékekkel (és természetesen a komp-
lex pillanatértékekkel) is felirhatjuk:

> Ui =o,
h

d I =o.
Ccs

Az ered§ ellenéllasok szamoldsara szolgdld Osszefiiggések az Ohm-torvénybdél
és a Kirchhoff-térvényekbél egyértelmiien (és koénnyen) levezethet6k. Lathatjuk,
hogy a komplex irasmoddal formadlisan sem az Ohm-torvény, sem a Kirchhoff-
torvények nem valtoztak meg, csupan ellenédllasok helyett impedancidkat, a kons-
tans fesziiltség- és aramjelek helyett pedig a komplex csicsértékeket kell hasznélni.
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Ez azt is jelenti, hogy a kordbbi soros és parhuzamos eredd ellenalldst szamold
Osszefiiggések az impedancidkra is igazak maradnak:

Zi =77+ Z3,

L_1 . 1

Zy 73 zy

Egy feladat megoldasa

Az elméleti alapok dttekintése utdn prébaljuk ki a leirtakat egy konkrét pél-
dén keresztiil. A 3. dbrdn lathatd kapcsolassal egy izzdsort szeretnénk mitkodtetni
Usro = 230 V effektiv értéki, fo = 50 Hz frekvencidji halézati fesziiltségrol. Ho-
gyan valasszuk meg az Osszedllitdsban az L induktivitds és a C kapacités értékét,
hogy az izzésor arama, az izzok n darabszamatol fiiggetleniil Iogr =1 A értékii
legyen?

Megoldés. Az dramkorben kizdrélag linedris aramkori elemek taldlhatok (in-
duktivitds, kapacitds és ohmos ellenélldsok), a gerjesztést a haldzati fesziiltség adja,
ami egy szinuszos fesziiltség, tovab-

Lettr R b4 a feladat egy 4llanddésult dllapot-
I —R—R— M beli aramhoz tartozé paramétereket
c kérdezi. Ezek a feltételek biztositjak,
[ hogy a kérdés egy szinuszos dllando-
I sult dllapotbeli jelre kivéncsi, vagyis
N alkalmazhaté a komplex szamos le-

Uetto, fo ) frasmod.

3. dbra

E} —R—R— - i) Els6 1épésként, a lefrtaknak meg-
iy, — feleloen vegyiik fel az egyes daramkori

Ur elemeken a fesziiltség- és dramjelek
komplex csucsértékeit. Ezek lesznek
a késébbi egyenleteink ismeretlenei.
P (A 4. dbrdn az dramkori elemeken a
g nyil irdnya a valés idofiiggvény refe-
renciairdnyét jeloli.)

. —
o —|

4. dbra

11) Mésodik 1épésként felirjuk az egyes dramkori elemek karakterisztikus egyenleteit,
amelyek a kovetkezok:

(1) Ur = RIg,

1
2 Uh = ——1I¢
( ) C i(«doC C»
(3) Ut = iwo LI},

ii1) Harmadik 1épésként az dramkér strukturdjat kell megadnunk megfeleld egyen-
letek felirasaval, erre a Kirchhoff-térvények szolgalnak:

(4) U&= nUpg,
(5) I = IR + I,
(6) Ug = Ui +nUp.
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i) Végil a kapott egyenletek segitségével megvalaszoljuk a kérdést. Mivel az ellen-
allaslanc aramanak kell az izzok darabszamatdl fiiggetlennek lennie, célszerii ennek
az dramjelnek a komplex csticsértékét kifejezni. A (4) egyenletbe behelyettesitve
(1)-et és (2)-t a kapacitds drama kifejezheto:
It = iwoCnRIF,.
Az (6) egyenletben szerepl6 tagokat kifejtve és (5)-6t behelyettesitve:
U = iwogLI] + nRI} =iwol (If; + %) + nRI},.
A kapacitas dramat behelyettesitve:
Uf = iwoL (I + iwoCnRI) +nRIj = (iwgL — wiLCnR +nR)I%,
innen pedig az izzdsor arama a kovetkezd:
1
= - 5 Ug.
iwol + (1 —wgLC)nR

Ez az dram akkor fiiggetlen az izzok n darabszamatol, ha

WALC = 1.
Ekkor az izzésor arama az induktivitds értékével allithato be:

* 1 *

R inL o

A korabban leirtakbol tudjuk, hogy a komplex cstucsérték ,nagysdga” az adott

jel amplitidéjaval egyezik meg. Az effektiv értékek és az amplitidok kozott szinu-
szos jelek esetén pedig egy v/2-es faktor teremt kapcsolatot. Ha vesszilk az ered-
ményiink mindkét oldaldnak az abszoliit értékét és elosztjuk v/2-vel, akkor effektiv
értékekkel a kovetkezé kifejezést kapjuk:

*

1

Igr = —Uerro
[S) WOL € )

vagyis a sziikséges induktivitas:
1 Uef‘fO o 1 UeffO

L = —_— —
wo lerr 27 fo Lenir

=0,73 H,

a kapacitas értéke pedig:
1 1
C=—-=-——3 =138 yF.
WL~ 4 f2L a
Olosz Balazs

Fr 7

I_éJ

Karcsi els6éves egyetemi hallgatd, aki matematikabol éppen a tobbszoros integ-
ralokat tanulja. Gyakorlasként egy R sugari gombbdl kivagott, r sugari alapkorrel
rendelkez6 gombsiiveg felszinét kell meghataroznia.

Matematikai eredmények — fizikai megfontolasokkal
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Occse, Jancsi, még gimnazista, aki szeretne bejutni a Nemzetkozi Fizikai Didk-
olimpia magyar csapataba, ezért szorgalmasan , birkézik” a KéMalL fizika pontver-
senyének 6 pontos feladataival. Most éppen a P. 5543. fotometriai feladatot oldotta
meg. Erdeklédve figyeli batyja szamolasat, de mivel integralszamitasrdl csak na-
gyon feliiletesen hallott, nem sokat ért belSle. Minddssze annyi vildgos szamara,
hogy mi a feladat. Némi gondolkodas és egy rovid szamolds utdn Jancsi felkialt:
~Megvan az eredmény!” Vajon hogyan csinalta?

A hivatkozott feladat megolddsa? szerint, ha a kiilsé megvildgitds (egységnyi
felilletre merdlegesen beesd fény teljesitménye) a feliilet irdnyatdl fiiggetleniil Iy
nagysagu, akkor egy atlatszatlan, beliil kormozott gombhéj belsejét egy kicsiny
lyukon keresztiil bejuté fény egyenletesen vilagitja meg.

Jancsi észreveszi, hogy a megvilagitas akkor is egyenletes lesz, ha a fény egy
nagyobb nyilason keresztiil jut be a gémbhéjba. Ervelése szerint a gombfeliilet A
nagysagu ,hidnyz6” része gondolatban sok kicsiny részre (sok kicsiny, tetszéleges
alaku lyukra) bonthat6, és az ezeken keresztiil atjutd, kiilon-kiilon egyenletes meg-
vilagitast okozd fénysugarak egyiittese is egyenletesen vildgitjak meg a kormozott
feliiletet. Az eredé megvilagitas a hidnyzé részen dtmend teljes fényteljesitménnyel,
vagyis IgA-val lesz ardnyos.

A Viagjuk ketté az R sugaru gombfeliiletet egy sik-

SRR N kal gy, hogy a kor alaku végésfeliilet sugara r legyen,
‘ > javasolja Jancsi. Igy egy A és egy 4R?m — A felszinti
R gombsiiveget kapunk, amelyek egyikét (mondjuk az A

nagysdgut) eltavolitjuk.

A maradék gombsiiveg belsé feliiletének megvila-
gitasat kétféleképpen is kiszamithatjuk.

1. Az A felszin(i darabon (ha azt sok kicsiny nyi-
las egyiitteseként fogjuk fel) dsszesen IpA teljesitmé-
ny( fény halad keresztiil, amely (minden egyes kicsiny
nyilasra és azok egyiittesére is) 4R?7 feliileten oszlik szét, azaz a bels6 feliilet meg-
vilagitdsa

AR’ —A

A

=~
4R27

Iy.

2. [,ng is érvelhetiink, hogy az r sugard kor alakd nyildson 6sszesen 2wl
teljesitményti fény jut keresztiil, ami 4R?m — A feliileten oszlik szét, tehat a meg-
vilagitas

rm

I = -

A4R?m — A

A kétféle szamitasnak ugyanazt az eredményt kell adnia, az egyenléséget felirva és
rendezve A-ra egy mésodfoki egyenletet kapunk:

I.

A? —4R%*r- A+ (2Rrm)® =0,

2Lasd a jelen szam 310. oldaldn.
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amelynek (a kisebb) megoldésa:

A=2Rn (R— vV R2 —7"2).

A zardjelben all6 kifejezés a kisebb gémbsiiveg m magassagdval egyezik meg, igy
ezzel kifejezve a gdmbsiiveg keresett felszine: A = 2Rmr.

A fenti megfontolds soran egy fizikai torvény segitségével jutottunk el egy ma-
tematikai feladat megoldasahoz. Hasonlé gondolatmenettel szamos érdekes ered-
ményt kaphatunk meg fizikai ismereteink felhasznédlaséaval. Ezek legtobbjére Holics
Laszlo tanar ur, a KoMal fizika bizottsdganak tiszteletbeli elndke taldlt ra. Meg-
mutatta, hogy a merev testek mozgdsegyenlete megadja egy tetszbleges nyilasszogii
koriv alakd rid tomegkdzéppontjanak helyét?, a témegpont mozgdsegyenletének
felfraséval pedig kiszamitotta tobbek kozott egy szinuszgorbe?, egy ellipszis® és egy
parabola® gorbiileti sugarat a gorbék tetszbleges pontjaban.

A fizikai torvényekre alapozott megfontoldsokat a matematikusok feltehetéen
nem tekintik szigoru levezetéseknek, hiszen felteheté a kérdés: honnan tudjuk,
hogy a felhasznalt természettorvények biztosan érvényesek? A fizikusok azonban
béatran alkalmazzik ezeket a torvényeket, mert ha nem lennének meggy6ézddve a
helyességiikrol, mashol sem mernének ezekkel szamolni.

Gnidig Péter

[ -]

Fizika gyakorlatok megoldasa

L ll

G. 838. Az aldbbi, drénrdl készilt fényképen vizszintes talajon emberek halad-
nak a Rio Grande partjan Mexiko és az Egyesilt Allamok hatdrdn. Becsiiljik meg,
hogy milyen magasan volt a Nap a foto készitésekor!

(4 pont)

3Négyszogletes kerék, 100. (jubileumi) probléma, Fizikai Szemle, 1991. évi 7. szam, 259. oldal,
illetve 333+ Furfangos Feladat Fizikdbol, 89. feladat

4K6MalL 1973. évi 10. szam, 95. oldal, 1156. feladat

5KoMal 1976. évi 1. szam, 48. oldal, 1336. feladat

6K6MaL 1973. évi 1. szam, 48. oldal, 1100. feladat
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I. megoldas. Azt, hogy a Nap milyen magasan &llt a foté készitésekor, ugy
lehetne kiszamitani, hogy az emberek h magassigat Osszevetjitkk az arnyékuk L
hosszaval, és a kettd aranyabdl meghatarozzuk a Nap hajlasszogét: a = arctg %
A felvételt kozelrdl megszemlélve 1atszik, hogy a drén az emberek feje folott lebe-
gett, amikor a felvételt készitette, igy az emberek testmagassagardl semmit sem
tudhatunk. Az az Gtletem, hogy a testmagassag becsléséhez az emberek 1épéstavol-
sagat kéne alapul venni, mert az ugyanakkora az drnyékon, mint a valésdgban. Egy
internetes oldal szerint a sétdlé emberek lépéstavolsiga atlagosan a testmagassaguk
42%-a7, igy a becsléshez ezt az Osszefiiggést vettem alapul.

A leheto legnagyobbra kinagyitott képen lemértem azoknak az embereknek a
lépéstavolsagat, akik jol lathatéan lendiiletben vannak, és mindkét labuk a talajon
van. Ugyanezeknek megmértem az drnyékuk hosszat is. Az 1. tdbldzatban feltiin-
tettem relativ egységekben az { 1épéstavolsagot, az drnyék hosszat, a szamitott
testmagassagot, valamint a Nap ebbdl becsiilt hajlasszogét.

14 L h | a(®)
2 | 122 | 47,6 | 21,3
923 | 142 | 54,8 | 21,1
21 | 145 | 50,0 | 19,0
2% | 142 | 61,9 | 23,6

1. tabldzat

A kiszamitott szogek atlaga 21,25°, tehat a Nap a fénykép készitésekor koriil-
beliil 21° magasan allt a horizont felett.

Schmidt Marcell (Pécs, Koch Valéria Gimn., 9. évf.)

II. megoldas. Legyen egy ember magassaga h, véllszélessége d, arnyékénak
hossza L és a Nap keresett magassiga (a horizonthoz viszonyitott szoge) a. Egy
atlagos ember magassiga vallszélességének négyszerese. (,,A villszélesség — az egész
egy negyede.” — Leonardo da Vinci: Emberi ardnyok.®) Az ember magasséga, az 4r-
nyék és a beesd napsugar j6 kozelitéssel egy derékszogii haromszog oldalait alkotjak.
Ez alapjan a keresett szog:

t h t 4
a = arctg — = arctg —.
5T T
A kovetkez6kben a kép alapjan minél tobb ember esetén meghatarozzuk a véll-
szélességiik és arnyékuk hosszanak aranyat. PowerPoint segitségével a beillesztett
képen berajzoltam a keresett szakaszokat (dbra), majd leolvastam azok hosszét.

A 2. tabldzatban 24 ember leolvasott d és L értéke (relativ egységekben),
valamint a kiszdmolt o szogek lathatdk.

"https://blog.mypacer.com/how-many-steps—are—-in-a-mile-walk-sma
rter/
8http://mek.niif.hu/04900/04996/html/leonardoirasai0007.html
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https://blog.mypacer.com/how-many-steps-are-in-a-mile-walk-smarter/
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http://mek.niif.hu/04900/04996/html/leonardoirasai0007.html

d L | o)
4,18 | 34,02 | 26,2
4,62 | 36,40 | 26,9
4,95 | 33,30 | 30,7
5,23 | 35,70 | 304
3,65 | 25,22 | 30,1
3,45 | 30,26 | 24,5
3,76 | 32,10 | 25,1
3,91 | 31,92 | 26,1
2,86 | 20,09 | 29,7
4,49 | 37,35 | 25,7
6,02 | 28,10 | 40,6
3,08 | 31,18 | 27,1

4,20 | 26,70 | 32,2
5,02 | 28,03 | 35,6
5,36 | 32,43 | 33,5
4,49 | 31,80 | 29,5
4,39 | 32,41 | 28,5
510 | 31,76 | 32,7
3,09 | 20,90 | 30,6
4,04 | 30,36 | 28,1
3,32 | 27,11 | 26,1
3,54 | 30,66 | 24,8
2,20 | 21,32 | 224
3,13 | 32,81 | 20,9

ZEo oD ETQW>T
KK <3 nIOTOZT

2. tabldazat

Az {gy meghatarozott szogek atlaga: a = 28,7°. Ugyanakkor a leolvasisndl a
kép alacsony felbontdsa miatt nehéz pontosan azonositani a vallakat: ez d esetében
koriilbeliil 15%-o0s hibat eredményez. (Szintén hibdt okoz, hogy a napsugdr nem
pontosan az emberek feje bibjat érinti. Az ebbdl szarmazo hiba azonban az el6-
z8h6z viszonyitva elhanyagolhatd.) A foté készitésekor tehat a Nap koriilbeliil 29°
magasan volt.

Fiilop Magdaléna (Pécsi Lebwey Kldra Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. A szamitdshoz haszndlt Ssszefiiggés (a vallszélesség, illetve a lépéshossz
testmagassdghoz viszonyitott ardnya) mindkét mddszer esetében csak egy becslést tesz
lehetové. Ez — a masodik megoldasban leirt leolvasdsi hiban kiviil — tovabbi bizonyta-
lansdgot okoz az eredményben. (Emiatt értelmetlen az eredményt tized- vagy szizadfok
pontossdggal megadni.) Lathatjuk, hogy a két mddszer is jelentdsen eltérd eredményt
adott. Mindezeket figyelembe véve a Nap magassiga a foté készitésekor 20° és 30° kozott
lehetett.

41 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos (1-2
pont) 9, hibas 10, nem értékelhet6 2 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

—

P. 5520. A mindkét végén zdrt, 2¢ hosszisagi, vizszintesen fekvd hengert egy
vékony dugattyilap két eqyenld részre oszt. Mindkét részben 100 °C hémérsékleti,
100 kPa nyomdst levegd van. Az eqyik részbe annyi vizet juttatunk, hogy telitett goz
keletkezik, mikozben a hémérsékletet 100 °C-on tartjuk.

Mennyivel mozdul el a dugattyilap és mekkora lesz mindkét részben a nyomds?
(4 pont) Példatari feladat

Megoldas. Kezdetben a dugattyi a hengert két egyforma, ¢ hosszisagu részre
osztja, és mindkét oldalon py = 100 kPa nyomadsu levegé van. Miutan az egyik
részbe vizet juttatunk, és ott telitett vizgéz alakul ki, abban a részben a nyomaés
a Dalton-torvény alapjan a leveg6 és a vizgOz parcidlis nyomdasanak Osszege lesz.
A telitett vizgbz parcidlis nyomdsa 100 °C-on szintén py = 100 kPa. A novekedd
nyomas hatasara a dugattyu elmozdul: a vizgdzt is tartalmazo rész térfogata megnd,
a masiké lecsokken. A levegd (parcidlis) nyomésa a Boyle-Mariotte-térvény szerint
mindkét részben a térfogattal forditott ardanyban véltozik, mig a telitett vizgoz
parcidlis nyomdsa dllandé marad, hiszen az csak a hémérséklettdl fiigg.

4 ! {+x {—x
Po Po p1 b2
levegd levegd levegs + vizgdz [ levegd

Ha a dugattya x tavolsaggal mozdul el, a vizgézzel telitett térrészben kialakuld
1j nyomas:

D1 Do + po,

{4z
mig a vizgbzt nem tartalmazé térrészben:

14

— T

p2 = ] Po-
Egyenstlyban a két nyomasnak meg kell egyeznie:

b1 = p2,

l+x g
amibol z-re az

22 4220 — 17 =0
maésodfoku egyenlet adodik. Az egyenlet pozitiv megoldédsa:

r=(V2-1)l~041,
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a térrészekben kialakulé nyomas pedig:

2
pL=po = <1—|—\[>p0% 171 kPa.

2

Dobos Anita (Budapest, Szent Istvdn Gimn., 10. évf.) dolgozata alapjin

36 dolgozat érkezett. Helyes 6 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos (1 pont)

17, hibas 8 dolgozat.

P. 5529. Egy 7 tonnds helikopter akkor tud egyhelyben lebegni, ha hajtomiive
1000 kW teljesitményt ad le. Becsiiljiik meg, mekkora teljesitmény sziikséges az eldb-
bi helikopter egyhelyben lebegtetéséhez, ha az a belsd terében még tovdbbi 4 tonna

sulyt szallit!
(5 pont)

Megoldas. A helikopter ugy lebeg, hogy
a rotorok A feliileten , beszivjak” a kezdetben
alld, o stirtiségi levegét, és azt v sebességre
felgyorsitva kilokik lefelé. A leveg6 gyorsita-

sdhoz

_Ap  oAVw

At At
erére van sziikség, ahol AV = AAx = AvAt
a At id6 alatt felgyorsitott levegd térfogata.
Ennek az erének az ellenereje tartja meg a
helikopter silyat, tehat:

mg = oAv?, azaz

Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

F

A

Vmg

v ~/m.

v

A levegé gyorsitasahoz sziikséges munkat a motor végzi. Ha feltételezziik, hogy
a motor hatasfoka egy teljesitménytdl fiiggetlen dllandé 7 érték, akkor:

nP =

AB, %QAV’UQ B %QAvAt -2

At At At

1
:§QAU3, azaz P ~ v

Ezek alapjén (mivel csak m, v és P véltozik):

3
P~vd~m?2,

és igy a terhet szallito helikopter teljesitménye:

m 7t

3 3
% 116\ 2
P = (@) P= <—> - 1000 kW = 1970 kW ~ 2000 kW.

Bencz Benedek (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 11. évf.)

65 dolgozat érkezett. Helyes 24 megoldds. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 6, hidnyos

(1-2 pont) 29, hibds 6 dolgozat.
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P. 5543. Boris iddben eqy, az égbolt felé forditott fénymérdvel méréseket vég-
ziink. Azt tapasztaljuk, hogy a felhétakard fényszordsa miatt az egqységnyi feliiletre
beesd teljesitmény jo kozelitéssel Iy értéki, figgetlendl a fénymérd iranyitottsdigd-
tol. Egy dtldtszatlan, belil kormozott, R sugarid, vékony fali gombhéj tetején egy
kicsiny v sugard lyuk van (melynek mérete sokkal nagyobb a ldthatd fény hulldm-
hosszdndl). Adjuk meg a szabadba helyezett gombhéj belsé feliiletén a meguildgitds
intenzitdsdt!

(6 pont) Kozli: Vigh Madté, Biatorbagy

Megoldas. A megoldéas elsé része annak bizonyitdsa, hogy a gémb belsd fe-
lilletén egyenletes a megvildgitas. Ugy tiinik, ez volt a feladat legnehezebb része:
egyetlen dolgozat sem indokolta megfelelen. (A legtobben ezt természetesnek vet-
ték. Voltak, akik a fény gombon beliili széroddsara hivatkoztak — pedig az csak a
gbébmbon kiviil, a ,,boris égen” torténik meg. Néhanyan — helyteleniil — sikbeli 18-
t6szoggel dolgoztak a térszog helyett.) fgy az egyenletes megvilagitast a feladat
kozléjének megoldasaval igazoljuk.

A feladat szerint minden irdnybdl azonos intenzitasu szért fény 1ép be a lyu-
kon keresztiil a gombbe. Tekintsiik a gomb belso feliiletének egy kicsiny, A teriiletii
darabkajat (A < 7r?), amely a lyuk helyzetéhez képest 180° — 2a kozépponti szog-
gel (poldrszoggel) jellemezhetd! A kiszemelt felilletdarabkéra beesé fény intenzitdsa
aranyos azzal a térsziggel (egy gomb feliiletén mérhetd teriilet és a sugar négyze-
tének hanyadosaval), amely alatt a 7r? teriiletfi lyuk (és azon keresztiil a boris
égbolt) a feliiletdarabka helyérdl nézve 1atszik:

7TT2COSO[ 7TT2

(2R cos a)? T 4R2cosa’
Ennyi lenne a feliiletdarabka megvildgitasanak intenzitdsa akkor, ha ez a beesd
fényre meréleges lenne. Az dbra szerint azonban a kiszemelt feliiletdarab normalisa
« szoget zar be a bees6 fény irdnyédval, ezért a megvilagitas intenzitasa is gyengébb
(hiszen ugyanaz a beesd teljesitmény igy nagyobb feliileten oszlik el):
2
r

Iy = Ipecosa ~ —.
Azt a meglep6 eredményt kaptuk tehat, hogy a géomb bels6 feliiletének megvilagi-
tasa fliggetlen az a sz0gtol, a teljes bels6 feliileten egyenletes!

Ibe ~

Az egyenletes megvildgitdast adottnak fel-
tételezve a megolddk két kiillonbozé gondolat-
menettel hataroztak meg a keresett intenzi-
tast.

Az egyik szerint a kis nyilason belépd
Igmr? fénydram r < R miatt j6 kozelitéssel
a teljes gombfeliileten (47R?) oszlik el, igy a
belsé feliilet megvildgitdsanak intenzitasa:

Igmr? r?
n =t =R

™

A masik megoldé nem hasznélja ki az
r < R feltételt. Ekkor a tetszOleges, r < R su-

gard nyildson szintén Iymr? fényaram 1ép be,

2r
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de ez most csak a gomb teljes 47 R? felilletének és a levdgott r sugard gomb-
stiveg Ag feliiletének kiilonbségén oszlik el. A gombsiiveg feliillete Ay = 2w Rm, ahol
m = R — v R? —r? a gombsiiveg magassdga. Ez alapjdn a keresett intenzitds:

Iymr? r?

:47TR2—27TR<R—\/W> - 0232(1+ 1_%)-

Lathatod, hogy ez az eredmény r < R esetén visszaadja a korabban megkapottat.

I

A Csacsogo Csajok Csodacsapata Csak Csdvokkal!l! csapat:

Petd Kristof, llids Gergely, Biré Gergé (Budapest, Jedlik Anyos Gimn., 12. évt.)

és Tdthpdl-Demeter Mdrk (Budapest, Ledvey Klara Gimn., 11. évf.)

dolgozatanak felhasznalasaval

Megjegyzés. A masodik megolddshoz felhasznaltuk a gombsiiveg felszinének képletét.

A két megoldds osszevetésébdl viszont egy iigyes triikkel levezethetd ez az Gsszefiiggés,
ahogy ez ebben a lapszdmban a 303. oldalon kezd6d6 révid cikkben olvashaté.

11 dolgozat érkezett. Teljes értékli megoldas nem volt. 5 pontot kapott Petd Kristdf,
Ilids Gergely és Birc Gergd csapata, valamint T'othpdl-Demeter Mark dolgozata. Hidnyos
(2—4 pont) 6, hibds 1, nem versenyszer( 2 dolgozat.

A 2024. aprilisi potfeladat megoldasa

Aprilisi pétfeladat. A Kiribati Koztdrsasaghoz tartozé Kardcsony-sziget €s a
Hawaii-szigetek nagyjdbdl ugyanazon a hossziusdgi koron fekszenek, de teljesen mds
idézéndhoz tartoznak. Allapitsuk meg, hogy milyen nap és hany ora van a Hawaii-
szigeteken, amikor a Kardcsony-szigeten dprilis 1., hétfd reggel 6 ora van!

Megoldas. A feladat megolddsahoz meg kell keresniink, hogy a Hawaii-szigetek
és a Kiribati Koztarsasaghoz tartozé Kardcsony-sziget melyik idézénaban vannak
a feladatban szerepld napon. (Idén édltaldban mércius 31-én hajnalban van az éra-
atéllitds azokon a helyeken, ahol van kiilon téli és nydri id6.)

Hawaii esetében ardnylag kénnyti a dolgunk, a keresés egyértelmiien UTC — 10
id6zénét ad (Hawaii-Aleutian Standard Time, HST), tehdt a Hawaii-szigeteken 10
6rat késnek az 6rék az egyezményes koordindlt vildgidéhoz (UTC, kordbbi nevén
greenwichi kozépid6hsz, GMT) képest. (Persze arra is figyelniink kell, hogy 4pri-
lis 1-jén mar sok helyen nyari idészamitds van. A HST id6zénét télen a Hawaii-
szigeteken kiviil Alaszkdban is haszndljdk, ahol viszont van nyéri idészdmitas,
olyankor ott a Hawaii—Aleutian Daylight Time (HDT) id6t hasznaljak. Azonban a
Hawaii-szigeteken 1945 6ta nincs kiilon nyéri idészamitas, egész évben a HST van
érvényben.)

A | Karacsony-sziget id0zéna” internetes keresésre elsére UTC + 7 értéket ka-
punk, amit viszont mindenképp gyanakodva kell fogadnunk, hiszen ez tul kis eltérés
FEurépahoz képest, ha a sziget ,nagyjabdl ugyanazon a hosszusagi koron” fekszik,
mint a Hawaii-szigetek, tehat bizonyosan a Csendes-Ocednon van. Az ellentmondés
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oka, hogy ez az adat egy masik Karacsony-szigetek nevil szigetcsoportra vonatko-
zik, amely az Indiai-6cednon, Javatdl délre taldlhato, és Ausztralidhoz tartozik. Ha
viszont az orszag nevét, Kiribati-t (kiejtése: kiribesz, a ti-t sz-nek kell ejteni) {rjuk
be a keres6be, akkor sincs kénnyt dolgunk, mert az orszag hatalmas teriileten el-
sz6r6dé apré szigetekbdl ll, és harom kiilonbozé idézéndhoz tartozik: UTC + 12,
UTC + 13 és UTC + 14.

Melyikben van a Kardcsony-sziget? A helyi frdsméddal Kiritimati (kiejtése: ki-
riszmesz) nevil sziget a Sor-szigetek (és egyben a vilag) legnagyobb teriiletii atollja,
és a UTC + 14 id6zéndba (Line Islands Time, LINT) tartozik. (Szerencsénkre itt
soha nem haszndltak nydri idészamitdst, {gy ezzel nem kell foglalkoznunk.) Tehdt
az orak a Karacsony-szigeten a greenwichi kozépidéhoz képest 14 érat, a Hawaii-
szigetekhez képest pedig éppen 24 orat sietnek.

Eszerint amikor a Kiribati Koztdarsasdghoz tartozé Karacsony-szigeten apri-
lis 1., hétfé reggel 6 ora van, akkor a Hawaii-szigeteken még csak marcius 31.,
vasarnap reggel 6 6ra, tehat az érdk ugyanazt mutatjak, de a naptarak mas-mas
napot, s6t hénapot.

Hogy lehet va-

lahol t6bb, mint 12

ora az eltérés a

greenwichi kozép-

id6hoz képest? Az,

hogy egy orszag-

ban milyen id6zé-

na van, az orszag

sajat dontése. fgy

aztdn UTC — 12 és

UTC + 14 kozott —

a néhol el6fordu-

16 fél- és negyed-

oras eltérések mi-

att — Osszesen 40-

féle id6zona léte-

zik. (A legnagyobb

lehetséges idGelté-

rés két hely kozott pedig 26 éra, ami azt is jelenti, hogy ha Londonban mondjuk

hétf6 délel6tt 10 és 12 6ra kozotti a helyi id6, akkor a Foldon vannak olyan helyek,

ahol még csak vasarnap van, a legtobb helyen hétfé van, de 1éteznek orszagok, ahol

mar kedd van. Mulatsdgos.) A ,siet6” és ,kés6” id6zondkat a ddtumuvdlaszté vonal

(régi nevén vasdrnap-hétf6é vonal) vélasztja el, amely a fenti okok miatt nem egy

egyenes vonal a +180°-0s délkér mentén, hanem egy cikkcakkos gorbe. Az dbrdn

ennek az a részlete lathatd, amelyen a feladatban szereplo szigetek is megtaldlhatok
(forrds: Creative Commons).

Léthatd, hogy a Sor-szigetek (Line Islands) Kiribati Koztarsasdghoz tartozé
szigetel mélyen beékelddnek a ddtumvonalba. (A Kardcsony-sziget a nyugati 157°-
os hosszisagi koron, a 180°-os délkortdl koriilbeliil 2500 km-re keletre fekszik!)
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Ennek t6bb oka is lehet: egyrészt nem szerencsés, ha egy orszagot kettévag a
datumviélaszté vonal, masrészt igy a vildgon el6szor a Kardcsony-szigeteken lesz
karacsony — és aprilis 1-je is.

Fizikabdl kituzott feladatok

M. 432. Készitsiink két, szajaval osszeforditott PET palackbdl és buzadarabdl
yhomokorat”. A palackok kozé helyezziink kiillonbozé sziikitoket, amelyekkel a kor
alakd nyilds d atmérojét tudjuk valtoztatni. Mérjiikk meg a btuzadara T lepergési
idejét a d atmérd fiiggvényében! Az elméleti varakozds szerint T' ~ dY. Milyen -~y
kitev6 adédik a mérésbél?

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

G. 853. Egy rendérauté az autopalyan halad. Sebességét a szamitégépes rend-
szer rogzitette, ez alapjdn késziilt az aldbbi v, (t) grafikon. Egy motoros egyszer csak
megelézi a renddrautét, a rendérauté méri a motoros sebességét. Az uny, (t) grafikon
azt mutatja, hogy mekkora a motoros sebessége a rendérautéhoz viszonyitva.
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a) Rajzoljuk meg a motoros f6ldhoz viszonyitott sebességének vy, (t) grafikonjat!
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b) A grafikonokon dbrézolt idétartam alatt mikor volt a legtdvolabb egymadstdl
a két jarmi? Mekkora ez a tavolsig?

¢) A 60. méasodperc utdn allandé sebességgel haladnak tovabb. Mikor elézi
vissza a rend6rauté a motorost?

(4 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhéz,

G. 854. Egy gomb alaku 1éggombbe a levegénél kisebb stirtiségli gazt toltottek.
A 1éggombrdl lelogd sparganak a végére gemkapcesokat akasztgatunk abbdl a célbdl,
hogy a léggomb a teremben egy adott magassdgban lebegjen. A lebegést nem
sikeriilt megvalésitani, mert a léggdmb, ha 7 gemkapcsot akasztottunk a sparga
végére, felemelkedett, de ha 8-at, akkor lesiillyedt. Mekkora lehet a léggémbben 1év6
gaz sturisége? A teremben a levegd strtisége 1,20 %. A 1éggomb atméréje 26 cm,
tomege felfijatlan dllapotban 3 g. A sparga tomege 2 g, egy gemkapocs tomege
0,6 g. A 1éggdmb anyagdnak vastagsdgatol, a sparga és a gemkapcsok térfogatdtdl
eltekinthetiink!

(4 pont) Tarjan Imre Orszdgos Emlékverseny, Szolnok

G. 855. Newton nem a szokasos alakjaban (% + % = %) irta fel a leképezési

torvényt. Oa targyoldali fokuszponttol mérte az xy fokuszontili targytavolsagot,
illetve a képoldali fokuszponttdol mérte az xy fokuszontuli képtavolsagot, ahogy ez
az dbrdn lathato.

a) Adjuk meg a legegyszeriibb alakban a leképezési torvényt ezekkel a para-
méterekkel!

F F

[

Tt f f Tk

b) Hogyan alkalmazhaté ez a képlet szérélencsékre?
(4 pont)

G. 856. Budapesten mikor delel magasabban a Hold, egy decemberi vagy egy
juniusi holdtolte idején?

(4 pont)

P. 5571. Egy h magassagu asztal sarka felett ugyancsak h magassaghdl egy
kicsiny golyot ejtiink el. Az asztal sarkatdl legfeljebb milyen tavol érkezhet a golyo
a talajra? Az litkozést tekintsiik tokéletesen rugalmasnak.

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs
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P. 5572. A 60 kg tomegli Aladar egy (a vizszinttdl szamitva) 50 m magas hidrdl
yhaldlugrdsra” (bungee jumping ugrasra) vallalkozik. A kotél hosszat gy allitottak
be, hogy Aladar az ugras sordn éppen érintse a vizfelszint. fgy az igen konnyt, de
kell6képpen rugalmas kotelének direkcids dllanddja 72 N/m. A 80 kg-os Bendegiz is
véallalkozik egy hasonlé ugrasra. Az 6 kotele is ugyanolyan mindségii, mint Aladaré,
de révidebb annal.

a) Milyen hosszi Aladdr, illetve Bendegtiz kotele? Mekkora Bendegiz kotelé-
nek direkciés allandéja?

b) Mekkora Aladdr, illetve Bendegiz maximaélis gyorsuldsa?
¢) Melyikiik éri el hamarabb a vizfelszint, ha egyszerre ugranak le a hidrél?

Feltételezhetjiik, hogy a kotelek megnytildsa egyenesen ardnyos a nyujtéerovel.
Az ugrok testmagassagat és a kozegellenallast ne vegyiik szamitasba.

(5 pont) Kozli: Szabo Endre, Végfiizes, Szlovékia

P. 5573. Egy 30°-o0s hajlasszogi lejtére homogén hengert helyeztiink, amelyet
a tomegkozéppontja feletti legmagasabb pontjdnal egy vizszintes fonéllal az dbrdn
lathaté médon a lejtohoz kotottiink. Legaldbb mekkora legyen a henger és a lejtd
kozott a surlodasi egyiitthatd, hogy a henger ebben a helyzetben nyugalomban
maradhasson?

«
(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest
P. 5574. Alul zart, fliggbleges, hészigetelt hengerben P
1év6 dugattyik azonos hémérsékletii és térfogati nitro- m 4 T
gént zarnak el. Kezdetben a hémérséklet T7 = 300 K. m
A felsé dugattyu surléddsmentesen mozoghat, a tome-
ge m =40 kg, az alsé j6 hovezetd anyaghdl késziilt és N, 5

rogzitett, a felsé hészigetelt. A kiilsé légnyomds 10° Pa,
az alsé gaz nyomésa 1,2 - 10° Pa, a henger alapteriilete

A=1dm? h=0,5m. 1
. vy Py fon . h N, [:]

a) Mennyi a fels6 és az alsé részben 16v4 nitrogén
tomege?

A fatészal Q = 1580 J hét kozol a rendszerrel.

b) Mennyivel valtozik meg a felsd és az alsé gdz bels6 energidja?

¢) Mennyivel valtozik meg a felsé gaz térfogata?
(4 pont) Kozli: Veres Dénes, Szolnok
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P. 5575. Nagy méretii, foldelt fémlap felett h magassdgban egy kicsiny elekt-
romos dipélust helyeziink el. Mindezt ugy tessziik, hogy annak p dipédlmomentuma

-8t

I

az dbrdn latott médon felfelé mutasson. Hatarozzuk meg a fémlapon azon pontok
helyét, ahol a feliileti toltéssliriiség zérus!

(5 pont) Kozli: Németh Rdbert, Budapest

P. 5576. Tegyiik fel, hogy rendelkeziink olyan méromiiszerekkel, amelyek nem-
csak szinuszos valtéaram, illetve valtofesziiltség effektiv értékét mérik, hanem tet-
sz6leges periodikus jelekét is.

a) Csatlakoztassunk egy f = 1/T frekvencidjd, szimmetrikus négyszogjelet
szolgaltaté fesziiltséggeneratorra egy idedlis induktivitast, amelynek 6nindukcids
egyiitthatdja L. Idedlis fesziiltség- és arammérd miiszerekkel megmeérjiik az induk-
tivitds aramdanak effektiv értékét, illetve a fesziiltséggenerator fesziiltségének effek-
tiv értékét. Mit mutatnak a miiszerek, ha a négyszogjel lefutdsat a kovetkezé dbra
mutatja, tovabba tudjuk, hogy a t = 0 idépillanatban az induktivitas arama zérus?

U
[]Hla)(

I L

b) Csatlakoztassunk egy f =1/T frekvencidji, szimmetrikus négyszogjelet
szolgéltatd dramgeneratorra egy idedlis kondenzatort, amelynek kapacitasa C'. Ide-
alis fesziiltség- és drammérd miiszerekkel megmérjiik a kondenzator draméanak ef-
fektiv értékét, illetve a aramgenerator kimeneti fesziiltségének effektiv értékét. Mit
mutatnak a miszerek, ha a négyszogjel lefutasat a kovetkez6 dbra mutatja, tovabba
tudjuk, hogy a kondenzator fesziiltsége a t = 0 idopillanatban zérus?

I

Ilnax

T T T T
-7 0 T

—I'max]

A valaszokat Inax, Unax, L, C és f segitségével adjuk meg.
(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz
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P. 5577. Egy gyujtolencse bal oldalara
egy pontszerii targyat helyeztiink, amely-
bol kiindulé két sugarat abrazoltunk a len- S o
csén torténd dthaladas utdn. Az egyik su- ~
gar éppen a lencse fokuszpontjan halad at. SUF
Az dbra alapjan szerkessziik meg (korzével, ~

vonalzéval) a fényforrds helyét! frjuk le a =< ~
szerkesztés lépéseit! Ta

(4 pont) Példatéri feladat nyomén

P. 5578. Az elérelathatéan 2024-ben tet6z6, fokozott naptevékenység kiovet-
keztében 2023. november 5-én este rendkiviil latvanyos sarki fényt figyelhettiink
meg Magyarorsziagon, amely azonban a sarkvidéken rendszeresen lathato égi jelen-
séggel ellentétben a dominans zold szin helyett f6képp vordses szinben pompaézott.
Lathato fényt feltételezve legfeljebb hany fényjelenséget okozé iitkozésre elegendd
a napszéllel 2000 km/s sebességgel érkezd egyetlen elektron energidja?

(3 pont) Kozli: Kenderes Anett, Budapest

P. 5579. Helsinkiben karacsonykor kicsit t6bb mint 6 és fél perc alatt kel fel a
Nap. Mikor lesz ugyanott az év sordn a legrévidebb ez az idétartam? Hany percig
tart Helsinkiben a leggyorsabb napfelkelte?

Helsinki az északi szélesség 60. fokan fekszik, sik teriileten. A Nap latszdlagos
atméréje koriilbeliil fél fok. A foldpélya excentricitasabdl szarmazo kicsiny eltéré-
sekkel és a légkor hatdsaval ebben a feladatban ne foglalkozzunk.

(6 pont) Kozli: Vanké Péter, Budapest
ES
Bekiildési hatarid6: 2024. junius 15.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 74. No. 5. May 2024)

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL ' '

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 288): K. 814. On a field, a
flock of sheep is grazing. Some of the sheep have been marked, and the ratio of marked
to unmarked sheep is % Only 17 of the unmarked sheep have been sheared, and all
the marked sheep have been sheared, however, the number of sheared and unsheared
sheep is equal. Find the number of sheep grazing on the field. (Proposed by Bdlint Bird,
Eger) K. 815. Point D is chosen on leg BC of right triangle ABC satisfying BC =
=4BD, and point E is chosen on leg AC satisfying AC' = 8CE. Find the length of

Kézépiskolat Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/5 317


https://www.komal.hu/munkafuzet

hypotenuse AB given that AD = 164 and BE = 52. (Vietnamese problem) K. 816. Ex-
pression E(x) = 4Z28f121§+9 — 2125131 — 93322 is given. Find integers = for which E(x) is
a natural number. (Matlap, Kolozsvar) K/C. 817. There are four pieces of paper in a box,
and a positive number is written on each of them. We choose some of them from the box
in all possible ways, and take the sum of the numbers on the papers. (If we choose a sin-
gle piece of paper, we take the number that is written on the paper.) Find the numbers
written on the papers, if the sums are always consecutive integer numbers. K/C. 818. In
the right triangle ABC' the lengths of the legs are BC =6 and CA = 8. Let P and Q
denote the trisection point closer to B and the midpoint of leg BC, respectively, let R
and S denote the trisection point closer to C' and the midpoint of leg C'A, respectively,
and finally let 7" and U denote the trisection point closer to A and the midpoint of hy-
potenuse AB, respectively. Reflect trisection points P, R and T across the other endpoints
of the respective sides according to the diagram (see page 288). Find the area of polygon
P'U'R'Q'T'S’. (Proposed by Bdlint Bird, Eger)

New exercises for practice — competition C (see page 289): Exercises up to grade 10:
K/C. 817. See the text at Exercises K. K/C. 818. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1813. Prove that there exist no positive integers m and n, for which 3™ +
+ 3™ + 1 is a perfect square. (USA competition problem) C. 1814. A circle with radius r is

divided into two parts with a line that has a distance of % from the center of the circle.

Find the ratio of the areas of the two parts. (Proposed by Andrds Ringler, Budapest)
C. 1815. Solve the following system of equations for natural numbers z, y, z and u: 2%y —
—zu® =6, 2%z +yu® = 11. (Based on an idea of Sdndor Katz Bonyhad) Exercises upwards
of grade 11: C. 1816. Let the sides of a triangle with side lengths a = 14, b = 13, ¢ = 15 be
tangent to a sphere with radius R = 5. Find the distance between the center of the sphere
and the plane of the triangle. (Croatian competition problem) C. 1817. We have tossed
a coin several times. The sequence of results turned out to be one head, one tail, one
head, two tails, one head, three tails, and so on (each time the lengths of the contiguous
segments of tails increase by one separated by a single head). Assuming this regularity,
after how many tosses will the relative frequency of the heads be exactly ﬁ? (Proposed
by Mdtyds Barczy, Gdbor Nyul, Debrecen)

New exercises — competition B (see page 290): B. 5390. Is it possible to find even
integers ao, a1, ..., an—1 for which polynomial x™ + An_12" Y+ ...+ a1z + ao is divisible
by 2% + z + 1? (3 points) (Proposed by Géza Kds, Budapest) B. 5391. Let C be a point
on a circle with unit diameter AB. Let points D and E be chosen on line segment AB
such that BD = BC and AE = AC. Find the smallest possible value of AD? + DE? +
+ EB?. (4 points) (Proposed by Jézsef Szoldatics, Budapest) B. 5392. Let us consider a
trapezoid whose area is equal to the product of the lengths of its bases. Prove that this
trapezoid is tangential if and only if it is right. (5 points) (Proposed by Ldszlé Németh,
Fonydd) B. 5393. Let f be a real function (that is, a real-valued function of a real variable)
satisfying | f(z 4+ y + z) + sinx + siny + sin z| < 3, for all z, y, z € R. Prove that |f(z) —
—sinz| <1 for all © € R. (4 points) (Proposed by Mihdly Bencze, Brasov) B. 5394. Let O
be the center of square ABCD, and let X be an arbitrary point on its circumcircle. Let
T denote the orthogonal projection of X onto BC. Let E denote the intersection of lines
XB and AC, and let F' denote the intersection of lines XC' and BD. Prove the EF is
perpendicular to T'O. (4 points) (Proposed by Viktor Vigh, Sindorfalva) B. 5395. Let d(k)
denote the number of positive divisors of a positive integer k, and let 1 < n be an integer.
Which sum is larger: d(2) +d(4) +---+d(2n) or (d(1) +d(3)+---+d(2n—1)) + (d(1) +
+d(2)+ - +d(n))? (5 points) (Proposed by Péter Pdl Pach, Budapest) B. 5396. An
equilateral pentagon in the three-dimensional space has four right angles. What can be
its fifth angle? (6 points) (Proposed by Péter Dombi, Pécs) B. 5397. Let G be a graph
(possibly with multiple edges) with the following property: whenever the vertices of G are
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partitioned into ¢ disjoint sets, there are at least 2t — 2 edges connecting different sets.
Show that the edges of G can be colored red or blue such that the red edges and the blue
edges each form a connected graph (and reaching all the vertices). (6 points) (Proposed
by Kada Williams, Cambridge)

New problems — competition A (see page 291): A. 881. We visit all squares exactly
once on a n X n chessboard (colored in the usual way) with a king. Find the smallest
number of times we had to switch colors during our walk. (Proposed by Démdétér Pdlvslgyi,
Budapest) A. 882. Let Hi, Ha, ..., Hy be non-empty subsets of the positive integers,
and let S denote their union. Prove that 377%, >~ ¢y, ged(a,b) > 1 > aves ged(a, b).
(Proposed by Ddvid Matolcsi, Berkeley) A. 883. Let J C I C R be intervals, and let fi,
f2, ... be real polynomials satisfying the following conditions: e f;(z) > 0 for all i > 1
and x € I, @ 3, fi(x) is finite for all z € I, @ > 22, fi(x) =1 for all € J. Do these
conditions imply that 2, fi(x) =1 also for all x € I? (Proposed by Andrds Imolay,
Budapest)

Problems in Physics
(see page 313)

M. 432. Make an “hourglass” from semolina and two PET bottles with their mouths
turned towards each other. Insert various reducers between the bottles to vary the di-
ameter of the circular opening d. Measure the time T for the semolina to flow down as
a function of the diameter d. The theoretical expectation is T' ~ d”. What exponent ~y
results from the measurement?

G. 853. A police car is driving on the motorway. Its speed was recorded by the
computer system of the car, and the following graph v.(¢) was produced. Suddenly a
motorcyclist overtakes the police car, the police car measures the speed of the motorcyclist.
The graph um(t) shows the speed of the motorcyclist with respect to the police car.
a) Plot the graph vm(t), which is the speed of the motorcyclist relative to the ground.
b) During the time period shown in the graphs, when were the two vehicles the furthest
from each other? What was this greatest distance? ¢) After the 60th second, they continue
at constant speed. When will the police car overtake the motorcyclist? G. 854. A spherical
balloon is filled with some gas, whose density is smaller than that of the air. In order to
make the balloon float at a certain height in the room, paper clips are hung on the free
end of the rope, which is tied to the balloon. The floating was not achieved because the
balloon rose if 7 paper clips were hung on the end of the rope, but descended if 8 were
hung on the end of the rope. What is the density of the gas in the balloon? The density
of the air in the room is 1.20 %. The balloon has a diameter of 26 cm and a mass of
3 g (before it was inflated). The mass of the rope is 2 g, the mass of one paper clip is
0.6 g. The thickness of the material of the balloon, the volume of the rope and the paper
clips can be ignored. G. 855. Newton did not write the mirror and lens equation in the
usual form (% + % = %) He measured the object distance z; from the focus on the side
of the object, and the image distance xx from the focus on the image side as shown in the
figure. a) Determine the lens equation with these parameters in its simplest form. ) How
can this formula be used for a diverging lens? G. 856. In Budapest during a full Moon in
December, or during a full Moon in June is the altitude belonging to the culmination of
the Moon higher?

P. 5571. A small ball is dropped from a height of h above the corner of a table of
height also h. At most how far from the corner of the table can the ball hit the ground?
Consider the impact to be perfectly elastic. P. 5572. Alistair, whose mass is 60 kg, attempts
a bungee jump from a 50 m high bridge (measured from the water level). The length of
the rope is adjusted so that Alistair just touches the surface of the water during the

Kézépiskolat Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/5 319



jump. Thus, his very light but sufficiently flexible rope has a spring constant of 72 N/m.
Benedict, whose mass 80 kg, will attempt a similar jump. His rope is of the same quality
as Alistair’s, but shorter. a) How long are Alistair’s and Benedict’s bungee ropes? What is
the spring constant of Benedict’s rope? b) What is the maximum acceleration of Alistair
and Benedict? ¢) Which of them reaches the surface of the water faster if they jump off
the bridge at the same time? We can assume that the elongation of the ropes is directly
proportional to the stretching force. Ignore the height of the jumpers and air resistance.
P. 5573. A uniform-density cylinder was placed on a slope with an angle of inclination
of 30°, and tied to the slope at its highest point above the centre of its mass with a
horizontal thread as shown in the figure. What should be the least value of the coefficient
of friction between the cylinder and the slope in order that the cylinder remain at rest
in this position? P. 5574. Pistons encloses samples of nitrogen gas in a vertical, insulated
cylinder sealed at its bottom. Initially the samples have the same volume and the same
temperature of 71 = 300 K. The upper piston can move frictionlessly, has a mass of
m = 40 kg, and is thermally insulated, the lower one is made of good thermal conducting
material and is fixed. The external air pressure is 10° Pa, the pressure of the gas at the
bottom part is 1.2 - 10° Pa. The area of the cross section of the cylinder is A =1 dm?,
h =0.5 m. a) What are the masses of the samples of nitrogen in the bottom and in the
top parts of the cylinder? An electric heating element gives @ = 1580 J thermal energy to
the system. b) By how much does the internal energy of the gases in the top and bottom
parts change? ¢) How much does the volume of the upper gas change? P. 5575. A small
electric dipole is placed above a large grounded metal plate at a height of h. This is
done in such a way that its dipole moment p points upwards as shown in the figure.
Determine the positions of the points on the metal sheet where the surface charge density
is zero. P. 5576. Suppose that we have measuring instruments that measure not only the
RMS value of sinusoidal AC current or AC voltage, but also that of any periodic signal.
a) Connect an ideal inductor with self-inductance L to a voltage generator with frequency
f =1/T, which provides a symmetrical square-wave signal. Using ideal voltmeter and
ammeter, measure the RMS value of the current through the inductor and the RMS value
of the voltage across the voltage generator. The first figure shows the square waveform,
and we know that at time ¢ = 0 the current through the inductor is zero. b) Connect
an ideal capacitor with capacitance C' to a voltage generator with frequency f = 1/T,
which provides a symmetrical square-wave signal. Using ideal voltmeter and ammeter,
measure the RMS value of the current through the capacitor and the RMS value of the
voltage across the voltage generator. The second figure shows the square waveform, and
we know that at time ¢ = 0 the voltage across the capacitor is zero. What are the readings
of the meters for the connection in part a) and in part b)? Give the answers in terms of
Imax, Umax, L, C and f. P. 5577. On the left side of a converging lens, a point-like object
was placed, from which two rays were plotted after passing through the lens. One of the
rays just passes through the focus of the lens. Using the figure as a guide, construct the
position of the light source (using a pair of compasses and a ruler). Describe the steps of
construction. P. 5578. Due to the increased solar activity expected to peak in 2024, a very
spectacular auroral display was observed in Hungary on the evening of 5 November 2023.
However, unlike the regular auroral display in the Arctic, it was mainly reddish instead of
the dominant green. Assuming visible light, what is the maximum number of collisions of
a single electron, arriving with the solar wind at a speed of 2000 km/s, which causes the
emission of light? P. 5579. In Helsinki, the sun rises in just a bit more than 6.5 minutes
on Christmas Day. At which day of the year will the time of the sunrise be the shortest
in the same place? How long is the fastest sunrise in Helsinki? Helsinki lies on a plain,
at 60 degrees north latitude. The apparent diameter of the sun is about half a degree.
Ignore the small variations due to the eccentricity of the Earth’s orbit and the effect of
the atmosphere in this exercise.
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KoMaL Nyari Fizika Tabor — elozetes tajékoztatas

Kedves kitartd KéMaL Versenyzok, kedves fizika irant érdeklédé Diakok! Orommel értesitiink
Benneteket, hogy az elmult évek hagyomanyat kovetve, idén is megrendezésre keriil a KoMalL
Nyéri Fizika Tabor janius 29. és julius 5. kozott a szép természeti kornyezetet biztositd
Dombévar-Gunaras iidiil6faluban a9 - 12 osztalyt végzd, kozépiskolas didkok szamara.

A taborban (kiilon tanarokkal és program-
mal) részt vesz a nemzetkdzi matematikai
didkolimpiara késziil6 ,matematikus
csapat”is.

A tabor koltségének nagy részét (szallds,
napi haromszori étkezés, fiirdébelépé,
jutalmak, el6adok tiszteletdija stb.) palyazati
forrashol biztositja a MATFUND Alapitvany.
Ataborba val6 utazast mindenkinek onalléan kell megoldania.

A rendszerint remek hangulati taborban 6t napon
keresztiil tudjatok prébara tenni, fejleszteni fizika-
tudasotokat, mikozben Uj baratokat szerezhettek a
csapatmunka soran. A taborszervez6k minden nap egy-
egy érdekes mérési, numerikus és néhany elméleti példa
kiadasaval tesztelik a csapatok felkésziiltségét, persze
mindezt nyari hangulatban. Az esti ordk csoportos
beszélgetésekkel szoktak telni, ahol a kozépiskolai

oktatasahol kimaradt teriiletekbe is betekintést nyerhetnek az ez irant érdekl6d6 taborozok,

megtanulhatjdk példaul a derivalds vagy az

integrélas alapjait. Az izzaszté feladatmegoldas

mellett persze szamos egyéb programmal is

késziiliink, melyek nem maradhatnak ki a KoMaL

nyari taborabdl, mint a strandolds, tlrazas,

krumplidgyu kiprébalasa, forrasztas, tarsasozas,

labdajatékok, és a kozos éneklés a tabortiiz koriil.

Ha a fentiek meghoztak a kedveteket vagy mar ,régi” taborozok vagytok, szeretettel varjuk a
jelentkezéseteket, taldlkozzunk a tdborban! A KoMaL feladatmegolddknak a jelentkezési
lapokat és tovabbi tajékoztatast majus kozepén fogjuk kikiildeni, és majus 31-i hatéridével
lehet majd jelentkezni ataborba.

A KoMal elofizetési arai a 2024/25-6s tanévre

példanyszam - ajandék példanyszam > ajandék

| eléfizetés . példany | / eléfizetés 5 példany
1-9.db 12 000 Ft 0 40-49 db 10 400 Ft 5
10-14 db 11 400 Ft 1 50-59 db 9,800 Ft 6
15-19 db 11 400 Ft 2 60-69 db 9,800 Ft 7
20-29 db 10950 Ft 3 70-79 db 9800 Ft 8
30-39 db 10 400 Ft 4 80 db-tol 9,800 Ft 9

A kovetkezo tanévre sz6l6 megrendelésrél a pontos informéciok vérhatéan jinius elején keriilnek fel a honlapra.

Pet6fi 4\ Nemzeti ( §
Kulturalis <= Egyittmiksdési [ 143 =

Ugynékség Alap Nemzeti Kulturdlis Alap  BerhLen GABor

Alapkezel6 Zrt. MINISZTERELNOKSEG
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