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| Jelentés a 2022. évi Kiirschak Jozsef Matematikai
| | Tanuléversenyrol

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a 2022. évi Kiirschak Jézsef Matemati-
kai Tanul6versenyt oktéber 7-én 14 érai kezdettel rendezte meg. A kévetkezd nyolc
helyszinen irtak meg a versenydolgozatot a résztvevok: Budapest, Debrecen, Kecs-
kemét, Miskolc, Pécs, Szeged, Tatabdnya és Zalaegerszeg.

A Térsulat elndksége a verseny lebonyolitasara az aldbbi bizottsagot kérte fel:
Biré Andrds, Frenkel Péter, Harangi Viktor, Kovdcs Benedek, Maga Péter (titkér),
Pach Péter Pdl (elnok), Téth Géza. A bizottsdg a kovetkezd feladatokat tiizte ki:

1. Egy négyzetet felbontottunk 2022 téglalapra (igy, hogy semelyik két téglalap-
nak nincs kézos belsd pontja). Tekintsik az dsszes téglalap dsszes oldalegyenesét.
Mazimadlisan hany kiilonbozé egyenest kaphatunk?

2. Tegyiik fel, hogy a 4-gyel osztva 3 maradékot adé p, q primszamokra az
22 — pgy® =1 egyenletnek van pozitiv egész x, y megolddsa. Igazoljuk, hogy a
Ipz? — qy?| = 1 egyenletnek is van pozitiv egész x, y megolddsa.

3. Legyen n pozitiv egész szdm. Bizonyitsuk be, hogy ha az a; ; (1 <1i,j <n)
valds szamokra a; j + aj; = 0 minden i, j esetén (specidlisan a; ; = 0 minden i-re),
akkor fenndll az aldbbi egyenlitlenség:

1 n n 2 1 n n
2 (Re) <3 Tt
=1 j=1 =1 j5=1

Mikor dll fenn egyenléség?

A bizottsag november 24-ei iilésén a kovetkez6 jelentést fogadta el:

»A verseny minden helyszinen rendben zajlott le: a versenyre 115-en regiszt-
raltak, akiktol végiil 6sszesen 93 dolgozat érkezett be.

Az idei versenyen az elsé feladatra kozel 40 1ényegében teljes megoldés érkezett,
a masodik feladatot 8-an, a harmadik feladatot pedig 7-en oldottdk meg helyesen
vagy lényegében helyesen.

Két versenyzo helyesen oldotta meg az els6 két feladatot, és apré hianyosségtol
eltekintve a harmadik feladatra is helyes megoldast adott. Ezért

I. dijban és 55000 Ft pénzjutalomban részesiil

Janosik Maté, a gy6ri Révai Miklés Gimndzium érettségizett tanuldja (tandrai
Arki Tamds, Nagy Rdébert és Pdsa Lajos),

Lovas Marton, a Békismegyeri Veres Péter Gimnazium 12. osztalyos tanuléja
(tandrai Simon Jdnos és Sziics Gdbor).

Egy versenyz6 helyesen oldotta meg a harmadik feladatot és hidnyossiagoktol
eltekintve megoldotta az elsé és masodik feladatokat. Ezért a teljesitményért
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II. dijban és 40000 Ft pénzjutalomban részesiil

Németh Marton Tamas, a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola
és Gimnézium 12. osztdlyos tanuléja (tandrai Erdds Gdbor és Dobos Sdndor).

Dicséretben részesiilnek két feladat teljes vagy lényegében teljes megoldaséaért

Chrobak Gergo, a Debreceni Fazekas Mihaly Gimnazium 11. osztalyos tanul6ja
(tandrai Gadl Istvdnné és Baldzs Tivadar),

Csonka Illés, a pécsi Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimnédzium 11. osztalyos
tanul6ja (tandra Bardti Akos),

Czanik Pal, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gimna-
zium 10. osztdlyos tanuléja (tandrai Lenger Ddniel és Kocsis Szilveszter),

Fleiner Zsigmond, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altalanos Iskola és
Gimndzium érettségizett tanuldja (tandrai Hujter Balint és Gyenes Zoltdn),

Filop Csilla, a Szegedi Radnoti Miklos Kisérleti Gimnazium 12. osztalyos
tanuldja (tandrai Schultz Janos és Mike Jdnos),

Molnar-Szabé Vilmos, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altalénos Iskola
és Gimndzium 12. osztdlyos tanuléja (tandrai Dobos Sdndor, Addm Réka, Fazakas
Tiinde és Fey Ddvid),

Moricz Benjamin, a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlé Altaldnos Iskola és
Gimnazium 12. osztdlyos tanuldja (tandrai Addm Réka, Dobos Sdndor, Fazakas
Tiinde és Szics Gdbor),

Seres-Szabé Marton, a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorl Altaldnos Iskola és
Gimnézium 12. osztélyos tanuldja (tandrai Dobos Sdndor, Fazakas Tiinde és Hujter
Bdlint),

Simon Laszl6 Bence, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorl6 Altaldnos Iskola
és Gimnézium 11. osztdlyos tanuldja (tandrai Gyenes Zoltdn, Kiss Géza, Hugjter
Balint, Surdnyi Ldszld, Mazug Péter és Sokvdri Olivér).

A versenybizottsdg ezuton koszoni meg minden versenyzé, felkészité tanar és
a lebonyolitasban kozremiikodo kolléga munkajat, a dijazottaknak pedig tovabbi
sikereket kivanva gratuldl.”

A 2022. évi Kiirschak Jozsef Matematikai Tanul6verseny
feladatainak megoldasa

1. Egy négyzetet felbontottunk 2022 téglalapra (igy, hogy semelyik két téglalap-
nak nincs kézos belsd pontja). Tekintsik az dsszes téglalap dsszes oldalegyenesét.
Mazximdlisan hdany kiilonbozd egyenest kaphatunk?

Megoldas. A négyzetet n — 1 darab, az egyik oldalaval parhuzamos egyenessel
n téglalapra oszthatjuk. A négy eredeti oldalegyenessel egyiitt ez dsszesen (n—1) 4+
+ 4 = n + 3 egyenest jelent.

Most négy bizonyitast adunk arra, hogy (n + 3)-nél t&bb kiilénbsz8 egyenest
nem kaphatunk, tehat a feladat kérdésére a vélasz 2025.
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1. bizonyitds: Legyen a négyzet N = [a, b] X [¢, d], a kis téglalapok T; = [a;, b;] X
x[ci,di], i =1,...,n. Be kell ldtnunk, hogy

}{al,...,an,bh...,bn}’—|—|{01,...,cmd1,...,dn}| <n+3.

Legyen V a vizszintes oldalegyenesek halmaza, kivéve az (y = d) egyenest, ami
N fels6 oldalegyenese, és legyen F' a fiiggéleges oldalegyenesek halmaza, kivéve
az (x =a) és (x =b) egyeneseket, amelyek N fiiggbleges oldalegyenesei. Mivel
V U F nem tartalmazza N harom oldalegyenesét, elég beldtnunk, hogy |V U F| < n.

Tetszbleges ¢ € V U F egyenesre definidljuk a p(¢) pontot a kdvetkezd médon.

Ha ¢ vizszintes, akkor legyen p(¢) a Ty, ..., T, kis téglalapok ¢-en lev§ csticsai
koziil a leginkabb balra 1évo. Ha ¢ fiiggbleges, akkor pedig a legalsé. Konnyen
lathatd, hogy minden p(¢) pont egy kis téglalap bal alsé sarka, ezért elég beldtni,
hogy a p leképezés injektiv a V' U F' halmazon.

Az vildgos, hogy ha ¢ és ¢’ kiilonboz6k és mindketten vizszintesek, vagy mind-
ketten fiigg6legesek, akkor p(¢) # p(¢').

Tegyiik most fel, hogy (y=p8)=heV, (x=a)=veF é ph)=pk)=
= («a, 8). Mivel F' nem tartalmazza az (r = a) egyenest, a > a. Ha 8 = ¢, akkor
p(h) = (a,c) # p(v), ezért § > c. Tehat ha € > 0 elég kicsi, akkor az (o — ¢, a) x {5}
nyilt szakaszt tartalmazza egy T; = [a;, b;] X [c;,d;] kis téglalap a belsejében. De
ekkor bj = a és ¢; < 8 < dj, tehét a (b, ¢;) csics v-n van és ¢; < 3, ami ellentmond
p(v) vélasztdsdnak.

Ezzel belattuk, hogy legfeljebb n + 3 oldalegyenes van.

2. bizonyitds: Tegylik fel, hogy van olyan e egyenes, amely metszi az N négyzet
belsejét és pontosan egy T kis téglalap alsé oldalegyenese. Ekkor médosithatjuk ugy
a felbontést, hogy a kis téglalapok szdma és az oldalegyenesek szdma is pontosan
eggyel csokken: az e egyenes masik, alsé oldalan 1évo, T-vel szomszédos téglalapo-
kat meghosszabbitjuk e-n keresztiil ugy, hogy T megsziinik. Hasonléan jarhatunk
el, ha van olyan e egyenes, amely metszi IV belsejét és pontosan egy T kis téglalap
felso, jobb oldali vagy bal oldali oldalegyenese. Hajtsuk végre ezt a miiveletet, amig
lehetséges, tegyiik fel, hogy a kapott felosztasban m kis téglalap van. Elég a ka-
pott felosztasra belatni az allitast, hogy az oldalegyenesek szama legfeljebb m + 3.
Legyen O a kis téglalapok oldalegyeneseinek a halmaza, O’ C O pedig az olyan
oldalegyenesek halmaza, amelyek N-nek nem oldalegyenesei. Tudjuk, hogy most
minden O’-beli oldalegyenes legaldbb négy kis téglalaphoz tartozik, ugyanakkor
egy kis téglalaphoz legfeljebb négy O’-beli oldalegyenes tartozik. Ebbdl azt kapjuk,
hogy |O’| < m. Rdadésul azokhoz a téglalapokhoz, amelyeknek van N-nel kozos
oldalegyenese, legfeljebb harom O’-beli oldalegyenes tartozik. Ezért |O'| < m — 1.
Mivel |O| = |O'| + 4, |O] < m + 3, ezzel belattuk az 4llitast.

8. bizonyitds: A kovetkez6 allitast igazoljuk, n-re vonatkozé indukciéval: Egy
T téglalapot n kisebb téglalapra bontva a kiilonb6z6 oldalegyenesek szama legfel-
jebb n+ 3. Az n = 1 eset trividlis, ilyenkor négy oldalegyenes lesz. Tegyiik fel, hogy
n > 1és (n— 1)-ig mar beldttuk az 4llitdst. A vizszintes oldalegyenesek koziil a leg-
alsé T alsé oldala, legyen e alulrdl a masodik. Ha az e egyenes T fels6 oldala, akkor
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T-t n—1 darab fiigg6leges egyenessel bontottuk fel, ilyenkor éppen n + 3 kiilonb6zé
oldalegyenes van. Tegyiik fel, hogy e nem T fels¢ oldala. Mivel e egy oldalegyenes
volt, van legalabb egy olyan kis téglalap, amelynek e a felsé oldala. Tegyiik fel,
hogy k ilyen kis téglalap van, nevezziik ezeket alacsony téglalapoknak.

Vagjuk el T-t és az e-t metsz6 kis téglalapokat az e egyenessel. Legyen a T tég-
lalap e f6lotti része Th. A T} téglalap n — k téglalapra van bontva, hiszen a k alacsony
téglalap kivételével mindegyiknek van e f6lotti része. Az indukcids feltevés alapjén
ez a felbontas legfeljebb n — k 4 3 oldalegyenest hataroz meg. Ezek az oldalegye-
nesek az eredeti felbontasban is szerepelnek oldalegyenesként. Az eredeti felbontds
tovabbi oldalegyenese a T' alsé oldala, és még olyan oldalegyenesek, amiket két ala-
csony téglalap kozos, fiiggdleges oldala hataroz meg. Ez utobbibdl legfeljebb k — 1
darab lehet. Tehat T felbontédsa legfeljebb

n—k+3+1+k—-1=n+3
oldalegyenest hataroz meg.

4. bizonyitds: Tekintsiik az N négyzet egy olyan darabolasat n darab kis tégla-
lapra, ahol a kiillonboz6 oldalegyenesek szama maximalis. Nevezziik a kis téglalapok
csticsait roviden csucsoknak. Ezeket harom osztalyba sorolhatjuk: eredeti cstcsok,
vagyis N négy csicsa, szélsé csiucsok, amelyek N oldalain, de nem a cstcsaiban
vannak és belsd csiucsok, amelyek N belsejében vannak. A kis téglalapok oldalainak
unidja legyen S. A két csics altal meghatarozott s C S szakaszokat oldalszakasznak
hivjuk.

Tegyiik fel, hogy egy P bels6 csticsbdél mind a négy irdnyba indul oldalszakasz.
Ekkor a P pontbdl felfelé indulé maximadlis (felfelé nem bévithetd) oldalszakaszt
kell6en kicsi tavolsdggal jobbra tolva elérhetd, hogy ez az oldalszakasz az eddigiektdl
eltér6 fiiggdleges oldalegyenest hatdrozzon meg. Tehdt az oldalegyenesek szama
nott, mikdzben a kis téglalapok szdma megmaradt, ez ellentmond annak, hogy
a kiilonb6z6 oldalegyenesek szama maximalis volt.

Vagyis minden bels6 csticsbdl legfeljebb hdarom irdnyban indul oldalszakasz.
Mivel minden bels§ csucsra illeszkedik legaldbb két kis téglalap, minden belsé
csticsbdl pontosan harom irdnyban indul ki oldalszakasz, és ugyanez természetesen
a sz€1s6 csticsokra is igaz. Tekintsiik most a felosztdsban szerepld maximdlis (nem
bévithetd) oldalszakaszokat, legyen ezek szama m. Ezek koziil négy oldalszakasz
az eredeti négyzet oldala, a tobbi oldalszakasznak pedig a két végpontja belso
vagy széls6 csucs. Tovabbd minden bels6 vagy szélsé cstics pontosan egy maximalis
oldalszakasznak a végpontja, {gy a belsd és szé1s6 csticsok szdma dsszesen 2(m — 4).

Most szamoljuk Ossze az n darab téglalap belsé szogeinek Osszegét kétféle-
képpen. Egyrészt minden téglalapnak 4 darab derékszoge van, ez Gsszesen n - 360°.
Masrészt a téglalapok derékszogei leszamlalhatdk csticsonként: IV csticsaindl egyen-
ként 90°, a belsd és széls6 csticsoknal egyenként 180° az ottani derékszogek Osszege,
azaz a teljes Osszeg

4-90° + 2(m — 4) - 180° = (m — 3) - 360°.

Ezek alapjan tehdat n = m — 3, azaz a kiillénboz6 oldalegyenesek szama legfeljebb
m=n+ 3.
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2. Tegyiik fel, hogy a 4-gyel osztva 3 maradékot add p, q primszdmokra az
22 — pgy® =1 egyenletnek van pozitiv egész x, y megolddsa. Igazoljuk, hogy a
Ipz? — qu?| = 1 egyenletnek is van pozitiv egész x, y megolddsa.

Megoldas. Legyenek xg, yo olyan pozitiv egészek, melyekre
x5 — payp =1,

és xo minimdlis azzal a tulajdonsdggal, hogy z? — pqy? = 1 megoldhaté ezzel
az xo-lal és egy y > 0 egésszel. Mivel a pq szam 4-es maradéka 1, ezért yo nem
lehet pdratlan, hiszen az 22 = pqy + 1 négyzetszam 4-gyel osztva nem adhat 2 ma-
radékot. Vagyis 2 | yo, azaz az

(1) xo—1 x+1 <y0)2
2 2~ P\y)-
egyenletben szerepld Gsszes tényezd egész szam. Tehdt p és ¢ is osztja a bal oldal
egyik tényezdjét. Eloszor megmutatjuk, hogy egyik tényez6 sem lehet oszthatd
pg-val.
Ha ugyanis (1)-ben pq osztand valamelyik tényez6t, akkor vagy

To—1 wotl (@)2
2pq 2 2/
vagy

ro—1 wzo+1 (% 2
2 2pq (5)
a jobb oldalon szerepl6 négyzetszam két egész szam szorzatara bontasat adna. Mivel
a két tényezo mindkét esetben relativ prim, igy kiilon-kiilon is négyzetszamok, azaz
léteznek olyan a, b pozitiv egész szamok, melyekre

-1 1
(2) LZGZ’ %:b{
2pq 2
vagy
xo— 1 9 T+ 1 9
3 — =a*, —— =0b".

Az elsé esetben b — pga® = 1, de b és a is pozitiv egészek, ez tehét ellentmondana
xo minimalitdsdnak, hiszen (2) miatt b < x¢. Ha pedig (3) teljesiilne, akkor

a? — pgb* = -1

alapjan az a? = —1 (mod p) kongruencia megoldhaté lenne, azonban p = —1 (mod 4)
miatt ez nem lehetséges. (Ugyanis a kis Fermat-tétel alapjin p 1 a esetén

(CLQ)(ZFI)/2 =P l=1#£-1= (—1)(’)71)/2 (mod p).)

Tehét (1)-ben pg nem osztja egyik tényezét sem, igy vagy

T — 1 xo—l—l_(yo)?
2p 2 \2/’
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vagy

T9— 1 x0+1_<@)2
2q 20  \2

a jobb oldalon szerepld négyzetszam két, egyméshoz relativ prim szorzatara bon-
tasat adja. Ekkor a korabbiakhoz hasonléan léteznek a, b pozitiv egészek, melyekre

vagy
.1'0—1_ 2 o+ 1

2 1 T2

= b2

vagy
To— 1 2 zo+ 1
=a

2q ’ 2p

= b2

azaz qb®> — pa® = 1 vagy pb®> — qa? = 1, és készen vagyunk, mert © = a, y = b vagy
r=0b,y=aal|pr? — qy*| = 1 egyenlet pozitiv egész megolddsit adja.

3. Legyen n pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogy ha az a;j (1 <1i,j < n)

valds szamokra a; ; + a;; = 0 minden i, j esetén (specidlisan a; ; = 0 minden i-re),
akkor fenndll az aldbbi egyenldtlenség:

1 n n
(L) <3
i=1 “j=1

Mikor dll fenn egyenléség?

n

n
2
Z @i -

i:l j=1

Megoldas. ElSszor a; ; jeloljon tetszdleges valds szdmokat, és tekintsiik a ko-
vetkez6 négyzetosszeget:

2
> (a0 +aiy —aiy —ai;)’ 0.
03,075

Ha a négyzetre emelést kifejtjiik és tagonként szummazunk, akkor a kovetkez6kép-
pen egyszeriisédnek az tsszegek. Egyrészt,

2
Z a; ij = Z @i
i,5,3 5
Pontosan ugyanezt kapjuk a tobbi négyzetes tag esetén is:
Z Z Z 2 Z
CL il = a = CL i =n a,; g
i,5,3.5’ i,5,3 5 i,5,3 5

A kettés szorzatoknél haromféle eredményt kapunk: két esetben (amikor az elsd
indexek megegyeznek)

Z 2a; ja; 50 = — Z 2ay jay 5 = —QnZ <Zaw> ;

1,54 ,5' 1,545’
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két esetben (amikor a mésodik indexek megegyeznek)

2
Z 2(11'73'(11",3‘ = — Z 20,1]/(],1/ j = —an (Zai,j> :

1,585 1,585

illetve a maradék két esetben

2
Z 2a”alzj/ = Z 2ay L Qi 57 _2<Za’i»j> :

4,3,8,5" 4,3,8",5"
Ezeket osszeadva és 4n2-tel osztva kapjuk a kivetkezd dltaldnos egyenlStlenséget:

2 2 2
St 2 (S) n D (X ) + (S 20
4.7 J i 4.7

i J
Felhaszndlva, hogy esetiinkben a; ; = —a; ;, az utolsé tag eltlinik, a kozépso két tag
pedig megegyezik, és a kivant egyenl6tlenség azonnal adodik.

Mikor 4ll fenn egyenldség? Ehhez a (megoldés elején szerepld) négyzetosszeg
minden tagjanak nullanak kell lennie, azaz

Qiyj + Qi o = Gij + Qi
minden ¢, 7, ¢/, j’ esetén.
Legyen b, = a,1. Ekkor persze ai, = —b,. A fenti egyenlGséget ¢/ = j' =1
esetben hasznalva kapjuk, hogy
am- + b1 = bz — bj.
=0

Tehat ha egyenl6ség all fenn, akkor a; ; felirhaté b; — b; alakban valamilyen by, ..., b,
valés szdmokra. Megforditva, konnyen lathaté, hogy ilyen alakd a;; szamokra
a négyzetosszeg minden tagja 0, és igy valéban egyenlGség van.

2. megoldds: Vegyiik észre, hogy tetszoleges i, j, k indexek esetén

2 2 2 2
0 < (aij+ajk+ar:) =aj;+aj,+ag,; +2(aijajk + ariaij + ajrak),

=—2(a;,i),k+a;k0i,;+0k,;0k,i)

ahol felhasznaltuk, hogy a két index cseréje eléjelvaltast eredményez. Most adjuk
Ossze ezeket az egyenlGtlenségeket minden olyan ¢, j, k harmasra, mely paronként
kiilonb6z6 indexekbdl all.

Kénnyen lathatd, hogy minden i # j esetén 3(n — 2)-szer kapjuk meg az a2 ta-
got. Ami a kettds szorzatokat illeti, minden a; ;ja; ;, alakui tag egyiitthatéja —6 lesz
Innen 3-mal osztas utdn egyszeri atalakitasokkal kapjuk a bizonyitandd egyenlot-
lenséget. Egyenléség pedig akkor all fenn, ha a; ; + a;r + ar,; = 0 minden index-
harmasra. Ebb6Sl k = 1 mellett adédik, hogy a; ; = —a1; — a1 = a;1 — a1, vagyis
ekkor a szamok felirhatok b; — b; alakban, amely esetben pedig valéban mindig
egyenl6ség all.

Pach Péter Pdl
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Egy matematikai didkolimpiai feladatrol*

A 60. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia 5. feladata ([1]) igy szdlt:

Bath Bankja érméket bocsdat ki, melyeknek egyik oldalan H, mdsik oldaldn
T betd ldthato. Harrynek n ilyen érméje van, amelyek eldtte balrdl jobbra, egy
sorban vannak elrendezve. Harry ismételten végrehajtja a kovetkezd miwveletet: ha
pontosan k > 0 olyan érme van, amin H van felil, akkor megforditja a balrol k-adik
érmét; mdskiilonben minden érmén T van felil, és ekkor Harry megdll. Példdul
n =3 esetén a THT sorozatbdl indulva THT — HHT — HTT — TTT a lépések
sorozata, ami hdrom lépés utan megdll.

(a) Bizonyitsuk be, hogy bdrmi legyen is a kiinduldsi sorozat, Harry véges sok
lépés utdn megdll.

(b) Minden C kiinduldsi sorozatra jelolje L(C') azt a lépésszdmot, ahdny lépés
utdn Harry megdll. Példdul L(THT) =3 és L(TTT) = 0. Hatdrozzuk meg L(C)
datlagos értékét, amint C végigfut a 2" lehetséges kiinduld sorozaton.

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok 2019. novemberi szimaban meg-
jelent a feladat egy lehetséges megolddsa ([2]). Ebben a cikkben megadunk egy
mésik (taldn egyszeriibb) megolddst és tovdbbgondoljuk a feladatot.

Az (a) részt bizonyitsuk teljes indukciéval. n = 1,2 érme esetén az allitds
konnyen ellenérizhet a kevés lehetséges eset végigvizsgalasaval. Tegyiik fel, hogy
n-ig igaz az allitds, tekintsiik az n+ 1 érme esetét. Harom esetre bontjuk a feladatot.

1. Ha az utolsd, (n + 1)-edik érmén T lathaté (ez az esetek felében fordul elé),
akkor azt az érmét sosem fogjuk megforditani, hiszen ahhoz az kellene, hogy
az Osszes érmén a H legyen lathato. fgy az els6 n érmére alkalmazva az induk-
cids feltevést beldttuk ezt az esetet.

2. Ha az utols6 érmén H, az elson pedig T van. Ekkor, ha csak az utolsé érmén
van H, (a miivelet szerint) sorrendben az elsétél az n-edik érmet megforditva
mindeniitt H lesz feliil, és végiil az (n + 1)-ediktél az elséig haladva mindegyi-
ket atforditjuk T-re. Egyébként a megadott miivelet szerint mindaddig, amig
az els6 érmén T és az (n+ 1)-edik érmén H van csak a mésodiktdl az n-edik ér-
méket forgathatjuk, méghozzd pontosan tigy, mintha az elsd és az (n + 1)-edik
elem ott sem lenne. Alkalmazva az indukcids feltevést (n — 1)-re elérhetjiik,
hogy a maésodiktdl az m-edik érméig mindegyiken T latsszon. Ezutdn a mar
leirtak szerint jarunk el, és végiill mindegyik érmét atforditjuk T-re, amivel
belattuk ezt az esetet is.

*Ezt a kutatdst a TKP2021-NVA-09 projekt tamogatta. A TKP2021-NVA-09 szdmu
projekt a Magyar Innovaciés és Technoldgiai Minisztérium tamogatasaval valésult meg
a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovéciés Alapbdl, a TKP2021-NVA tamogatasi konst-
rukcié keretében.
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3. Ha utolsé és az elsé érmén H van, akkor a megadott miivelet szerint mindaddig,
amig az els§ érmén H van csak a masodiktdl az (n+ 1)-edik érméket forgathat-
juk, méghozza pontosan gy, mintha az els6 elem ott sem lenne. Alkalmazva
az indukcids feltevést n-re elérhetjiik, hogy a mdsodiktdl az (n + 1)-edik érméig
mindegyiken T latsszon, majd az els6 érmét megforditva befejeztiik az induk-
cios bizonyitast.

Az a j6 ebben a bizonyitdsban, hogy a (b) részre is ad egy rekurziv képletet.
Jeloljitkk n elem esetén A,-nel az dtlagos 1épésszdmot. A fenti 1. pont A,1-hez
%An—el jarul hozza, hiszen az esetek felében fordul az el6. Hasonléan, a 2. pont

}I(An—l +2n+ 1)-et ad A, 41-hez, hiszen az az esetek negyedrészében fordul elé,
elsé 1épésként a ,,kozépséd” n — 1 elemet kell T-re forditani, és utana tovabbi 2n + 1
1épés kell a feladat befejezéséhez. A 3. pont egy kicsit triikksebb: az is az esetek
negyedrészében fordul el6, de ott a mésodik elemtdl kell mindent T-re forditani
ugy, hogy tudjuk, hogy az utolsé elem H. Az 6sszes lehetséges esetben sziikséges
lépések szadma, ebben az esetben 2" A,, — 2" ' A,,_,, hiszen ,megszoritdsok” nélkiil
lenne 2" A,, 1épés, de ebbél ki kell vonni azon 1épések szdmét (2"~ A,,_;), amikor
az utols6 elem T. Ez alapjan a 3. pont hozzdjaruldsa A,11-hez

%((2”14,1 —2" 4, g) /27 4 ).

fgy a kovetkez6 rekurziv képletet kapjuk:

1 1 1 /2"A, —2" 1A, _ n+1

Kiindulva akar az Ag = 0 értékbdl kapjuk, hogy

" i nn+1)
A= 5=

amivel a feladatot megoldottuk.

Bér a (b) rész egy érdekes kérdést vet fel, mégis természetesebb lenne azt
kérdezni, hogy maximum hény lépésen beliil fejez0dik be a miivelet. Persze at-
tél, hogy ez természetesebb kérdés, nem lesz feltétleniil egyszeriibb, mint ahogy
ebben az esetben sem az. Egy felsd becslést kénnyen tudunk adni a fentiek alap-
jan: a 2. pontbeli eljarashoz sziikséges a legtobb ,extra” 1épés, miutan befejeztiik
a tobbi elem megfeleld oldalra forditasat. Eszerint ha M,,-nel jeloljiik az n elem ese-
tén sziikséges 1épések maximalis szamat, akkor kapjuk az M, 11 < M, + (2n+ 1)
egyenl6tlenséget, amibél a fentiekhez hasonléan My = 0-bdl kiindulva nyerhetjiik
az M, < n? becslést. De ha akar csak n = 2-re ellendrizziik a négy lehetséges ese-
tet, mar ott sem érheté el a 4 1épéses maximum. Marcsak azért sem, mert a fentiek
alapjan mindenképpen véget ér az eljaras, igy az eljaras soran érmék alldsai nem
ismétlédhetnek, és a 4 lehetséges allds k6zott maximum 3 dtmenet /1épés lehet. El-
méleti iton is viszonylag konnyen belathatd, hogy a felsé becslés nem lehet szigori
n > 2-re, hiszen a 2. pont csak akkor miikodik, ha az utolsé elem H, a rekurzié
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miatt az elétte 1évo elemnek is H-nak kell lennie, és igy tovabb, vagyis az Gsszes
elem H lenne, azzal viszont n 1épésben végez az eljaras.

Ahogy a jél ismert mondéds tartja: ,,a probléma félig meg van oldva, ha tudjuk,
hogy mi a probléma”. Probaljunk meg tehéat sejtést szerezni a maximalis 1épés-
szamra. Leghatékonyabb, ha erre programot irunk, hiszen mar n = 5 érmére is elég
hosszadalmas végigszamolni a 32 esetet. A kovetkezd eredményt kapjuk:

n | max | példa n | max | példa

1 1| H 9 45 | TTTTHHHHH

2 3 | TH 10 55 | TTTTTHHHHH

3 6 | THH 11 66 | TTTTTHHHHHH

4 10 | TTHH 12 78 | TTTTTTHHHHHH

5 15 | TTHHH 13 91 | TTTTTTHHHHHHH

6 21 | TTTHHH 14 | 105 | TTTTTTTHHHHHHH

7 28 | TTTHHHH 15 | 120 | TTTTTTTHHHHHHHH

8 36 | TTTTHHHH || 16 | 136 | TTTTTTTTHHHHHHHH

A minta koénnyen felismerhetd: az elsé [n/2] (n/2 egészrész) érmén T van feliil,
a t6bbin H. A maxim4lis lépésszamot sem nehéz kitaldlni: az egymds utdni szamok
kiilonbségei a természetes szamokat adjak, ami alapjan

anzn:i:n(n—i—l)ﬂ

i=1
lenne. Ez a probléma, ezt kellene belatni.

Nézziik meg pontosan, hogyan is miikodik az eljaras. Minden érme megfordi-
tasaval eggyel né vagy csokken a H-k szama, igy a kovetkezo 1épésben az eggyel
jobbra (nétt) vagy eggyel balra (csokkent) levd érmét fogjuk megforditani. Vagy-
is amig T-ket taldlunk, addig H-kat hagyunk magunk mogott és jobbra lépiink,
akkor ,fordulunk vissza”, amikor H-t taldlunk. Hasonléan: amig H-kat taldlunk,
addig T-ket hagyunk magunk mogott és balra 1épiink, akkor fordulunk vissza, ami-
kor T-t taldlunk (vagy megallunk, ha nem taldlunk T-t). Ebb6l elég vildgos médon
kirajzolddik egy balra-jobbra (vagy jobbra-balra) séprés jellegli miivelet, amelyik
minden irdnyban mindig legalabb eggyel tullép az addig végigsoport teriileten és
jobbra haladva H-kat, balra haladva T-ket hagy maga mo6gott. Mennyi lehet akkor
a maximalis 1épésszam? Visszafelé haladva az utolsé maximum n 1épés hagyhat T-t
maga mogott balra 1épve, elotte n — 1 1épés jobbra, azelétt n — 2 1épés balra stb.
Ezzel belattuk, hogy a maximalis 1épésszam legfeljebb

n+(n—-14+...+1=n(n+1)/2

lehet. Ahhoz, hogy ez a maximalis 1épésszam el6allhasson az kell, hogy
1. ténylegesen minden irdnyt soprésnél (kivéve az utolsd) legyen egy , visszafor-
dit6 érme” és hogy
2. minden visszaforduldsndl pontosan eggyel tobb 1épést tegyiink meg, mint
az elozo, ellentétes soprési iranyndl.
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Balra menve a T fordit vissza, jobbra menve pedig a H, és a balra illetve jobbra
soprések szama legfeljebb eggyel térhet el egymastél. Ez megmagyarazza a fenti
mintakat is, amelyekben a bal oldalon vannak a T-k, a jobb oldalon a H-k, és ezek
szama legfeljebb eggyel tér el. Direkt médon is kénnyen ellenérizhet6, hogy ezek
a mintak jo példat, s6t, minden n-re az egyetlen lehetséges példat adjak a maximalis
lépésszamra.

Erdekes, hogy a maximalis és minimélis (0) 1épésszdm atlaga éppen az dtlagos
lépésszam. Nézziik meg, hogy hany példa van a lehetséges 1épésszamokra. Ha mar
ugyis programot irtunk a problémaéra, akkor ez sem okoz semmi nehézséget:

db 1épésszamonként ([0,...,n(n—|—1)/2])
11
1111
1112111
11122222111
1112233333322111
1112234445555444322111
11122345567788888776554322111
111223456789101112...121110987654322111
1112234568910121315...1513121098654322111
11122345681011131517...17151311108654322111

Olo|lN|o|okxwo|~] S

[
o

Ez alapjan tgy tiinik, hogy a darabszdmok szimmetrikusak az n(n +1)/4
atlagos lépésszamra, ami megmagyaraznd az atlagot a maximum alapjan, vagy
éppen forditva, a maximumot az atlag alapjan. Az a kérdés, hogy be tudjuk-e latni
ezt a szimmetridt.

Legegyszeriibb lenne parbaéllitani az érmék H—T sorozatait ugy, hogy egy
k 1épéses mintdhoz egy n(n + 1)/2 — k 1épéses minta tartozzon. Eszerint példaul
n =7 esetén a TTTHHHH maximalis 1épésszamui mintahoz a TTTTTTT minim&-
lis 1épésszami minta tartozna. H&t, elsé ranézésre nagyon nem vilagos, hogy mi
alapjan rendelnénk egymashoz pont ezt a két mintat. Kozelitsiik meg a problémat
egy masik oldalrél. Mik ezek a fenti tdbldzatban 1évé szamsorozatok? Szerencsére
az interneten van segitség: az On-Line Encyclopedia of Integer Sequences ([3]). Ab-
ba befrva/bemdsolva a hosszabb szdmsorozatokat (a révidebbek til sokféleképpen
magyardzhatéak), a kovetkezd valaszt kapjuk példaul n = 10-re: A034140: Number
of partitions of k into distinct parts from [1,2,3,...,10] ([4]). (Az eredeti szbveg-
ben lev6 n-et k-ra cseréltiik, hogy ne keveredjen a cikkben hasznalt jeloléssel, a k
a mi esetiinkben a lépésszdmot jelenti, tehdt 0-t6l n(n + 1)/2-ig mehet.) Vagyis:
hanyféleképpen bonthaté a k szam az 1,...,10 szdmok ismétlés nélkiili Gsszegére.
Hogy ennek mi kéze a mi problémankhoz? Egy kis utdnagondolédssal ez vilagossa
valik. A fenti jobbra-balra séprésnél a soprések hossza szigortian novekszik (ma-
ximum n lehet), tehat kiilonbozo sopréshosszakat kapunk és azok 6sszege adja ki
a teljes lépésszamot. Vagyis a mi probléménk lefordithaté a 1épésszam kiilonbozé
szamok Osszegére bontasanak feladatara. De a dolog forditva is miikddik: egy adott
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szamosszeghez tartozik egy megfelelé H—T sorozat, amit a kovetkezé médon konst-
rudlhatunk meg. Rendezziik az dsszeadott szamokat csokkend sorrendbe és hajtsuk
végre a miveletiinket a szamoknak megfeleléen forditva. Ez azt jelenti, hogy a csu-
pa T &llasbol és az els6 poziciébdl kiindulva jobbra haladva a legnagyobb szam
darabszamu érmét H-ra forditunk, a visszafordit6é érmét gy hagyva balra haladva
a masodik szam darabszamu érmét visszaforditjuk T-re stb. Taldn egy példan leg-
egyszerlibb bemutatni az eljarast. Legyen n = 10, k =30 =948+ 7+ 4+ 2, ekkor
az egyes szamok alapjan kialakulé H—T sorozatok a kovetkezdék lesznek (pirossal
a valtoztatott érméket, kékkel az ligy hagyott, visszaforditd érméket jeloljiik):

TTTTTTTTTT
HHHHHHHHHT
TTTTTTTTHT
THHHHHHHHT
THHTTTTHHT
THHTHHTHHT

N[~ |~J|00|©

Eszerint van egy kolcsondsen egyértelmli megfeleltetésiink a H—T soroza-
tok és az {1,...,n} szdmhalmaz részhalmazai kozott (ez utébbiak felelnek meg
az {1,...,n} szdmok ismétlés nélkiili sszegeinek). Most mér a parbadllitds konnyen
kitaldlhato: egy adott A C {1,...,n} halmazhoz tartozzon az A = {1,...,n}\ A hal-
maz, az A komplementere. Egyrészt ez tényleg parokat ad: a komplementer komp-
lementere az eredeti halmaz. Masrészt megfelelé parokat ad: ha az A halmazban
a szémok Osszege k, akkor az A halmazban a szdmok Gsszege azon szdmok Osszege

lesz, amelyek nincsenek benne A-ban, vagyis a {1,...,n} halmazbeli szdmok 6ssze-
ge (n(n+1)/2) minusz k, és pontosan erre volt sziikségiink. A fenti példdnknal
n =7 esetén a TTTHHHH maximalis 1épésszémi mintdhoz az {1,...,7} halmaz

tartozik, ennek komplementere az iires halmaz, ami valéban a TTTTTTT miniméa-
lis 1épésszamu mintanak felel meg.
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| | Gyakorlo feladatsor
emelt szintii matematika érettségire
L J I. rész

1. a) Abrzizoljuk derékszogl koordinata-rendszerben az
f110:5] = R, f(z) = [2* — 4x + 3|

figgvényt. (4 pont)
b) A p valés paraméter értékétél fiiggben hény megolddsa van az

|z? —dx +3|=p
egyenletnek a [0; 5] intervallumon? (6 pont)

2. a) Az abc haromjegy(i szam kilencszerese az zabc alaki négyjegyfl szdm.
Bizonyitsuk be, hogy az abc szdm oszthatd 125-tel. (6 pont)

b) Igazoljuk, hogy = € R esetén

(8 pont)

lg (7%) +1g (7" e A
)0 ) (TATT)

3. Az dbran egy gyerekek szdmara késziilt jatékszényeg
egyik — l-es formdju — darabkaja lathaté. Megallapitottuk,
hogy centiméterben mérve a =13, b=6,c=21,d=5,e =3,
f=4ér=>55.

a) Hatdrozzuk meg az « szog nagysagat. (6 pont)

b) Szémitsuk ki az 1-es form4ju darabka teriiletét.

(7 pont)

4. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyen-
letet:

1
9te’ (@) 4 geo?(@) — 4 =0, (14 pont)

II. rész

5. Egy katonai békefenntart6 szervezet két egysége alloméasozik Tanzanidban.
Az orszag koordinata-rendszerben elhelyezett térképén az egységek bézisainak ko-
ordindtdi: A(0;1) és F(2;—1). Egy kozos hadgyakorlat tervezésénél az egységek
parancsnokai egy olyan taldlkozasi (P) pontot jelolnek ki, mely mindkét bazistdl
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egyenld tavolsagra van és egy stratégiai
fontossagu autout mentén fekszik, mely-
nek nyomvonala lefrhaté az x +y =14
egyenletll egyenessel.

a) Hol taldlkoznak és milyen tévol
van ez a pont az egységek bazisaitdl?
(Egy egység a koordindtasikon 150 ki-
lométernek felel meg a valésdgban.)

(8 pont)

A hadgyakorlat biztositdsa érdekében a parancsnokok el szeretnének helyez-
ni egy radart az érintett teriileten, mely korkoros mozgassal képes ,letapogatni”
az egész teriiletet, igy minden ellenséges mozgas eldre lathatévd valik. A parancs-
nokok azt a pontot jelolték ki, amely az A; F' és P pontok mindegyikétdl egyenld
tavolsagra van.

b) Hatdrozzuk meg a radar dltal letapogatott kor teriiletét. E kor teriilete hdny
szazalékkal nagyobb a hadgyakorlat és a két bazis altal meghatarozott haromszog
tertileténél? (8 pont)

6. Kati és Attila szabalyos érmékkel jatszik, ami azt jelenti, hogy a feldobdsnal
a fej és az irés valdszinlisége egyenls. Kati zsebében harom darab 100 és 6t darab
200 forintos, mig Attila zsebében két darab 100 és harom darab 200 forintos érme
van. Mindketten kivesznek taldlomra egy-egy érmét a zsebiikbél.

a) Mekkora a valésziniisége, hogy a kettéjitk dltal kihizott érmék Osszege
pontosan 300 forint? (4 pont)

Ezutan Attila 10-szer feldob egy 200 forintos érmét.

b) Szamitsuk ki annak a valészin(iségét, hogy Attila legaldbb két alkalommal

fejet dob. (5 pont)
¢) Hényszor kell dobnia Katinak egy érmével, hogy 90%-os valdsziniiséggel

kijelenthesse, hogy a dobésok kozott volt legaldbb egy fej? (7 pont)
7. Egy virusfertozés u(t)

alatt az 1 milliliter vérben 4000000 T
taldlhaté virusok szama
jol kozelithet6 az dbrdan

lithaté v figevénnyel. 0 0° 7]
A v fiiggvény megadha- ”
to a 2000000 |
v(t) =a-(6—t)-t>
1000000 1

(a € R) alakban, ahol ¢
a megfert6z6déstol eltelt ‘ ‘ ‘
napok szdmat, v(t) pedig 0 1 2 3
t nap elteltével az 1 milliliter vérben taldlhatd virusok szamat jelenti.

4 5 6 t
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Tudjuk, hogy a megfert6z6dés utan 4 nappal 4 milli6 virus talalhaté 1 milliliter
vérben.

a) Hatdrozzuk meg az a paraméter értékét. (2 pont)

b) Adjuk meg az 1 milliliter vérben 16v$ virusok maximalis szamét. (8 pont)

¢) Hany nap utdn nétt a virusok szdma a leggyorsabban? (3 pont)

d) Hatdrozzuk meg a grafikon segitségével, hogy megkozelitéleg hany napon
keresztiil van 3 milliéndl t&bb virus 1 ml vérben. (3 pont)

8. A Minta csaldd négy tagjanak A betiivel kezdodik a keresztneve. Ebben
a csalddban négyen tsznak és négyen fociznak rendszeresen. A csaladtagokrdl még
azt is tudjuk, hogy

1) csak Andris és Attila jar uszni és focizni is;

2) egyediil Adrienn nem {izi egyik sportdgat sem;

3) Norbi prébdlja testvérét, Annat az Gszéktdl hozzajuk, a focistdkhoz csdbi-
tani — sikerteleniil.

a) A fent leirtak alapjin legaldbb hany tagja van a Minta csalddnak? (5 pont)

Egyik hétvégén esett az es6, ezért Anna, Adrienn, Andris és Attila barataikkal
otthon jatszottak. A jaték kezdetekor a tarsasdg minden tagjinak egy-egy olyan
hiromjegyli pozitiv szamra kellett gondolnia, amelynek minden szdmjegye 5-nél
nagyobb és 8-ndl kisebb. Amikor sorra megmondtdk a gondolt szamot, kideriilt,
hogy nincs a mondott szamok kozott azonos.

b) Legfeljebb hany tagi lehetett a barati tarsasag? (3 pont)
Egy mésik alkalommal Anna, Adrienn, Andris és Attila osztalytarsaikkkal

(Marcival, Marcsival, Miskdval és Magddval) szinhdzba mentek. Mind a 8 jegy
egy sorba, egymas mellé szolt.

¢) Hény kiilonboz iilésrendben foglalhat helyet a 8 ember, ha az azonos betiivel
kezd6d6 keresztneviiek nem keriilhetnek egymaés mellé? (5 pont)

d) Mekkora a valdszinlisége annak, hogy a fent leirt iilésrend alakul ki, ha
minden {ilésrendet egyenlden valészintinek tekintiink? (3 pont)

9. Egy fogészati cég logdjanak alsé ive modellezhetd az f(x) = ax* + bx? + ¢
polinomfiiggvény segitségével. Az A, B és C' pontok mind-
egyike a gorbére illeszkedik: A = (—2;4), B = (0;4), C =
= (v20).

a) Hatdrozzuk meg a megadott pontok segitségével
az f fiiggvény egyiitthatait. (5 pont)

g()

A cég szeretné a fog alaki logdt rézmetszet formdajaban
elkészittetni. Az alakzatot az f és g fiiggvények grafikonjai-
nak segitségével lehet modellezni:

f(z) = 2* —42® + 4; g(x) = 0,52 + 9,

ahol z, f(x),g(z) centiméterben mért tévolsdgok. A fiigg-
5z  vénygrafikonok az dbrdn lathatéak.
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b) Adjuk meg a kovetkez6 allitdsok logikai értékét. (2 pont)

Allitss Igaz | Hamis

A logo fels6 hatarold ive illeszkedik a g-jeli fiiggvény
grafikonjara.

Egy negyedfoku polinomfiiggvény
maximum 3 szélséértékkel rendelkezik.

Egy negyedfoku polinomfiiggvény inflexios pontjainak
szama legalabb ketto.

¢) Mekkora az elkészitett logd térfogata, ha vastagsdga 2 centiméter? (9 pont)

Keszeg Attila Tibor
Veszprém

Megoldasvazlatok a 2023/1. szam emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezd feladatokat:
a) |sinz| > cosz — 1; (5 pont)
b) 2725 + 2623 — 1 = 0. (7 pont)

Megoldas. a) Nézziik meg a reldcids jel két oldalan levé fiiggvények értékkész-
letét:

0<|sinz| <1, illetve —2<cosz—1<0.

Ezekbdl kovetkezik, hogy a feladatban szereplo egyenlGtlenség a
|sinz| =cosx —1=0
eset kivételével mindig teljesiil. Ezért az egyenlotlenség megoldashalmaza:

{reR|x#k-2n, ke Z}.

|sin x|

0 )2 p 37/2 o 5m/2 3 /2

cosxt — 1
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b) Az y = 23 1j ismeretlen bevezetésével a
27> + 26y —1=0

masodfoku egyenletet kapjuk, ahonnan

1
n=-1 y= 57
ezért az egyenlet megoldasa:
1
xr1 = —1, o = g

Ezek valéban kielégitik az eredeti egyenletet.

2. Egy fagrdf éleit ujabb 435 €l behizdsdval kiegészitettik, igy eqy egqyszert,
osszefiiggd teljes grdfot kaptunk. Hany pontd ez a graf? (4 pont)

b) Igazoljuk a kévetkezd dllitdst: barmely n pontd fagrdf annyi ijabb él behi-
zdsdval tehetd egqyszerd, dsszefiiggd teljes grdffa, amennyi az n — 1 ponti teljes grdaf
éleinek szdma. (4 pont)

Leonardo Pisano (kb. 1170 —kb. 12507) olasz matematikus Fibonacci néven lett
ismert. Tobb érdekes konyve, feladata maradt fenn. Rdla nevezték el a kovetkezd
sorozatot: 1,1,2,3,5,8,13... . A sorozat tetszdleges tagja ugy kaphaté meg, hogy
az el6z8 két tagot dsszeadjuk. Az elsé és mdsodik tag is 1.

¢) Egy pozitiv tagi mértani sorozat hdrom egymdst kovetd tagjdnak dsszege 700.
Ha az elsé szamhoz 44-et, a mdsodik szamhoz 33-at adunk, a harmadik szdmbdl
pedig 23-at kivonunk, a Fibonacci-sorozat hdrom egymdst kovetd tagjdt kapjuk.

Melyek ezek a szdmok? (6 pont)
Megoldas. a) Az n ponti fagraf éleinek szdma: n — 1, az n pontu teljes graf
éleinek szdma: @ Ezért felirhatjuk, hogy:

_1
n—1+435:%,

majd az Osszefiiggést rendezve:
n® —3n — 868 = 0.
Az egyenlet pozitiv megoldésa: 31, tehat 31 pontd a graf.

(n—1)(n—2)
2

b) Az n — 1 pontt teljes graf éleinek szdma: , ezért

(n—1)(n—2) 2n—2+4+n*>-3n+2 n*—-n n(n-1)

2 2 2 2

amely éppen az n pontu teljes graf éleinek szama.

n—1+4

¢) A mértani sorozat hirom egymést kovetd tagja legyen: a, agq, aq®, igy
a Fibonacci-sorozat harom egymdst kévet6 tagja:

a+44, aq+ 33, ag® —23.
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A fentiekbdl az

(1) a + aq + ag® = 700,

(2) a+44+aq+33 = ag® — 23

Osszefiiggéseket kapjuk. A kapott egyenletrendszer egy lehetséges megoldédsa: Ossze-
adjuk a két egyenletet, és rendezziik az Osszefiiggést:

300
a + aq = 300, a:m, q# —1,

hiszen a Fibonacci-sorozat tagjai nem lehetnek negativak. Ezt behelyettesitve
az (1) egyenletbe:

300
—(1 %) = 700.
1+q( +q+q¢°) =700

Rendezve:

3¢ —4g—4=0,

ahonnan a pozitiv gytk ¢ = 2.

Az eredeti sorozat tagjai: 100, 200, 400, a Fibonacci-sorozat tagjai pedig: 144,
233, 377.

3. A Derelye pékségben jartunk.

a) A pékség polcdn 30 darab mdkos kifli van. Vannak kozte olyan darabok, ame-
lyek nem felelnek meg a szigorid mindségi kovetelményeknek. Ha két kiflit — vissza-
tevés nélkil — kivesziink, akkor annak a valdszinisége, hogy mind a kettd hibdtlan
%-szer nagyobb, mint annak a valdszinidsége, hogy mindkét kivett darab hibds. Hany
nem megfeleld mdkos kifli van a polcon? (7 pont)

A turds batyukat is szigori ellendrzés ald vonjuk a pékségben. Lemérve a polcon
taldlhato darabokat, a kiévetkezd értékeket kapjuk grammban: 132, 132, 133, 132,
130, 129, 129, 131, 130, 130, 132, 130, 130, 128, 127, 129, 132, 131, 133, 131, 129,
127, 128, 127, 129.

b) Készitsiink az adatokbdl gyakorisdgi tdbldzatot. Igazoljuk, hogy az adatok
szordsa nem haladja meg a megengedett 2 értéket. (5 pont)

Megoldas. a) Tegyiik fel, hogy a pékségben h darab hibds mdkos kifli van.
30—h
(")
30
()
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a valoszintisége, hogy a kivett két darab hibas: W7 igy:

(30—h)! 38 h!
20 (28— h)! 9 2. (h—2)

9(30 — h)(29 — h) = 38h(h — 1),

h% +17h — 270 = 0.

Az egyenlet pozitiv megoldasa h = 10. Tehat 10 hibés volt a mékos kiflik kozott.
b) Gyakorisdgi tablazat:

gramm | 127 | 128 | 129 | 130 | 131 | 132 | 133
darab 3 2 5 5 3 5 2

Az értékek atlaga: a = 130,04 gramm, ezt felhasznélva a szérdsnégyzet:

0'2:

3(a —127)° + 2(a — 128)% + 5(a — 129)° + 5(a — 130)* N
25

N 3(a —131)% + 5(a — 132)> + 2(a — 133)* _ 80,96

~ 3,2384.
25 25 3,238

A szérés ennek négyzetgyoke: o =~ 1,8, tehdt az adatok szorasa kisebb, mint 2.

4. Bdrmely szabdlyos sokszognek van beirt és koréirt kore is.

a) Mekkora a szabdlyos nyolcszégnél a beirhatd és koré irhatd kér sugardnak
ardnya? (3 pont)

Egy szabdlyos sokszdg beirhatd korének sugara (r) és kiré irhatd korének su-
gara (R) kézott a kovetkezd dsszefiiggés dll fenn:

4r% + 3R? = 4V/3rR.

b) Mekkora az % ardny értéke? (6 pont)
¢) Hdny oldali lehet a sokszdg? (4 pont)
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Megoldas. a) Az dbra egy szabélyos nyolcszog C A
egy részletét mutatja. Az ABC derékszogli harom- /
sz0gbol: % = c0s 22,5° ~ 0,9239.

b) Elsé megoldds: Mivel r # 0 és R # 0, a

4r* + 3R* = 4V3rR . /n

egyenletet eloszthatjuk r - R-rel. Egyszeriisités utan
kapjuk, hogy:

r R 7: 45°
4— +3= =4V3.
R T B

Az x = }% 1j ismeretlen bevezetésével és rendezéssel a
42 — 43z +3=0

masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek egyetlen megolddsa x = % =5
Masodik megoldds: Adott, hogy

4r* + 3R? —4V3rR = 0.
Vegyiik észre, hogy az egyenlet bal oldala egy kéttagu kifejezés négyzete:

(2r — \/§R)2 =0,

ez pedig csak akkor teljesiil, ha % = \/73
¢) Az L =cosg = ‘/75 osszefiiggés segitségével az a) feladathoz hasonléan

a szabdlyos sokszogbe rajzolhatd egyenld szari, egybevagd haromszogek szarszogét
kapjuk meg: % = 30°, ahonnan a szarak szoége: a = 60°, tehat szabalyos hatszogrol
van szo.

II. rész
5. Adott két, pozitiv valés szdmok halmazdn értelmezett fiigguény:
fz) =a%82® L g ¢ g(x) =2®710827 — g,

a) Igazak, vagy hamisak az aldbbi dllitdsok? (5 pont)

A) f(1) =2;

B) 2. f(2) = 9(2);

C) 9(1) +9(2) + g(4) + 9(8) = 5.

b) Adjuk meg az dsszes olyan a € Dy N Dy valds szamot, melyre f(a) —g(a) = 2.
(11 pont)
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Megoldas. a) Az allitdsok igaz, vagy hamis tartalmérdl meggyézddhetiink egy-
szerli behelyettesitéssel:

fy=12"loet 41 =2,
f(2) =227182 1 0 =4
g(1) = 13-lg2l _ 1 —
9(2) = 93-logs2 _ 9 _ 9
g(4) = 43-los2d _y )
9(8) = g3-log,8 g 7

Ezek szerint
A) igaz,
B) hamis,
() igaz.
b) Ha létezik a € Dy N D, amelyre f(a) — g(a) = 2, akkor
a2—log2a 4+aq— (a3—10g2a _ CL) _ 2,
a2—10g2 a _ a3—10g2 a 192 —2 = O,
a?71°829(1 — ) —2(1 —a) = 0,
(1—a)(a®'82%—2) =0,
innen a; = 1, vagy a®71°82% = 2. Tudjuk, hogy a > 0 a logaritmusfiiggvény értel-
mezési tartomanya miatt, ezért az egyenlet mindkét oldala pozitiv, igy, ha a # 1,
vehetjiitk mindkét oldal a alapu logaritmusat. A logaritmus azonossdgait felhasz-

nalva:
2 —log, a = log, 2.

Vezessiik be az y = log, a 1j ismeretlent, ekkor log, 2 = l, igy

Yy
1
2_y:7u
Y
2 _
Yy —2y+1=0,
(y_1)2:07

tehdt logy a = 1, ag = 2, igy két olyan a érték létezik, amelyre f(a) — g(a) = 2.

6. FEgy bardti tarsasdg egyttt lottozik. Minden alkalommal a hagyomdnyos
dtaslotton toltenek ki szelvényeket (kilencven szambdl kell dtot eltaldalni). Az egyik
héten a nagy nyeremény reményében ujra dOsszetiltek és megtervezték a kitéltés
mddszerét. A csoport minden tagja ugyanannyi szelvényt toltott ki, de tgyeltek arra,
hogy minden szelvény kiilonbozéképpen legyen kitoltve.
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a) Hdnyan voltak a csoportban, ha igyes szervezéssel mindenki 25 kiilonbozd
szelvényt toltott ki és igy pontosan annyi kilonbozoen kitoltott szelvényiik lett,
amennyi egy sorsoldsndl a kilonbozé négytaldlatos szelvények lehetséges szama?

(6 pont)

b) Az azon a héten kihizott 6t szam (x,y, z,u,v) értékére a kivetkezd dssze-

fiiggések irhatok fel:

r+y+z=49, y+ z+u =101, z4+u+v =173,
u+v+ =147, v+x+y=109.
Mik voltak a nyerdszamok? (10 pont)

Megoldas. a) Egy hizdsnal a kiilonboz6 négytaldlatos szelvények szdma:

<5>-<85>=5-85:25-17,
4 1

azaz 17-en voltak a csoportban.

b) Egy lehetséges megoldas:

(1) T4y +z=49,
(2) y+z+u =101,
(3) z4+u+v =173,
(4) u+v+ax =147,
(5) v+ +y=109.

Adjuk 6ssze mind az 6t egyenletet:

3(x+y+2z+u+v)=>579,
(6) r+y+z+ut+v=193

Az (1)-b8l z + y + z = 49, (4)-b6l: v + v = 147 — x, ezért:
49+ 147 —x =193, x =3,
ezt és a (2) Osszefiiggést visszahelyettesitve (6)-ba:
34101 40 =193, v =89.
Mivel © =3, v =89, az (5) Osszefiiggésbdl: y =17, az (1)-bdl: z = 29, a (4)-bél:

u = 55.

Az 6toslottd nyerdszamai azon a héten a kovetkezok voltak: 3, 17, 29, 55, 89.
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D F C 7. Gdbor egy kiilonleges kis dartstabldt ké-
szit kisfianak: egy téglalapban egyenld szdari
hdromszdg és annak beirt kore ldthato az ab-
ra szerint. A téglalap és a hdaromszég kézds
oldala 6 deciméter, a hdaromszdigbe irt kor su-

a
10} gara 15 centiméter.
a) Mekkora a hdromszdg teriletének és
keriiletének pontos értéke? (10 pont)
A G B

Feltételezziik, hogy a jatékkal jdtszo kisfiv minden lovése egyenld eséllyel éri el
a téglalap alaki céltabla bdarmely pontjdt.

b) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a kérbe taldl a lovés? (3 pont)

¢) Mennyi a valdszindsége, hogy a hdromszég kordn kivili pontjdt taldlja el
a lovés? (3 pont)

Megoldas. a) Legyen az egyenld szérd hiromszog széara: a, ekkor az ABF ha-
romszog t teriiletét kétféleképpen felirva:

60 - m
t=15-s= ——
S 5
ahol s a hdromszog keriiletének fele:
2 60
¢ ; — a+30,

m pedig a hdromszog magassiga: m = va? — 30%. Az el6z6ek alapjan:

15(a + 30) = 30v/a? — 302,
(a+ 30)% = 4(a® — 900),
a?® — 20a — 1500 = 0,
amelynek a pozitiv gyoke: a = 50 cm, igy m = 40 cm.

A héromszog teriilete 1200 négyzetcentiméter, a keriilete 160 centiméter.

b) Mivel a kisfii minden 16vése egyenld eséllyel éri el a téglalap alaki céltabla
barmely pontjat, alkalmazhatjuk a geometriai valdsziniiség 6sszefiiggését:
kor teriilete 1527

kor) = - ~ 0,2044,
p(kbr) téglalap teriilete 40 - 60 ’

azaz 29,4% val6szin(iséggel taldlja el a céltdbla kor alakd részét.

, e haromszog teriilete — kor teriilete
c) p(hdromszog koron kiviil) = wealalap torilote =

1200 — 2257
o 2400

tehat 20,56% valdszintiséggel talélja el a céltdbla hdromszogének koron kiviili részét.

~ 0,2056,
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8. Adott az n* 4 64 - m* kifejezés, ahol n és m pozitiv egész szdmok.

a) Igazoljuk, hogy ha n =m = 2, a kifejezés oszthaté 13-mal. (2 pont)

b) Adjunk meg olyan n és m értéket, amelyek relativ primek és amelyekre
a kifejezés értéke oszthato b-tel. (3 pont)

¢) Igazoljuk, hogy barmely n és m pozitiv egész esetén a kifejezés értéke nem
primszdm. (11 pont)

Megoldas. a) Ha n = m = 2, a kifejezés értéke 24 +64 -2 =2%.65 =16-5-13,
azaz oszthaté 13-mal.

b) Han = 2, m = 3, akkor (2;3) = 1, ekkor a kifejezés a kovetkezd: 24 + 64 - 3.
Az Gsszeg els6 tagja 6-ra, a masodik tagja 4-re végzédik, ezért az Osszeg oszthatd
5-tel.

¢) Alakitsuk szorzatta a kifejezést:
nt 4+ 64m?* = (n® + 8m2)2 — 16n%m? = (n? + 8m? — 4nm)(n® + 8m? + 4nm).
A szorzat egyik tényezbje sem lehet 1, hiszen n > 1, m > 1, és
n? 4 8m? — dnm = (n — 2m)* + 4m?,

vagyis a kifejezés felbonthatd két, 1-nél nagyobb, pozitiv egész szam szorzatara,
tehat nem lehet primszam.

9. Adott a valds szdmok halmazdn értelmezett f(z) = —a* + 2x + 3 fiiggvény.

a) Hatdrozzuk meg a figguény és a koordindtatengelyek dltal alkotott, elsd
negyedben levd sikidom teriletét. (6 pont)
b) Egy egyenes dthalad az elébbi f figgvény P(2;3) koordindtdji pontjdn. Mi
lehet ennek az egyenesnek az egyenlete, ha tudjuk, hogy az elsé negyedben létrejott
stkidomot ugy vdgja két részre, hogy az eqyik Tész teriilete kétszer akkora, mint
a mdsik rész terilete? (10 pont)

Megoldas. a) Hatdrozzuk meg a fiiggvény és a koordindtatengelyek dltal alko-
tott, elsé negyedbeli sikidom teriiletét. A fiiggvénygrafikon koordindtatengelyekkel
alkotott metszéspontjai: (0;3) és (3;0), ezért a sikidom teriilete:

3 2 2 3
/(—:102 + 2z + 3)dx = —% + % +3z| =9 teriiletegység.
0

b) Elbszor nézziik azt az esetet, amikor 2 : 1 ardnyban osztja a teriiletet az egye-
nes. Ebben az esetben egy 6 teriiletegység és egy 3 teriiletegység méretil rész ke-
letkezik, az x tengely, a fliggvény egy darabja és a keresendd egyenes zarja kozre
a kisebb teriiletet. Ekkor a [0; 3] intervallum egy pontjdban metszi a kivant egye-
nes az x tengelyt. Ha az origéban metszené, akkor mar 3 teriiletegységnél nagyobb
teriiletti sikidom keletkezne, mint azt kénnyen ellenérizni tudjuk.
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Legyen az egyenes és az = tengely metszéspontja: A(a;0), ekkor a fiiggvény
alatti teriilet [2; 3] intervallumra es darabja és egy derékszogli hdromszog teriilete
adja a 3 t.e. nagysdgu teriiletet.

3

/(—x2+2x+3)dx:g.
2

A derékszogii haromszog teriilete: % =3 g, amelybdl a = % A kérdéses

egyenes két pontja: A(%O; O), P(2;3), innen az egyenes egyenlete: 8y — 27x = —30.

Masik eset: az egyenes gy vagja két részre a kérdéses teriiletet, hogy a na-
gyobb rész illeszkedik az z tengelyre. Legyen a keresett egyenes és az y tengely
metszéspontja: B(0;b), ekkor egy derékszogli trapéz és az g t.e. gorbe alatti teriilet
Osszegeként kapjuk meg a 6 t.e. teriiletet. A trapéz alapjai b és 3 egység hosszu-
ak, a magassaga 2 egység, innen b = % A keresett egyenes két pontja: P(2;3) és
B (0; %)

Az egyenes egyenlete: 6y — 5z = 8.

Tatar Zsuzsanna Maria

Esztergom

Matematika feladatok megoldasa

B. 5197. Jeldlje N a nemnegativ egész szamok halmazdt, és legyen k adott
pozitiv egész. Van-e olyan monoton nové f : N — N figgvény, amelyre

() f(f(@) = fl@) +a+k
minden x € N esetén?
(6 pont)
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I. megoldas. Jelolje a feladatbeli feltételt (x). Megmutatjuk, hogy létezik leg-
aldbb egy ilyen fiiggvény. Legyen S,, = {1,2,...,n}. Definidljuk f-et rekurziv mé-
don. Legyen f(0) =1, és tegyiik fel, hogy f definidlva van mar S,-en tgy, hogy
(*) teljesiil. Ekkor f(n + 1)-et definidljuk a kévetkezé médon: Han+ 1 € f(S,,), és
f(p) = n+1, akkor

Fa+ D) Ef(fp) = f®) +p+hk=n+p+k+1.

Han+1¢ f(S,), akkor pedig

fn+1) % ) + 1.

Ezzel a rekurziv definidldssal nyilvan teljesiil a (x) feltétel N-en.

Annyi a dolgunk, hogy megmutassuk, hogy f monoton névekvé. Ennél tobbet
mutatunk meg indukciéval:

(xx) a pozitiv egészek halmazan teljesiil a kovetkez6: f(n+ 1) = f(n) + 1, ha
n+1¢ f(Sy) és f(n+1)=f(n)+2, ha n+1e€ f(S,). Ebb8l az el6bbi eset f
definiciéja alapjan biztosan teljesiil, csak az utébbi eset bizonyitandé. Az elsé
néhdny szémra ez valéban igaz, mert f(1)=k+1, f(2)=k+2, ..., f(k) =2k,
f(k+1) =2k + 2. Tegyiik fel, hogy ez igaz S,,-en. Ekkor hirom eset lehetséges:

A)Han+1¢ f(S,), akkor definicié szerint f(n+ 1) = f(n) + 1.
B)Han+1¢€ f(S,) és f(p) =n+1, illetve f(p — 1) = n. Ekkor

fn+1)=n+p+k+1,
fn)=f(flp—1))=flp—1)+p—14+k=n+p+k—1,

ekkor f(n+1) = f(n) + 2.
C)Han+1¢€ f(S,) és f(p) =n+1, illetve f(p—1) =n — 1. Ekkor

fln+l)=n+p+k+1.

Mivel f az indukciés feltevés alapjdn szigorian monoton né S,-en, tudjuk, hogy
n ¢ f(Sn—1), amibél kovetkezik, hogy

fn)y=fln=1)+1=f(fp—-1)+1=flp—-1)+p—14+1+k=n+p+k—1

Ebbdl pedig kapjuk, hogy f(n+ 1) = f(n) + 2. Ezzel beldttuk (xx)-et, vagyis f
szigorian monoton novekvé a pozitiv egészek halmazin. Még annyit meg kell
mutatni, hogy f(0) < f(1), ami kénny{i, mert tudjuk, hogy f(0) =1, f(1) =k +1,
ahol k egy pozitiv egész.

Zombik Barnabds (Budapest V. Ker. E6tvos Jozsef Gimn., 10. évf.)

II. megoldas. Mutatunk tetszOleges k-ra egy jo fliggvényt.

Legyen F,, az n-edik Fibonacci-szam, ahol F; = F; = 1. Ennek alkalmazasa-
hoz irjuk 4t a szamokat az ugynevezett ,Fibonacci-szdmrendszer”-be: az asFo +
+asF3+...4a, F, = X szdmot a,a,_1 - - - azaz modon irjuk le. Itt az as, as, ..., ay
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egyiitthatok egy olyan 0 — 1 sorozatot alkotnak, mely nem tartalmaz két szomszé-
dos 1-est. Ismert tétel, hogy minden pozitiv egész szam egyértelmiien felirhaté ilyen
alakban (F-et nem vettiik bele, kiilénben Fy = Fy = 1 miatt ez a felirds nem lenne
egyértelmii).

Rendelje hozza a fiiggvénylink az a,a,_1Gn_2..-a3a2 — k szamhoz az
ApQp—10p—2 - .. aza20 — k szamot.

Nézziik, miért j6 ez a fiiggvény. Elészér lassuk be, hogy f(f(z)) = f(z) +z+k.

A Fibonacci-szamok rekurzidja miatt a, F, + azFpy1 = azFyo, ezért

Anlp—10p—2 -..0302 + ApQp—_10p—2 . ..03020 = @pAp_1ap—_9 . ..aza200.

Tehdt = + k + f(z) + k = f(f(z)) + k. Mindkét oldalbdl k-t kivonva éppen a bizo-
nyitandot kapjuk.

Ezutan belatjuk, hogy monoton névé a fiiggvény. Az a,a,_10,—2...a302 — k
szam pozitiv, ezért a ndla nagyobb a,a,_1a,—_3 - ..a3a20 — k is az, vagyis a fiigg-
vény a pozitiv egészeken értelmezett, és értékei is pozitiv egészek. Két Fibonacci-
szamrendszerbeli alak koziil el6szor is az a nagyobb, amelyiknek els§ (elsé nem 0)
jegye ,elérébb” van, tehat tobb szdmjegybdl all.

Ha ugyanannyi szamjegybdl allnak, akkor @,a,—1 -..az > b,b,—1 ... by ponto-
san akkor teljesiil, ha k > i-re by = ax, és a; > b; (hasonléan a 10-es szdmrendszer-
ben felirt szdmok rendezéséhez).

Ebbdl pedig egyenesen kovetkezik, hogy @nan_1...az > bpb,_1...bo ekviva-
lens azzal, hogy ana,_1...a20 > byb,_1...b50. fgy mindkét oldalbdl k-t kivonva
nem véltozik, hogy a fliggvény kisebb szdmhoz kisebb szdmot rendel (azaz nem
csak monoton, hanem szigorian monoton is.)

Ezzel belattuk, hogy van egy ilyen fiiggvény.
Sztranydk Gabriella (Budapest XIII. Ker. Berzsenyi Dédniel Gimn., 11. évf.)

III. megoldas. Mutatunk egy, a feltételnek megfeleld fliggvényt; ehhez felhasz-
naljuk a B. 3429. feladat* Gtleteit.

A f(x) figgvényt egy valés értékil linedris fiiggvény egész értékekre kerekité-
sével fogjuk megkonstrudlni.

Legyen ¢ = 1+2\/5 ~ 1,618 a ¢> = ¢+ 1 egyenlet pozitiv megolddsa, tovabbs

legyen d = g. Bérmely pozitiv egész x esetén legyen f(x) az az egész szdm, amely
a [qgc +d— %, qr +d+ %) intervallumba esik.

Mivel qz + d — % >q+0-— % > 0, az f(z) érték pozitiv egész, tehat f valéban
egy N — N fiiggvény (és mivel ¢ > 1, szigortian monoton nové).

Az f(z) definici6ja szerint

M) <) —ar—d<

“https://www.komal.hu/verseny/2001-01/B.h.shtml#b3429
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Ugyanezt x helyett f(x)-szel felirva,
1 1
) 2 <) —af@) —d < .
Adjuk 6ssze (2)-t és (1) (g — 1)-szeresét:

5= 3= (@) —af (@)~ d)+ (g~ V(@) — gz —d) < 5+ g~ D),

f(f(x)) =f(z)+z+k.

39 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 15 versenyz6: Bencsik David, Bényei Borisz,
Berké Sebestyén, Bognar Andras Karoly, Kalocsai Zoltan, Kercsé-Molnar Anita, Lovas
Marton, Mohay Lili Veronika, Nador Benedek, Németh Mérton, Romaniuc Albert-
Tulian, Sebestyén Jézsef Tas, Sztranydk Gabriella, Varga Boldizsdr, Zombik Barnabés.
5 pontos 2, 4 pontos 3, 3 pontos 6, 2 pontos 1, 0 pontos 11 dolgozat.

B. 5264. Ketten a kovetkezd jdtékot jatsszdk. Eldszor Kezdd eldirja egy 0-1
sorozat tetszdleges szamai (akdr végtelen sok) elemét igy, hogy végtelen sok elem még
ne legyen eléirva. Ezutdn Mdsodik eldirja a sorozat legkisebb indexd még nem eldirt
elemének értékét. Majd ezeket a lépéseket ismételgetik felvdltva a végtelenségig.
Kezdo nyer, ha a kapott sorozat valahonnan kezdve periodikus, Mdsodik nyer, ha
nem az. Van-e valakinek nyerd stratégidja (és ha igen, kinek)?

(4 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

1. megoldas. Masodiknak van nyerd stratégidja, példaul a kovetkez6. A péarat-
lanadik 1épéseiben mindegy, hogy mit ir el6, a parosadikokban pedig, ha az a 2k-
adik 1épés és az n-edik helyre kell tennie, akkor megnézi, hogy mi all az n — k-adik
helyen, és nem azt irja az n-edik helyre.

Bizonyitas. Indirekten tegyiik fel, hogy a ¢+ 1-edik elemétol kezdve periodikus
lesz az igy kapott sorozat, a periddus legyen p tagu. Valasszuk meg az a pozitiv
egészet gy, hogy ap > ¢ teljesiiljon. Mi torténik a 2k = 2ap-edik 1épésben? Mivel
n > 2k, azért n — k > k, azaz n —ap = ap, igy n —ap > q. Tehat a sorozat n —ap =
=n — k-adik és n-edik elemének meg kellene egyeznie, ami ellentmondas.

Szakdcs Domonkos (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

II. megoldas. Masodiknak van nyerd stratégiaja. Ismert, hogy a periodikus
0-1 sorozatok megszamlalhatéoan végtelen sokan vannak. Ennek egy gyors indok-
lasa: Minden ilyen sorozat leirhaté két véges sorozattal, melyek koziil az elsé lesz
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a periédus el6tti rész, a masodik a periédus. Ezeket a véges sorozatokat egy-egy
nemnegativ a és b egész szam 2-es szamrendszerben felirt alakjanak is tekinthet-
jiik. Minden ilyen a, b parhoz rendeljiik hozz4 a 2% - 3° szamot. A primtényezds alak
egyértelmiisége miatt ez a hozzarendelés injektiv, ezaltal a valahonnan kezdve pe-
riodikus 0—1 sorozatok halmaza a pozitiv egészek egy részhalmazanak felel meg,
ami nyilvan megszamlalhato.

Ha s1,59,... a valahonnan kezdve periodikus 01 sorozatok egy felsoroldsa,
akkor Masodik szamara egy — elvileg 1étezé — nyer6 stratégia az, ha minden i-re
az i-edik lépésében eléirandé n;-edik elemet az s; sorozat n;-edik elemétdl kiilon-
bozének adja meg. Ekkor a kapott sorozat biztosan kiilénboézni fog mindegyik s;
sorozattol, tehat nem periodikus.

Duchon Mdrton (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

59 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 23 versenyz6: Ali Richard, Christ Miranda
Anna, Chrobdk Gergs, Czanik P&l, Domjan Olivér, Duchon Mérton, Férizs Emma,
Fiilop Csilla, Kovacs Benedek Noel, Liszl6 Anna, Meljan David Gerg6, Molnér Istvéan
Adém, Nagy Leila, Nguyen Kim Dorka, Simon Lészlé Bence, Szakics Abel, Szakécs
Domonkos, Szeibert Dominik, Tarjan Bernat, Varga Boldizsar, Virdag Rudolf, Wiener
Anna, Z6mbik Barnabds. 3 pontot 6, 2 pontos 5, 1 pontos 10, 0 pontos 10 dolgozat. Nem
versenyszeri: 3 dolgozat. Nem szdmitjuk a versenybe a sziiletési datum vagy a sziil6i
nyilatkozat hidnya miatt: 1 dolgozat.

38 Nehezebb feladat megoldasa*

A. 827. Legyen n > 1 egész szdm. Egy pakliban n-féle szint és n-féle értéki kar-
tya van, minden szin és érték pdrbdl pontosan egy, azaz dsszesen n? darab. A paklit
megkeverjiik, és kiosztjuk n jdtékos kozott ugy, hogy mindenki n darab kdrtydt kap-
jon. A jdtékosok azt akarjik megcsindlni, hogy egy dltaluk vdlasztott sorrendben
letilnek eqy kor alaki asztalhoz, €s az elsd jdtékostol kezdve sorban leraknak egy-eqy
lapot, mig végil mindenki lerakta az dsszes lapjat gy, hogy mindig olyan kdrtydt
kell rakni, amely sem szinben, sem értékben nem egyezik meg a kozvetlenil eldtte
lerakott kdrtydval (az elsének lerakott kdrtya bdrmi lehet). Mely n-ekre lehetséges,
hogy gy lett kiosztva a pakli, hogy a jatékosok ezt nem tudjdik megesinalni? (A jd-
tékosok egyiittmikodnek egymdssal, és ldtjdk eqgymds lapjait.)

Javasolta: Kocsis Anett (Budapest)

Megoldas. Valasz: Minden n-re lehetséges, hogy gy lett kiosztva a pakli, hogy
ezt nem tudjdk megcsindlni.

*2021. szeptembertél ismét minden A-jelli feladat megolddsa megtaldlhaté honlapun-
kon, ez az egyik koziiliik.
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Rendeljiik a pakliban 1év6 i. szinll és j értékli kartydhoz az (i,j) szampdrt.
Most megadunk egy leosztast, aminél nem tudnak megfelel6en leiilni a jatékosok.
A k. jatékos (1 < k < n—1) kapja meg az Osszes (k, 1) alaki kértyat, ahol 1 <1< n
és k # 1, tovabbé kapja meg az (n, k) kdrtyat. Az n. jatékos a megmaradé kdrtyakat
kapja, tehat az (I,1) alaku kartydkat (1 <1 < n). Vildgos, hogy ez egy szabdlyos
kiosztés, azaz minden kartya ki lett osztva, és mindenki pontosan n kartyat kapott.

Tegyiik fel, hogy le tudnak iilni megfelel6 sorrendben, és ki tudjak jatszani
az Osszes kartyajukat. Ha az n. jatékos nem a kezdd, akkor jeloljiikk k-val annak
a jatékosnak a sorszamat, aki kozvetleniil az n. jatékos elott il a kérben, ha pedig
az n. jatékos a kezd6, akkor k-val a kérben maésodikat, azaz a kozvetleniil utana
kovetkez6 jatékost jeloljiik. Figyeljiikk meg, hogy k-t ugy valasztottuk, hogy n-szer
fog egymaés utdn rakni az n. és a k. jatékos. Emiatt parba allithatéak a kartydik
gy, hogy a parok egymaés utan lerakhatéak, azaz egy paron beliil a két kartyanak
sem a szine, sem a szama nem egyezik meg. Ez azonban nem lehetséges, mert
az n. jatékosndl van a (k, k) kértya, mig a k. jatékos osszes lapja vagy (k,l) alak,
vagy az (n,k), {gy egyik lapja sem dllhat a (k, k) lappal pdrba. Ellentmondas,
mégsem tudjak kijatszani az Osszes lapjukat ebben a kiosztasban.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal k6zos pontverseny
9. osztalyosoknak

(754-758.) K o

K. 754. Matyi és Sebi amoébaznak. Ha Sebi nyer, kap 3 cukrot Matyitol, ha
Matyi nyer, kap 2 cukrot Sebitél (dontetlen nincs). 30 jaték utdn Sebinek ugyan-
annyi cukra van, mint kezdetben volt. Hany jatékot nyert Sebi?

K. 755. Legfeljebb hany oldala lehet egy olyan konvex sokszdgnek, amelynek
pontosan 3 tompaszoge van? Adjunk meg egy ilyen sokszoget.

K. 756. Egy boltban 1 cm-es élhosszusagu és 2 cm-es élhosszusagu festett
fakockat lehet vasdrolni. A kisebb méretii kocka anyagkoltségének 60%-a a festék
ara, a tobbi pedig a fa ara. Mindkét fajta kocka ugyanolyan fabol késziil, és a nagyon
vékony festékréteg vastagsdga is azonos a feliiletiikon. A kockak elkészitésének
munkadija egységes, a mérettol fliggetlen Osszeg. A kockék eldallitdsanak koltségeit
figyelembe véve a boltnak 10 kis kocka és 5 nagy kocka elGallitdsa 830 Ft-ba kertiil,
5 kicsi és 15 nagy kockdé pedig 1490 Ft-ba. Hiny Ft munkadijat fizet a bolt egy
kocka elkészitéséért?

K/C. 757. Kati egy 4 x 4-es négyzetracsos papirlapot szeretne a récsvonalak
mentén kisebb darabokra vagni olléval. Mutassuk meg, hogy ponto-
san 11-féle puzzle-t tudna kivdgni dgy, hogy a kivagdsnak megfelel6- ] [
en kirakott puzzle az eredeti 4 x 4-es négyzet mind a négy szimmet-
riatengelyére szimmetrikus lesz. Ez példdul egy megfelel$ puzzle: ] B
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A K/C. 758. Egy derékszogii hdromszog alaku vitor-
lan a hajoosztdly piros jele olyan magassdgban van fel-
Ve festve, hogy MA+ AC =CB+ BM.Ha BM =7 m és
CB = 5 m, akkor mennyivel van magasabban a vitorla
fels6 csucsa a jeltol?
S
Bekiildési hatarid6: 2023. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet:
B https://www.komal.hu/munkafuzet
B C S

A C pontversenyben kitiiz6tt gyakorlatok
(757-758., 1753-1757.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 757. A szovegét lasd a K feladatoknél.

K/C. 758. A szovegét lasd a K feladatoknal.

Feladatok mindenkinek

C. 1753. Egy hosszu négyzetracsos papircsik elsé tiz négyzetére sorban leirjuk
az 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 szamokat, a kovetkezo tiz négyzetre ugyanezeket, és igy
tovabb. Ezen a médon pontosan 2030 négyzetet szamozunk meg. Egy babut az elso,
1-gyel jelolt négyzetre helyeziink. A babu egy lépése ezutan abbdl all, hogy annyi
mez6t halad elére, mint amilyen szam &all az altala éppen elfoglalt mezén. Milyen
szam van azon a mezdn, amelyen a babu akkor all, amikor kévetkezd 1épésével mar
le kellene 1épnie a 2030 hosszisagu papircsikrdl?

Javasolta: Biré Bdlint (Eger)
C. 1754. Egy sikban egymads mellé helyeztiik az ABCD, BEFC és EGHF

négyzeteket. A B-bol a DE-re bocsatott merdleges talppontja K. Mutassuk meg,
hogy az A, K, H pontok egy egyenesen vannak.

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

C. 1755. Milyen a, b és ¢ egész szamokra teljesiil az a® + b? — 8c = 6 egyenléség?
(Kanadai feladat)
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Feladatok 11. évfolyamtol
C. 1756. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan a

61
4-cos (m-sin (7 - 2)) = —52? + 15z — T

egyenletet.
Javasolta: Biré Bdlint (Eger)

C. 1757. Janoska egy négyzet alaki szényegen prébélja ki azt az 1j robotot,
amelyet kardcsonyra kapott. A négyzet oldalainak hossza 4 méter, cstucsai pedig
rendre az A, B, C' és D pontok. Legyen a P pont az ABCD négyzet azon bels6
pontja, amely az AB és a BC oldaltdl egyardant 1 méter tavolsdgra van. A P pontban
allé robot egy véletlenszertien kivélasztott iranyban egyenesen elindul és 2 méterre
eltavolodik a P ponttdl, majd megall. Mekkora a valdszintisége, hogy ekkor a robot
a szonyegen kiviil van?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyor)

Bekiildési hatarid6: 2023. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal . hu/munkafuzet

A B pontversenyben kitiizétt feladatok
(5294-5301.)

B. 5294. A hegyesszogli ABC' hédromszog két magassagvonala AT és BTg.
Az AB oldal felezépontja F', mig TATg felezépontja G. Bizonyitsuk be, hogy F'G
merd6leges T4 Tp-re.

(3 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Séndorfalva)

B. 5295. Adjuk meg a legnagyobb olyan k egész szamot, amelyre 1722-t
k-val elosztva a maradék 2m, mig 2179-et k-val elosztva a maradék 3m (alkalmas
0 < m < k/3 természetes szdmra).

(3 pont) Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyor)

B. 5296. Hany kiilonboz6 1épéssorozattal juthat el egy bastya a 8 x 8-as sakk-
tabla bal alsé sarkabdl a jobb felsé sarkaba, ha felvéltva 1ép jobbra és felfelé, to-
vabba elOszor jobbra 1ép és utoljara felfelé?

(4 pont) Javasolta: Hugjter Bdlint (Budapest)

B. 5297. Az ABC hdromszégben BAC< = 2C BA<. Legyenek A’, B', C’ rend-
re az CA, AB és BC oldalak olyan belsé pontjai, amelyekre az A’ B’C’ hiromszog
hasonl6 az ABC héromszéghoz. Mutassuk meg, hogy a BAC és a B'A’C’ szbgek
felez6i a B'C’ szakaszon metszik egymaést.

(4 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)
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B. 5298. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valds szamok halmazan:
y+yz? -2z =0,
z 42y — 2y =0,

r+axz?—22=0.
(5 pont) (Amerikai feladat)

B. 5299. A szamegyenes 1,2,3 pontjaban egy-egy bolha iil. Ha egy bolha
az a pontban, mig egy masik bolha a b pontban van, akkor az a-ban levé bolha
atugorhat a 2b — a pontba. El6fordulhat-e véges sok ilyen ugrdst kovetden, hogy
a bolhdk a 2100 3100 9100 4 3100 hontokban vannak?

(6 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

B. 5300. Legyen T egységnyi élhosszusagu szaba-
lyos tetraéder. frjunk T-be egy kockat gy, hogy T
minden lapjara a kockanak pontosan két csticsa illesz-
kedjen az dbra szerint (a szaggatott vonalak parhuza-
mosak a tetraéder megfeleld éleivel). Mekkora a kocka
térfogata?

(5 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)

B. 5301. Tegyiik fel, hogy tiz pozitiv egész szam reciprokanak Gsszege 1. Iga-
zoljuk, hogy mindegyikiik kisebb, mint 101990,

(6 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)

Bekiildési hatarid6: 2023. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

-
| & |

A. 845. Az ABC haromszog beirt kore a BC, C A, AB oldalakat rendre a D,
E, F pontokban érinti. Jelolje A’ azt a pontot a beirt kérén, melyre az A’ BC
hdromszog koriilirt kore érinti a befrt kort. Hasonléan definidljuk a B’ és C’ pontot.
Igazoljuk, hogy az A’D, B'E és C'F egyenesek atmennek egy ponton.

Az A pontversenyben kitiizétt
nehezebb feladatok
(845-847.)

Javasolta: Bdn-Szabé Aron (Budapest)
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A. 846. Legyen n egy pozitiv egész szam, és legyenek adva a wvi,vs,...,0,
vektorok a sikon. Az origobdl indulva egy bolha a kovetkezé szabaly szerint ug-
ral: § =1,2,...,n esetén az i. perchen 1/2 eséllyel ott marad, ahol éppen van,
1/4 eséllyel a v; vektorral ugrik arrébb, 1/4 eséllyel pedig a —v; vektorral ugrik
arrébb. Bizonyitandé, hogy az n. perc utan nincs olyan pont, ahol nagyobb valo-
szinliséggel tartozkodik a bolha, mint az origéban.

Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

A. 847. Adott egy véges A alaphalmaz, melynek néhany részhalmazat szépnek
nevezziik. Legyen egy halmaz kicsi, ha részhalmaza egy szép halmaznak. Legyen
egy halmaz nagy, ha van szép részhalmaza. (Egy halmaz lehet egyszerre kicsi és
nagy is, és az is el6fordulhat, hogy egy halmaz se nem kicsi, se nem nagy). Legyen
|A| = a, tovabbd jelolje a szép, a kicsi és nagy halmazok szdmét rendre s, k és n.
Igazoljuk, hogy

2. s < k-n.

Javasolta: Imolay Andrds (Budapest)

Bekiildési hatarid6: 2023. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

£

Informatikabdl kitlizott feladatok

1. 583. Egy tesztpalyan egy robot mozgasdnak utvonalat vizsgaljuk. A robot
mozgasat az E, J, B betlik sorozatdval vezéreljiikk. Az E hatdsdra 1 egységet elére
1ép az aktualis iranyba. A J és a B hatasara jobbra, illetve balra fordul 90 fokot.
A pélyan a robot helyzetét derékszogii koordindta-rendszerben adjuk meg. A robot
a (0,0) pontbdl indul, és kezdetben az y tengely pozitiv irdnydba néz. A robot
a mozgds soran nem lép ki a (—100,—100) és (100,100) szemkozti cstcsokkal
jellemzett racsnégyzetbol.

Készitsiink programot, amely megadja, hogy a robot milyen koordinataja pont-
ra jutott és milyen hosszii nyomvonalat hagyott a tesztpalyan.
A program parancssori argumentuma legyen egy adatallomény neve. A fajl

egyetlen sort tartalmaz, egy legfeljebb 1000 karakterbdl all6 utasitassorozatot E, J
és B betlikbol.

A kimenet elsé sordban jelenitsiik meg, hogy a robot a mozgas végén milyen
koordinataju pontra jutott, és a kimenet maéasodik soraban adjuk meg a robot
nyomvonalanak hosszat.
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Példdul: <
Bemenet (pl. a be.txt tartalma) | Kimenet A 7\
EEEBEEBEBEEJEJE -11 4_}[

9 (_17 1)
(0,0)

Bekiildend6 egy tomoritett 1583.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithaté.

I. 584 (E). A 60. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia 5. feladatdban szerepel
a kovetkezd: ,,Bath Bankja érméket bocsdt ki, melyeknek egyik oldaldn H, mdsik
oldaldn T beti lathato. Harrynek n ilyen érméje van, amelyek eldtte balrol jobbra,
egqy sorban vannak elrendezve. Harry ismételten végrehajtja a kévetkezd miveletet:
ha pontosan k > 0 olyan érme van, amin H van felil, akkor megforditja a balrdl k-
adik érmét; mdskiilonben minden érmén T van felil, és ekkor Harry megdll. Példdul
n =3 esetén a THT sorozatbdl indulva THT — HHT — HTT — TTT a lépések
sorozata, ami hdrom lépés utdn megdll.”

Modellezziik a feladatban leirt n (n < 30) hosszu sorozat viselkedését legfeljebb
100 1épésen keresztiil tablazatkezeld segitségével!

1. Hozzunk létre egy tablazatkezel6 munkafiizetet és mentsiik bathbankja néven
a program alapértelmezett formatumaban.

2. Helyezziik el egy munkalapon a ,,Bath bankja” szoveget az Al-es cellaba, vala-
mint az ,n=" szdveget az A3-as celldba.

3. Hozzunk létre a D3-as cellaban és a sorban tole jobbra egy ,, T” és ,,H” bet{ikbol
allé 30-tagu sorozatot véletlenszam felhasznélasdval gy, hogy a két betiit
egyenl eséllyel kapjuk minden celldban.

4. frjunk be egy pozitiv egész szamot a B3-as celldba, amely megadja a vizsgélt
sorozat hosszat. A 3. sorban generélt sorozatbdl, illetve a késébb létrehozott
sorozatokbdl csak az elsé n darab betiivel foglalkozunk a szimuldciéban.

5. Adjuk meg képlettel, hogy a generalt szdmokbdl az elsé n darab az 5. sor
megfelel6 celldiban is megjelenjen, mig a sor tovabbi celldi iiresen jelenjenek
meg.

6. Adjunk meg a B6:B105 tartomény celldiiban olyan képletet, amely megadja
az adott cella feletti sorban a D oszlopban és attdl jobbra 1év6 betiisorozatban
a ,H” betlik szamat.

7. Adjunk meg a D6:M105 tartoméany celldiban olyan képletet, amely a feladat
leirdsanak megfeleléen a sorozat k-adik betiijét kicseréli, mig a tobbi betiit
atveszi a felette 1év6 sorozatbol, ahol k az el6z6 sorban 1évé ,H” betilik szama.

8. Allitsunk be a munkalap minden celldjara a mintdhoz hasonlé, a tartalom meg-
jelenitéséhez megfelel6 oszlopszélességet és formazzuk a munkalapot a mintd-
nak megfelelGen.
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A B C D E B G H I J K L M N o P Q R

Bath bankja

1

2

3| n= 6 T T T H T H T T T H H H H T T
4

s | Lép Hdb T T T H T H
6| 1 2 T H T H T H
7| 2 3 T H H H T H
s| 3 4 T H H T T H
9| 4 3 T H T T T H
| 5 2 T T T T T H
n| 6 1 H T T T T H
2| 7 2 H H T T T H
B 8 3 H H H T T H
“| 9 4 H H H H T H
5| 10 5 H H H H H H
6| 11 6 H H H H H T
7| 12 5 H H H H T T
8| 13 4 H H H T T T
©| 14 3 H H T T T T
20| 15 2 H T T T T T
2| 16 1 T T T T T T
2| 17 0 T T T T T T

Bekiildendd egy tomoritett 1584 .zip alloméanyban a tablazatkezeld munkafii-
zet, illetve egy rovid dokumentacid, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott
tablazatkezelé neve, verzidészama.

I. 585. Aladdin egy szelencében N darab pénzérmét talalt, melyek koziil
0 < k < N hamis, a tobbi valodi. Azt, hogy melyik valédi és melyik hamis, csak
Abu, a kismajom tudja megmondani. Aladdin véletlenszeriien kivesz harom érmét
a szelencébdl, az egyiket Abunak adja, cserébe Abu megmondja a maésik kettorol,
van-e kozte hamis. Abu valédi érméért igazat mond, és hazudik, ha hamis érmét
kap. Ezutan Aladdin megtartja a két érmét, ha Abu szerint nincs kozte hamis, és
visszateszi a szelencébe, ha Abu szerint van. Ezt addig ismétlik, amig a szelencében
mar kevesebb, mint harom érme van. Ekkor Aladdin elveszi a maradék érméket.

Készitsiink programot, amely modellezi a fenti folyamatot, és megadja, hogy
adott k és 3 < N < 30 esetén hdny valddi érmére szamithat Aladdin és Abu. A prog-
ram a standard bemenet elsé sorabdl olvassa be N és k értékét, majd 1000 vélet-
lenszerii pénzérmesorozattal jatssza végig Aladdin és Abu fenti 1épéseit. A program
a standard kimenet egyetlen sordba két értéket irjon: dtlagosan hany valédi érmére
szamithat Aladdin és Abu, ha N érmébdl k hamis.

Minta: Bemenet Kimenet
20 3 10.0 7.0
25 9 8.4 7.6
12 10 1.3 0.7

Bekiildendo egy tomoritett i585.zip allomédnyban a program forraskédja és
rovid dokumentédciéja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithaté.

(A 2023. janudri K. 749. feladat alapjan)
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I/S. 69. Adott egy N elem(i T tomb, melynek i-edik elemét T'[i]-vel jeloljitk
(1-t61 indexelve). Egy (4,j) szdmpért inverzidnak neveziink, ha 1 <i < j < N és
T[i] > T'[j]. Szeretnénk a témbben eléforduld inverzidk szdmat csdkkenteni, és ehhez
pontosan egy elemét torolhetjik a tombnek. Adjuk meg, hogy minimum mennyi
az inverzidk szama a T tombben, miutan annak egy tetszoéleges elemét toroltiik.

A bemenet els6 sordban az N szdm talalhatd, a tomb hossza. A méasodik sorban
N szam talalhaté szokozzel elvalasztva, a tomb elemei. A kimenet egyetlen sordban
egy szam szerepeljen: a torléssel kaphaté legkisebb inverzidszam.

Mintdk: Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
6 /442515 2
4 /4321 3
4 /1234 0

Magyardzat (1. példa): ha toréljiik a tomb 5. elemét, akkor az 1j tomb:
[4,4,2,5,5], melyben az inverzidk szdma 2, és ez a legkisebb elérhetd inverzidszém.

Korldtok: 2 < N < 10%; 1 < T'[i] < 10° egész szdmok. IdSkorlat: 0,4 mp.

Ertékelés: a pontok 30%-a kaphaté, ha a program helyes kimenetet ad az
N <100 esetekben. Tovabbi 30% kaphatd, ha a program helyes kimenetet ad
az N < 1000 esetekben.

Bekiildend6 egy is69.zip tomoritett allomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrdsprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztéi kornyezetben futtathaté. A dokumenté-
ci6 tartalmazza a megoldas elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forrasokat. Ne
tartalmazzon koédrészleteket, azok magyardzata kodkommentek formajaban a for-
rasprogramban szerepeljen.

S. 168. Egy leegyszeriisitett felvételi eljarasban minden felvételizo legfeljebb
6 egyetemi szakra adhatja le a jelentkezését. Mindenki a sajat listajan szerepld
sorrend szerint szeretne bekeriilni az adott képzésekre. Ha az els6 helyrdl elutasitjak,
akkor a masodik helyre keriil, ha a masodiktdl is elutasitjik, akkor a harmadikra
stb. Ha egyik szakra sem veszik fel, akkor nem mehet egyetemre. Mivel a képzések
pontszamitasi rendszere eltérhet, ezért a felvételizO pontjat minden szakra kiilon
meg kell adni.

A felvételi a ponthatarok meghizasdval torténik. Minden egyetem minden
szakra megad egy ponthatart. Ha egy felvételiz6 a ponthatdrnal nagyobb vagy
egyenld pontszamot ért el, és a listdjaban el6bb 1évé szakokra nem vették fel, akkor
az adott szakra veszik fel. Ha valakit tobb helyre is felvennének a pontjai alapjéan,
akkor is csak a listdjaban legelol 1év6 szakra iratkozhat be.

A ponthatdrokat gy kell meghizni, hogy azok mindenhol a lehet6 legalacso-
nyabbak legyenek, de az egyetem ne lépje at az egyes szakokra kiszabott kvotat,
azaz ne vegyen fel adott szamu hallgaténdl tobbet. Fontos szabaly, hogy az azonos
pontszamu hallgatékat csak egyiitt lehet felvenni, illetve elutasitani.

Adott az Osszes felvételiz6 preferencialistaja a kiszamitott felvételi pontokkal
egylitt és a szakok kvétdi. Adjuk meg, melyik a legalacsonyabb ponthatar, amivel
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még valamelyik szakra be lehet keriilni, valamint adjuk meg, hogy hany felvételizét
nem vettek fel sehova.

A bemenet elsd soraban a felvételizOk szdma, I és az egyetemi szakok F szama
szerepel. A kovetkezo F' sor mindegyikében egy-egy felvételizé preferenciasorrendje,
azaz legfeljebb 6 szampar szerepel. Minden szampar elsé tagja a szak sorszama,
a masodik tagja pedig a felvételizé pontszama arra a szakra. A kovetkezd sorban
a szakok F széma szerepel. Az alatta 1év6 sorban E szdm szerepel. Az i-edik szam
az i-edik szak kvétdja, amit a felvettek szama nem 1éphet at.

A kimenet els§ sordba a legalacsonyabb ponthatéart kell irni. A kimenet méso-
dik sordaba azon felvételizOk szama keriiljon, akik nem jutottak be sehova.

Példa: Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
42/ 1480 / 1 450 2 450 430
1420 2 430 / 2 400/ 2 1 1

Magyardzat: az elsé szakra az elsé két felvételizé jut be. A harmadik lemarad
az els6 szakrol, igy kiejti a negyedik felvételizét a méasodik szakrol.

Korldtok: 1 < F <10000, 1 < F < 1000. Az egyetemek 1-t6l E-ig sorszamo-
zottak. A pontszam 0 és 500 kozotti egész szam. Idokorlat: 1 mp.

Ertékelés: a pontok 40%-a kaphatd, ha a program helyes kimenetet ad az
F, E < 100 bemenetekre.

Bekiildendd egy s168.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumen-
talt és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas lépéseit, vala-
mint megadja, hogy a program melyik fejlesztéi kornyezetben futtathatd. A doku-
mentacié tartalmazza a megoldas elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forraso-
kat. Ne tartalmazzon kédrészleteket, azok magyarazata kédkommentek formajaban
a forrdsprogramban szerepeljen.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkezoé cimen t6lthetdk fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2023. marcius 15.

R4tz Tanar Ur Eletmiidijak atadasa
2022 decemberében

A magyar torténelemre az évek soran szamos pedagdgus volt nagy hatéssal.
Apdczai Csere Jdnos, Oveges Jozsef, vagy éppen Rdtz Ldszld csak néhany név azon
tanarok koziil, akik nemcsak Gjité6 mddszereikkel és vilagfelfogasukkal hagytak nyo-
mot a magyar oktatds és kozélet teriiletén, de olyan kiemelked6 tuddsokat, szakem-
bereket és gondolkodokat neveltek, akik mentoraik tanitasait kovetve, munkajukkal
tovabb formaltak nemcsak Magyarorszagot, de az egész vilagot.
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Az dijat alapité harom nagyvéllalat, az Ericsson Magyarorszig, a Graphisoft
és a Richter Gedeon jdl tudja, hogy az igazan tehetséges pedagdégus barhonnan
érkezhet. A Magyar Természettudomédnyos Oktatasért Alapitvany létrehozédsaval
egyediilalld6 médon immar két évtizede kozos céljuk, hogy tisztelettel addzzanak
azon tanarok elott, akik kiemelked6 eredménnyel képezik a jové tehetségeit és hoz-
zajarulnak az 1j pedagogusgeneracié szakmai palyajanak elinditdsahoz. Felismer-
ve a kozoktatdsban dolgozdk nehéz helyzetét és kifejezve tdmogatasukat, minden
évben az orszag egész teriiletén batoritjak az embereket és intézményeket, hogy
nevezzék azokat a redltargyakat oktato tanarokat, akik érdemesek a dijra. Fontos-
nak tartjak, hogy a dijazas soran mindenekel6tt a tudas és elhivatottsdg értéke
legyen az, amely megkiilonbozteti a jutalmazott pedagégusokat, 6k pedig minden-
kori céljuknak tekintik ezeket a tulajdonsagokat felismerni és értékelni, barhol is
bukkannak ra a kivalé szakemberre.

A Rétz Tanér Ur Eletmiidij iinnepélyes dijatadéjat idén decemberben ismét
a Magyar Tudoméanyos Akadémia Disztermében rendezték meg. Az elismerésben ez
alkalommal is 8 kivélé pedagdgus részesiilt, akik a matematika-, fizika-, kémia-, bio-
logiaoktatés teriiletén nyujtott kimagaslo teljesitményiikért vehették 4t a rangos ki-
tlintetést. A 2022-es palyazati id6szak fontos fejleményeként, a pedagogus Kossuth-
dijként is emlegetett szakmai elismeréssel jaré pénzjutalom Gsszege is tovabb nove-
kedett — az idei évtol fejenként kétmillié forintot kaptak a dijazott tanarok.

,ldedlis tanar az, aki nemcsak jol tanit, de elhivatottan teszi azt. Ez termé-
szetesen meglatszik munkéjan, éleslatasan, a fiataloknak atadott tudason, sajat és
didkjai szorgalman, eredményein. Az elmilt évek péalydzati id6szakai soran meg-
tapasztaltuk, e tulajdonsagok igazan kiilonlegesek és sosem tudhatjuk végiil hol
fedezziik fel éket. Nagy oromiinkre szolgdl, hogy idén is az orszag minden teriile-
térél érkeztek hozzank kiemelkedd nevezések, megadva ezzel a lehet&séget az ott
dolgoz6 pedagdgusok munkdjanak elismerésére.” — Mondta Krod Norbert, az Ala-
pitvany kuratériumanak elnoke.

2022-ben a kiovetkez6 pedagogusoknak itélte oda a dijat a kuratérium:

Kémigbdl Hotziné Pécsi Aniké Judit (Debrecen, Téth Arpéd Gimndzium) és
Tolgyesné Kovacs Katalin (Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimnézium);

Biolégiabdl Bertané Kévesdi Gabriella (Keszthelyi Vajda Jénos Gimndzium) és
Fazekas Andrea (Budapest, Dedk Téri Evangélikus Gimnézium);

Matematikdb6l Erdés Gabor (Nagykanizsa, Batthydny Lajos Gimnézium) és Varga
Jézsef (Kecskemét, Banyai Julia Gimnézium);

Fizikdb6l Koncz Karoly (Pécs, PTE Babits Mihdly Gyakorlé Gimndzium) és
Moréné Tapody Eva (Szegedi Tomorkény Istvan Gimnédzium, Miivészeti Szak-
gimndzium).

A KoMalL szerkesztOsége is kivan mindannyiuknak — és tanartérsaiknak is —
tovabbi er6t a tehetséges didkok felkutatasahoz, felkarolasdhoz és tamogatasahoz!

A részletes indoklasok és az évente megijulé felhivds megtaldlhaté a Dij hon-
lapjan: http://ratztanarurdij.hu, a dijazottakat bemutaté kisfilmek pedig meg-
tekinthetek a Ratz Tandr Ur Eletmiidij youtube-csatornajan:

https://www.youtube.com/ratztanarureletmudij5822/videos.
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Beszamolé a 2022. évi Eotvios-versenyrol

Az Eotvos Lorand Fizikai Téarsulat 2022. évi Eotvos-versenye oktober 14-én
délutan 3 érai kezdettel tiz magyarorszagi helyszinen! keriilt megrendezésre. Ezért
kiilon koszonettel tartozunk mindazoknak, akik ebben szervezéssel, feliigyelettel
a segitségiinkre voltak. A versenyen a hirom feladat megoldasdra 300 perc all
rendelkezésre, barmely irott vagy nyomtatott segédeszkoz hasznilhatd, de (nem
programozhatd) zsebszdmolgépen kiviil minden elektronikus eszkoz haszndlata
tilos. Az E6tvos-versenyen azok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanuldk, vagy
a verseny évében fejezték be kozépiskolai tanulmanyaikat. Osszesen 60 versenyzd
adott be dolgozatot, 21 egyetemista és 39 kozépiskolas.

Ismertetjiik a feladatokat és azok megoldasat.
ok

1. feladat. Vizszintes tengelyd, rdégzitett hemgerre
egy vékony, hajlékony, m tomegii lancot helyeziink az ab-
ran ldathaté mdodon, és nyugalomban tartjuk. A henger és m
a lanc kozotti surlodds elhanyagolhato.

a) Mekkora gyorsuldssal indul el a ldnc, ha szaba-
don engedyjiik?

b) Mekkora a ldncot feszité erd legnagyobb értéke
az elengedés utdni pillanatban?

€

(Gelencsér Jend)

Megoldas. a) Szamitsuk ki a ldnc gyorsuldsdt az indulds pillanatdban. Ezt
tobbféle mddszerrel is megtehetjiik.

1. mdodszer. Ha a lanc a gyorsuldssal indul, ak-

d
Am
kor egy nagyon rovid ¢ id6tartam alatt az elmozdulé- a -~
sa d= %tz, a sebessége pedig v = at lesz. Alkalmazzuk /
a mechanikai energiamegmaradas torvényét erre a moz- R
gésra (1. dbra). m
A ldnc mozgési energidja (annak megvaltozdsa) l
d
\ g

1 1
Alc]mozg'cisi = 5’”’“}2 = §m012t2. X

1. dbra

A helyzeti energia valtozasat legegyszeriibben tgy kaphatjuk meg, hogy gondo-
latban levagunk a lanc fels§ végérol egy d hosszisagu darabot, és azt a lanc alsé

! Részletek a verseny honlapjan: http://eik.bme.hu/~vanko/fizika/eotvos.htm
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végéhez ,ragasztjuk”. Ennek a darabkanak a tomege

m

és mivel R tavolsaggal mélyebbre keriil,

Am =+,
§R7T
2
AEhelyzeti =—-Am gR = _ﬂd = —@atQ.
’ ™ ™

Az energiamegmaradds tétele szerint

ahonnan

AE‘mozgési + AE/‘helyzeti = 07

II. mddszer. Ismert (vagy tablazatokban megtaldl-
hatd), hogy az R sugari, 2« nyildsszogli homogén koriv
P tomegkozéppontja a kor O koézépponttol

sin «v

s = R
o

tavolsagra van (2. dbra). Esetiinkben o = /4, igy

s = ?R ~ 0,9R.

Az éppen meginduld lancot tekinthetjiik merev testnek, amelynek az O pontra
vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka © = mR?. A lancra (merev testre) haté
kiils6 erck forgatéonyomatéka csak a nehézségi er6bdl szarmazik, nagysaga

CREE

M = mgs sin T_ mgR— — = —mgR.
4 T 2 T

(A ldncra hatnak még a henger altal kifejtett, helyrdl helyre véltozé kényszererSk
is, ezen er6k azonban — surléddsmentes esetben — mindenhol sugariranytak, tehéat
az O pontra vonatkoztatott forgatényomatékuk nulla.)

A forgémozgds alaptorvénye szerint a test szoggyorsulsa

M_gng_2g

e TR mE TR R

a lanc ,keriileti” gyorsuldsa pedig

106

2
azRﬂz;g.
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b) A ldncot feszitd K erd a ldnc végeinél nulla, kozot-
titkk pedig valahol maximuma van. Ezt a helyet, valamint
a maximalis feszitGeré nagysagat keressiik. A lanc egy-
egy kicsiny, ¢ szoggel jellemezhetd helyen 1évé darabké-
jdra haté nehézségi erd Snmagdban (éppen tgy, mint egy
 hajlasszogl lejtén) gsin gyorsuldst hozna létre, ami
a lanc fels6 részén kisebb, az aljanak kozelében nagyobb,
mint az egész lanc a gyorsuldsa (3. dbra).

Emiatt a fels6 részeken a lancszemekre haté feszito- 3. dbra
erdk kiilonbsége altalaban nullatdl kiillonb6zo, hiszen egy Am témeg, kicsiny lanc-
darabka mozgasegyenlete

. 2
Kesre — Kngtra + AmgSHlSD =Ama = AMQ;,

vagyis

2
Kelére = Khétra +Am - g (’/T — Sl 90) .
Léthatd, hogy a lanc felsd végétdl (¢ = 0 helytdl) elindulva mindaddig, amig
. 2 .
sin @ < ;7 addlg Keisre > Khétra7
vagyis a K () kényszererd (a ldncot feszitd erd) ¢ novekvd fiiggvénye. Ha viszont
. 2
sinp > —, akkor Kejgre < Khétraa
v

tehdt ebben a tartomdnyban a K(p) kényszererd ¢ csokkend fiiggvénye. Ezek
szerint a kényszererd

= arcsin% ~ 0,69 radidn ~ 39,5°
szognél a legnagyobb. Itt
Keigre = Knatra = Kmax-
Kérdés, hogy mekkora K. értéke. Ezt a lanc fels6

(¢ < o szogekkel jellemzett) darabjanak forgdsi mozgés-
egyenletébdl kaphatjuk meg (4. dbra).

A kérdéses lancdarab tomege

4. abra

m
mo = T@07
5’/T

a tehetetlenségi nyomatéka
@0 = moRQ,
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tomegkozéppontjinak az O ponttdl mért tavolsaga

sin (%gpo)

1 R,
%0

So —

és a tomegkozéppont tavolsidga az O ponton atmené fiiggdleges egyenestdl

1
go = S0 sin <2Lp0) .

A forgémozgés alapegyenlete szerint
a
KmaxR + mogfo = @(Jﬁv

ahonnan a fentebb kiszamitott értékek behelyettesitése utan kapjuk, hogy
4 4
Kmax =mg <2300 - — sin2 300> ~ 0,13 mg.
s s 2

Ugyanezt az eredményt megkaphatjuk a munkatételbdl is, ha felirjuk, hogy
egy nagyon rovid idétartam alatt a nehézségi eré munkajénak és a K kényszerero
munkéajanak Osszege a kezdetben 4ll6 lancdarab mozgési energiajaval lesz egyenlo.

A ldncot feszité er6t a fentiek mintdjéra tetszéleges pontban (tetszéleges
o szogre) kiszamithatjuk:

és dbréazolhatjuk is (5. dbra).
K

mg

0,14
0,12
0,10
0,08
0,06
0,04
0,02

5. dbra

2. feladat. Egy téglatest alaku gdztartdlyt egy kétrétegd, finom szévési fémhd-
16 oszt két részre; a két térrész térfogatdnak ardnya 1:2. A fémhdlo két rétege
a kozottik 1évd, igen keskeny rés miatt mem ér dssze. A tartdalyban egyszeresen
pozitiv toltésti ionokbdl dllo gdz taldlhato. A hémérsékletet mindkét térrészben dl-
landd, 1200 K értéken tartjuk. Milyen polaritdsi és mekkora egyenfesziiltséget kell
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kapcsolni a fémhdlo rétegei kozé ahhoz, hogy hosszi idd utdn a két térrészben taldl-
hatd ionok szdma megegyezzen? (A gdz elég ritka ahhoz, hogy a részecskék kozitti
kélesonhatds elhanyagolhato legyen, az dtlagos szabad wthossz pedig joval nagyobb
a fémhdld rétegeinek tdvolsdgandl. Az ionok téltése dllandd.)

(Vigh Maté)

1. megoldas. Ez a gondolatmenet a kinetikus gazelméleten alapul. Eloljaroban
osszefoglalunk néhany fontosabb tudnivalét, amit a megoldds soran fel fogunk
hasznalniZ.

Ismert, hogy adott T hémérsékletii gazban a részecskék sebességének egy adott (pél-
ddul x) irdnyba esd vetiilete nem mutat egyenletes eloszldst: kisebb sebességértékek eléfor-
dulésa gyakoribb, mig a nagy értékek kevésbé valészintiek. Ezt az el6fordulési gyakorisdgot
az f(vs) Maxwell-Boltzmann-féle eloszlasfiiggvénnyel lehet jellemezni, amely megadja,
hogy a részecskék mekkora hdnyada rendelkezik egy adott (vs, vy + dv,) intervallumba
es6 sebességkomponenssel:

a (U, Ve + dvg) tartomdnynak megfeleld részecskék szdma

= f(vz)dvg.

Osszes részecske szama

EbbSl a meghatarozasbdl kovetkezik, hogy f(vz)
az f(vgy) fiiggvény gorbe alatti teriilete tet-
szbleges (tehdt nem csak infinitezimdlisan ki-
csiny) sebességintervallumon megadja az ab-
ba a tartomanyba es§ részecskék szdmanak
aranyat a teljes részecskeszamhoz viszonyitva
(lésd a 6. @brdt). Ennek értelmében az f(v,) el-
oszlasfiiggvény teljes gorbe alatti teriilete sziik-
ségszerlien 1 (més széval a fiiggvény normadlt).

0 wvi e Vg

Az f(v,) fiiggvény alakjat egy C normals- 6. dbra
si tényez6 erejéig az x irdnyu mozgashoz tarto-

26 mv2 /2 energia hatdrozza meg a Boltzmann-faktor alapjan:

f(vm) = Ce™ 2kT ,
amelyet normdleloszlisnak vagy Gauss-eloszldsnak neveznek.

Ezutan térjiink ra a konkrét feladat megoldasara. A koordinata-rendszeriink
x tengelyét valasszuk a fémhalé sikjara merdlegesen, a kisebb térrész felél a nagyobb
felé mutaté irdnyban. A kisebb térrészre vonatkozo fizikai mennyiségeket jeloljiik
1-es indexszel, mig a nagyobb térrészhez tartozé mennyiségeket 2-es indexszel.

Ha a fémhdélé két rétege kozé nem kapcsolunk fesziiltséget, a gaz egyenletesen
tolti ki az egész tartélyt, azaz a két térrészben a részecskeszdm-siiriiség (n) megegye-
zik, az ionok szaméanak ardnya pedig a térfogatok ardnyaval egyezik meg. A kivant
végéllapotban azonban a két térrész részecskeszama egyenld, igy a részecskeszam-
stirtiségek viszonya:

ny = 2n2.

2 Az Eétvos-versenyen barmely nyomtatott szakirodalom szabadon hasznélhaté.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/2 109



Ez az inhomogén elrendezdédés olyan polaritdsi elektromos térrel tarthaté fenn,
amelyben a térerGsség akaddlyozza a pozitiv toltési ionok aramlésat a kisebb
térrészbdl a nagyobb térrész iranyaba. A sikkondenzatornak tekintheto fémhalénak
tehat a kisebb térrész fel6li oldala lesz negativ toltési, a nagyobb térrész felé eso
oldala pedig pozitiv polaritasu.

A feladat szovege szerint a részecskék atlagos szabad tthossza jéval nagyobb
a fémhalo rétegeinek tavolsagdnal, ezért a ,kondenzator” belsejében az ionok egy-
méssal nem (pontosabban elhanyagolhatéan kis eséllyel) iitkoznek, kizardlag az itt
uralkodé elektromos mezd hatdsa alatt allnak. A nagyobb térrészbdl a fémhalé ré-
tegei kozé belép6 ionok az elektromos tér hatasara felgyorsulnak, majd a kisebb
térrészbe érve az ott 16vé részecskékkel iitkozve termalizalodnak. Ebben az irdny-
ban tehdt az ionok akadaly nélkiil 4thaladnak a halén. A kisebb térrész fel6l belép6
ionok azonban csak akkor tudnak athaladni a fémhalén, ha az z irdnyd sebes-
ségkomponensiik nagyobb egy bizonyos v* értéknél, ellenkez6 esetben az elektro-
mos tér visszaforditja Oket. Az ilyen irdnyud dthaladashoz sziikséges hatarsebességet
a munkatételbdl kaphatjuk meg:

1 2eU
—eU=0—-mv*? — o= 6—,
2 m

ahol e az elemi t6ltés, U pedig a fémhdléra kapcsolt fesziiltség. Itt is igaz, hogy
a v, > v* feltételt teljesité ionok a nagyobb térrészbe érve termalizalodnak. Hogy
pontosan mekkora az a v* sebesség (és mekkora az ehhez tartozd U fesziiltség),
amelynél a két térfélben a részecskék szdma azonos marad, azt vizsgaljuk meg
részletesebben!

Tekintsiik a kisebb térrészben 1év6 részecskék koziil azokat, melyeknek x iranyt
sebességkomponense a récs felé mutat és a (v, v, + dv,) tartomdnyba esik. Ezek
az ionok az eloszlasfiiggvény definicidja alapjan nq f (v, ) dv,, térfogati slirliségben
helyezkednek el a kisebb térrészben. Kicsiny At idétartam alatt a részecskék ezen
csoportjabdl csak azok az ionok érnek el a fémhaldig, melyek legfeljebb v, At téa-
volsdgra vannak att6l. A fémhalé teljes A teriiletére tehat At id6 alatt a megadott
sebességtartomanyban

n f(vg)dvy - Avg At

v At szamu ion érkezik be a kisebbik térrész fe-
oL O 16l. A fémhaléra kapcsolt fesziiltség miatt csak
S sz” LT a v, > v* feltételt teljesitd részecskék jutnak at
AT

o a nagyobb térrészbe (7. dbra), ezért az atjuté io-
B T nok szdmat a sebesség szerinti integralként a ko-
vetkez6képp fejezhetjiik ki:

7. dbra

ANl = /nlf(v,;) . Avatd’U;E

v*
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Ha ezt a mennyiséget elosztjuk az A teriilettel és a At idGtartammal, akkor meg-
kapjuk a kisebb térrészbdl a nagyobb térrészbe beléps részecskedram-stiriiséget:

AN,
T AAG

jl = nl/f(vr)vx dvx-

Teljesen hasonléan szamolhatjuk ki a nagyobb térrészbél a kisebbe atlépd részecs-
kék dramstriségét, azzal a kiilonbséggel, hogy ilyen irdnyban minden olyan részecs-
ke atjut a fémhalén, amelynek x irdnyt sebességkomponense negativ:

0

j2:n2/f(vm)vzdvz'

Lathatd, hogy jo negativ, hiszen a negativ z tengely irdnyaba torténd részecske-
aramldst ir le. Allanddsult dllapotban (ldsd a 8. d¢brdt) a nagyobb térrészbe belép6
és onnan kilép6 részecskék aramsiiriiségének el6jeles tsszege zérus:

J1+72=0.

n na n2 f(vg) vg
.':‘-:-.. }:: . ]2 :_.-. . --' /V\

8. dbra

n1 f(ve) Ve

Felhasznalva f(v,) korabban felirt alakjat:

) 0
m’UZ m'ui
nq /067 2kT vy dvg + 1o / Ce™ 2kT v, dv, = 0.

v* —o00

Az integralok kiszdmitdsahoz érdemes attérni a w = mv?/(2kT) valtozéra. Ennek
segitségével

m
dw = ﬁvx do,,

igy a fenti egyenlet egyszertisitések és az integraldsi hatarok megvéltoztatasa utan
igy frhaté:

o) 0
ny /e*wdw + ng/e*“’dw =0.
eU ']
kT
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Az integralokat most mar elvégezhetjiik:

nl[fe*w}%ig + ng[—e’“’]go =0.

A primitiv fiiggvényeket a hatarokon kiértékelve kapjuk:

_eU
nie kT —ngo =0,

ahonnan a keresett U fesziiltség:

n<”1> Mo~ 2 v

no &

T

e

U

Megjegyzés. Voltak versenyzék, akik a fizikai jelenséget részletesen atlattak, az aram-
stirtiségekre felirt integralokat azonban nem szamoltak ki, ehelyett észszerti becsléseket
végeztek. A Versenybizottsdg ezeket a kozelitéseket is értékelte.

II. megoldas. Az allanddsult dllapot kialakuldsa utan a kisebb térrészben két-
szer akkora lesz a nyomds, mint a nagyobb térrészben, hiszen a hémérséklet és
részecskeszam ugyanakkora, a térfogatok ardnya viszont 1 : 2:

p1 = 2pa.

Végezziik el a kovetkez6 gondolatkisérletet. A kisebb térrészben vegyiink krbe AN
szamu iont egy konnyd ballonnal, ahol AN sokkal kisebb a teljes gdzmennyiség
részecskeszamanal. Jelolje a ballon kezdeti térfo-
gatat AVy. Vigyiik 4t gondolatban ezt a ballont
a masik térrészbe, majd engedjiik ott izotermi-
kusan kitagulni akkora AV, térfogatig, ameddig
a bezart gdz nyomasa p; értékrdl po-re csokken
(9. dbra). Szdmitsuk ki, mekkora munkat kell vé-
9. dbra gezniink a folyamat kozben!

© D2

Amikor a AV; térfogatd ballont a kisebb térrészbol eltavolitjuk, a térrészben
1év6 p1 nyomaésu gaz igyekszik a ballont , kilokni” onnan. Ennek megakaddlyozaséra
nekiink negativ,

Wi =—piAVy

munkat kell végezniink. Fzutan a fémhalé elektromos mezéjén a térerGsséggel el-
lentétes iranyban kell elmozditani az eAN Ossztoltést gazmennyiséget, ez tovabbi

WQZGAN~U

munkat igényel. Amikor a ballont izotermikusan kitagitjuk a végsé AV, térfogatra,
az altalunk végzett munka negativ, értéke

AV,
= —-ANEKT In —-.
W3 k ITLAV,1
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Nem szabad megfeledkezniink arrél sem, hogy a nagyobb térrészben AV, térfogati
helyet kell szoritani az oda atvitt gazmennyiségnek, ehhez

Wy = p2AVs
munka sziikséges. A képzeletbeli folyamat soran tehdt Gsszesen

AV
Wielies = —p1AVy + eAN - U — ANET In TVZ + p2 AV,
1

munkat végeztiink. Vegyiik észre, hogy az elsé és az utolsé tag kiejti egymast, hiszen
az idedlis gazok allapotegyenlete szerint

Szintén ebbdl kovetkezik, hogy a ballon végsd és kezdeti térfogatdnak aranya kife-

jezhet6 a nyomasok aranyaval:
AV P1

AVi  po

A teljes munkavégzés tehat igy irhato:

Wieljes = ¢AN - U — ANET In 22,
b2

Ha ez a munka negativ lenne, akkor a folyamat magatol végbemenne, azaz a kis
gdzmennyiség atjutna a kisebb térrészbol a nagyobb térrészbe. Ellenkezd esetben,
ha a munka el6jele pozitiv lenne, a folyamat az ellentétes iranyban menne végbe
spontdn moédon. Mivel staciondrius allapotban egyik sem torténik meg, Wigljes
sziitkségképpen zérus:

eAN -U — ANKTIn 2L = 0.
P2

A mozgatott gdzmennyiség AN részecskeszaméval leoszthatunk, majd kozvetleniil

megkapjuk az
v=F <191> LI
e D2 e

eredményt, amely megegyezik az I. megoldas eredményével.

II1. megoldas. Vegyiik észre, hogy a megoldas, amit kaptunk, atrendezhetd

a kovetkezo alakba:

n _eUu _AE
L N A kT

ni P1

=

ahol AE a két térrész kozotti (elektrosztatikus) potencidlis energia kiilonbsége.
Ugyanerre az eredményre jutunk, ha atrendezziik a jol ismert ,barometrikus ma-
gassagformula” képletét:

D2 _ 09Ah mgAh AFE
— =e p1 —e kT —e kT R
Y41
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ahol ¢ a gédz slirlisége, g a nehézségi gyorsulds, Ah a magassagkiilonbség, m a ré-
szecskék tomege, és AFE itt is a két helyzet kozotti (gravitdcids) potencidlis energia
kiilonbsége.

Ha nem a ,nagy szabad tuthossz” kozelitését vizsgalnank, a két fémhald kozott
a nyomds ugyanugy valtozna, mint a ,barometrikus magassagformula” izotermikus
légoszlopdban. Az mg nehézségi erd helyére az eE elektromos eré keriilne.

AE

Mindkét esetben megjelenik az e~ kT Boltzmann-tényez6. Ennek magyardzata
az, hogy a gazrészecskéket energetikai szempontbdl jellemz6 (v,,vy,v,) sebesség-
komponensek mellett a feladatbeli rendszerben megjelenik még egy ,,szabadsagi fok”
is: az, hogy a részecske melyik térfélben helyezkedik el. A nagyobb (2-es szdmu)
térrészben az ionok potencidlis energidja AFE = eU értékkel magasabb, mint a ki-

sebb (1-es szdmu) térrészben, ezért az ionok megtalaldsi valészintiség-siirtiségének
eU
(vagy az azzal ardnyos részecskes(iriségek) ardnya e *T .

Ezzel a gondolatmenettel a megoldds — megfelel6 indoklassal — egyetlen sorban
megkaphatd.

3. feladat. Egyenletes vastagsdagu ellendllds-
huzalbol v és 2r sugari karikdkat készitink, és
azokat eqy sikban, koncentrikusan helyezzik el.
A karikdkat két helyen, ugyanabbdl az ellendl-
lashuzalbol készilt, sugdariranyd ,killékkel” kot-
jiik dssze, az abran ldthaté mddon. Az elrende-
zés A pontjandl (sugdrirdnyban) I erdsségi dra-
mot vezetiink be, a B pontjdbol pedig (szintén
sugdrirdnyban) elvezetjik azt. Mekkora a mdg-
neses indukciovektor nagysdga a karikdk O ko-
zéppontjaban?

(Cserti Jozsef)

I. megoldas. A feladat megoldasa soran el6szor a Kirchhoff-torvények segit-
ségével meghatarozzuk az egyes vezetékekben folyé aramokat, majd kiszamoljuk
az ezek altal keltett magneses teret a karikdk kozos O kozéppontjdban.

Jelolje R az r hosszusagu vezetékdarab ellenallasat! fgy az egyes korivek, illetve
a kiillék ellenalldsa, az dbran megadott jeloléseket hasznélva, az alabbiak szerint
adédik: Ry = 7R, Ro = R4 = R, R3 = Rg = %R, Rs = 7R, Ry = 3nR.

Az A pontban bevezetiink, a B pontban kivezetiink I dramot. Az egyes veze-
tékdarabokon foly6 aramokat a 10. dbra alapjan vessziik fel, ahol mar kielégitettiik
a Kirchhoff-féle csoméponti térvényeket, azaz barmely csomépontra a bemené és
kimen6 aramok Osszege megegyezik. Lathatjuk, hogy Osszesen harom ismeretlen
paraméteriink van: Iy, I és I3, melyeket a huroktorvényekbol hatdrozhatunk meg.
Irjuk fel a huroktérvényeket a kiilsé karikéra, a belsé karikdra, valamint a jobb alsé
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negyed korgytiri hatarara:

(1) R —R(I-L—L)=0 — aR[L—-3I—-1—1)]=0,
RsI3+ Rs(I — Io + I3) — Re(Io — I3) = 0,

amibdl

) B 2~ Iy + 1) — (1~ 1)] =0,

adédik, és végiil

(3)  Rols+ Rsls — Ry(I — I,) — Ril, = R [12 n gfg (I -L)—xhL|=o0.

Az ismeretlen paraméterek (I, Is és I3) egy hdromismeretlenes, linedris egyenlet-
rendszer megoldasaként adodnak. Tényleg sziikség van ezek kiszdmolasara? Proé-
béaljuk megoldani a feladatot enélkiil!

A sugdrirdnyu bevezetések, kivezetések és kiillok a Biot—Savart torvény értel-
mében nem adnak jarulékot a kézéppontban mért magneses tér értékéhez. A mag-
neses indukcié nagysaga egy r sugari, I aramjarta korvezet6 kozéppontjaban
B = % % Ha csak egy o kozépponti szoggel leirhatd koriv jarulékat tekintjiik
a kozéppontban, az B = £2* % alakban adddik. Ezek alapjan mér kiszamithatjuk
a kiils6, majd a bels6 karika altal keltett mégneses teret. A kiils6 karika esetén:

o I 3uo I =L —I o
8 2r 8 2r 167‘[1 (I=h- k)] =0,
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azaz a magneses indukcié értéke nulla a kozéppontban. A levezetés utolso 1épésében
felhaszndltuk az (1) egyenletet. A bels6 karika esetében:
_pols 2p0 I—D+ 13 pola—1Iy o

- = = 42—+ 13)— (I, —I)] =
57 g . S 8r[3+( 2+ I3) — (I~ I3)] =0,

itt is nulldnak addédik a mdgneses indukcié nagysdga. Az utolsé 1épésben a (2)
egyenletet hasznéltuk fel. Osszegezve, a teljes rendszer esetében is nulla a magneses
indukciévektor a kozéppontban. Mi a mélyebb fizikai oka ennek az eredménynek?
Nézziik at a probléma altaldnositott megoldasat!

B

II. (éltalanos) megoldds. A felrajzolt 11. db-
ra csak sugdriranyu kiillokbél és koncentrikus ka-
rikakbdl 4ll. A sugdrirdnyt szakaszok altal keltett

\I i mégneses tér a kozéppontban nulla. Tekintsiink egy
A 7 sugard karikat, melyet a befutd sugariranyt veze-
tékek korivekre bontanak. Az i. koriv kozépponti
szoge legyen «y, hossza ¢;, rajta atfoly6 dram I;, el-
lenalldsa R;, ezen ellenéllason eso fesziiltség U;.

Az i. koriv altal keltett mégneses tér a kozép-

pontban
11. dbra
koo Li po Gl opo TR po UG

4r 7 4w 72 47 Ri? 41 Ri?’

B;

ami ardnyos a koriven es6 fesziiltséggel. Osszegezve az Gsszes koriv jarulékat:
— Mo T L
B_zi:Bl_ oy ;Ul =0.

A huroktorvény alapjéan a fesziiltségesések Osszege a zart karikdra nulla, igy a karika
altal keltett mégneses tér is nulla a kézéppontban. Az dltaldnos megoldas alapjan
akarhany koncentrikus kor és sugariranyd vezetékbdl 6sszedllitott elrendezés esetén
nulla a magneses tér a kézéppontban.

S

Az iinnepélyes eredményhirdetésre és dijkiosztasra 2022. november 25-én dél-
utan keriilt sor az ELTE TTK Konferenciatermében. Meghivast kaptak az 50 és
25 évvel ezel6tti Eotvos-verseny nyertesei is. A 25 évvel ezel6tti dijazottak koziil
Egri Gyéz6, Koncz Imre és Varkonyi Péter jottek el — 6k par mondatban beszéltek
a palyafutasukrdl.

Ezutan kovetkezett a 2022. évi verseny feladatainak és megolddsainak bemu-
tatasa. Az 1. feladat megoldasat Gnddig Péter, a 2. feladatét Vanko Péter, a 3. fel-
adatét Széchenyi Gdabor ismertette.

Az esemény végén keriilt sor az eredményhirdetésre. A dijakat Ormos Pdl,
az Eotvos Lorand Fizikai Térsulat elnoke adta at.

Mindhérom feladat helyes megoldasaért elsd dijat nyert Kovacs Balazs Csaba,
az ELTE fizika BSc szakos hallgatéja, aki a Hatvani Bajza Jézsef Gimnaziumban
érettségizett Maruzsiné Sevella Judit tanitvanyaként.
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Az els6 feladat helyes, valamint a m&sodik és harmadik feladat lényegében
helyes megoldasaért mdsodik dijat nyert Kincses Abel, a BME fizika BSc szakos
hallgatdja, aki a Dedk téri Evangélikus Gimnaziumban érettségizett Horvdth Gab-
riella és Szokéné Mezdsi Timea tanitvanyaként.

Az els6 és a harmadik feladat helyes megoldédsaért harmadik dijat nyert Gurzé
Jozsef, az ELTE fizika BSc szakos hallgatdja, aki a Budapesti Fazekas Mihaly
Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gimndziumban érettségizett Nagy Piroska Madria
tanitvanyaként.

A harmadik feladat helyes, valamint az els6 vagy a méasodik feladat 1ényegében
helyes megoldasaért kiemelt dicséretet kapott Bognar Andras Karoly, a Budapes-
ti Fazekas Mihdly Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gimnazium 12. osztalyos tanulja,
Nagy Piroska Maria tanitvanya; Csonka Illés, a Ciszteri Rend Nagy Lajos Gimna-
ziuma 11. osztalyos tanuléja, Jéhn Janos és Pdlfalvi Ldszlo tanitvanya; valamint
Hajés Balazs, az ELTE Apéczai Csere Janos Gyakorlé Gimnazium és Kollégium
12. osztalyos tanuldja, Gyertydn Attila tanitvénya.

Az elsé vagy a harmadik feladat helyes, vagy a maéasodik feladat lényegében
helyes megoldéasaért dicséretet kapott Bencz Benedek, a Badr-Madas Reformétus
Gimnézium, Altaldnos Iskola és Didkotthon 10. osztalyos tanuldja, Horvdth Norbert
tanitvanya; Blazsik Arpéd, az ELTE fizika BSc szakos hallgatéja, aki a Békdsme-
gyeri Veres Péter Gimnéziumban érettségizett Rakovszki Andords és Székely Gyirgy
tanitvanyaként; Gabriel Tamas, a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos
Iskola és Gimnazium 12. osztédlyos tanuldja, Nagy Piroska Maria tanitvanya; Ha-
lasz Henrik Kristof, a Szegedi Radnoti Miklés Kisérleti Gimnazium 12. osztalyos
tanuléja, Gutai Arpdd és Csdnyi Sdndor tanitvanya; Horvath Akos Zsolt, a BME
fizika BSc szakos hallgatdja, aki a Kempelen Farkas Gimnéziumban érettségizett
Bakosné Novdk Andrea és Horvdth Eszter tanitvanyaként; Kohut Mark Balazs,
a Kecskeméti Katona Jézsef Gimnazium 12. osztdlyos tanuldja, Sdroné Jéga-
Szabo Irén tanitvanya, Képenczei Csanad, a Bonyhadi Pet6fi Sandor Evangélikus
Gimnézium és Kollégium 12. osztédlyos tanuldja, Wiandt Péter tanitvanya; Molnar
Barnabas, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gimnézium
12. osztéalyos tanuléja, Nagy Piroska Maria tanitvanya; Molnar-Szabé Vilmos,
a Budapesti Fazekas Mihdaly Gyakorl6 Altaldnos Iskola és Gimnézium 12. osztéalyos
tanul6ja, Nagy Piroska Maria tanitvanya; Schiffer Donat, a Pécsi Janus Pannonius
Gimndzium 11. osztalyos tanuldja, Lehdcz Mdria és Lanyi Veronika tanitvanya;
valamint Toronyi Andras, az ELTE fizika BSc szakos hallgatdja, aki a Badr-Madas
Reformédtus Gimnézium, Altaldnos Iskola és Didkotthonban érettségizett Horvath
Norbert tanitvanyaként.

Az els6 dijjal a verseny plakettjén kiviil az Andersen Adétandcsadé Zrt. és
a Nanorobot Vagyonkezeld Kft. adomanydbdl 80 ezer forint, a masodik dijjal 65 ezer,
a harmadik dijjal 50 ezer, a kiemelt dicsérettel 30 ezer, a dicsérettel 15 ezer forint
pénzjutalom jart. A dijazottak tanarai konyveket kaptak az Eotvos Lorand Fizikai
Tarsulat ajandékaként. Koszonjiikk az adomédnyozdok onzetlen tdmogatasat!

Gnidig Péter, Széchenyi Gabor, Vank6 Péter, Vigh Maté
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Fizika gyakorlatok megoldasa

5

— |

G. 791. Zsongldrkodds elméleti fizikus a kovetkezé mutatvanyt taldlja ki. Eqymdas
tetejére helyez n szamu, tokéletesen rugalmas labddt, kozottik igen kicsiny résekkel.
A labdatornyot kemény feliletre ejti, ahovd a labddk v sebességgel érkeznek meg.
A sorozatos pillanatszert iitkézések utdan a legfelsd labda kivételével minden lejjebb
lévd labda megdll, a legfelsd viszont nv sebességgel pattan fel. Bizonyitsuk be (példdul
a teljes indukcid mdodszerével), hogy ez a mutatvdny akkor teljesilhet, ha a labddk
tomege kielégiti a kovetkezd formuldt:

2m0
mp = ————
PR+ k)
ahol my a legalsé labda témege, valamint k =1,2,3,...,(n —1),n.
(4 pont)
Megoldas. Ha alulrél szdmolva
U‘l’ az (n — 1)-edik, m,_; tomegl, felfelé
O My U'LT O My v, 1 sebességgel haladé labda rugalma-
vn711\ san Utkozik az m,, tomegi, lefelé v se-
Mp—1 Mp—1 7 2, . 7 . g
bességgel mozgd labdaval, és az titkozés
Mn—2 Mn—2  utdn az alsé labda megall (14sd az db-
rdt), a fels6 pedig v, sebességgel kezd
el mozogni felfelé, akkor a lendiilet- és
az energiamegmaradas torvénye szerint
fennall:
all
all Mp—1UVp—1 — MpV = MpUy,
ms3 ms tehat
mo me (1) % — M7
mp Un—1
my my illetve
1 9 1 5 1
Emn_lvn_l + imnv = imnvna
tehat
(2) My —1 1}% — U2
mn Un1
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A (2) egyenletet (1)-gyel elosztva kapjuk, hogy

Up — U
(3) 1=-2 , Vp = Up—1 + 0.
Un—1

Mivel v1 = v, (3) szerint
Vg =20, v3 =3V, ..., Up =NV,

ahogy ez a feladat szovegében is szerepel.

A v, sebességek ismeretében akér (1)-bél, akér (2)-bél kiszdmithatjuk, hogy

n—1
4 n = n_1-
) m n—I—lm !
. . 1 2 21 114
Mivel my = mg, mg = 5Mg, U3 = Mg = 7 3M, €8 altaldban
k—1k—2k—-3 54321
my = e == — = myg.
" k+1 k k1776543 °

Sorozatos egyszeriisitések utan csak a vastagon szedett tényezok maradnak meg:

2m0

(5) my = ma

és éppen ezt akartuk bizonyitani.
Az (5) formula érvényességét (4)-bdl kiindulva a teljes indukcid médszerével is

belathatjuk. Tudjuk, hogy m; = mg és mo = %mo, tehét k = 1-re (5) érvényes. De

akkor (4) alapjan k + 1-re is érvényes, hiszen

k‘—lm _k—l 2m0 o 2m0 —m
k+1 "' T k1l (k—Dk k(k+1)

T6bb dolgozat alapjdin

11 dolgozat érkezett. Helyes Antal Aron, Bencze Matyas, Nagy Csenge, Siito
Aron, Téth Hanga Katalin, Zhang Wenshuo Steve és Zigo Boglarka megoldédsa. Nem
versenyszerii (nem a versenykifrdsnak megfelel§ formdtumu) 4 dolgozat.

G. 794. U alaki csé keresztmetszete 1,5 cm?. A csdébe higanyt toltink gy, hogy
az mindkét szdarban elég magasan dlljon. A ¢sé eqyik szdrdba a higanyra 0,1 dl vizet
ontiink. Melyik szdrban és mennyivel fog magasabban dllni a folyadék felszine?

(4 pont)

Megoldas. Az A = 1,5 cm? keresztmetszetii csében 1évé V = 0,1 dl = 10 cm?
térfogati vizoszlop magassaga

hy =

| <

~ 6,7 cm.
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A higany és a viz nem kevered6 folyadékok.
Az egyensily bedlltaval a cs6 két szaraban a higany
azonos magassagu pontjaiban, példaul az dbrdn e-vel
jelolt vizszintes vonal mentén a hidrosztatikai nyoma-
sok megegyeznek.

Jeloljiik a higanyszintek magassagkiilonbségét ho-
vel. Egyensulyban a h; magas vizoszlop hidrosztatikai
nyomasa megegyezik a hs magas higanyoszlop hidro-
sztatikai nyomaéséaval.

Qvizghl = thganyth )

vagyis

Oviz
hy = hy =
? Ohigany ! 1376

Ezek szerint a ,,vizes oldalon” fog magasabban allni a folyadék, és a szintkiilonbség

Ah = hl _h2 ~ 6,2 cm.

-6,7 cm =~ 0,5 cm.

Medgyesi Julia (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyak. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzések. 1. Kezdetben a cs6 mindkét szardban ,elég magasan” &all a higany,
emiatt nem fordulhat el6, hogy a betoltott viz részben vagy teljesen ,, atnyomja” a higanyt
az egyik szarbdl a masikba.

2. A szamolds rész- és végeredményét 2 jegy pontossaggal adtuk meg. Ennél sokkal
pontosabb szdmitdsnak itt most nincs értelme, hiszen a kezdeti adatokat (a viz térfogatét
és a cs6 keresztmetszetét) is csak 1-2 jegy pontosan ismerjiik.

(G.P)

39 dolgozat érkezett. Helyes 20 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos
(1-2 pont) 6, hibas 1, nem versenyszer(i 6 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

A P. 5411. A Fold koriul egy mi-
hold c¢/a =e numerikus excentricitdsi
ellipszispalyan kering, keringési ideje T'.
c a Mennyi idé alatt ér a mihold az abran
jelolt A pontbél a B pontba?

(4 pont)
Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest
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Megoldas. Jeloljitk a mithold A pontbdl

A
B pontba érésének idejét Ti-gyel, a B-bél A-ba —
torténé mozgas idejét pedig Th-vel. Nyilvan b
© a

Ty +To =T. Az dbra a miihold ellipszispalydjat
mutatja a szokasos jelolésekkel. \ b Ay
A Fold kozéppontjat a mitholddal 6sszekotd
B

egyenes, vagyis a vezérsugar 13 ido alatt a kékkel

jelolt Ay teriiletet, T5 id6 alatt pedig a sargédval

jelolt As teriiletet ,surolja”. Ismert, hogy az ellipszis teriilete abm, a derékszogii
haromszogeké pedig Gsszesen be, igy

b b
A = % “be,  illetve  Ag = % + be.

Kepler II. torvénye szerint

TliAl Ta — 2¢

T, Ay mwa+2c
Figyelembe véve, hogy ¢ = ea, tovabba Ty, =T — T7, kapjuk, hogy

1 e 1 e
Th=(=-——|T ¢ To=(=+—)T.
Pethé Dorottya (Kecskemét, Katona Jézsef Gimn., 11. évf.)

25 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos
(2 pont) 1, hibds 1 dolgozat.

P. 5428. Képzeljik el, hogy nap-€j egyenldség idején eqy egyenlitéi orszdg ten-
gerpartjan hason feksziink a homokban, és figyeljiik a naplementét. A tenger tikor-
sima, az €g tiszta kék, és abban a pillanatban, amikor a Nap utolsé sugara eltinik
a horizonton, hirtelen feldllunk, és igy még ujra ldthatjuk a Nap felsé karimdjdt.
Becsiiljiik meg, hogy feldllasunk utan mennyi idével tinik el djra a napkorong!

(4 pont) Amerikai feladat nyomén
Megoldas. Az dbra (ami nem méretardnyos)
az Egyenlito sikjara merdleges iranybdl mutatja

a Foldet. Ha R a Fold sugara, h pedig a felall6
ember magassaga, akkor a horizontja

Q. = arccos

R+h

szoggel ,fordul el”.

Tudjuk, hogy R =~ 6370 km, h pedig (a feladatmegoldé sajit testmagassagat
fogadva el) kb. 1,7 m-nek becsiilhetd, a fenti képletbol

cos o &~ 0,999 999 73, azaz a ~ 0,042°
adédik.
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Mivel a Fold 24 éra alatt 360°-kal fordul el, az a szogi elforduldsa

«

At =
360°

24 -3600 s ~ 10 s

alatt kovetkezik be. Ennyi id6vel tolédik el a hirtelen felallé ember szamara a nap-
lemente.

Megjegyzés. Minél magasabb a tengerparti homokrol felemelked$ ember, annél hosz-
szabb ideig lathatja még a Napot, de az idGeltolédés a testmagassdgdval nem egyenesen
aranyos.

Wodala Gréta Kldara (Szeged, Radnéti M. Kis. Gimn., 10. évf.)

55 dolgozat érkezett. Helyes 41 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos
(1-2 pont) 4, nem versenyszer(i 5 dolgozat.

Fizikabdl kituzott feladatok

M. 420. Mérjiik meg kiilonboz6 atméréjii cstévekbe toltott rizsoszlop aljan
a nyomadst a magassag fiiggvényében! Eredményeinket grafikonon dbrazoljuk!

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

G. 805. Becsiiljiik meg, hogy a légkori nyomés hany-
szorosaval kell a fokhagymat atsajtolni egy fokhagyma-
présen!

(3 pont) Kézli: Németh Ldszld, Fonyéd

G. 806. Az dbrdn lathaté kapcsoldsban ismert
az Ry, Ry és az Rj3 ellenallas, valamint az R3 ellen-

Rl RQ
f allason atfolyé dram I3 erGssége.
o Hatarozzuk meg
R

a) a mésik két ellendlldson atfolyd I; és I dra-
mok erdsségét;

b) a telep elektromotoros erejét!
¢) Mennyi hé fejlédik dsszesen ¢ id6 alatt a rendszerben?
(Adatok: Ry =20 Q, Ro =109, R3 =40 Q,I3=2 A, t=30s.)
(3 pont)
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G. 807. 20 méter magasb6l masodpercenként inditunk acélgolydkat, Gsszesen
harmat. Az elsé goly6 kezdGsebességének a vizszintessel bezart szoge 30° felfelé,
a harmadiknak ugyancsak 30°, de lefelé, mig a masodik golyot kezddésebesség nél-
kiil ejtjiik le. Mindhdrom goly6 egyszerre éri el a talajt. Mekkora volt az els6 és
a harmadik acélgoly6 kezdosebessége?

(4 pont)

G. 808. Egy dugattyuval elldtott, henger alaku tartalyban 20 °C-os, 30% rela-
tiv paratartalmi levegd talalhato. Allandé hémérséklet mellett hanyszorosara val-
toztassuk meg a tartalyban a levegd térfogatat, hogy a benne 1évé vizpara elkezdjen
kicsap6dni?

(4 pont)

P. 5463. Egy ismeretlen, 1légkor nélkiili bolygd felett H = 225 m magassdgban
slebeg” egy rozoga lirszonda. Egymas utdn lepottyan réla két csavar. A méasodik
csavar akkor valik le az irszondarol, amikor az els6 éppen 16 métert esett. Mekkora
a két csavar tdvolsiga abban a pillanatban, amikor az elsé eléri a bolygé felszinét?

(4 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhéz

P. 5464. Egy fiiggbleges tengelyt, lefelé nyil6 pa-
rabola F' fékuszpontjan keresztiil kiilonb6zo hajlas-
szogl lejtoket fektetiink. Mekkora a hajldsszoge an-
nak a lejtonek, amelyen az F' pontbol kezdOsebesség
nélkiil indulé, surlédasmentesen lecsiszé pontszeri
test a leheto legrovidebb id6 alatt éri el a parabolat?

(5 pont) Faragd Andor (1877-1944) feladata nyomén*

P. 5465. Egy D rugdallandéju, konnyt rugéra M tomegli, nehéz testet fliggesz-
tiink. A rendszert nyugalomban tartjuk, majd egy adott pillanattdl kezdve a rugd
fels6 végét allandd vy sebességgel emeljiik. Adjuk meg a test elmozduldsat az idé
fliggvényében!

(4 pont) Kozli: Wiedemann Ldszlé, Budapest

P. 5466. Egy nyirkos tavaszi reggelen a hémérséklet 1 °C, a relativ paratarta-
lom pedig 80%-o0s. Egy szobdban 20 °C-on a relativ paratartalom 40%. N& vagy
csOkken a szoba paratartalma, ha szelloztetiink?

(4 pont) (Példatdri feladat nyomdn)
P. 5467. Egy 20 cm hosszti, 3 cm? keresztmetszetetii, megfelelé elektromos

szigeteléssel ellatott rézriudon teljes hosszaban egyenletesen feltekert flitészal van.
A rudat fliggblegesen tartjuk gy, hogy az alsé vége éppen beleér egy olvadé jeget

*Faragé Andor indftotta ujra 1925-ben az 1. vildghdbord miatt megsziintetett
KoéMal-t, és annak 1938-ig szerkesztGje, kiaddja volt. O vezette be a kiemelkedd fel-
adatmegolddk fényképeinek kozlését.
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tartalmazo6 pohdr vizébe, igy folyamatosan 0 °C homérsékleti marad. Hény fokra
melegszik fel elegendGen hosszu id6 alatt a rdad maésik vége, ha a flit6szal 100 W
teljesitménnyel melegiti a rézrudat?

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5468. A haladé hulldmok nemcsak energidt, hanem lendiiletet (impulzust)
is hordoznak.

a) Mértékegységelemzéssel (dimenzidanalizissel) dllapitsuk meg, hogy milyen
Osszefiiggés fedezhet6 fel a hulldimban terjedd energia és impulzus kozott!

Egy 100 m2-es feliileti, fiiggéleges falfeliiletre 100 dB erésségii hanghulldm
érkezik, mely mer6leges visszaverédés utan 60 dB erdsségll visszhangként verddik
vissza.

b) Becsiiljiikk meg, hogy mekkora erével nyomja a visszaver6dé hanghulldm
a falat!

Utmutatds. Az I intenzitdst hanghullam erdsségét decibel egységben a kovet-
kez6 formuldval adhatjuk meg:

I
8 =10 dBlg -,
Iy

ahol Iy = 1072 W/ m2, amit hallaskiiszobnek hivunk. Az intenzités jelentése az egy-
ségnyi feliileten, merdlegesen, masodpercenként athalad6 energia mennyisége.

(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz
Q q P. 5469. Sulytalansigban egy rogzitett QQ =
O d =6-10"7 C értékii ponttoltés elektromos meze-

jében egy ¢ = 4-1077 C toltésli, m = 3 g tomegii
pontszert test mozog. Kezdésebesség nélkiil indulva d = 0,8 m tavolsdg megtétele
kozben sebessége v = 2 m/s értékre novekedett.

Mekkora volt a két toltés tavolsaga kezdetben?
(3 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest

P. 5470. Két egyforma gyijtélencsét egymdssal szemben tgy helyeziink el, hogy
fékuszpontjaik egybeesnek. Az egyik lencsét a kozos optikai tengellyel parhuzamos,
monokromatikus, egyenletes energiadram-siirtiségli fénynyalabbal vildgitjuk meg.
A lencsék antireflexiés (visszaver6dést megakaddlyozd) réteggel vannak bevonva,
a lencsék belsejében torténd fényelnyel6déstél és az ottani visszaver6désektdl elte-
kinthetiink.

a) Milyen irdnyu er6 hat a lencsékre?

b) Becsiiljiik meg a lencsékre haté erék nagysagat!

Adatok: alencsék fékusztdvolsdga 10 cm, atmérdjiik 5 cm, a megvilagité nyaldb
fényének hulldmhossza 590 nm, az els6 lencsére 1 W fényteljesitmény jut.

(5 pont) Kozli: Domokos Péter, Budapest
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P. 5471. Harom egyforma, R sugard, m tomegi
jéghengert készitiink, és azokat az dbrdn lathato hely-
zetbol kezdOsebesség nélkiil elengedjiik. A jég feliilete
nagyon sikos, emiatt a sturlédds mindenhol elhanyagol-
haté.

a) Hatdrozzuk meg és dbrdzoljuk vézlatosan az
egyik alsé jéghenger mozgési energidjat a fels6 henger elmozduldsidnak fliggvé-
nyében!

b) Mekkora sebességgel csapidik a felsd jéghenger a talajhoz, és mekkora
sebességre gyorsul fel a masik két jéghenger?

(6 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

%
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 95): K. 754. Matt and Seb
are playing tic-tac-toe. When Seb wins, he will get 3 candies from Matt. When Matt
wins, he will get 2 candies from Seb. (There is no draw.) After 30 games, Seb had the
same number of candies as initially. How many games did Seb win? K. 755. What is the
maximum possible number of sides that a convex polygon may have if it has exactly
3 obtuse angles? Give an example of such a polygon. K. 756. A shop sells wooden cubes in
two sizes: cubes of edge 1 cm and those with edges of 2 cm. The surfaces of the cubes are
painted. In the case of the smaller cubes the paint represents 60% of the material costs,
while the rest is the price of the wood. Both kinds of cube are made of the same type of
wood and they are coated with a thin layer of paint with the same thickness. Labour costs
are the same for each cube, independent of the size. Considering all costs, it costs the shop
830 forints (HUF, Hungarian currency) to manufacture 10 small cubes and 5 large ones.
5 small cubes and 15 large ones cost 1490 forints to manufacture. What is the labour cost
of one cube? K/C. 757. Kate is planning to cut a 4 x 4 sheet of squared paper into pieces
with scissors, cutting along grid lines only. Show that she can make exactly 11 different
kinds of puzzle that is symmetrical in all four symmetry axes of the original square sheet.
The diagram shows a possible puzzle. K/C. 758 A sail is shaped like a right angled triangle
and it has the red symbol of the boat class at a height such that M A+ AC = CB + BM
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(see the figure). If BM =7 m and CB =5 m, what is the height of the peak of the sail
above the red mark?

New exercises for practice — competition C (see page 96): Exercises up to grade 10:
K/C. 757. See the text at Exercises K. K/C. 758. See the text at Exercises K. Exercises for
everyone: C. 1753. A long strip of paper is divided into squares. The numbers 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8,9, 10 are written in the first ten squares, then the same numbers are written in the
next ten squares, too, and so on. There are exactly 2030 squares numbered in this way.
A token is placed in square 1. In each move, the token is moved as many squares ahead
as the number written in the square it is standing on. What is the number in the square
where the token is when its next move would get out off the paper strip of length 20307
(Proposed by B. Bird, Eger) C. 1754. Squares ABCD, BEFC and EGHF are drawn
next to each other in a plane. The foot of the perpendicular drawn from B to DFE is K.
Show that the points A, K, H are collinear. (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1755. What
integers a, b and c satisfy the equality a® + b*> — 8¢ = 6? (Canadian problem) Exercises

upwards of grade 11: C. 1756. Solve the equation 4 - cos (7r -sin (7 - z)) = —52% 4 15z — %
over the set of real numbers. (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1757. Johnny got a robot for
Christmas, and he is trying it on a square carpet. The length of the sides of the square
is 4 metres, and its vertices are A, B, C and D, in this order. Let P denote the interior
point of square ABC' D which is exactly 1 metre away from both of sides AB and BC. The
robot is initially standing at point P, and starts to move in a random direction. When it
has covered 2 metres, it will stop. What is the probability that the robot will get off the
carpet? (Proposed by K. A. Kozma, Gy6r)

New exercises — competition B (see page 97): B. 5294. Two altitudes of an acute-angled
triangle ABC are AT 4 and BTg. The midpoint of AB is F', and the midpoint of T4 T is G.
Prove that F'G is perpendicular to TaTs. (3 points) (Proposed by V. Vigh, Sdndorfalva)
B. 5295. Find the largest integer k for which 1722 divided by k leaves a remainder of 2m
and 2179 divided by k leaves a remainder of 3m (for some appropriate natural number
0 <m < k/3). (3 points) (Proposed by K. A. Kozma, Gy6r) B. 5296. A rook is moving
from the bottom left corner of a 8 x 8 chessboard to the top right corner. It starts by
moving to the right, then up, and so on, right and up alternatingly. How many different
sequences of moves are there? (4 points) (Proposed by B. Hujter, Budapest) B. 5297. In
a triangle ABC, /ZBAC =2/CBA. Let A’, B, ¢’ denote interior points of sides C A,
AB and BC, respectively, such that triangle A’B’C’ is similar to triangle ABC. Show
that the angle bisectors of angles BAC and B’A’C’ intersect each other on the line
segment B'C’. (4 points) (Proposed by G. Kds, Budapest) B. 5298. Solve the following
system of equations over the set of real numbers: y + yz? — 2z =0, z + 2> — 2y = 0,
x + 222 — 22 = 0. (5 points) (American problem) B. 5299. There is a flea sitting at each
of points 1,2,3 of the number line. If one flea is at point a and another is at point b,
then the flea at ¢ may jump to the point 2b — a. Is it possible for the fleas to end up
at points 2190, 3100 2100 4 3100 with a finite sequence of such steps? (6 points) (Proposed
by P.P. Pach, Budapest) B. 5300. Let T be a regular tetrahedron of unit edge. Inscribe
a cube in T such that exactly two vertices of the cube lie on each face of T, as shown
in the figure (the dashed lines are parallel to the appropriate edges of the tetrahedron).
What is the volume of the cube? (5 points) (Proposed by V. Vigh, Sdndorfalva) B. 5301.
Given that the sum of the reciprocals of ten distinct positive integers is 1, prove that each
of them is smaller than 10'°°°. (6 points) (Proposed by V. Vigh, Sdndorfalva)
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New problems — competition A (see page 98): A. 845. The incircle of triangle ABC' is
tangent to sides BC, AC, and AB at points D, E, and F, respectively. Let A" denote the
point of the incircle for which circle (A’BC) is tangent to the incircle. Define points B’
and C” similarly. Prove that lines A’D, B'E and C'F are concurrent. (Proposed by Aron
Bdn-Szabd, Budapest) A. 846. Let n be a positive integer and let vectors vi,vs,...,v, be
given in the plain. A flea originally sitting in the origin moves according to the following
rule: in the i*" minute (for ¢ = 1,2,...,n) it will stay where it is with probability 1/2,
moves with vector v; with probability 1/4, and moves with vector —v; with probability
1/4. Prove that after the n'™™ minute there exists no point which is occupied by the flea
with greater probability than the origin. (Proposed by Péter Pdl Pach, Budapest) A. 847.
Let A be a given finite set with some of its subsets called pretty. Let a subset be called
small, if it’s a subset of a pretty set. Let a subset be called big, if it has a pretty subset.
(A set can be small and big simultaneously, and a set can be neither small nor big.) Let
a denote the number of elements of A, and let p, s and b denote the number of pretty,
small and big sets, respectively. Prove that 2% -p < s-b. (Proposed by Andrds Imolay,
Budapest)

Problems in Physics
(see page 122)

M. 420. Fill several tubes having different diameter with rice. Measure the pressure
as a function of height at the bottom of the rice column for each tube. Plot your results
on a graph.

G. 805. Estimate the factor by which the pressure required to push garlic through
a garlic press is greater than the atmospheric pressure. G. 806. In the circuit shown in
the figure, the resistors Ri, R and R3 are known, as well as the current I3 which flows
through resistor Rs. Determine the a) values of the current, I1 and I2, through the other
two resistors, b) the electromotive force of the battery. ¢) How much heat is dissipated
in the whole system in a time of t? (Data: R1 =20 Q, Ro =10 Q, R3 =40 Q, I3 =2 A,
t =30 s.) G. 807. From a height of 20 metres, three steel balls are projected one after the
other in every second. The angle between the horizontal and the initial velocity of the
first ball is 30° upwards, that of the third ball is 30° downwards, and the second ball is
dropped without initial velocity. All three balls hit the ground at the same time. What
were the initial velocities of the first and third steel balls? G. 808. A cylindrical container
with a piston contains air of temperature 20 °C, and of relative humidity 30%. Keeping
the temperature constant, to how many times of the original value must the volume of
air in the container be changed to cause the water vapour in the container to begin to
condense?

P. 5463. A rickety space probe “hovers” above the surface of an unknown planet,
which has no atmosphere, at a height of H = 225 m. One after the other, two screws fall
off. The second screw falls from the space probe just as the first has fallen 16 m. What is
the distance between the two screws at the moment when the first one reaches the surface
of the planet? P. 5464. Inclined planes of different angles of inclination are laid through the
focus F' of a parabola with vertical symmetry axis and opening downtranslwards. What is
the angle of inclination of that inclined plane along which a point-like body, starting from
the point F' without initial velocity and sliding frictionlessly down, reaches the parabola in
the shortest possible time? P. 5465. A heavy body of mass M is suspended on a light spring
of spring constant D. The system is held at rest, and from a given moment the upper
end of the spring is raised at a constant velocity vo. Give the displacement of the body as
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a function of time. P. 5466. On a damp spring morning, the temperature is 1 °C and the
relative humidity is 80%. In a room the temperature is 20 °C, and the relative humidity
is 40%. Does the humidity in the room increase or decrease when the room is ventilated?
P. 5467. A heating filament is wound uniformly along a 20 cm long copper rod of cross
section 3 cm?. The rod has a suitable electrical insulation along its entire length. The rod
is held vertically such that its lower end is just immersed into water in a glass containing
melting ice as well, so it remains at a constant temperature of 0 °C. How many degrees
Celsius will the other end of the rod heat over a sufficiently long period of time if the
heating filament heats the copper rod with a power of 100 W? P. 5468. Travelling waves
carry not only energy but also momentum. a) Analysing the units (using dimensional
analysis), find the relationship between the energy and the momentum transferred in
a wave. A 100 m? vertical wall surface receives a sound wave of 100 dB, which is reflected
back perpendicularly as an echo of pressure level 60 dB. b) Estimate the force exerted
on the wall by the reflected sound wave! Hint: the pressure level of sound of intensity I

can be given in decibel units according to the following formula: 8 = 10 dBlg %, where

Ip = 1072 W/m?, which is called the threshold of hearing. Intensity is the amount of
energy that passes through a unit surface, perpendicularly, in a second. P. 5469. A point-
like body with a charge of ¢ =4-10"7 C and a mass of m = 3 g is at zero gravity, and
is moving in the electric field of a fixed point charge of @ =6-10~7 C. It starts from
rest and its velocity increases to v = 2 m/s, while it covers a distance of d = 0.8 m. What
was the initial distance between the two charges? P. 5470. Two identical converging lenses
are placed opposite each other so that their focal points coincide. One lens is illuminated
by a beam of monochromatic light of uniform energy flux density. The beam is parallel
to the common principal axis of the lenses. The lenses are coated with an anti-reflection
layer, so that the effects of light absorption and reflection inside the lenses are negligible.
a) Determine the direction of the forces exerted on the lenses. b) Estimate the magnitude
of the forces. Data: the focal length of each lens is 10 cm, their diameter is 5 cm, the
wavelength of the light which is used for illuminating is 590 nm, the power received by the
first lens is 1 W. P. 5471. Three identical cylinders of radius R and mass m are made from
ice and they are all released without initial velocity from the position shown in the figure.
The surface of the ice is smooth, so friction is negligible everywhere. a) Determine and
sketch the kinetic energy of one of the lower ice cylinders as a function of the displacement
of the upper cylinder. b)) What is the speed at which the top ice cylinder hits the ground,
and to what speed do the other two ice cylinders accelerate?

Problems of the 2022 Kiirschak competition

1. A square is divided into 2022 rectangles. Consider the lines determined by the
sides of all the rectangles. At most how many different lines can we get?

2. For the primes p, ¢ having residue 3 modulo 4 the equation 22 — pqy? = 1 is solvable
with positive integers x, y. Prove that the equation |p:p2 - qy2\ =1 is also solvable with
positive integers x, y.

3. Let n be a positive integer. Suppose that for the real numbers a;; (1 <i,j < n)
we have a; ; + aj,; = 0 for all 4, j (in particular, a;; = 0 for all 4). Prove that

1 n n 2 1 n n
1 (L) 445 B
1= Jj=1 =1 j=1

When do we have equality?
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