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Matematika és informatika — kéz a kézben,
avagy
egy 2023-as Schweitzer példa elézménye!

Ebben a cikkben megprébaljuk bemutatni, hogy hogyan segithet matematikai
problémak megoldasaban a szamitogép, és hogyan segithet a matematika meméria
vagy processzor haszndlat szempontjabdl optimadlisabb és/vagy tobb esetet is kezel-
ni képes programok megirasaban. A programjainkat algoritmusleiré nyelven adjuk
meg (eredetileg C/C++ nyelven irtuk meg), reméljiik, hogy az olvasé kedvet kap
arra, hogy kiprébélja azokat sajat kedvenc programozasi nyelvén implementalva.
A cikkben nem mindig kozliink teljes kddokat, inkédbb a programok lényegi/érdekes
részeit emeljiik ki, a ,korités” megirasat a felhasznalora bizzuk. Kezdjiink is neki.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Erinté cimi elektronikus kiadvanyanak
28. szamdaban (2023. jinius) [1] jelent meg a Héttusa rovatban a kivetkezd

Feladat. Van-e olyan szdm, amelynek pontosan tiz pozitiv osztoja van a 20-ndl nem
nagyobb szamok kozott?

Megoldas. Mivel oszthat6sagrol, osztdkrdl van szo, az embernek dhatatlanul eszébe
jut a primfelbontds. A keresett szamunk legyen

(o3 (03 (63
[ N

alaki, ahol a p;-k kiilonb6z6 primek, a;-k pedig pozitiv egészek. Feltehetjiik, hogy
Pt < 20, hiszen ha egy primhatvény 20-nél nagyobb, akkor minden oszt6, amely-
ben az tényezdként szerepel, szintén 20-nal nagyobb lesz. Kezdjiik felépiteni egy
egyszeri ,mohé algoritmussal”® a szdmunkat primhatvanytényezénként (a legki-
sebb primtél kiindulva) gy, hogy a 20-nal nem nagyobb oszték szama ne 1épje til
a 10-et:

24 =16; 20-nal nem nagyobb osztéinak széma 5,

24.3% =144; 20-nél nem nagyobb osztéinak szdma 10.

Es a feladatot megoldottuk.

A feladat elég konnyen megoldhaté egyszerii szémolassal. A Héttusa felada-
tokra barki kiildhet valaszt, megoldast. A kitliz6 (Réka Sandor) szdndéka és meg-
fogalmazasa szerint a rovatban olyan feladatokat tiiznek ki, amelyekre szinte barki
talalhat megoldést, de ugyanakkor djabb kérdéseket inspirdlhatnak. Ez a feladat is
ilyen, kezdjiik hat el mas modon is megkozeliteni és vele kapcsolatos tjabb kérdé-
seket feltenni.

1. kérdés. Mely szamok johetnek szoba megolddsként?

IEzt a kutatdst a TKP2021-NVA-09 projekt tamogatta. A TKP2021-NVA-09 szamt projekt a
Magyar Innovacids és Technolégiai Minisztérium tdmogatasaval valésult meg a Nemzeti Kutatasi,
Fejlesztési és Innovaciés Alapbdl, a TKP2021-NVA tamogatasi konstrukcié keretében.

2A mohé algoritmus olyan déntéshozé algoritmus, amely minden egyes 1épésnél a legjobbnak
tlin6 dontést hozza a rendelkezésre allé lehetdségek koziil, anélkiil hogy el6retekintene.
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Megoldas. Mar pedzegettiik a kérdést a feladat megoldasaban: olyan megoldasokat
keresiink, ahol a szamnak nincs 20-nél nagyobb p® osztdja, tehat ezek a primhat-
vanyok johetnek szoba:
24 32.5,7,11,13,17,19.

Mi4s széval a lényegesen kiilonboz6 megolddsok a 24-32.5.7-11-13-17-19 =
= 232792 560 osztdi koziil keriilhetnek ki. Az osztokbdl véges sok van, ellenérizhe-
16, hogy koziiliik melyek megoldésok (ldsd a kovetkezd kérdést). Egy megoldasbdl
ujabb megoldést kapunk, ha egy olyan primhatvannyal szorozzuk meg, amellyel
megszorozva nem keletkezik wjabb 20-nél kisebb oszté. Ilyen lehet egy 20-nal na-
gyobb prim hatvénya, vagy lehet példaul a 2 valamilyen pozitiv egész hatvanya is,
hiszen ez utobbi esetben a 2 legalabb az 5.-en szerepelne, ami mar nagyobb, mint
20. Példéul a 144 - 2 = 288 és a 144 - 3 = 432 megoldasok, nem megoldés a 144 -5 =
= 720, de megoldas a 144 - 23 = 3312. Ezzel a mddszerrel megkaphatjuk barmelyik
megoldast.

A megoldashalmaz egy érdekes tulajdonsiga, hogy a megolddsok 232 792 560-
periodikusan helyezkednek el a szamegyenesen. Ez azért teljesiil, mert egy megoldés
azért megoldas, mert a 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 primek olyan hatvanyon szerepel-
nek benne, amilyenen, és ez nem valtozik a 232792 560-nal valé eltolassal. Ebben a
kijelentésben azért van egy kis cstisztatds: ha a megoldasban az egyik prim maxi-
mélis (vagy anndl nagyobb) hatvényon szerepel, akkor az eltoldssal neki véltozhat
a kitevGgje, de nem csokkenhet a maximélis kitevo ald, és ez a 20-nél kisebb oszték
szamat nem befolyasolja.

2. kérdés. 232792 560-nak hany olyan pozitiv osztdja van, amelynek pontosan tiz
pozitiv osztdja van a 20-ndl nem nagyobb szamok kozott?

Megoldas. 232792560 osztéibdl az ismert allitds alapjan 5-3-2-2-2-2.2.2 =
= 960 darab van, igy ezt mar nem szivesen ellenérizné az ember , kézzel”, érdemes
programot irni ra.

De ha mar emlegettiik az ,ismert allitast”, ne essiink neki teljesen naiv médon
az osztok keresésének, végignézve a szamokat 1-t6l 232 792 560-ig: a triikk az allitas
bizonyitdsaban, hogy az osztokban minden primtényezo kitevéje lehet barmi 0-t6l
a szamban talalhaté kitevoig, hat listazzuk ez alapjan az osztokat a programban.

Nyilvan tovabb is fogunk altalanositani, tehat ne direktben erre a 20-as szamra
irjuk meg a programunkat, hanem &altalanosabban: k darab osztét fogunk keresni,
amelyek nem nagyobbak n-nél.

Amikor az ember elkezd gondolkodni egy program megirasan, akkor végig kell
gondolnia, hogy mit hogyan kivdn ,modellezni” a programban, mit hogyan kell
tarolni, melyik adatot hogyan kell kezelni és milyen algoritmus alapjan fog dolgozni
a program. Ebben a konkrét esetben:

1. Egyelore nem akarunk primszamok keresésére programot irni, ,,égessiik be” a
programunkba az elsé néhany primszamot példaul a https://oeis.org/A
000040 weboldal alapjan.

2. A primek hatvanyainak szorzatdval kell szamolnunk, ezt gy tarolhatjuk,
hogy egy tombben megadjuk a megfelel6 kitevét a primekhez.

3. Az 6sszes lehetséges kitev6-kombindcidt ki kell prébalnunk, erre legegyszeriibb
egy rekurziv fliggvényt irni, ami kiprébalja az éppen aktualis prim kitevéit
és meghivja 6nmagat a kovetkez6 primre.
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4. Es ezt kétszer kell megtenniink: a konkrét esetben a 232792560 osztéira kell
ellenérizniink, hogy azok oszt6ibdl 10 darab van-e, amelyek nem nagyobbak,
mint 20.

Ezek alapjan elkezdhetjiik megirni a programot:

p : Egészek témbje := [2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53]
NP : Egész := Elemszam(p)

ph, oh, koh : Egészek tdmbje

n, k : Egész

A p tombben taroljuk a ,beégetett” primszdmainkat, az NP megadja ezek
szédmat. A ph (prim hatvdny) tombben lesz, hogy n-ig melyik prim maximum
melyik hatvdnyon szerepelhet, a konkrét n = 20 esetben (a fentiek alapjén) ebben
a tombben a kovetkez6 szamok lesznek majd:

4,2,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0.

Az oh (oszté hatvény) tombben lesznek az oszték kitevéi, és a koh (kis 0szté
hatvany) az oszték osztéinak kitevoi.

[zlések és pofonok kiilonb6zoek, ahogy szoktak mondani: egy programot lehet
alulrol felfelé, és feliilrdl lefelé felépiteni. A szerzé ez utdbbit preferalja: hidba irjuk
meg az egyszerilibb, egy kés6bbi, osszefoglalé algoritmusban felhasznalandé fiigg-
vényeket, ha végiil azokbdl mégsem sikeriil Gsszerakni a teljes programot. Ijgyhogy
kezdjiik a {6 (main) fiiggvénnyel. Miutan bekértiik n és k értékét és persze ellendriz-
tiik, hogy azok megfelelek-e (1 < n < 53,1 < k < n) meg kell hatdroznunk, hogy
melyik prim maximum mekkora hatvanyon szerepelhet:

j : Egész :=1
i : Egész := 0
ph[i] := Egész(log(n+0.5)/log(p[i]))

Ciklus amig i<NP és ph[i]>0
Ki: p[i] """ ph[i]

j 1= J x Egész (Kerekit (Hatvany(p[i]l,ph[i])))

i = 1i+1

Ha 1<NP akkor ph[i] := Egész(log(n+0.5)/log(pl[il))
Ciklus vége
Ki: "=" J "osztdit vizsgaljuk"

A ph[i] kiszdmoldsakor lényegében az n adott prim alapu logaritmusdanak
egészrészét vessziik, a +0 . 5-re azért van sziikség, hogy az esetleges kerekitési hiba-
kat kikiiszoboljiik. (Mott6: ,,Tévedni emberi dolog, de igazdn dsszekutyulni valamit
csak szamitdgéppel lehet”.) Ellenérzésképpen kifrjuk, hogy melyik prim maximum
hényadik hatvdnyon szerepelhet, és hogy ezeknek mi a szorzata (itt is vigydzva az
esetleges kerekitési hibakra). A konkrét n = 20 esetben meg is kapjuk a 232 792 560
szamot. Ezek utdn meghivhatjuk a ,kiils§” rekurziv fliggvényiinket, ami meghatd-
rozza ezen szam Osszes osztéjat a primkitevok végigprébalgatasaval:
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osz : Egész

Eljaréds osztok( s : Egész )
Ha s<NP és ph[s]>0 akkor
oh[s] := 0
Ciklus amig oh[s]<=ph[s]
osztok (s+1)

oh[s] := oh[s] + 1
Ciklus vége
Kilonben
osz := 0
Ha osztokszama (0) = k akkor
szam := 1
i =0

Ciklus amig i<NP és ph[i]>0
Ha oh[i] > 0 akkor
Ki: p[i] """ oh[i]
szam := szam * Egész (Kerekit (Hatvany (p[i],oh[i])))
Elé&gazéas vége
i =1+ 1
Ciklus vége
Ki: "=" szam
El&dgazéas vége
Eldgazas vége
Eljaras vége

A fiiggvény alapértelmezett paramétere, hogy az els6 (0. index{i) primszdamtol
kezdjiik a kitevék probalgatasat. A fiiggvény elGszor ellendrzi, hogy kell-e még ki-
tevoket prébalgatni, ha igen, akkor a megadott primmel ezt megteszi, és meghivja
sajat magat a kovetkez6 prim p tombbeli indexével. A fiiggvény mésodik részé-
ben ellenérizziik egy még meg nem irt osztokszama fliggvénnyel, hogy a kapott
osztonak hany osztéja nem nagyobb, mint n, és ha pontosan k darab, akkor ki-
irjuk az adott oszté primtényezds felbontasat és magat az osztot is. Es végiil az
osztokszama fliggvény, ami az el6z6 alapjan mar konnyen értheté:

Fliggvény osztokszama( s : Egész ) : Egész
Ha s<NP és ph[s]>0 akkor
koh[s] := 0

Ciklus amig koh[s]<=oh[s]
osztokszama (s+1)
koh[s] := koh[s] + 1
Ciklus vége
Kildnben
szam := 1
i:=0
Ciklus amig i<NP és ph[i]>0
szam := szam * Egész (Kerekit (Hatvany (p[i],koh[i])))
i =1+ 1
Ciklus vége
Ha szam<=n akkor osz := osz + 1
Eldgazas vége
osztokszama := o0Osz
Flggvény vége

Futtatva ezt a programot n = 20 és k = 10 bemend paraméterekkel Gsszesen
84 darab osztét kapunk:
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274 372 571 771 1171 1371 1771 1971 = 232792560 osztdit vizsgaljuk.

372 571 771 1171 1371 1771 1971 = 14549535
271 571 771 1171 1371 1771 1971 = 3233230

2~1 371 771 1171 1371 1771 1971 = 1939938

2~4 371 1171 1371 = 6864

274 371 7°1 = 336

274 372 = 144

Néhany osztot ,kézzel” ellenorizve ugy tinik, hogy a programban nincs hiba.
H4t akkor kisérletezziink, jatsszunk egy kicsit a programmal. Gyorsan kideriil, hogy
mégis van valami probléma, ugyanis n = 23 esetén a futtatas els6 sordban ezt latjuk
(ez operacios rendszer fiiggé lehet, ha az Egész tipus 4 byte-os egészt jelent, akkor
nem lesz j6 az eredmény):

274 372 571 771 1171 1371 1771 1971 2371 = -2147483648 osztdéit vizsgdljuk.

Pozitiv szamok szorzataként negativ szamot kaptunk: ez matematikailag nyil-
van lehetetlen. Ez egy tipikus tilcsordulasi hiba: a tényleges 5354 228 880-os ered-
mény nem fér bele a 4 byte-os egész szamabrazolasba. Kicserélhetnénk a megfeleld
helyeken az Egész tipust in. Hosszu Egész tipusra (8 byte-os egész szdm), ak-
kor 43-nél fog tilcsordulni a dolog. De ha nem ragaszkodunk a kiindulé szam és
az osztok kiirdsahoz, megelégsziink azok primtényezos felbontéasaval is, akkor egy
minimélis moédositdssal a programunk tokéletesen fog mitkodni. Az olvaséra bizzuk
annak a programrésznek a megtaldlasat, ahol ezt a moédositast végre kell hajtani
ahhoz, hogy a program jé eredményt produkaljon. Ugyancsak érdekes feladat lehet
ennek a programnak a felgyorsitasa, hiszen mar n = 42 és k = 21 esetén is kb. 15
masodpercig fut a program, amig megtaldlja a 3218 darab megfelel6 osztot.

De menjiink tovabb.

3. kérdés. Van-e olyan szam, amelynek pontosan k db pozitiv osztdja van az n-nél
nem nagyobb szamok kozott (k < n)?

Megoldas. A eredeti feladat megolddsaban haszndlt mohé algoritmus alapjan irha-
tunk egy programot, ami adott n és k, vagy akar elég sok (n, k) par esetén ellendrzi
az allitast. Mit kell megvaltoztatni az eddigi programunkban ehhez? A {6 fiiggvény-
ben végigprébaljuk a lehetséges (n, k) parokat:

i : Egész
Ciklus n := 1-tdl p[NP-1]-ig
i :=0
ph[i] := Egész(log(n+0.5)/log(pl[i]))
Ciklus amig i<NP-1 és ph[i]>0
i =1+ 1
phl[i] := Egész (log(n+0.5)/log(pl[i]))
Ciklus vége
Ciklus k := 2-tdl n-ig
Ki: n, k
Ha osztok (0) akkor Ki: "van" Kiildnben Ki: "nincs"

Ciklus vége
Ciklus vége

Vegyiik észre, hogy nem ellenérizziik a k =1 esetet egyetlen n esetén sem,
hiszen pontosan 1 osztét az 1-es szdm ad minden n-re (az n-nél nagyobb primek
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hatvanyainak szorzataiként képzett szamok ilyenek még, més lehetséges megoldds
erre nincs). Az osztok fiiggvény annyiban valtozik, hogy visszaadja, hogy sike-
riilt-e megfelels szdmot taldlni az adott (n, k) parhoz, és persze atirjuk ,mohdra”,
vagyis nagy kitevoktdl megyiink a kisebbek felé, és az els6 talalatnal kiszallunk:

osz: Egész

Fiiggvény osztok(s) : Logikai
Ha s = 0 akkor
i =0
Ciklus amig i<NP és ph[i]>0
oh[i] := 0
i = i+l

Ciklus vége
Eldgazas vége
Ha s<NP és ph[s]>0 akkor
oh[s] := ph[s]
Ciklus amig oh[s]>=0
osz := 0
aktosz := osztokszama (0)
Ha aktosz=k akkor
osztok := IGAZ
Kilénben
Ha aktosz<k és osztok(s+l) akkor osztok :
Eldgazéas vége
oh[s] -= 1
Ciklus vége
Eldgazéas vége
osztok := HAMIS
Fliggvény vége

IGAZ

Erdemes végiggondolni, hogy kezdetben itt miért kell O-val feltolteni az oh
tombot, és miért nem kellett ezt megtenni korabban.

Az osztokszama fiiggvényen viszont el kell végezni azt a bizonyos minimalis
atalakitast, ami azon kiviil, hogy garantélja a helyes mi{ikodést, gyorsit is a prog-
ramon. Ez ugyanis az egyetlen hely, ahol ténylegesen ki kell szamoljunk egy prim-
hatvanyokkal megadott szdmot (hiszen ossze kell hasonlitanunk n-el), és emiatt
ez tulcsordulhat. Ennek megoldasa, hogy mar a szamolasi ciklusban ellenérizziik,
hogy tul nagy szamot kaptunk-e, és kiszallunk, ha igen:

szam := 1

i:=0

Ciklus amig i<NP és ph[i]>0 és szam <= n
szam := szam * Egész (Kerekit (Hatvany (p[i],koh[i])))
i =1+ 1

Ciklus vége

Ha szam<=n akkor osz := osz + 1

A program igy mdédositva kevesebb, mint masfél masodperc alatt lefut, és azt
adja eredményiil, hogy n < 53-ra minden (n, k) pdrhoz van megfelelé szam. Itt is le-
het egy kis matematikai okoskodassal, és az annak megfelel6 program-atalakitassal
gyorsitani: az olvasé gondolja meg, hogy a k = n esetet sem kell ellendrizni, és azt
tovabbgondolva egy akér tizszeres gyorsitas is elérhetd. De jobb algoritmus is van:
olyan, aminél a tilcsordulds nem jon el (legaldbbis addig nem, amig egyéltaldn van
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tiirelme az embernek kivérni a programfutdst), és el tudunk menni par mésodperc
alatt akar n = 600-ig is (hdzi feladat ©®). Csak dsszehasonlitdsképpen: a fent lefrt
algoritmus szerint n = 600-ra a kiindulé szamnak kb. 3 - 103> darab osztéja van, el-
vileg azokat kellene ellendrizni, ami mér kivarhatatlan id6 lenne. Persze azért nem
ennyire rossz a helyzet, hiszen a mohdé algoritmus miatt nem ellen6rziink minden
osztét, de a fenti algoritmussal akkor is érdkba keriil mar csak az n = 600-as eset
is, nemhogy addig az Gsszes szam. Mindenesetre az ,eredmény”, a sejtés megvan:
minden (n, k) parhoz van megfelelé szam, mar ,,csak” be kellene bizonyitani.

Miel6tt nagyon nekiesnénk a bizonyitasnak, nézziik meg, mennyire hatékony
a moho algoritmus ennél a problémanal. Médositsuk egy kicsit az osztok fliggvé-
nyiinket, ellendrizziik le, hogy ha egy adott primhez felvettiik a maximaélis kitevét,
ami még belefér az elvart osztok szamaba, akkor utana kell-e visszabb lépniink:

Kildnben
Ha aktosz<k akkor
Ha osztok (s+l) akkor osztokszama := IGAZ
Kiildnben Ki: "Visszalépés"
Eldgazéas vége
Eldgazéas vége

Es az deriil ki, hogy nem! Vagyis a mohé algoritmus nagyon hatékony ebben
az esetben (nem mindig az). Mdsrészt ez azt is jelenti, hogy a bizonyitdsunkhoz
van egy sejtésiink a megfelel6 szdm megkonstrualasira: a mohé algoritmus szerint
osszuk ki a kitevoket. Mondjuk hét ki az allitasunkat.

4. allitas. A fenti mohd algoritmussal lehet taldlni olyan természetes szamot, amely-
nek pontosan k db pozitiv osztdja van az n-nél nem nagyobb szdmok kizdtt (k < n).

Megoldas. Ennek az dllitdsnak egy egyszer(ibb (?) véltozata volt a 2023. évi Sch-
weitzer Miklés Matematikai Emlékverseny hatodik feladata, amelyben a mohé al-
goritmusra valé utalds nélkiil és csak elegendéen nagy m-ekre kellett beldtni az
allitast. A kitlizés és a bizonyitds megtaldlhaté a Bolyai Térsulat honlapjén ([2]).
A 4. Allités annyival tobb anndl a feladatnal, hogy ezt minden n-re be kell 14t-
nunk. A megjelent bizonyitds nem foglalkozik azzal a kérdéssel, hogy konkrétan
milyen nagy n-ektol kezdve teljesiil az allitas, de 6vatosabb becsléseket alkalmazva
ellen6rizhetd, hogy n > 599 esetére is adhaté hasonlé bizonyitds. Az éllitas bizonyi-
tasat a fent emlitett hazi feladat teszi teljessé: ha megirunk egy olyan programot,
ami n < 598 esetén ellenérzi azt (nem volt véletlen a 600-as szdm ©). Amennyi-
ben az olvasét érdekli a probléma, és talal egy megfelelden gyors algoritmust ré, a
program forraskédjat elkiildheti a hf@server .math.u-szeged.hu e-mail cim-
re 2024. februar 15-ig. A leginnovativabb megoldasokbdl egy cikket terveziink irni
egy késébbi KéMalL szamban.

[1] https://ematlap.hu/fooldal-2023-2

[2] https://www.bolyai.hu/versenyek—-schweitzer-miklos—-emlekverseny/

Makay Géza
(SZTE, TTIK, Bolyai Intézet)
e-mail: makayg@math.u-szeged.hu
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Rétz Tanar Ur Eletmiidij 2023

2023 decemberében 23. alkalommal adtak at a természettudomanyos targyakat
oktaté pedagdgusoknak jaré Ratz Tanar Ur Eletmﬁdijat. Tavaly majusban jelent
meg cikk a K6Mal-ban Ratz Lasz16 tanar urrdl sziiletésének 160-adik évforduléja
alkalmdbdl. A réla elnevezett dijjal hazénk kiemelked6 tehetségii altaldnos- és
kozépiskolai pedagogusait tiinteti ki a Magyar Természettudomanyos Oktatasért
Alapitvany.

A dijat alapité hiarom nagyvallalat, az Ericsson Magyarorszig, a Graphisoft
és a Richter Gedeon Nyrt. kozel 25 éve dolgozik azon, hogy tisztelettel adézzon a
kivalé magyarorszagi pedagogusok elétt.

Az életmivet dijazo elismerésre barki felterjesztheti a sajat életében meghata-
rozé szerepet betoltdé pedagdgusdt, éppen ezért az Alapitvany folyamatosan béto-
ritja a didkokat, sziilket, kollégédkat és intézményeket az orszag minden teriiletén,
hogy nevezzék azokat a redltargyakat oktatd tanarokat, akiket érdemesnek tartanak
a dijra. 2000 6ta az Alapitvany Osszesen 176 pedagdgust dijazott a matematika-, a
fizika-, a kémia- és a bioldgiaoktatds teriiletén nyudjtott kimagaslo teljesitményéért.

A Rétz Tanér Ur Eletmﬁdijak iinnepélyes atadasara idén is a Magyar Tudo-
méanyos Akadémian keriilt sor, december 11-én. A kitiintetést az aldbbi pedagégu-
soknak itélte oda a kuratorium:

Matematika )
e C. Neményi Eszter, E6tvos Lorand Tudoményegyetem Tanitéi- és Ovéképzd Kar,
Matematika Tanszék, Budapest

e Dr. Kosztolanyi Jozsef, Szegedi Tudomanyegyetem Bolyai Intézet, Analizis Tan-
szék, Szeged

Biologia .

e Csomboéné Szaniszl6 Margit, Eperjesi Altalanos Iskola, Eperjes

e Gergely Tibor, Nyiregyhéazi Kridy Gyula Gimnazium, Nyiregyhaza

Fizika )

e Punyiné Kandracs Erzsébet, Kantor Mihaly Altalanos Iskola, Cigand

e Tofalusi Péter, Debreceni Reformatus Kollégium Déczy Gimnéziuma, Debrecen

Kémia

e Dr. Petz Andrea, Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimnaziuma és Kollégiuma, Pécs

e Lovasi Ildik6, Hunyadi Matyéas Altaldnos Iskola, Budapest XIII. keriilet

A KoMalL szerkeszt6sége is kivan mindnyédjuknak — és tandrtarsaiknak is —
tovabbi erét a tanitdshoz, a tehetséges és érdeklodd diakok felkutatdsdhoz, tamo-
gatdsahoz!

A részletes indoklés és az évente megujuld felhivdas megtalalhaté a Dij honlap-
jan: https://www.ratztanarurdij.hu/
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Rejtvények, ordoglakatok

E—

Ordoglakat az erd6bél

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorét
mutatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonb6zé kirakds
jatékok, topoldgiai feladvanyok, ordoglakatok és a matematikat felhasznald
blivészmutatvanyok.

Manapsdag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt
az adja, ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a blivészmutatvanyok triikkjeit
mi taldljuk ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiik el.
Prébaljuk meg a feladatokat tovabbgondolni, altalanositani, igyekezziink 1j
feladatokat kitalalni.

A megoldésokat, altaldnositdsokat a rejtveny.komal@gmail.com cimen
véarjuk. A legjobbakat — akar cikk vagy videé formdajaban — a honlapunkon
vagy itt a Lapban 6rommel kozoljiik.

A bal oldali képen Kirill Grebnev orosz jatéktervezo alkotdsa lathatd, amellyel
a 2007-es International Puzzle Party versenyén dicséretet nyert. A jaték egy kampds
végll, nagyjabdl egyenes fadghdl, egy karikabdl és egy zsineghdl dll. A fadg at van
flizve a karikan, a karikara pedig rd4 van hurkolva a zsineg, amelynek két vége az
ag végén van rogzitve. Lényeges, hogy az 4g kampds vége nem fér 4t a karikén,
és a zsineg tul rovid ahhoz, hogy a karikat el lehessen hiizni az ag tilsé végéig.
A feladat az, hogy errdl a szerkezetrol szedjiik le a karikat.

Fadg helyett haszndlhatunk fakanalat is, mint a jobb oldali képen. A fakan&l
feje két helyen at van furva, a baba szemei a zsinér végére kotott csomdk.

Kirill Grebnev jatéka fakanalas véltozat

Az kovetkezd képen lathato, fél méternél hosszabb példanyt a Kézzelfoghato
Logika cimi 6rdoglakat-kiallitdason lehet kiprobalni.
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G4l Péter blogjan tovébbi véltozatokat is taldlhatunk (https://ordoglakat
.blog.hu/2011/10/1 6/a_termeszet_ajandeka_406):

A decemberi jatékok megoldasa

Az els6 feladatban két, a csukléjukra kotott zsindrral egymashoz Gsszehurkolt
jatékost kellett szétvdlasztanunk ugy, hogy a madzagot nem szabad kikotni, a
zsinérnak végig a csukléjukon kell maradnia.

A megoldédshoz nincs sziikség semmilyen tornagyakorlatra, a megoldéds inkabb
egy — ordoglakatoknal nagyon gyakori — atbuijtatds: az egyik zsinért atbdjtatjuk a
masik jatékos csukldjara kozott madzag alatt, igy meg tudjuk keriilni a kézfejét:
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A masik feladat ennek egy valtozata volt: a két keziinkre kotott madzagon levo
csomot kellett kioldanunk és visszakotniink. Természetesen a megoldas ugyanazzal
az atbujtatds triikkel lehetséges:

Koés Géza

F ‘ Gyakorl6 feladatsor
% emelt szintii matematika érettségire
h J I. rész

1. a) Hatdrozzuk meg a valés szdmok halmazanak leheté legb&vebb részhal-
mazan értelmezett, az

f(z) :—%COS (m—l—g) +%

hozzérendelési szaballyal megadott f fliggvény értelmezési tartomanyat, értékkész-
letét és zérushelyeit. (5 pont)

b) Oldjuk meg a
log, x 4+ log, 4 < 3

egyenlOtlenséget a valds szdmok halmazén. (6 pont)

1. Egy 32 méter széles, téglalap alaki telek kozepére (atldéinak metszéspontjs-
ba) elhelyeznek egy korbeforgd ontézéberendezést, amely egy 20 méter sugari, kor
alaku teriiletet 6ntoz. A keritésen beliili vizes rész teriilete a telek teriiletének 60
szazaléka.

a) Mekkora a telken beliili megontozott rész? (6 pont)

b) Milyen hosszi a telek mésik oldala? A vélaszt két tizedesjegyre kerekitve
adjuk meg. (6 pont)
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3.a) Adjuk meg azokat a pozitiv egész szamokat, amellyel az 5n? — 5n kifejezés
minden pozitiv n egész esetén oszthato. (4 pont)
b) Igazoljuk, hogy az 5n? — 5n + 8 kifejezés semmilyen pozitiv egész n esetén
sem lehet négyzetszam. (4 pont)
¢) Igazoljuk, hogy az a, = 5n% —5n + 8 (n > 1) sorozat szigortian monoton
novo. (6 pont)

4. a) Egy haromszogben az ABC szog 44 fok 17 perces, az AC B szog nagysiga
105 fok 43 perc. Mekkora szégben latszik a hdromszog BC oldala a haromszog koré
irt korvonal — B-t6l és C-t6él kiilonboz6 — pontjaibdl? (4 pont)
b) Adott az KL szakasz a koordinatasikon: K (1;1) és L(4;5). Adjuk meg
azoknak a pontoknak a halmazat a koordinatasikon, amelyekb6l a K L szakasz 150
fokos, vagy 30 fokos szdg alatt 1atszik. (10 pont)

II. rész

5. a) Egy tdrsasidgban érkezéskor mindenki mindenkivel kezet fogott egyszer.
Ha kétszer annyian lettek volna és ugyanigy tidvozlik egymast, akkor 477-tel tobb
kézfogas lett volna. Hdnyan voltak a tdrsasdgban? (6 pont)

b) Déntsiik el, hogy az aldbbi &llitds igaz-e, vagy hamis. A vélasztdst indokoljuk.
(5 pont)

V(M) (M) " )+ (") =20 (n természetes szém)
0 1 9 n—1 n_ n te eszetes Sza. .

, 2022 2022 202
¢) Irjuk fel egyetlen <Z> alakban a < 0 > + < 0 > + < 0 3> Osszeget.

100 101 102

(5 pont)

6. a) Egyszerisitsiik a

4n? + 54n — 90
2n2+n—6
tortet (n pozitiv természetes szdm). (5 pont)
4n? + 54n — 90

b) Tagja-e az a, = 7127;—&-—:—6 sorozatnak a 47 (5 pont)
¢) Hatérozzuk meg az a,, sorozat hatarértékét. (6 pont)

7. Egy kiilonleges logé elkészitéséhez harom fiiggvényt hasznalnak fel:
f(z) = =0,52% + 62 — 5,5; g(z) = —2® + Tz — 6; h(z) = —2? 4+ 17z — 66.

a) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény széls6értékét. (4 pont)
b) Igazoljuk, hogy a g és h fiiggvény az x tengelyen metszi egymést. (5 pont)
¢) A hérom fliggvény grafikonja korbe zar egy véges sikidomot, amelyet arany-
szinlire fognak festeni. Hany forintba keriil a teriilet kifestéséhez sziikséges festék,
ha tudjuk, hogy egy teriiletegység 0,12 dm? teriilet(i, és a festék dra 1 négyzetmé-
terre szamolva 20000 Ft? (7 pont)
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8. A Varazsloiskoldaban Dumbledore igazgaté kivalaszt 6 tanuldt, akik kiilon-
leges és nagyon veszélyes feladatot kapnak a Tiltott Rengetegben. Az igazgatd egy
zsdkbol huzza ki a kivalasztottak nevét. A zsdkba 10 griffendéles és 5 mardekaros
tanulé neve keriil. Sorban hizza ki a neveket tartalmazdé céduldkat, és nem teszi
vissza.

a) Mennyi annak a valdszinilisége, hogy a kihtzott 6 név kozott pontosan
3 mardekéros lesz? (5 pont)

b) A kivdlasztott hat tanulé kap egy-egy szabélyos dobdkockét. Egyszerre
feldobjak. Mennyi a valésziniisége, hogy mindenki més szamot dob? (4 pont)

¢) A nap végén mind a hat tanulé egy 1-t6l 10-ig terjedd egész szdmmal értékeli
anapjat, az 1-es a legrosszabb, a 10-es a legjobb. Hany pontos értékelések sziilettek,
ha tudjuk, hogy

— csak két azonos szam szerepel a 6 szam kozott,

— a statisztikabdl ezt olvashatjuk ki: a hat szdm mddusza 4, medidnja 5, atla-
ga 6, terjedelme 7. (7 pont)

9. 3D nyomtatoval elkészitiink egy testet, amelyet a kovetkezOképpen terve-
ziink meg: vesziink egy négyzetet, amelynek atléja /200 cm hosszisagu, és ekoriil
az atlé koriil megforgatjuk a négyzetet. A keletkez6 testbél a forgdstengelyétél
5 cm-nél nagyobb tavolsigra 1évé részeket géppel eltavolitjuk.

a) Milyen testekbdl lehet osszedllitani az {gy elkésziilt forgastestet? (4 pont)
b) Mekkora a test térfogata? (5 pont)
¢) Mekkora a felszine? (4 pont)

d) Megprébaljuk kiilénboz6 nyomtatdkkal elkésziteni a testet, 4m az elsd pél-
déanyoknal még sok a hiba. Az aldbbi gyakorisagi tabldzatba foglaltuk az egyes
mintadarabok térfogatanak szdzalékos eltérését az altalunk elképzelt idedlis térfo-
gathoz képest. Készitsiink az adatokbol dobozdiagramot. (3 pont)

szézalékos eltérés | 1 | 2 | 3 |5 |7 | 8
gyakorisag 11211313

Tatar Zsuzsanna Maria
Esztergom

Megoldasvazlatok a 2023/9. szam
emelt szintii matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a 1g(2025 — x?) < **¥/z — 2023 egyenlbtienséget a valds szd-
mok halmazdn. (6 pont)
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42 — 2z — 2
b) Oldjuk meg a T 0 = 2 egyenletet a valds szamok halmazdn.

z—1 2—z
(6 pont)

Megoldas. a) Meghatdrozzuk az egyenlStlenség értelmezési tartomanyat. A lo-
garitmus definiciéja miatt 2025 — 22 > 0, amibél —45 < x < 45, a 2024. gyok miatt
pedig x — 2023 > 0, azaz x > 2023. A két halmaz metszete iires, {gy nincs olyan
valds szam, amelyre az egyenl6tlenség mindkét oldala értelmezhetd, tehdt a meg-
olddshalmaz M = (.

b) Az egyenlet értelmezési tartomdnya: R\ {1;2}. Azonos dtalakitdsok, majd ren-
dezés utdn az x2 — 28z + 68 = 0 masodfoki egyenlethez jutunk, melynek két valds
gyoke x1 = 14 + 8v/2 és xo = 14 — 8v/2. Mindkét gyok eleme az értelmezési tarto-
manynak, igy az eredeti egyenletnek is megoldasai.

2. A hires David-szobor Firenzében egy dllandd kidllitdson ldthatd. Biztonsdgi
okokbdl a szobor egy 2,3 méter magas talapzaton dll. A talapzat aljdtdl pontosan
4,5 méterre taldlhato padlokamerdbol a szobor legalsé pontja 32°-kal kisebb emelke-
dési szogben ldtszik, mint a legfelséd pontja.

a) Hdny centiméter magas a szobor? (7 pont)

Egy pénteki napon 2650 felndtt-, és 1100 gyermekjegyet értékesitett a mizeum,
19y aznap 37750 eurd folyt be a jegyekbol. Mdsnap 2830 felndtt-, és 4500 gyermek-
jegyet adtak el, ezzel 50290 eurd lett az aznapi jegybevétel.

b) Szdmitsuk ki egy felndit-, illetve egqy gyermekjegy drdt. (7 pont)

Megoldas. a) Készitsiink dbrat, jelsljiik a szo-
bor magassagét h-val. Adott € = 32°. A 7 hegyes-
szoget tartalmazd derékszogii haromszog két is-
2,3
mert befogbjabdl tgy = E, amibdl v = 27°. Ekkor b
"h+23

v+ e~ 59°, igy tg5h9° ~ , amit h-ra meg-
oldva kapjuk, hogy h ~ 5,19 méter.

A szobor magassaga 519 centiméter.
b) Jeloljiik a feln6ttjegy drdt a-szel, a gyermekje- 2.3 m
gyét pedig y-nal. A feladat feltételei alapjan felallit- K 5

2650z + 1100y = 37750 4.5 m
a egyenletrendszert,

2830z + 4500y = 50290
amelyet megoldhatunk a behelyettesité vagy az egyenld egyiitthatok mddszerével
is. A megoldéds: x = 13 és y = 3, azaz a feln6ttjegy 13, mig a gyermekjegy 3 eurdba
kertil.

3

ju

3. A tricium, azaz a hdrmas hidrogénizotop mennyiségének a fele 12,3 év alatt
bomlik el.
15

a) Mennyi id6 alatt bomlik el adott mennyiségi tricium 15 része? (3 pont)
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b) Egy palack idei bor 350 szdzalékkal tébb triciumot tartalmaz, mint eqy — ugyan-
akkora drtartalmi — palack ugyanolyan, mult szdzadi bor. Hdny éves lehet a régebbi
bor a triciumtartalma alapjin? (8 pont)

Megoldas. a) Ha a tricium eredeti mennyisége > 0 mdlnyi atom, akkor t év

.15 e 15 s -

alatt elbomlik — - x mdlnyi, igy megmarad x — — -z = — - x mdlnyi, a felezési

id6 alapjan pedig tudjuk, hogy 12,3 évenként felez6dik a mennyisége. Fzek alapjan
felirhatjuk, hogy

amib0l x-szel valé egyszeriisités utan, majd az 3 alapti exponencialis fliggvény

t
szigord monotonitasat felhasznalva azt kapjuk, hogy 23 = 4, azaz t = 49,2 év

alatt bomlik el a tricium 1—2 része.

b) Az idei bor triciumtartalma 100 4+ 350 = 450 szdzaléka, azaz 4,5-szerese a
régebbi bor triciumtartalménak. Az utébbit y-nal jelolve teljesiil, hogy

1 1;3
=45y (5)"
Yy Yy 2

I (1)#3
45  \2 '

amibdl t = 12,3 - log% (%5) ~ 26,7 év, azaz a régebbi bor hozzavetlegesen 27 éves

(igy valéban a XX. szdzadban késziilhetett.)

4. a) Tornadrdan egy 12 f8s csoport medicinlabddval erdsitett. Az eqyik gya-
korlat sordn mindenki hdromszor dobott, és a tandr feljegyezte a legnagyobb dobds
hosszdat méterben. A testneveld megdllapitotta, hogy a felirt szamok terjedelme 5,
medidnja és modusza is 9 méter. Also kvartilise 8,1 méter, felsé kvartilise pedig
10,5 méter. Adjunk meg hdrom kilonbéz6 adathalmazt, amelyre a fenti megdllapi-
tdsok érvényesek. (6 pont)
b) Robinak dra utdn 12 azonos méretd labddt kell két dobozba beraknia, az egyik-
ben 4, a mdsikban 8 labda fér el. A labddk kozil 7 piros, 3 kék, a tobbi zld szind.
Hdnyféleképpen helyezheti el a labddkat Robi, ha az azonos szini labddkat nem ki-
lonbozteti meg, és a dobozon beliil a labddk elhelyezkedése nem szamit? (8 pont)

Megoldas. a) Ha 12 elemii az adathalmaz, akkor névekvé sorrend szerint a
két kozépso elem szamtani kozepe a median, az elsé hat elem medianja egyenl6 az
alsé kvartilissel, a masodik hat elem medianja pedig a fels6é kvartilist adja. Mivel a
moédusz is 9, ezért a két kozépso elem mindenképpen 9 kell, hogy legyen, de akar
4-szer, illetve 6-szor is szerepeltethetjiik. A terjedelem is adott, tehat figyeljiink,
hogy a legnagyobb és a legkisebb elem kiilonbsége 5 legyen. Az elézéek alapjin
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megfeleldek példdul az aldbbi adathalmazok (az elemek méterben értenddk):

Ay ={6,2;6,5;8;8,2;8,5;9;9;9,5;10; 11;11,1; 11,2},
Ay = {6;8;8;8,2;9;9;9;9;10; 11;11; 11},
A ={7;7,7,2,9;9;9;9;9;9;12;12; 12}.

b) Két darab zold labda van. Nézziik meg, hogy a kisebb dobozba hény zold és
hany kék keriil, amely mar egyértelmiien meghatdrozza az elhelyezést (hiszen a
maradékot kitoltjiik pirosakkal). Zoldbél lehet 0,1 vagy 2, ami 3 lehetdség. Kékbol
pedig 0, 1, 2 vagy 3 lehet, ami 4 lehet6ség, ez Gsszesen 3 - 4 = 12 lehet6ség lenne,
de ezek koziil nem j6, ha két zold és harom kék keriilne bele, mert 6t labda nem
fér el a kisebb dobozban.

Osszesen 12 — 1 = 11 lehetéség van a labdék elhelyezésére.

II. rész

5. Eqgy 28 f6s osztdlyban a matematikatandr hdromféleképpen mérte fel a tanu-
lok decemberi teljesitményét: videos beszdmold, interaktiv feladatlap, illetve irdsbeli
dolgozat formdjaban. Minden tanulo részt vett legaldbb egyfajta értékelésben. Tud-
Juk, hogy 15-en videdztak, ugyanennyien pedig pontosan kétfajta értékelés résztvevdi
voltak. 16-an interaktiv feladatokat oldottak meg, 22-en pedig dolgozatot irtak. Ja-
nudr elején a tandr taldlomra kivdlaszt egqy tanuldt, akit széban szeretne feleltetni.

a) Mekkora a valdszindisége, hogy olyan tanuldt vdlaszt, aki mindhdrom értékelésben
részt vett decemberben? (8 pont)

b) Az osztaly tanuldinak hdny szdzaléka vett részt decemberben minddssze egyfajta
értékelésben? (3 pont)
¢) Legfeljebb hdnyan lehetnek azok, akik csak dolgozatot irtak decemberben? (5 pont)

Megoldas. a) Jeloljikk z-szel azoknak a tanuléknak a szdmdt, akik mindharom
emlitett értékelésben részt vettek, és készitsiink Venn-diagramot:

A létszamokat Gsszeadva éppen 28-at kapunk:

28=15—-a-b—z+a+b+c+z+22—a—c—x+16—-b—c—ux,
2c=2—a—-b—c
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Tudjuk, hogy pontosan két értékelésben 15 tanuld vett részt, ezért a+b+c=15,
ezt behelyettesitve a fent kapott egyenletbe: 2x = 25 — 15, amib6l x = 5, azaz 6t
tanulé szerepelt mindhdrom értékelésen. A kivélasztés valésziniisége p = TR
b) Az a) feladatrészben lattuk, hogy dten mindhdrom értékelésben részt vettek, az
pedig adott, hogy tizentten pontosan kétfajta értékelési fajtaban voltak érintettek,
igy 28 — (5 4 15) = 8-an vannak, akik csak egyfajta szdmonkérésen voltak. Ez az

8
osztalylétszam %8 100 ~ 28,57 szazaléka.

¢) Az el6zé feladatrészben lattuk, hogy 8
tanulé pontosan egyfajta értékelés részt-
vevlje volt. El6fordulhatott, hogy mind a
nyolcan dolgozatot irtak, ez esetben egyet-
len olyan tanulé sem volt, aki csak vide-
0s beszamolot készitett, illetve olyan sem
volt, aki interaktiv feladatlapot toltott ki.
Ez tényleg megvaldsulhat példaul az abran
lathaté médon.

Legfeljebb 8 olyan tanul6 volt, aki kizarélag dolgozatot irt decemberben.
6. Egy 0,4 dm dtmérdji tomor fémgombdit lequritottak eqy golydpdlydan. A tdv
elsd felében 0,12 m/s, a mdsodik felében 0,16 m/s dtlagsebességgel gurult a gomb.

a) Mekkora volt a gomb (a pdlya teljes hosszdra vonatkozd) dtlagsebessége?

(10 pont)
Ezutdn a gombot megolvasztottdk, és az anyagdbol 0,5 cm sugard tomor gombiket
ontottek.

b) Hdny darab ilyen gomb keletkezhetett az dntés sordn? (6 pont)

Megoldas. a) Legyen a tav hossza x, ekkor az elsé felét id6 alatt teszi

b

meg, a masodik felét

id6 alatt, igy az atlagsebessége

)

x 24
atlag — = — = ,]. .
Vstlag . . 7 0,137 m/s

2012 2016

3.7 cm?®, a kisebb gomb

4
b) A gomb sugara 2 cm, ezért a gomb térfogata V; = 3 2
sugara 0,5 centiméter, {gy térfogata Vo = 5 -0,5% - 7 cm®. Ezek ardnya megmutatja,

hogy elvileg hédny kisebb gomb készitheté a nagyobb gomb anyagabdl:

4 3
Vl 5.2 .7'r
— = = 64,
S

3. s .7T

azaz legfeljebb 64 darab kisebb gémb 6ntheté a nagyobb gémbbdl.
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7. Gergd a 180-ndl kisebb 6-tal oszthato természetes szamok mindegyikét felirta
egy-eqy cetlire, majd a cetliket belerakta egy nagy dobozba.
a) Mennyi a cetliken szerepld szdmok dsszege, illetve szorzata, ha minden cetlire
kiilonbéz8 szdmot irt Gergd? (4 pont)
Gergd occse talalomra kivdlasztott a cetlik kozil egyszerre éppen hdrmat.
b) Mekkora a wvaldsziniisége, hogy legaldbb két kivdlasztott cetlin 10-zel oszthatd
szdm szerepel? (5 pont)
Ezutdn Gergd visszatette az dsszes cetlit a dobozba, jol megkeverte dket, majd vélet-
lenszertien kivalasztott eqy cetlit, felirta a rajta lévd szamot, majd ismét visszatette
a dobozba. Ezt az eljdrdast még kétszer megismételte, tehdt dsszesen hdrom szdmot
irt fel.

¢) Mekkora a valdszinidsége, hogy Gergd nem irta fel a nulla szdmgjegyet? (7 pont)

Megoldas. a) A cetlik szdma 30, hiszen 0-t6l 174-ig minden hatodik egész szdm
éppen egy cetlin szerepel. A szdmok szorzata 0, mert az egyik tényez6 0. A szdmok
egy d = 6 differenciaju szamtani sorozat egymast kovetd tagjai, ezért az dsszegiik

1
0+ 174 - 30 = 2610.

S30 =

b) A 6 és a 10 legkisebb kozos tobbszorose a 30, ezért a cetliken szerepld szadmok
koziil azok oszthaték 10-zel, amelyek 30-cal is. Osszesen hat ilyen szdm van: 0; 30;
60; 90; 120; 150. Kedvez6 esetben vagy éppen két ilyen szamot vélasztott ki Gergd
occse, vagy mindharmat ezek koziil vélasztotta, ez

(2): (1) (5) =0

kedvezd esetet jelent. A 30 kiilonboz6 elembél egyszerre vett ki hdrmat, igy dsszesen
30
( 3 ) = 4060 eset van.

380 19
Ak tt valészinliség p = —— = —— ~ 0,0936.
eresett valdszinliség p = - = o0a ,

¢) A 10-zel oszthaté szdmokon kiviil még azok is tartalmaznak nulla szdmjegyet,
amelyeknek a kozépsé szamjegyiik 0, a cetliken 1évok koziil ilyen a 102 és a 108,
azaz Osszesen nyolc olyan cetli van, amelyen szerepel a nulla szamjegy. Ha Gergd
egyszer sem irta le a nullat, akkor mindharom alkalommal abbdl a322 darab szambdl
22)‘ 1331

ilasztott, amelyben ni lla. Ennek valészindisé :(7 = 20 20,394,
valaszto amelyben nincs nulla nnek valoszinusege p 30 3375

8. a) Egy kor két pdarhuzamos hirja 4 c¢cm és 198 mm hosszisdgi. Mekkora
lehet a kéztik 1évd tdvolsdg, ha a kér ditmérdjének hossza 20,2 cm? (8 pont)

b) Egy derékszogl hdromszdg kiilsé szégeinek tvmértéke — nagysdg szerint sorba
allitva — egy mértani sorozat hdarom, kézvetlenil eqgymdst kovetd tagja. Adjuk meg
a hdromszdg belsd szigeinek fokmértékét. (8 pont)
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Megoldas. a) Tekintsiik az aldbbi dbrat, amelyen a kér sugardt r-rel jelsltiik.

A kor sugaranak hossza 101 mm. Minden hur felezbmerélegese dtmegy a kor
kozéppontjan, ezért hasznalhatjuk a Pitagorasz-tételt. A 40 mm-es hir tavolsdga
a kor kozéppontjatdl z = /1012 — 202 = 99 mm. A 198 mm-es hir tévolsdga a
kér kézéppontjatol y = /1012 — 992 = 20 mm. A hiirok parhuzamosak, igy kétféle
tavolsag léphet fel: ha azonos félkérben vannak, akkor x —y = 99 — 20 = 79 mm,
ha pedig kiilonb6z6 félkérben vannak, akkor x + y = 99 + 20 = 119 mm.

b) A szogek {vmértéke és fokmértéke egyenesen ardnyos, ezért a feladat felté-
telei a haromszog kiils6 szogeinek fokmértékére is fennallnak. Egy derékszogl hé-
romszog legnagyobb belsé szoge 90 fokos, igy ugyanekkora a legkisebb kiils6 szoge.
Legyen a mértani sorozat hdnyadosa ¢ > 1, ekkor a kiils szégek nagysdga v/ = 90°,
B =q-90°, o = q?-90°, amelyeknek sszege 360°.

g% - 90° + ¢ - 90° + 90° = 360°,

—-1++13

@+q—3=0, ebb8l g o= 5

Lathatjuk, hogy q1 > 1, igy ebbdl j6 megoldast kapunk:
~ =90°, B~ 117,25°, o' ~ 152,75°,
tehat a haromszog bels6 szogeinek fokmértéke:

4 =90°, B~6275°,  a=~27,25°.
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9. Adott a kévetkez6 két halmaz: A = {x € N | 22 < 9} és B = {egyjegyti, pozitiv
primszamok}. Hdny olyan — egymdstdl kiilonbiézé — figguény van, amelynek

a) értelmezési tartomdnya az A, képhalmaza a B halmaz? (4 pont)
b) értelmezési tartomdnya az A, értékkészlete a B halmaz? (4 pont)
c¢) értelmezési tartomdnya a B, képhalmaza az A halmaz? (4 pont)
d) értelmezési tartomdnya a B, értékkészlete az A halmaz? (4 pont)

Megoldas. A két halmaz az elemeivel felirva: A = {0;1;2} és B = {2;3;5;7}.
a) Az A halmaz minden eleméhez hozzdrendelhetjiik a B halmaz barmelyik elemét,
ez Osszesen 43 = 64 kiilonbozé fiiggvényt jelent.

b) Egy fiiggvény értékkészletének elemszdma nem lehet nagyobb, mint az értelme-
zési tartomany elemszama, igy az ilyen fiiggvények szama 0.

¢) A B halmaz mind a négy eleméhez 3-3 elembdl valaszthatunk, ezért 3* = 81
kiilonbo6z6 fiiggvényt hozhatunk létre.

d) Az értelmezési tartomdny 4 elemébdl kivélasztjuk azt a kettdt, amelyhez az A
4
halmaznak ugyanazt az elemét rendeljiik, ezt (2> = 6-féleképpen tehetjitkk meg.

A miésik két elemhez pedig az A halmaz masik két elemét rendeljiik, igy az A
halmaz osszes elemét felhasznéljuk. Az értékkészlet harom elemét 3! = 6 kiilonbo-
76 sorrendben rendelhetjiik a B halmaz megfelel6 elemeihez, igy a feltételeknek

4
megfelel6 fliggvények szdma: (2 -3l=6-6 = 36.

Megjegyzés. Komplementer médszerrel is szamolhatunk. A ¢) feladatrészben kapott
fiiggvények koziill azok nem jok, amelyekben nem vélasztottuk ki az A halmaz
mindhdrom elemét, ezért alkalmazhatjuk a logikai szita formulat. A d) feladatrész
feltételeinek megfelels fiiggvények szdma 3* — 3 -2% + 3 - 1% = 36.

Kozma Katalin Abigél
Gyor

Matematika feladatok megoldasa

B. 5305. Legyen az ABC hdromszég BC' oldaldnak B-hez kozelebbi harmadold-
pontja Ay, C-hez kdzelebbi harmadoldpontja pedig As. A C' A oldalon hasonloképpen
jeloljiik ki a By és Bsy, végil az AB oldalon a Cy és Cy harmadolopontokat. Bizo-
nyitsuk be, hogy az ABC hdromszog sulypontja illeszkedik az A1 B1Cy és Ay BoCly
hdromszdgek korilirt koreinek kézds pontjait 6sszekotd egyenesre.

(4 pont) Javasolta: Biré Bdlint (Eger)
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1. megoldas. Megmutatjuk, hogy az A1 B1C1 A és az A;BoCy/A\ egymas tiikor-
képei az ABC haromszog S stulypontjdra. Mutassanak az A, B stb. pontokba egy
tetszéleges O vonatkoztatdsi pontbdl rendre az a, b stb. vektorok. Jél ismert, hogy
az S silypontba mutaté vektor

1
s:g(a—&—b—i—c).

Tovabbé az osztépontba mutaté vektorra vonatkozé formula szerint az dsszes har-

1. dbra

madolépontba mutaté vektor is kifejezheté a csiicsokba mutaté vektorok segitsé-
gével, példaul

1 1
a1:§(2b+c); b2:§(0+2a).

fgy az Ay By szakasz felezdpontjaba mutaté vektorra azt kapjuk, hogy

1 111 1 1

§(a1 +ba) = 3 §(2b+c)+ g(c+2a) = g(a+b+c) =s.
Ebbdl kovetkezik, hogy az A By szakasz felez6pontja S. Hasonléan megmutatha-
t6, hogy az A,C7 és CoB; szakaszokat is felezi S, ebbdl pedig adddik, hogy az
A1 BC1 A S-re vonatkozé tiikorképe éppen az As BoCoA.

fgy az S-re vonatkozo tiikkrozés az A; B;Cy A koriilirt korének O; kozéppontjat

éppen az As BoCo A koriilirt kérének Oy kdzéppontjiba viszi, azaz S rajta van 0109
szakaszfelezé merolegesén. Mivel a két kor sugara egyenls, ezért a metszéspontok
is illeszkednek OO0 szakaszfelezd merdlegesére, amibdl az allitas adddik.

A KéMalL honlapon ldthato megoldds

Megjegyzések. A kiemelkedd dolgozatok koziil a fentihez hasonld, vektorokat haszndlé
megoldast adott a feladatra: Inokai Addm (Szeged, Radnéti Miklés Kis. Gimn., 10. évf.),
Bencz Benedek (Budapest, Badr-Madas Ref. Gimn., 10. évf.).

II. megoldds. Legyen az ABC héromszog silypontja S, a BC' oldal felez6pont-
ja F. Tekintsiik a 2. dbrdt.
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B A, F A, c

2. dbra

A stlypont a silyvonalnak az oldalhoz koézelebbi harmadolépontja, ezért

% = %, ugyanakkor a feltételek alapjan % = % is igaz, ezért % = %, in-
nen rogton kovetkezik, hogy
) a4

ACy,  AB’

(1) szerint az ASC5 és AF B hiromszogek két-két oldaldnak ardnya megegyezik és
az ezek altal bezart, a kozos A csicshoz tartozé belsd szog egyenld, tehat a két
haromszog hasonlé.

Emiatt CySA< = BF A<, és igy
C,S || BF.

Egyszertien belathatjuk, hogy az ASB; és AFC haromszogek is hasonldk, és ebbél
az elozoeknek megfeleléen kapjuk, hogy

B.S || CF.

Mivel B, F' és C egy egyenesen vannak, ezért fenti eredményeink azt jelentik, hogy
a Cy, S, By pontok is egy egyenesen vannak.

Az ASCy és AFB, illetve ASB; és AFC hasonlé haromszogek megfeleld
oldalainak aranya %, ezért

C2S  BiS 2

@ BF ~CF 3
Nyilvédnvals, hogy BF = CF, ezért (2) szerint
Cy8 = By S,

ez pedig azt jelenti, hogy a B;C szakasz felezOpontja S.

Hasonléan lathatjuk be, hogy az A;Bs, valamint az A;C; szakaszok felezd-
pontja is az S silypont. Eszerint az A; B;C; haromszognek az S-re vonatkozd
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tiikorképe az As BoCs haromszog, ezért a két haromszog koriilirt kore is egymads
tiikorképe, tehat a két kor sugara egyenlo.

Ezzel azt is igazoltuk, hogy az Oq, illetve Oq
kozéppontok az S pontra vonatkozéan egymds tii-
korképei, vagyis az 0105 szakasz felezépontja S. Ha k1
tehat a két kor kozos pontjait My, Ms-vel jeloljiik,
akkor az O M102 My négyszog rombusz, hiszen

ko

02X

01M1 = M102 = 02M2 = MgOl.

A rombusz szimmetriacentruma S, ebben a pontban

metszik egymast a rombusz M; My és 0102 atloi,

vagyis a kozos pontokat Osszekotdé Mi;Ms egyenes 3. dbra
valéban athalad az S ponton.

Németh Norbert Marcell (Szeged, Radnéti Miklés Kis. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. A kiemelkedd, illetve maximalis pontszamot elért dolgozatok koziil a par-
huzamos szel6k tételének megforditdsat, illetve kozéppontos hasonldésagot alkalmazéd meg-
oldast adott a feladatra: Erdélyi Kata (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.,
10. évf.), Nguyen Kim Dorka (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.),
Puppi Barna (Kaposvér, Téncsics Mihdly Gimn., 10. évf.), Zombik Barnabds (Buda-
pest, Eotvos Jozsef Gimn., 11. évf.), Zhai Yu Fan (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk.
és Gimn., 9. évf.), Virdg Léndrd Ddniel (Budapest, ELTE Apéczai Csere Jdnos Gimn.,
10. évf.), Kovdces Benedek Noel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.).

II1. megoldas. Normalt baricentrikus koordindtak segitségével megmutatjuk,
hogy az A1 By, B1Cs, C1As szakaszok kozos felez6pontja a G-vel jelolt stulypont.
Ehhez az ABC haromszoget tekintjiik vonatkoztatdsi haromszdgnek, ahol az A, B,
C' pontok normalt baricentrikus koordinatai

A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1),

ebbodl kovetkezben a silypont normalt baricentrikus koordinatéi G(%, %, %)

Tekintsiik a 4. dbrdt.

Az Ay, As pontok normélt bari-
centrikus koordinatai

21 12
1) A = = A = =
() 1<O7373>7 2(07373>a

a B, By pontoké

1 2 2 1
2) By |=,0,=- By | =,0, =
() 1(37 73)7 2<37 a3>7

végiil a C7, Cy pontoké
21 1 2
(3) Cl (37 370) ) 02 <37 3a0> . 4 dbra
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Egyszerti szamitassal kapjuk, hogy az A1 By, B1Cs, C1 Ay szakaszok felezépontja-

%7 %7 %), tehat ezek a felezOpontok
egyrészt egybeesnek, masrészt azonosak a G sulyponttal. Ez ekvivalens azzal, hogy
az A1 B1C1 hdromszognek a G silypont koriili 180°-os elforgatottja az As BoCo hé-
romszog, igy a két haromszog koriilirt kore és azok kozéppontja is egymas G koriili
180°-0s elforgatottja. Eszerint a két kor sugara egyenld, tovabba a kdzéppontokat
Osszekoto szakasz felezOmerdlegese athalad a G silyponton. Ez a felezbmeréleges

a két kor hatvanyvonalaval azonos, és tartalmazza a két kor kézos pontjait.

Dam Soham (Pittsburgh, Mt. Lebanon Senior High School, 9. évf.)
dolgozata alapjan

nak normalt baricentrikus koordinatai egyarant (

Megjegyzések. 1. Az A1 B1Cy haromszégnek a G sulypont kériili 180°-o0s elforgatottja
azonos a G-re vonatkozo tiikorképével.

2. Ha felvessziik a rogzitett A, B, C pontokat, amelyek nem esnek egy egyenesbe, és
helyvektoraik a, b, ¢, akkor az A, B, C pontokba helyezett p, g, r silyokkal (p+ g+ # 0)
az A, B, C pontok &ltal kifeszitett sik barmely P pontja eldallithaté silypontként. A p,
q, r szamokat baricentrikus koordindtdknak nevezziik. Ha a p, q, r szamokat elosztjuk
(p+ g+ r)-rel, akkor egyrészt ez a sulyponton nem véltoztat, mdsrészt ezek Osszege
nyilvan 1-gyel egyenlS. Az igy kapott koordinatdkat normdlt baricentrikus koordindtdknak
hivjuk. Ezekkel a P pont x helyvektora el6allithaté x = pa + gb + rc alakban.

Mindezek alapjan egyszertien beldthaté, hogy a III. megoldds mddja lényegében
megegyezik az I. megoldéds, ugyancsak sikbeli vektorokat hasznalé mddszerével.

3. Derékszogli koordindtarendszert hasznélva oldotta meg a feladatot Chrobdk Gergd
(Debrecen, Fazekas Mihdly Gimnézium, 11. évf.).

4. A baricentrikus, illetve normdlt baricentrikus koordinatakra vonatkozé anyagokat
taldlhatunk példdul a kovetkezd internetes oldalakon:
https://www.bolyai.hu/files/BartfaiPal_HAROMSZOG.pdf

https://people.inf.elte.hu/redragon/Bevezetes_szamitogepes_grafika
ba/jegyzet/G21l-Koordinata-rendszereink.html

https://docplayer.hu/42304392-Eotvos-lorand-tudomanyegyetem-terme
szettudomanyi-kar-matematikai-intezet—-geller-barnabas.html
https://dea.lib.unideb.hu/server/api/core/bitstreams/185623d7-elb
5-44a9-9044-9d6a04c75528/content

Osszesen 68 dolgozat érkezett. 4 pontos 42, 3 pontos 8, 2 pontos 8, 1 pontos 3 dol-
gozat. 0 pontot 7 versenyz6 kapott. Nem versenyszerii dolgozat nem volt.

Megjegyzések.

a) A bekiildstt dolgozatok jelentds része a honlapon megjelent megolddsi utat
(vagy ahhoz nagyon hasonlét) kovette: vektorok segitségével felirta a harmadold-
pontok koordinatait és hivatkozva a silypont ismert tulajdonsagaira, belatta, hogy
egy-egy szakasz (példaul B;Cy) felezépontjdba mutatd vektor megegyezik a stly-
pontba mutaté vektorral. Tobb dolgozat szerz6je hivatkozott a felirt ardnyok egyen-
18sége alapjan a parhuzamos szelSk tételének megforditdsdra (vagy hdromszoégek
hasonlésdgdra), ezzel igazolva egyes szakaszok parhuzamossdgdt, illetve bizonyos
négyszogek (példdul A; A; BoCy) paralelogramma-tulajdonsagét. Ezek a megoldok
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tobbségében azt is bizonyitottak, hogy az ABC haromszog sulyvonalai ezen para-
lelogrammaék kozépvonalai.

b) Inokai Addm (Szeged, Radnéti Miklés Kis. Gimn., 10. évf.) azt is megmu-
tatta, hogy az A1 B1C1 és A BoCs haromszogek koriilirt korei biztosan metszik
egymast. Ehhez felhasznalta, hogy a feltételek alapjan az Ay B1Cy és Ay BoCo ha-
romszog egyes oldalai metszik egymadst, példaul az A;B; oldal metszi az As By és
A;Cy oldalakat. Ezért az Ay B1Cy és A BoCy haromszogek teriiletének biztosan
van kozos része, igy nem fordulhat eld, hogy a két kor kiviilrél érinti egymast, de
az sem, hogy ko6zos pont nélkiili korok legyenek. Tovabba az egyik kor beliilrol nem
érintheti a masikat, illetve nem lehetséges, hogy az egyik kér minden pontja a ma-
sik kor bels6 pontja legyen, mert a korok sugara egyenlo. Ebbol az kovetkezik, hogy
az A1B1C; és Ay BoCs haromszog koriilirt koreinek egynél tobb kozos pontja van.
Ez kétféleképpen lehetséges: vagy pontosan két metszéspontjuk van, vagy a két kor
azonos. Ut6bbi pontosan akkor &all fenn, ha az ABC haromszog szabalyos, ekkor
az A1 B1Cy és Ay BoCy hdromszogek is szabdlyosak (5. dbra).

B1 A2
B, 1 T\ Ay
i S e
| =
S >
}///
A Ch (@ B
5. abra

Ebben az esetben a haromszogek koriilirt koreinek Op, Os kozéppontjai és
az S sulypont egybeesik és a feladat allitdsa abban az értelemben teljesiil, hogy
az egymasnak megfelel6 A;, Bo, valamint az Ay, C1, végil a By, Co pontokat
Osszekots szakaszok kozos pontja az S silypont.

¢) A dolgozatokban eléfordulé leggyakoribb hiba a bizonyitdshoz sziikséges
tételekre vald hivatkozas hidnyossaga volt. Ez részben abban nyilvanult meg, hogy
az érintett dolgozatok szerzéi egyes allitasokat bizonyitas nélkiil kozoltek, példaul
azt, hogy a sulypont illeszkedik a CyB; szakaszra. Méasok helyteleniil a parhuzamos
szel6k tételére és nem annak megforditasara hivatkoztak.

d) Ot versenyzé toltott fel olyan dokumentumot, amely nem tartalmazott
abrat, ezekre a KoMal Versenykiirasa értelmében a javito 0 pontot adott. Két olyan
megoldas sziiletett, ahol a feltoltott dokumentumban minddssze egy dbra szerepelt,
érdemi bizonyitasi 1épések nélkiil, ezek a dolgozatok is 0 pontot kaptak.
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal k6zos pontverseny
9. osztalyosoknak

(794-789.) K a

K. 794. 10000 €-t befektettiink egy évre, ebbdl 4000 €-t évi 5%-os, 3500 €-t
évi 4%-os kamatra. Hany szdzalékos kamatot kapunk a maradék osszegre, ha a
befektetésiink sszesen 500 € hasznot hoz?

K. 795. Négy kiilonb6z6 pozitiv primszam szorzata n. Hanyféle kiilonb6z6, n db
kiskockabdl all6 téglatestet lehetne Gsszeallitani?

K. 796. Melyik sikidom teriilete a nagyobb?

A ——
AN

AN =
ARV e
ARV/ER\ERV

ERVERVER|| e S

K./C. 797. Egy 10 cm befogdji, egyenld szart derékszogli haromszog befogoi
és atfogdi mint atmérdk f6lé rajzolunk egy-egy kort. Az egyik korlapot kiszinezziik
pirosra, a masikat kékre, a harmadikat zoldre. Mennyi a teriilete a legalabb két
szinnel szinezett sikrésznek?

K./C. 798. Kovicsék bejdrati ajtaja 2 méter magas és 1 méter széles. Az ajté
folott a padlotdl szamitott 3 méteres magassdgban egy 1 méterre kinyild vizszin-
tes, téglalap alaku el6teté van, amely pont olyan széles, mint az ajté. Ennek az
elotetének az ajtotdl tavolabbi szélén kozépre rogzitettek egy minden irdnyba vila-
gité lampat. Mekkora teriiletii részt vilagit meg a padléon a lampa az ajtényilason
keresztiil, ha az ajtét teljesen kinyitjdk? (Az elészoba, melybe az ajté nyilik, ele-
gendden széles és hosszi ahhoz, hogy az ajtonyilas képe teljes egészében a padlon
legyen.)

%

Bekiildési hatarido: 2024. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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A C pontversenyben kitiiz6tt gyakorlatok
(797-798., 1793-1797.)

K/C. 797. A szovegét lasd a K feladatoknél.
K/C. 798. A szovegét lasd a K feladatoknél.

Feladatok mindenkinek

C. 1793. A valés szamok halmazan értelmezett f fiiggvényre az aldbbi két
feltétel mindegyike teljesiil (bdrmely x € R-re):

1) fw) = (147 - 2) (2)  fla+100) = £(46— o).
Hatérozzuk meg f(200) + f(201) + f(202) értékét, ha tudjuk, hogy

f(50) + f(51) + f(52) + f(53) = 2024.
Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy&r)
C. 1794. A k és ko korok az A, a ko és ks korok a B, végiil a k3 és ki korok a

C pontban paronként kiviilrél érintik egyméast. Az AB egyenes a k3 kort masodszor
a D pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy AC és C' D merélegesek egymaésra.

(Német versenyfeladat)
C. 1795. Legyen p valés paraméter. A p értékeitdl fiiggéen hdny megoldasa van
az aldbbi egyenletnek?
|22 — 62 + 5| = px? — 6px + 9p + 4.
Javasolta: Szmerka Gergely (Budapest)
C. 1796. Egy egységnyi élii szabdlyos oktaédert az egyik haromszoglapjaval a

lap sikjara helyeziink. Mekkora téavolsdgra vannak ettol a siktdl az oktaédernek a
sikra nem illeszkedd csticsai?

Javasolta: Bird Balint (Eger)

C. 1797. Melyik az a legnagyobb x egész szdm, amelyre x > 2, és log,(z),
log,(2x) és logg(3x) egy héromszog oldalhosszai lehetnek?

Javasolta: Biré Bdalint (Eger)
S

Bekiildési hatarido: 2024. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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A B pontversenyben kitiizétt feladatok
(5358-5365.)

B. 5358. Legfeljebb hany kiilonboz6 egész szdmot lehet megadni tgy, hogy
koziililk barmely ketté Osszege kettGhatvany (a 2-nek nemnegativ egész kivetds
hatvéanya) legyen?

(3 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)
B. 5359. a) Van-e olyan haromszog, amelyben minden oldal hossza egész, és a

teriilete kisebb, mint 1/107

b) Van-e olyan négyszog, amelyben minden oldal hossza egész, és a teriilete
kisebb, mint 1/107

(3 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)

B. 5360. A nem egyenl6 szard ABC haromszog legnagyobb szdge C-nél van.
Jelolje a C-bol indulé magassag talppontjat T', mig az C-b6l induld belsé szogfelezd

AB oldalt az F than. Bi ftsuk be, h AT AP\ kkor é
m z z ntban. Bizony{ — == T
esse a oldalt az F' pontba onyftsuk be, hogy 7p ) 2kkorés
csak akkor teljesiil, ha ACB<t = 90°.
(4 pont) Javasolta: Hujter Mihdly (Budapest) dtlete alapjin
B. 5361. Jelolje a,, azt, hogy 2n hanyféleképpen all el6 két pozitiv prim Gsszege-
ként. Igaz-e, hogy az (a,,) sorozat valahonnan kezdve szigortian monoton névekedd?
(4 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

B. 5362. Az ABC haromszogben BAC<t = 50° és ABC< =T70°. Az AC és BC
oldalakon felvessziik az F és D pontokat gy, hogy ABE<< = BAD< = 30°. Az AD
és BE szakaszok metszéspontja M. Szamitsuk ki az ACM < és a BED< szogeket.

(4 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhdza)

B. 5363. Egy szabdlyos négyoldali gula alaplapja az ABCD négyzet, a gila
csucsa az E pont. Legyen a C'E oldalél felezOpontja az F', a BE oldalél B-hez koze-
lebbi harmadolépontja pedig a H pont. Milyen ardanyban osztja ketté az ABCDE
gula térfogatdt az AHF sik?

(5 pont) Javasolta: Kiss Géza (Csomor)

B. 5364. Egy érme két oldalara az 1, 2, egy kocka lapjaira pedig az 1, 2, 3, 4,
5, 6 szamokat irjuk. Hatarozzuk meg az érme és a kocka 6sszes olyan cinkelését,
hogy azokat egyszerre feldobva a 2, ..., 8 dobasosszegek mindegyike ugyanolyan
valdszintiséggel forduljon el6, mint két olyan szabalyos tetraéderrel torténé dobas
esetén, amelyek lapjaira az 1, 2, 3, 4 szdmokat {rjuk. (Tetraéderrel valé dobds
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eredményén az alsé lapon 1év6 szamot értjiik; cinkelés alatt pedig azt, hogy egy
targy sulyozasat megvaltoztathatjuk gy, hogy ne feltétleniil egyenlé eséllyel essen
a kiilonbozé oldalakra.)

(6 pont) Javasolta: Barczy Mdtyds (Szeged) és Nyul Gabor (Debrecen)
B. 5365. Hatarozzuk meg a legkisebb a valds szdamot, amelyhez végtelen sok

olyan n pozitiv egész szamot lehet taldlni, amelyre /13 - n és a hozza legktzelebbi
egész szdm kiilonbsége kisebb, mint «/n.

(6 pont) Javasolta: Somogyi Akos (London)
ok

Bekiildési hatarido: 2024. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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A. 869. Legyenek A és B adott valds szamok. A 0 < z1 < zp < ... <z, valds
szamok Osszege A, a 0 < y; <yo < ... <y, valés szdmok Osszege B.

Az A pontversenyben kitiizétt nehezebb feladatok
(869-871.)

Mi Y7, (z; — y;)? lehetséges legnagyobb értéke?
Javasolta: Csikvdri Péter (Budapest)
A. 870. Egy egyszer( graf minden élére rairjuk az él két végpontja fokszdmai-

nak kiilonbségét. Egy N cstcsi grafban legfeljebb mennyi lehet az élekre irt szamok
Osszege?

Javasolta: Lenger Ddniel és Szics Gdbor (Budapest)

A. 871. Az ABC tompaszogi haromszognek H a magassiagpontja. Jelolje wy

az A kozépponti, AH sugard kort, wp és we hasonléan vannak definidlva. Az ABC

héromszog sikjanak minden X pontjara definidljuk az Q(X) kort a kovetkez8képpen

(ha értelmezhetd): vegyiik X poldrisait az wa, wp és we korskre nézve, és legyen
Q(X) a harom egyenes altal alkotott hdromszog koriilirt kore.

Keressiik meg (esetleg véges sok kivétellel) azoknak az X pontoknak a halma-
zat a sikon, amelyekre X rajta van (X)-en.

Javasolta: Molndr-Szabd Vilmos (Budapest)
e

Bekiildési hatarido: 2024. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Matematikai képzések az ELTE TTK-n

Kedves leend6 Egyetemista! A KoMalL olvaséjaként bizonyara szivesen foglal-
kozol matematikaval, és felmeriilhetett mar Benned az a gondolat, hogy életpélya-
dul ennek a szép tudomédnynak a mivelését valasztod, illetve szeretnél megismer-
kedni alkalmazéasaival a miiszaki, gazdasagi és pénziigyi élet kiillonbozé teriiletein.

Az alkalmazott matematika ma mar az élet szinte minden teriiletén nélkiil6zhe-
tetlen, és az ilyen képzettségli munkaerd irdnt egyre novekszik az igény. A Fortune
magazin cikke szerint a legjelentosebb véltozas az iizleti életben az ipari forradalom
6ta a matematikai algoritmusok térhdditdsa (https://fortune.com/2015/01/22
/the-algorithmic-ceo/). Egy amerikai felmérés évrél évre a legjobb foglalkozs-
sok kozott tartja szamon a matematikus végzettségiiek szamara elérhet6 adattudds,
aktudrius és statisztikus munkakoroket https://money.usnews.com/careers/
best-jobs/rankings/the-100-best-jobs. Mindez Magyarorszagra is igaz, az
ELTE-n végzett matematikusokat nemcsak a kutatdintézetek, egyetemek varjak,
hanem szamos cég is, igen j6 fizetéssel.

Esetleg még nem dontottél, de leginkabb matematikabdl folytatnal felséfoku
tanulmanyokat? Minderre kit{in6 lehetOség nyilik az orszag egyik legnagyobb mul-
tu egyetemén, az Eotvos Lordnd Tudomanyegyetem Természettudoméanyi Karan,
ahol vilaghiri professzoroktdl és lelkes, kozvetlen fiatal oktatoktol tanulhatsz. Pezs-
g6 didkélet var rad az ELTE korszeru szamitogépparkkal felszerelt, a KoMal, szer-
keszt6ségének is otthont adé modern ldgymanyosi épiiletegyiittesében.

A bolognai képzési rendszerbe illeszkedik BSc képesitést nyujté haroméves ma-
tematikai alapképzésiink. Itt az els6 évben hallgatdi és oktatoi mentorok biztositjak,
hogy mindenki be tudjon illeszkedni és taldljon elGismereteinek, képességeinek és
tanulasi sebességének megfeleld nehézségli feladatokat. Az elsé év végén donthetsz
arrdl, hogy milyen téméakkal szeretnél a tovabbiakban behatobban foglalkozni.

A kindlat széles: aki szeretne, az elmélyedhet az elméleti matematika kérdé-
seiben, hiszen szinte minden fontos teriiletrél hirdetiink kurzusokat. Ezek épitenek
a magyar matematikai kutatasok méltan vildghiri hagyomanyaira, ugyanakkor szi-
lard alapokat nyujtanak a modern matematika miiveléséhez, jél felkészitve hallga-
toinkat a leend6 kutatéi munkara.

Akit viszont az alkalmazésok érdekelnek, megteheti, hogy az alapok elsaja-
titdsa utan olyan modern téméakkal is foglalkozzon, mint az adattudomany vagy
a mesterséges intelligencia matematikai kérdései. Azoknak is ajanljuk a matemati-
ka alapképzési szakot, akik ismereteiket késébb inkabb a matematikan kiviil szeret-
nék majd gyiimolcsoztetni. Itt szerzett tudasukat hasznosithatjak példaul gazdasa-
gi teriileten, médiaban, a matematika népszerisitésében, a kozmiivelodésben — és
a megszerzett matematikai gondolkoddsméd mindvégig segiteni fogja Oket a mun-
kéajukban.
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A képzés egyéb vonatkozdsairdl tovabbi részletek a http://www.math.elte.
hu/ honlapon a Képzések meniipont alatt taldlhaték. Ajanljuk a kézépiskolasoknak
sz016 oldalainkat is, ahol végzett didkjainkkal késziilt interjik is lathatok.

A legkiemelkedébb hallgaték az egyetemi oktatémunkaba is bekapcsolod-
hatnak, és j6 eséllyel palydzhatnak osztondijakra, kiilfoldi részképzésre (pl. az
Erasmus+ program keretében). Az UNKP Osztondijprogramja méar a leendo el-
s6éveseknek is elérhetd! Részletes tdjékoztatd: http://csikvarip.web.elte.hu/
diak_kutatas.html.

Az alapképzést tovdbbi kétéves szakasz kovet(het)i (mesterképzés vagy ro-
viden MSc), egyetemiinkén a Matematikai Intézet gondozdsdban matematikus, al-
kalmazott matematikus, valamint biztositasi és pénziigyi matematika mesterszakok
indulnak. BSc-t végzett hallgatdink természetesen més (bel- és kiilfsldi) oktatdsi
intézmény programjain is folytathatjak tanulmanyaikat. A mesterszakot végzettek
koziil a legkivalébbak szamara biztositjuk a doktori fokozat megszerzésének lehe-
t6ségét (PhD-képzés).

Egyetemiinkén gondosan apolt hagyomdany, hogy a ratermett, tehetséges dia-
kok neves professzorok vezetésével bekapcsolédnak a tudoményos kutatasba. A leg-
kivalébb hallgaték matematikai versenyeken is sikerrel szerepelnek, példaul az Egye-
temi Hallgaték Nemzetkozi Matematikaversenyén kétszer is az ELTE csapata vég-
zett az élen tobb, mint 70 egyetem csapatanak versenyében — olyan nagyhiri egye-
temeket is megel6zve, mint a Yale, a Princeton vagy a Moszkvai Allami Egyetem.

Matematikatanar-képzés az ELTE TTK-n

Az ELTE Természettudomanyi Karan sok évtizedes multra tekint vissza a ma-
tematika szakos tanarképzés. Az altalanos és kozépiskoldk részérdl mindig jelentds
igény mutatkozott a nalunk végzett matematikatanarok iréant, akik koziil sokan
kiilfoldon is sikeres oktatoi palyat futottak be.

A matematika szakos tandri palyat els6sorban azoknak a kozépiskolds didkok-
nak ajanljuk, akik szaméra oromet jelent érdekes matematikai feladatokon gondol-
kodni, és jo érzést okoz a megoldasokra masokat is ravezetni, méasokkal is megosz-
tani azt az élvezetet, amit a matematika megismerése jelent.

A tanarképzés osztatlan forméban zajlik. A tanarképzésre vald jelentkezés
soran a leendd hallgatéknak egy szakpéart kell megjeldlni. Az ELTE-n a matematika
szak mellé természettudomanyos szakokon és az informatikan kiviil valasztani lehet
a bolcsész szakok (példaul a magyar, a torténelem vagy a nyelvszakok) koziil is.
A szaktdrgyi tanitasi gyakorlatok teljesitésére az ELTE hallgatéinak a legjobb
budapesti iskolakban, kivald vezetGtanarok irdnyitasa mellett nyilik lehetoségiik.

Batran allithatjuk tehat, hogy a KéMaL minden olvaséjanak testhezallé kép-
zést tudunk nyujtani az ELTE Matematikai Intézetében. Az ELTE TTK idén de-
cember 12-én tartja a nyilt napjat. https://ttk.elte.hu/nyiltnap2023 Ha

s

esetleg késon jutna el hozzad ez a hir, a program a fenti linken vissza is nézhetd.
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Informatikabdl kitlizott feladatok
(611-614.)

1. 611. Egy statisztikai problémakat kedvel§ didk minden reggel megmérte,
hogy a menetrend szerint kozleked6 autébusza hany percet késett. Készitsiink
programot 1611 néven, amely megadja a leghosszabb olyan egymast koveté napok
szamat, amikor minden nap mas idejii késés tortént.

A program standard bemenetének elsé soraban a vizsgalt idészak N napjainak
szama (1 < N < 100) szerepel. A kovetkezd sorban egy-egy napon a késés T' ideje
(0 < Ti] < 60) szerepel percben.

A program irja ki a standard kimenetre a leghosszabb olyan iddszak napjainak
szamat, amikor minden reggel kiilonboz6 id6t késett a busz.

Minta:

Bemenet Kimenet

17 6
12310344116573215

Bekiildend6 egy tomoritett 1611 .zip allomanyban a program forraskodja
és rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasallomény melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithato.

(10 pont)

I. 612. A Sierpinski-haromszog a fraktalok bemutatdsnak kedvelt téméja. Sok
latvanyos konstrukcié hozhaté létre a téméaban, gazdag a szakirodalma.

Készitsiik el a minta két fraktaljat megvaldsité programot, illetve projektet
1612 néven. Mindkét fraktdl els6 5 szintje lathaté a fenti mintdn, amelyek a
mintal, valamint minta?2 eljardsok meghivasdval késziiltek. A méret paraméter
a négyzetek oldalhossza, és a szint paraméter a fraktdl szintjének sorszama.
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A megoldas soran a Python, az Imagine Logo vagy a Scratch programozasi
nyelvet hasznaljuk. Torekedjiink a modularis programozasi médszer alkalmazaséra,
tehat megolddsunkat bontsuk logikusan kisebb 6néllé programegységekre.

Bekiildend6 egy tomoritett 1612 .zip allomanyban a program forraskodja
és rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomény melyik fejlesztoi
kornyezetben futtathato.

(10 pont)

1. 613. Egy benzinkiuthalézatot {izemelteté cég a megvaltozott igények miatt
modositani szeretné az lizemanyagszallito-flottaja eddigi menetrendjét, hogy a kut-
jainal mindig legyen elegendd készlet minden {lizemanyagfajtabdl. A készletopti-
malizdlas mellett azt is tudni szeretnék, hogy sziikség van-e kiatbovitésre. Ennek
kideritésére az egyes kutaknal egy héten at regisztraltdk a tankolasi eseményeket.
Egy vidéki kuttol — ahol egy toltéhelyen tudnak tankolni — rendelkezésiinkre allnak
adatok. Végezziik el az aldbbi, statisztikai jellegli vizsgalatot az adatok felhaszné-
lasaval.

A cég bels6 haszndlati jelolései az tizemanyagtipusokra: ,D”: dizel {izemanyag;
»,0": 95-6s oktdnszdmu motorbenzin és ,,8”: 98-as oktadnszdmu motorbenzin. Egy
jarmi tankoldsi idejét minden megkezdett 20 literre 1 percnek és a fizetésre tovabbi
2 percnek szamoljuk.

1. Nyissunk meg egy iires tablazatkezel6 munkafiizetet, a munkalapnak adjuk
ezt a nevet: adatok, majd mentsiik a munkafiizet kutbovites néven.

2. Illessziik be a munkalapra az A1 cellatdl kezdve a mellékelt kutadat.txt f4jl
tartalmat, amely tabuldtorokkal tagolt, UTF-8 kédolésu.

3. A hét paratlan napjaihoz tartozé adatsorok kapjanak vildgoskék hattérszint.
Elegendd az aktudlis adatok alapjan elvégezni a hattér szinezését, nem sziik-
séges feltételes formézast alkalmazni.

4. Gépeljitkk be az F1:11 tartoményba a mintan lathatd szovegeket, formazzuk
meg a cimsort a minta szerint.

5. Adjuk meg a megfelel6 képleteket az F2:11060 tartomanyban az értékek
kiszamitasdhoz.
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6. Hozzuk létre és formazzuk a minta szerint az L1:R9 tartomanyban a segéd-
tablazatot.

7. Az M2:R9 cellak adatait az F:I oszlopokkal kiegészitett alaptablazat alapjan
képletekkel szamoljuk ki, iigyeljiink a mértékegységekre.

8. Készitsiik el 1j, diagram tipusi munkalapra a mellékelt tortadiagramot.

Segédszamitdsokat az S oszloptdl jobbra végezhetiink. A megolddsban sajat
fliggvény vagy makré nem hasznalhato!

Bekiildendo egy tomoritett 1613 . zip allomanyban a tablazatkezeld munka-
fiizet, illetve egy rovid dokumentdcié, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott
tablazatkezeld neve, verzidszama.

A megoldashoz sziikséges letolthetd dllomény: kutadat . txt.
(10 pont)
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I. 614. Egy iskolai nyari tdborban az egyik este szellemi vetélked&t tarta-
nak. A vetélkedd sordn kérdéseket tesznek fel a csapatoknak, valamint megad-
nak négy vélaszt. A négy valaszbél minden kérdésre pontosan egy a helyes.
A kerdesek.txt UTF-8 kddolasu szoveges dllomany hat-hat egymas kovetd so-
raban van minden kérdés: az elsé sorban a feltett kérdés, a kovetkezd négy sorban
a lehetséges valaszok, és a hatodik sorban a helyes valasz sorszama. Az allomany
els6 néhany sora a kovetkezO, amelybol kiolvashatd, hogy 23 fenyofa all a tabor
teriiletén, és 7 vizibiciklivel lehet evezni a tavon.

Hany fenydfa van a tdbor teriletén?
11

18

23

26

3

Hany vizibicikli van a téborban?

4

5
6
7
4

Készitsiink programot 1614 néven, amely beolvassa az adatokat tartalmazo
alloméanyt, majd valaszol az alabbi kérdésekre és megoldja a kitlizott feladatokat.
Amennyiben a szoveges allomany ékezethelyes kezelése nem megoldhatd, akkor
hasznaljuk a kerdesek?2.txt egyszerti ASCII kédolasu allomanyt, amelyben az
ékezetes karakterek helyett azok ékezet nélkiili parja szerepel.

A felhasznaléval torténé parbeszéd soran mindig adjuk meg, hogy milyen ada-
tot kérdeziink és milyen eredményt adunk meg, illetve a feladatok megoldédsa el6tt
irjuk ki a feladat sorszamat. A megolddshoz mintaként haszndlhatjuk a feladatok
utan mellékelt mintat.

1. Irjuk ki, hogy hény kérdés szerepel az adatélloményban, valamint frjuk ki az
els6 kérdést és a hozza tartozd valaszokat, jelezve, hogy melyik a jo vélasz.
A vélaszokat egy-egy nagybetiivel és nyit6 zardjellel vezessiik be.

2. Adjuk meg, hogy melyek azok a kérdések, amelyekre a valaszok mindegyike
egész szam. frjuk ki a kérdések els6 30 karakterét és harom pontot, ha a
kérdés hosszabb 30 karakternél, illetve a teljes kérdést, ha az nem hosszabb 30
karakternél. A kérdést kovetden irjuk ki a vélaszok szamat egy-egy szokozzel
elvalasztva ugy, hogy a helyes valaszt tegyiik zarodjelbe.

3. Készitsiink az dllomény adataibol egy 10 kérdésbdl all6 véletlen kérdéssoroza-
tot. Figyeljiink arra, hogy ne szerepeljen egy kérdés sem tobbszor. Irjuk ki a
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kérdések szovegét és lehetséges valaszokat az 1. feladatban megadott forma-
ban. Kérjiik be a felhasznalo tippjét, ami az a, b, ¢, d betiik egyike lehet kis-
vagy nagybetiivel. A hibas tippeket ne fogadjuk el, tehat addig ne 1épjiink
tovdbb, amig a felhaszndlé a négy elfogadhaté betli egyikét nem adja meg.

Az el6z6 feladatban kapott tippek és a helyes vélaszok alapjdn adjuk meg,
hogy a felhasznalé hany kérdésre adott helyes vélaszt, valamint készitsiink
egy nemjo.txt szoveges dllomanyt, amelybe elhelyezziik azokat a kérdéseket,
amelyekre a felhasznalénak nem sikeriilt helyesen vélaszolnia. A f4jlban min-
den kérdés két sorban szerepeljen: az egyik sorban a kérdés szovege, az 6t
kovetd sorban a helyes valasz. A kérdések és valaszok kozott egy iires sort
hagyjunk ki. Ha a felhaszndlé minden kérdésre jol valaszolt, akkor a fijlba
ne irjunk semmit.

Minta egy lehetséges programfutasra:

Helyes véalasz: C

2. feladat:

Hany fenyb6fa van a tédbor terdl... 11 18 (23) 26
Hany vizibicikli van a tédborba... 4 5 6 (7)
Hany sportkapu van a tdbor ter... 2 (4) 5 6
Hany sznuki van a tédborban? 3 5 (7) 9

3. feladat:

Ki irta a Nagynéném, a miniszterasszony ciml verset?
A) Joézsef Attila

B) Pilinszky Jéanos

c) Ratkd Jdzsef

D) Zelk Zoltéan

Tipp (a, b, c, d): b

Kitdél idézzik? ,Piros az ég alja, aligha szél nem lesz”

A)

B)
c)
D)

Tipp (a, b, c, d):

feladat:

kérdés van.

1. kérdés: Hany fenydfa van a tdbor tertiletén?
11

18

23

11

Arany Janos
Vajda Jé&nos
Peté6fi Sandor

Tompa Mihaly
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Bekiildend6 egy tomoritett 1614 .zip allomanyban a program forraskodja
és rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomény melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithato.

"oz

A megoldéshoz sziitkséges letlthet6 dllomanyok: kerdesek.txt, kerdesek?2.txt.
(10 pont)

%

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:

https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarido: 2024. februar 15.

Fizika alapszak és fizikatanar-képzés
az ELTE TTK Fizikai Intézetében

A vildgon az egyik legizgalmasabb és legszebb feladat a természet kutatasa,
milkodésének megértése. A kutatds egy életre sz6l6 élmény, egy életre sz616 kihivas
és izgalom. Ugyanakkor a hallgatéink olyan nyitottsdgot, problémamegoldé készsé-
get is elsajatitanak, amely az élet barmely teriiletén nagyon jél hasznosithaté. Az itt
végzettek kozott kivald, a nemzetkozi élvonalban dolgozé fizikusokat talalunk, de
olyan cégvezetot is, aki egy patinds Wall Street-i befektetési bank budapesti mate-
matikai modellez6 csoportjat vezeti, vagy példaul olyan, ma mar az USA-ban él§
vallalkozét, aki az amerikai légierdnek szallit folyadékkristaly-kijelzés sisakokat.

A fizika alapképzés mellett intézetiinkben képezziik a fizikatanarok jelentGs ré-
szét. Aki szereti a fizikat és mar most is szereti tarsait tanitani, ajanljuk figyelmébe
a fizikatandr-képzésiinket!

Hogy miért érdemes a fizika alapszakot valasztani?

o Modern oktatds

A képzésiink tobbszintl és sokoldali. A sokoldalisag abban mutatkozik meg,
hogy a harmadik félévvel kezdéd6en érdekl6dési teriilet szerint specializdciét (fizi-
kus, informatikus fizikus, biofizikus, csillagdsz, geofizikus, meteorolégus) lehet vé-
lasztani.

A képzés kozos részében a magas szintli fizikai ismereteken til matemati-
kat, elektronikat és informatikat is oktatunk. Mivel nincs fizikus kisérletek nél-
kiil, az alapveté fizikai mérési készségeket és magat a kisérletezd szemléletet a fi-
zikai laboratériumi gyakorlatokon lehet elsajatitani. A laborokon a didkok példaul
Raspberry Pi vezérlést hasznalva végzik alapméréseiket, kés6bb pedig olyan érde-
kes fizikai jelenségekkel és berendezésekkel taldlkoznak, mint a pozitronemisszids
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tomografia, a holografia, a pasztazoé elektronmikroszkép vagy éppen a kvantumra-
dir. A kurzusok egy része két (normdl és emelt) szinten végezhetd, melyek kénnyen
atjarhatéak. A normadl szint biztositja, hogy a nem elit iskolabdl érkezé, de moti-
valt hallgaték szdmara is elsajatithatd és élvezhetd legyen a tananyag. Az emelt
szinti 6rakon gyorsabb haladast és kiegészité tartalmakat biztositunk.

e Vilagszinvonald kutatasok

Az ARWU ranglistat a fels6oktatasi szakma évek 6ta a legmegbizhatébb érté-
kelések kozott tartja szdmon. A 2023-as szakteriileti felmérés (Global Ranking of
Academic Subjects — GRAS) a kordbbiakhoz hasonléan 5 nagyobb tudoményterii-
leten (természettudomanyok, mérnoki tudoményok, élettudoményok, egészségtudo-
ményok és tarsadalomtudoményok), azon beliil 54 sziikebb szakteriileten vizsgalta
a vildg egyetemeit. Egyetemiink a fizika teriiletén szerepelt a legjobban, jelenleg
a 101-150 helyen all. fgy batran allithatjuk, hogy az ELTE TTK Fizikai Intézet
nemzetkozi viszonylatban is kiemelked6 hely a fizika tanuldsara. Az Gsszes magyar
intézet koziil itt a legszélesebb a valasztéka azoknak a teriileteknek, amelyeket okta-
tunk és kutatunk. A fizika legmodernebb, legizgalmasabb teriileteivel foglalkozunk:
a gravitacios hullamok kutatasatol a részecske- és biofizikdn keresztiil az asztrofi-
zikdig, a nanotechnolégidig és a kvantumszamitégépekig mindent lefediink, ami ma
érdekes a fizikdban. Koriilbeliil szdz oktaténkkal és kutatonkkal, valamint diakja-
inkkal nagyon sok nemzetkozi egyiittmiikodésben vesziink részt. 2023-ban egy j
tanszék, a Csillagaszati Tanszék is csatlakozott intézetiinkhoz, igy tovabb béviilt
oktatdsi és kutatdsi repertoarunk. A kutatds irant is érdekl6dd didkok szaméra be-
jaratott 1t vezet a tudoményos diakkori projektek felé. A didkkori kutatomunkak
kival6 alapot adnak a kiilfoldi egyetemeken torténé mesterképzésben vagy doktori
iskoldban torténé tovabbtanulasra. Az ELTE TTK-n folyé fizikai téméju kutatasok
sok esetben vilagszinvonald kutatohelyekkel torténé egyiittmiikodésben valdésulnak
meg. Didkjaink eljuthatnak a svajci CERN részecskefizikai kutatécentrumba, vagy
a LIGO amerikai gravitiaciéshullaim-detektor eredményeit elemezhetik.

e Kitiin6 elhelyezkedési lehetoségek

A fizika targy tuddsa, a felsd szintli matematika és a programozdsi ismeretek,
amit a fizika alapszakokon el lehet sajatitani, szamos munkahelyen ad lehet&séget
a karrier épitésére. A fizika szakon végzetteket nemcsak a kutatéintézetekben,
egyetemeken varjak, hanem példaul a pénziigyekkel, informatikaval, tavkozléssel,
mérnoki vagy orvostudomanyokkal foglalkozé cégek is szivesen alkalmazzak Oket.

o Hallgatdi élet

Az ELTE TTK hallgatéi élete vidam és szertedgazd. A Magyar Fizikus Hallga-
ték Egyesiilete szamos programot szervez a hallgatéinknak. Kiilfoldi didkkonferen-
cidkon vagy cseregyakorlatokon lehet részt venni, szabadidGs programok és a fizika
targyakban felkészité programok szerepelnek a palettan. Minden évfolyamon tobb
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kiképzett mentor segit a targyak felvétele koriili kérdésekben, az optimélis egyete-
mi stratégidk megtaldlasdban, és atadjék a felsébb éves didkok altal Gsszegyiijtott
tapasztalatokat.

A fizika szak nem ér véget a BSc-fokozat megszerzésével. Az ELTE TTK
Fizikai Intézetében 5-féle kétéves mesterképzési (MSc) szakra lehet jelentkezni:
fizikus, geofizikus, csillagdsz, meteorolégus, anyagtudomany. A fizikus mesterin
beliil a kutatéfizikus, biofizikus és tudomédnyos adatanalitika és modellezés (ez
utobbi tobbek kozott napjaink . forrd” témajaval, az oriasi adathalmazokon végzett
kutatasokkal, a ,big data”-val foglalkozik) valaszthaté. A képzés harmadik szintje
az intézetben a négyéves doktori iskola (PhD-fokozat).

Hogy miért érdemes fizikatanar szakot valasztani?

e 2022-t6] 1j rendszerii, 5 éves és osztatlan a tanirképzés

2022 szeptemberében indult az 1j rendszerli fizikatanar-képzés. Az 1j rend-
szerben a képzési id6 5 év. Lényegében minden félévben lesz tanitdsi gyakorlat, és
az utolsé félév szinte teljesen kozépiskolaban zajlik. Az ELTE harom gyakorldisko-
ldja is kivalé terep a tandrsiag komplex elsajatitdsara. A szakmai és médszertani
ordkat a Fizikai Intézet kittiné kutatdi-oktatdi és a legjobb kozépiskolai tanarok
tartjak. Az ELTE nagyon sok szakot indit a fizikdval parban, igy szinte barmilyen
tantargyat lehet masiknak valasztani.

e A tanari palya szépségei

Napjainkban igen sok szé esik a tanari palya nehézségeirél. Miért lehet mégis
érdemes a fizikatanari hivatast valasztani? Mert nagyon sok szépsége is van! Kre-
ativ, valtozatos, fiatalok kozott végzett munka. Egy fizikatanarnak hatalmas lehe-
t6ségei vannak arra, hogy megmutassa a gyerekeknek a fizikai vilag miikodésének
szépségeit!

e Hallgatdi élet

A Klebelsberg Képzési Osztond{j Program keretében egyetemistaként félévente
akar 375000 Ft-ot lehet kapni, amely tobb kiilonféle 6sztondijjal is kiegészithetd.
Fontos megemliteni, hogy lehet&ség van oktatdssal kapcsolatos kutatdsokba vald
becsatlakozédsra és doktori tanulmanyok folytatasara a Fizika Tanitasa Doktori
Program keretében.

A képzések részleteird] az intézet honlapjan (https://physics.elte.hu)
lehet tovabbi informécidkat szerezni.
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Beszamolo a 2023. évi Eotvos-versenyrol

Az Eotvos Lorand Fizikai Térsulat 2023. évi Eotvios-versenye oktéber 13-dn
délutan 3 érai kezdettel tiz magyarorszagi helyszinen® keriilt megrendezésre. Ezért
kiilon koszonettel tartozunk mindazoknak, akik ebben szervezéssel, feliigyelettel
a segitségiinkre voltak. A versenyen a hirom feladat megoldasdra 300 perc Aall
rendelkezésre, barmely irott vagy nyomtatott segédeszkoz haszndlhatd, de (nem
programozhatd) zsebszdmolégépen kiviil minden elektronikus eszkoz haszndlata
tilos. Az Eotvos-versenyen azok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanulék, vagy
a verseny évében fejezték be kozépiskolai tanulmanyaikat. Osszesen 64 versenyzé
adott be dolgozatot, 16 egyetemista és 48 kozépiskolds.

Ismertetjiik a feladatokat és azok megoldasat.

£

1. A Vénusz 2023. szeptember 12-én 2 ora 20 perccel a Nap eldtt kelt fel, szinte
egyszerre a Holddal. A Hold ekkor egy vékony C alakot formdzott, a Vénuszt viszont
szabad szemmel eqy fényes ,csillag”™-nak, pontszerinek lathattuk.

a) Milyen alakinak ldttuk volna ezen a hajnalon a Vénuszt tdvesdvel, ha tud-
juk, hogy mdsnap néhdny perccel hamarabb kelt fel a Naphoz viszonyitva? Mekkora
volt a fdzisa (a korong hdnyad része volt ldthatd)?

b) Hogyan vdltozik a Vénusz alakja és ldtszdlagos mérete az ezt kivetkezd ho-
napokban? Mikor fog legkdzelebb ijra 2 dra 20 perccel a Nap eldtt kelni? Abrdzoljuk
méretardnyosan a szeptemberben, valamint a kérdéses idépontban ldthato Vénuszt!

Az eqyszeriiség kedvéért a palydk excentricitdsdt és ferdeségét, valamint a Fold
tengelyferdeségét ne vegyiik figyelembe. (A megadott adatok is ennek megfeleléen
mddositottak a valdsdghoz képest, és az eredményt is ebben a kizelitésben keressiik.)
A Vénusz pdlyasugara 0,723-szerese a Foldének.

(Vanko Péter)

Megoldas. Vizsgaljuk a bolygdk mozgasat a Fold keringésével egyiitt forgd vo-
natkoztatdsi rendszerben. Készitsiink vazlatot a bolygdékrél. Az 1. dbrdn a Nap
és a Fold kozéppontja 4ll, a Vénusz (egy késébb meghatdrozandé relativ szogse-
bességgel) kering a Nap koriil, a Fold pedig 24 6rénként korbefordul a tengelye
kortil.

a) A feladat szovege szerint a Vénusz 2 6ra 20 perccel (2,33 éraval) kel a Nap
el6tt. Mivel a Fold éranként 360°/24 = 15°-ot fordul el a tengelye koriil, ez azt
jelenti, hogy a Vénusz a Foldrdl ¢ = 2,33 - 15° = 35°-0s szogben latszik a Naphoz
képest.

3Részletek a verseny honlapjan: http://eik.bme.hu/~vanko/fizika/eotvos.htm
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1. dbra 2. dbra

Lathatd, hogy ehhez a Vénusz két lehetséges helyzete tartozik, amelyeket az o,
illetve az ay Fold—Nap—Vénusz szog jellemez. A feladat szovege szerint a Vénusz
masnap néhany perccel korabban kel a Naphoz képest, ami azt jelenti, hogy ¢
novekedni fog. Ez az 1-es helyzetben valdsul meg.

Mar az 1. dbra alapjan is lathatjuk, hogy ekkor a Vénusz a Holdhoz hasonléan
vékony C alaku sarlonak latszik a tavesovon.

A fazist a 2. dbra alapjan hatarozhatjuk meg. Konnyen beldthaté, hogy a
korong megvildgitott és teljes teriiletének ardnya megegyezik a Di/D ardnnyal,
ugyanis a vildgos sarlét tgy kaphatjuk meg, ha gondolatban a sotét félkort a
2. dbra jobb oldalan bejelolt tengelye mentén Gsszenyomjuk. Ez a transzformacié a
tengelyirdanyd méreteket és a teriiletet azonos ardnyban csokkenti. Eszerint a fdzis

Fo D; 14 cosd
D 2
ahol ¥ a Nap—Vénusz—Fold szog. A szinusztétel alapjan

sin _TF 1

sing  ry 0,723
amibdl .
sin @
0,723
és 97 = 127,5°. (Az dbra alapjin a két lehetséges értékbdl ekkor a tompaszog a
helyes.) Ebbdl a fazis

= 0,793

sind =

1+ cos®
==

b) 2023. szeptember 12-én a F6ld-Nap—Vénusz szog a; = 180°— ¢ — 1 = 17,5°.
Az « sz6g ezutdn folyamatosan névekszik, és ezzel kezdetben ¢ is novekszik, azaz
a Vénusz a Naphoz viszonyitva egyre korabban kel. Ezzel egytitt 9 csokken, a fa-
zis pedig folyamatosan névekszik. Ugyanakkor a d F6ld—Vénusz tavolsag folyama-
tosan no, igy a Vénusz latszolagos atmérdje csokken.

~ 0,20.
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A Vénusz akkor kel a Naphoz képest legkorabban, azaz ¢ értéke akkor lesz
maximalis, amikor ¥ = 90° (és igy a fazis 0,5, azaz ,félvénusz” ldthatd).

Ezutan ¢ értéke mar csokken, a Vénusz egyre kevesebb idével kel a Nap el6tt.
Ugyanakkor 1 értéke tovabbra is cstkken, a Vénusz fazisa pedig tovabb novekszik,
latszdlagos atmérdje viszont a novekvd tavolsag miatt tovabb csokken.

A feladatban szerepl6 allapotot, amikor a Vénusz djra 2 6ra 20 perccel kel

a Nap elott, az ay Fold-Nap—Vénusz szognél érjiik el. Ebben az esetben ismét
p = 35° 199 = 180° — ;1 = 52,5°, ap = 180° — p — 5 = 92,5°. A Vénusz fazisa ekkor

1+ cosvs

fo = ——5—" = 0.80.

Mikor fog ez bekovetkezni? A Vénusz sziderikus (csillagokhoz viszonyitott)
keringési ideje Kepler 3. torvénye alapjan:

3

2

Ty = (TV) Tr = 224,5 nap.
TF

(Tr = 365,25 nap.) A szinodikus (Foldhoz viszonyitott) keringési ideje

1 1\ !
T, =(— - —) ~583
' (Tv TF) wap,

hiszen az altalunk vizsgalt koordinata-rendszerben a Vénusz keringésének szogse-
bessége Qf, = Qy — Qp.

A két vizsgdlt helyzet kozott Aa = as — ay = 75°-kal fordul el a Naptdl a
Vénuszhoz huzott sugar az altalunk hasznalt vonatkoztatasi rendszerben. Ehhez

Aa

t =
360°

TY; ~ 121 nap

idére van sziikség. Eszerint a Vénusz — ebben a kozelitésben szamolva — legkdzelebb
koriilbeliil négy hénappal kés6bb, 2024. janudr 11-én fog ismét 2 éra 20 perccel a
Nap el6tt kelni.

Vizsgdljuk a Vénusz latszdlagos dtmérdjét!

Legnagyobbnak Fold-kozelben latndnk, ekkor dpyin = rp —rv = 0,277rg (de ek-
kor persze ,,ijvénusz” van, és a Vénusz a Nappal egylitt kel, a Foldrél nem latha-
t6%). A véltozé Fold—Vénusz tévolsdgot az 1. dbra szerint a szinusztétel alapjan

szamolhatjuk ki:
sin a d

sind  rp’
amibdl )
sin «v

A TF.
sin ¥

1A péalyaferdeségek miatt a Vénusz altaldban nem halad el a Nap elétt, de 120 évente 8 év
kiilonbséggel kétszer igen. Legutébb 2004-ben és 2012-ben figyelhettiink meg Vénusz-atvonuldst a
Nap korongja elétt. http://eik.bme.hu/~vanko/fizika/erdekes/venusz_teto.htm
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A Vénusz latszolagos D dtmérdje forditottan ardnyos a Fold—Vénusz tavolsaggal:

dmin
D= Dmax .
d

Ez alapjan az 1-es és 2-es helyzetben

0,277 sin 14
Dl = %Dmax = 0373Dma}(7
S (vq
illetve
0,277 sin v
Dy = $Drnax = 0a22Drnax7
sin
amibol
Dy
— =0,30.
D,
A Kkiszamitott fazisok és rela-
tiv latszdlagos atmérdk alapjan a fel-
3. dbra adatban kért rajz a 3. dbrdn lathato.

Megjegyzés. A Fold tengelyferdesége és a Vénusz palyajanak ekliptikahoz viszonyitott
dolése miatt a valddi kelési idok jelentdsen eltérnek az itteniektdl, azonban a delelési idok
kozotti kiilonbségek (amelyeket sokkal kevésbé befolydsolnak ezek a tényezék) a valésdg-
ban elfogadhatdan egyeznek az itt szamoltakkal. A két bolygd pdlyajanak excentricitdsa
csak nagyon kis eltéréseket okoz.

U(t)@) 2. Egy m = 50 g tomegti, £ = 20 cm hosszusdgu fém-

~ rudat két, ugyancsak ¢ hosszusdgi fémszdllal vizszintes
helyzetben felfiiggesztiink. A rudat eqy széles patkémdg-
nes polusai kézé helyezziik, igy a rid teljes egészében
B =0,50 T indukcioji, j0 kozelitéssel homogén mdgne-
ses mezdbe meril. A fémszdlak és a rud egyiittes elektro-
mos ellendlldsa r = 0,10 Q. A fémszdlak felsd végei kiozé
Uy = 10 mV amplitidogu, f = 1,0 Hz frekvencidju szinu-
4. dbra szos vdltdfesziiltséget kapcsolunk.

Hogyan mozog a rid hosszabb idd utan? A kozegellendllast hanyagoljuk el!
(Vigh Mdaté)
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Megoldéas. Az ingdn keresztiil I(¢) dram folyik, gy
mozgasa kozben a nehézségi erén kiviil az Fy, = BI¢ nagy-
sagu Lorentz-er6 is hat ra

A forgémozgas alapegyenlete
ml?p = IBI? cos ¢ — mglsin o,
ahol mf? az inga tehetetlenségi nyomatéka a forgastengely-
re vonatkoztatva. Kis ¢ szogkitérést feltételezve cosp ~ 1
és sin p = ¢, ezt felhaszndlva

A mozgé ridban a mégneses tér hatdsdra U;(t)
Az dramkorre a huroktorvényt felirva

B2 fesziiltség indukalédik

Ut) =rI(t)+Ui(t)

és abba I(t) és Ui(t) kifejezését behelyettesitve az

Uty ="

Be?¢
B Tt
egyenletet kapjuk, ahol U(¢)

mgr
Bl ”

= Upsin(wt) és w =27 f.

Ennek megoldaséara két lehetséges utat is ismertetiink

I. megoldas. Felismerhetjiik, hogy ez egy csillapitott kényszerrezgés mozgas-
egyenlete:
B27? BU
pt+ T = T sin(wt),
mr ¢? " Tmr
amelynek dllanddsult megoldédsat

p(t) =

Pmax Sin(wt — @)

alakban kereshetjiik. Vezessiik be a kovetkezo, kényszerrezgéseknél szokasosan al-
kalmazott jeloléseket:

BUj

= fo.
mr
A prébafiiggvényt behelyettesitve a mozgdsegyenletbe (vagy a megolddst az iroda-
lombdl kikeresve) adddik, hogy

_ Jo
Pmax =

\/(wg —w?)? 4 482w? -

BUgy

m; ~ 3,6O,
g _ 2 Biriw?

\/(Z w) + m2r2

és
B%%
~ (e}
¢ = arctg i = arctg 5 & 52,7°.
‘
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Az inga tehat hosszabb id6 utdn a rakapcsolt fesziiltséggel azonos, 1 Hz-es
frekvencidval, de attdol 52,7°-os fazissal lemaradva, 3,6°-os amplitiddval leng.

A kitérés valéban kis szogi, igy a kozelitések jogosak voltak.

Bar a feladat nem kérdezte, a szogkitérés ismeretében érdekes meghatdroznunk
a radban folyé aramerdsséget:

m. mg m g .
I(t) = BY + BY" B (*WZ + Z) Omax Sin(wt — @) =

U, 7 —w?
=2 i sin(wt — @) = Iy sin(wt — ¢),

RO
ahol Iy ~ 61 mA.
Fontos megjegyezni, hogy (az indukélt fesziiltség miatt)

I(t) £ Uo sin(wt)7

r

tehat az dramerdsség nincs fazisban a rdkapcsolt fesziiltséggel.

Ellenérzésként kiszdmolhatjuk a fesziiltségforrast terhel$ (bemend) és az ellen-
allason disszipalddo teljesitményeket:

Uplgcos¢  Igr

~1 .
5 5 8 mW

Piy =

Ezek a varakozasunknak megfeleléen egyenlck.

A 6., 7 és 8 dbrdn a pn.x maximalis szogkitérést, a ¢ faziskiilonbséget és
az Iy maximalis aramerdsséget abrazoltuk a gerjesztd frekvencia fiiggvényében.
Léthat6, hogy a feladatban szerepl6 gerjesztés a rezonancidhoz kozeli (az inga
sajatfrekvencidja fo = 5=+/% ~ 1,1 Hz).

Somax() 180*(1)()

135+

6. dbra 7. dbra

8. dbra
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