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Rejtvények, ordoglakatok
Vagjuk két egyforma darabra!

| W |

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorét mu-
tatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonb6z6 kirakéds jatékok, topo-
logiai feladvanyok, 6rdoglakatok és a matematikat felhaszndlé blivészmutatvanyok.

Manapsdg szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a biivészmutatvanyok triikkjeit mi talaljuk
ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiikk el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, altaldnositani, igyekezziink 14j feladatokat kitalalni.

Egyik novemberi feladvanyunk egy klasszikus zsinéros ordoglakat volt. A ja-
tékban egy zsinér koriilfog egy farudat, 1étrehozva ezzel egy , keresztezést”. Ha ezt
fel tudjuk oldani, a feladatot megoldottuk. Pontosan egy éve tiiztiik ki a rovatban
,Léanc, lanc, gyereklanc” cimmel a feladat alapvaltozatat, amelyben két hasonléan
Osszeflizott zsindrt kellett szétvalasztani. Itt annyiban més a helyzet, hogy a zsinér
a farud ,, meghosszabbitasa”, igy valamilyen értelemben a zsinér 6nmagat kereszte-
zi. De a megoldas otlete ettdl ugyanaz marad: vigyiik ki a keresztezést valamilyen
véghez, ahol a keresztezés , kigombolassal” megsziintethet6. A jatékban a farész 6n-
magara hurkolodik, ott nincs egyszert végz6dés, ezért a keresztezést a zsinér végén
1év6 golyohoz probaljuk kozeliteni. Innen a megoldas szinte automatikus, a fotokon
a 1épések jol kovethetok, kétszer htizzuk at a keresztezést a rudat koriilfogd gytirtn,
végiil a karikan, igy jutunk el a golydig. Hogy biztosan joél megértettiik-e a mod-
szer lényegét, azt az utolsé képen lathatéd ,fejredllitott” valtozaton tesztelhetjiik.
Sikeriil azt is megoldani?
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A maésik novemberi feladvany 6t vildgos és harom sotét kiralyno elhelyezése volt
az b x b-0s sakktéblara ugy, hogy kiilonbozé szinli vezérek ne iissék egymast. Ez a
probléma Martin Gardnertél szarmazik, megoldédsa szintén foton lathatd. Az elhe-
lyezést talan azért nehéz megtalalni, mert semmiféle szimmetridt nem tartalmaz.

Az idei K6MaL, Ankéton elhangzott , Triikkkés daraboldsok” c. el6adashoz kap-
csoléddan tiziink ki néhany, ugyancsak Martin Gardnertdl szarmazé feladvanyt.
Itt ha nem is szimmetriit, de egybevagd darabokat kell taldlnunk. A feladat min-
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den esetben az, hogy a megadott alakzatot egy folytonos vagassal két egybevagd
darabra vagjuk.

J6 szérakozast!

Vigh Viktor

Kiosztottak az idei Ericsson-dijakat

2024. november 21-én hat kategéridban adtak at idén az Ericsson-dijakat az
Ericsson Magyarorszag székhazaban. Osszesen kilenc pedagégus nyerte el a rangos
elismerést és a vele jaré fejenkénti 500 000 Ft-os jutalmat.

A j6 hangulatu iinnepélyes dijatadon immar 24. alkalommal nytjtottak &t ilyen
dijakat a kozépiskolai matematika- és fizikaoktatas kiemelked6 pedagdgusainak,
mig a , Digitalis kultira népszertsitéséért” és ,,Digitalis kultira tehetségeinek gon-
dozasaért” dijak atadasara idén eldszor keriilt sor.

Az egyes kategéridk dijazottjai:

,Ericsson a matematika népszeriisitéséért” dij
Siiveges-Szab6 Marianna Eva (Badr-Madas Reformatus Gimnazium, Budapest)

,Ericsson a matematika tehetségeinek gondozasaért” dij
Thuréczy Erzsébet Emilia (Godolléi Torok Igndc Gimnézium)
dr. Molndr Istvan (G4l Ferenc Egyetem, Szeged)

532 Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/9



,Ericsson a fizika népszeriisitéséért” dij
Sinké Andrea (Szombathelyi Nagy Lajos Gimnazium)

,Ericsson a fizika tehetségeinek gondozasaért” dij
Dr. Nagy Piroska Méria (Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorlo Alt. Isk. és Gimnazium)
Horvath Henrietta (Dunakeszi Radnéti Miklés Gimndzium)

,Ericsson a digitalis kultira népszeriisitéséért” dij
Schmieder Laszlé (Eotvos Jozsef Gimnédzium, Budapest)

,Ericsson a digitalis kultira tehetségeinek gondozasaért” dij
Csaté Endre (Miskolci Foldes Ferenc Gimndzium)
Tassy Gergely (Veres Péter Gimnazium, Budapest)

Gratulalunk a dijazottaknak!

Gyakorlé feladatsor | %’

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a valds szamok halmazan.

emelt szintii matematika érettségire

I. rész

a) sin?x = (1 —cosxz)?, (5 pont)
3
b) (22 —12%2 - ————+2=0. 6 t

2. Egy derékszogli haromszog atfogdjahoz tartozé magassiganak T talppontja
16 : 9 ardnyban osztja az atfogot, a derékszog szogfelezbje pedig a (Q pontban 4 : 3
ardanyban osztja az atfogot. A két egyenes — magassagvonal és szogfelez6 — atfogdval
valé metszéspontjainak tavolsiga 12 egység.
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a) Mekkordk a haromszog oldalai? (7 pont)
b) Mekkora a (derékszoget felezd) szogfelezszakasz pontos hossza? (3 pont)
¢) Igazoljuk, hogy c¢=>5r, ha r a hdromszogbe {rhaté kor sugara, ¢ az at-
fogé. (3 pont)

3. Harom szam egy 15 differenciaji szamtani sorozat harom egymast kovetd
tagja. Ha az els6 tagbdl kivonunk egy szamot, és ugyanezt a szamot a mésodik
tagbdl is kivonjuk, a harmadik szadmhoz pedig hozzdadjuk a szam felét, akkor egy
olyan mértani sorozat harom egymast kovetd tagjat kapjuk, amelyek Gsszege 105.

a) Mi volt a kiindulé szdmtani sorozat? (8 pont)
b) Melyik szamot felhasznélva kapjuk meg a szdban forgd mértani sorozatot? (5 pont)
4. Egy osztaly képviselSket kiild az iskolai didkbizottsagba. Eszrevették, hogy ha

3 f6s képvisel6esoportot vilasztanak maguk koziil, akkor 10-szer annyi féleképpen
tudjak kivalasztani a hdrom embert, mintha 2 {6s képvisel6csoportot valasztananak.

a) Hanyan jarnak ebbe az osztalyba? (6 pont)
b) Bizonyitsuk be, hogy minden n, k esetén (n, k € N, n > k)

<Z> = <n " k) (3 pont)

¢) Egy halmaznak pontosan annyi 5 elemii részhalmaza van, mint ahény 6 elemfi.
Hény elemfi a halmaz? (5 pont)

II. rész

5. a) Valasszuk ki a raciondlis szdmok halmazdba tartoz6 értékeket az aldbbiak
koziil, és adjuk meg kozonséges tort alakjukat.

k=315, 1=(V5- 1)2, m=(v5-1)(v5+1), n=1/3+2v2-\/3-2/2.
(5 pont)
b) Igazoljuk, hogy a kovetkezd egyenlétlenségnek pontosan egy megolddsa van

a valés szdmok halmazan.

2402 14 < 4g? (7 pont)
¢) Adott az [—8;+8] intervallumon értelmezett valds értékii f fiiggvény:
3,5 + 21, ha —8 <x < —4;
fl@)=<{|a2 -9, ha —4<a<4
—3,brx+21, ha4<x<8.

Dontsiik el, hogy a kovetkezo allitasok igaz vagy hamis értékiiek-e.
i) Az f fuggvény értékkészlete: [—8;9].
ii) Az f figgvény zérushelyeinek szama: 2.
iii) A fiiggvény paratlan.
iv) f(6) =0. (4 pont)
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6. Adott két dobdtetraéder. Olyan tetraéderek, amelyek minden lapjan egy-
egy szamjegy all, és ugyanakkora eséllyel esnek egy-egy lapra. Az egyik tetraéder
szamai: 1, 2, 3, 4, a masik tetraéder szdmai: 5, 6, 7, 8. A tetraéderek esetében
tekintsiik dobott szdmnak azt az értéket, amely az asztallal érintkezo lapjara van
irva. Egyszerre dobunk a két tetraéderrel, legyen egy kisérlet kimenetele a dobott
szamok Osszege.

a) Mennyi a valészinlisége annak, hogy 10-nél nagyobb szdmot kapunk eredmé-
nyal? (2 pont)
b) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy 8-ndl nem nagyobb az eredmény? (2 pont)

¢) Hatérozzuk meg az igy definidlt valészintiségi valtozé (dobott szdmok Gsszege)

varhaté értékét. (3 pont)
d) Vizsgdljuk a két tetraéderrel dobott szdmok szorzatdt. Mennyi a valészinti-
sége, hogy a szorzat 8-cal oszthaté? (8 pont)
e) Hatérozzuk meg a dobott szdmok szorzatdnak varhaté értékét. (8 pont)

Mindkét tetraéderrel tizszer dobtunk, és az eredményeket feljegyeztiik:

els6 tetraéder: 4, 4, 3, 4, 2, 2, 2, 1, 1, 3;
mésodik tetraéder: 8, 5, 5, 7, 6, 6, 6, 7, § 8.

f)Igazoljuk, hogy mindkét tetraéder esetében ugyanannyi az adatok szérsa. (3 pont)

7. Adott a koordindtasikon az y = —22 + 12z — 33 egyenlet{i parabola.

a) Hatdrozzuk meg a fékuszpontjdnak koordindtdit és vezéregyenesének egyen-
letét. (2 pont)

b) Az ABC héromszog két csicsdnak koordindtdja: A(1;3) és B(3;7).

A haromszog C csucsa az adott parabola ivén mozog. Adjuk meg azt a C pontot,
amellyel az ABC hdromszog teriilete a legkisebb. (6 pont)

¢) Mekkora a legkisebb teriiletii hdromszog tertiletének értéke? (8 pont)

d) Adjuk meg a parabolaiv és az x tengely dltal létrejott zart gorbe tertiletét
két tizedesjegyre kerekitve. (5 pont)

8. Egy 70°-o0s nyilasszogl kettoskup alakit homokéraba tol-
tiink 2 dl homokot.

a) Amig nem indul az éra — nem pereg a homok — milyen
magasan van a homok a fels§ kupban, azaz mekkora a csicstél
szamitva a homok-kip magassiga? (5 pont)

b) Amikor lepereg az Gsszes homok az alsé kipba, a keletkezd
homok-csonkakup felsé korének sugara feleakkora, mint az alap-
kor sugara. Mekkora a homokéra alapkérének sugara? (8 pont)

¢) Mekkora a homok-csonkakiip magassiga? (8 pont)
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9. Egy hirdetés plakatjdhoz kiilonleges logdot készitiink. Kiindulunk egy 50 cm-
es befogdju egyenl6 szart derékszogii haromszoghdl. Ezt kiegészitjiik egyik iranyba
egy-egy ujabb egyenld szaru derékszogli haromszoggel gy, hogy az j haromszogek
atfogdja az eléz6 befogdja legyen.

52900 5—450

50 cm ¢ =45°

0 = 45°

a) Ha korlatlan mennyiségben tudnank {gy haromszogeket késziteni, majd mind-
egyiket maradéktalanul lefesteni, akkor Osszesen hany négyzetdeciméter feliiletet
festenénk be? (9 pont)

b) A gyakorlatban csak addig végezziik el az dbrakészitést, amig az 0j ha-
romszog teriilete legalabb 0,5 négyzetcentiméter. Hany haromszog lesz igy az ab-
rdn? (7 pont)

Tatar Zsuzsanna Maria
Esztergom

Megoldasvazlatok a 2024./8. szam
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. Andrds és Baldzs 8-8 millid forintot szeretne gyijteni sajdt autdk vdsdrldsdra.
Ehhez minden honap elején azonos dsszeget tesznek félre a megtakaritasi szamldju-
kon. A bank a szdmldkon elhelyezett dsszegre éves 9%-o0s kamatos kamatot ad havi
tokésités mellett.

a) Hdny forintot kell Andrdsnak havonta a szdmldjdra félretenni, hogy a 3. év
végére elérje a tervezett megtakaritdst? (A vdlaszt ezer forintra kerekitve adjuk

meg.) (4 pont)
b) Baldzs havonta 120000 forintot tud erre a célra félretenni. Hiny év milva
gytilik neki dssze a tervezett osszeq? (4 pont)

c) A fidk négy témakorben dsszesen 50 kvizkérdést dllitottak dssze. Az élévildg
témakorbél 8-at, a sport témakorbél 15-6t, a tudomdny témakorbol 22-t és 5 bulvdr
kérdést. Ezekbdl dllitottak 6ssze Cilinek, Dorkdnak és Evelinnek egy-egqy 6 kérdésbol
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allo feladatsort. Cili olyan kérdéssort kért, amelyben szerepel az élévildg. Dorka
szeretné, ha az 6 kérdései kozil pontosan 3 a tudomdny témakorbél lenne. Fvelin
azt kéri, hogy az elsé két kérdése legyen a sporthoz kapcsolédo, de a tobbi ne.

A kérdések sorrendjét is figyelembe véve kinek tudnak o fiik a legtdbbféleképpen
kérdéssort osszedllitani, ha teljesitik a ldnyok kéréseit? (4 pont)

Megoldas. a) Jelolje x a szdmlan havonta elhelyezett Gsszeget, ¢ pedig azt, hogy
havonta hanyszorosara né az épp a bankban 1év8 pénz. Mivel az éves kamat 9%,
igyg=1+ ﬁ =1,0075. A 36. hénap végén a megtakaritasi szdmldn 1évé Gsszeg
2¢3% + ¢ + ... + 2q. Megoldandé az

(1) 2q(¢® +¢** +...+1)=8-10°

egyenlet. A zardjelben olyan mértani sorozat elsé 36 tagjanak Osszegét latjuk,
amelynek els6 tagja 1, a hdnyadosa ¢ = 1,0075 és a tagok szama 36. A mértani
sorozat Osszegképlete alapjan ezek Osszege S3¢ = 41,153. Ezt és ¢ értékét behelyet-
tesitve az (1) egyenletbe azt kapjuk, hogy = =192950. Andrésnak tehdt havonta
193000 forintot kell betenni a szamldjara.

b) Jelolje y a szamldn Baldzs altal havonta elhelyezett Osszeget, vagyis y =
120000, a havi kamattényez6 most is ¢ = 1,0075. Az n. hénap végén a megtakaritasi
szamlan 1év6 osszeg yq™ +yq" ! +... +yq. A kérdés tehat az, hogy mi a legkisebb n,
amelyre igaz a 120000 - (1,0075™ +1,0075" 1 +...+1,0075) > 8-10° egyenlStlenség.
A zéaréjelben olyan mértani sorozat els6 n elemének 6sszege van, amelynek elsé tagja
1, hanyadosa 1,0075. Az 6sszegképletet hasznélva

1,0075™ —1
1,2-10°-1 =~ >8.100.
,2-10°-1,0075 1.0075 —1 >8-10
Behelyettesités és rendezés utan
0,0075
">80 — ~ > .
1,0075™ > 80 1.2-1,0075 +1~1,4963, ahonnan n > 53,93

Igy Baldzsnak 54 hénapra, vagyis 4,5 évre van szitksége a megtakaritdshoz.
¢) A Cili szdmdra sszedllithaté kérdéssorok szama

50-49-48-47-46-45—42-41-40-39-38-37 = 7664 338 080.

A Dorka szdméra osszedllithaté kérdéssorok szdma

22 2
< 5 > . ( 38> -6! =3632428800.

Evelin kérésének megfelel6 kérdéssorok szama 15-14-35-34-33 - 32 = 263894 400.
Tehat Cilinek allithat6 ssze a legtobbféleképpen kérdéssor.
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2. A Descartes-féle derékszogii koordindta-rendszerben megjeloltik az A(—2;2),
B(1;11), C(5;3) és K(1;6) pontokat.

a) Igazoljuk, hogy a K pont rajta van a BC' szakasz felezémerdlegesén. (3 pont)

b) Hatdrozzuk meg az AB és AC vektorok skaldris szorzatdnak értékét. (3 pont)

¢) Szamitsuk ki az ABC hdromszég B csicsdbdl induld magassdgdnak pontos

hosszdt. (3 pont)
d) Igaz-e, hogy a BC dtmérdji kér egyenlete 12 +y? — 62 — 14y + 37 =02 Indo-
koljuk a vdlaszt. (3 pont)

Megoldas. a) A BC szakasz felez8pontjanak koordindtai F'(3;7), egyik irdnyvek-
tora v(4;—8), igy a BC szakasz felezOmer6legesének egyik normélvektora n(4; —8),
az egyenes egyenlete 4z — 8y = —44. A K pont koordinétéit behelyettesitve ebbe az
egyenletbe azonossaghoz jutunk, tehat a K pont valéban rajta van a felezémerdéle-
gesen. Egy masik megoldési lehetség, ha kiszamitjuk a K pont B és C' pontoktdl
valé tavolsdgat. Mindegyik 5 egységre adodik. Hivatkozva a szakasz felezémerdlege-
sének azon tulajdonagara, hogy pontosan azon pontok halmaza, amelyek a szakasz
két végpontjatdl egyenld tavolsdgra vannak adodik a megfogalmazott allitds igaz-
saga. Egy harmadik lehetoség, ha felirjuk a BC és a K F vektor skaldris szorzatat,
ami 0-nak adddik.

b) AB = (3;9), AC = (7;1). Skaldris szorzatuk AB - AC'=3-7+9-1= 30,

¢) Az AC oldalegyenes egyenlete felirhaté az A(—2;2) pont és az AC vektor
90°-os elforgatdsdval kapott (1;—7) norméalvektor segitségével: = — Ty + 16 = 0.
A pont és egyenes tavolsagara hasznalhaté Osszefliggés alapjdn, az egyenlet O-ra
rendezett alakjaba behelyettesitjiik a B pont koordinatait, igy a keresett tavolsag

pontos értéke: m = ‘L\/&;’w‘ = 6+/2.

Megjegyzés. A magassag hosszat kiszamithatjuk a haromszog teriiletének segit-
ségével is (T = 30).

d) A BC atméréji kor kozéppontjanak koordindtéi (3;7), sugara r = @. A kor
egyenlete tehdt (z —3)%2+ (y — 7)% = 20, amelyre a zaréjelek felbontédsa és rendezés
utén z2 +y% — 6z — 14y + 38 = 0 adédik. Igy nem a feladat szoévegében megadott
egyenlethez jutunk, méarpedig egy korhoz egy egyenlet tartozik (és viszont).

3. a) Tekintsiik az @ és b egyjegyti, valamint a ba kétjegyii szaimot. Ezek mindegyi-
kéhez ugyanazt a pozitiv valds szamot adva ebben a sorrendben egy ¢ =9 hdnyadosi
mértani sorozat eqymdst kévetd hdarom tagjat kapjuk. Szamitsuk ki a mdr megndvelt
szamok 3-as alapi logaritmusainak 6sszegét. (8 pont)

b) A€ (c€{0;1;...;9}) ésd (d € {1;2;...;9}) nem feltétleniil kiilonbéz6 egyjegyt,
valamint a dc kétjeqyl szdmok esetén tekintsik az aldbbi A, illetve B dllitdst:

A:¢|dc és B:d|dec.

Ha c és d értékét véletlenszeriien vdlasztjuk a megadott halmazokbol, mekkora va-
l6szintiséggel igaz az AN B dllitds? (5 pont)
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Megoldas. a) Jeloljiik z-szel azt a pozitiv valés szamot, amelyet az egy-, illetve
kétjegyl szamokhoz adunk. Ezzel az a4+, a b+z és a 10b+a+x szdm a ¢=9
héanyadostt mértani sorozat harom egymaést kévetd tagja, tehat a feladat szovege
alapjan a kovetkezd egyenletek irhatoak fel:

b+z=9(a+ux), amibdl b=9a+ 8z,
10b+a+x=81(a+x), amib8l 10b=80a+80x, azaz b=8a+ 8.

Ebbdl azt kapjuk, hogy a =0, azaz b= 8x. Mivel x pozitiv, b pedig szamjegy,
kizarélag az x =1 ad j6 megoldést, ekkor b =8. A mar megnévelt szdmok 3-as
alapu logaritmusainak Gsszege:

10g5(0+ 1) +logs (84 1) +1logz(10-8+0+1) = 0+2+4 = 6.

b) Az eseményteret a 10 és 99 kozotti 90 darab kétjegyll egész szdm alkotja.
Ezek kozott az A és B feltételek mindegyikének eleget tevd kétjegyil szamok a
kovetkezOk: 11; 12; 15; 22; 24; 33; 36; 44; 48; 55; 66; 77; 88; 99. A klasszikus

Lo TP s foe 14
valoszinliségszdmitasi modell alapjan a keresett valoszintiség: p = g;-

4. a) A hatos szdmrendszerbeli legnagyobb pozitiv kétjegyd szamhoz hdrmat hoz-
zdadtunk, majd elosztottuk a hatos szamrendszerbeli legkisebb pozitiv kétjegyld szdm-
ndl éttel kisebb szammal. Hany szdmgjegyti az eredmény hatos szdmrendszerbeli alak-

ja? (4 pont)

b) Igazoljuk, hogy a i/ Li—? — 3 kifejezés értelmezési tartomdnydban a legkisebb

egész szdm a 6. ) (5 pont)
¢) Oldjuk meg a valds szdimok halmazan a i—tg — 3=+ —5 egyenletet.

(5 pont)

Megoldés. a) A hatos szdmrendszerbeli legnagyobb pozitiv kétjegy(l szdm az
556, ennek tizes szamrendszerbeli értéke 35. Ehhez 3-at adva a 38-at kapjuk.
A hatos szdmrendszerbeli legkisebb pozitiv kétjegyii szam az 10g, amelynek tizes
szamrendszerbeli értéke 6, ebbdl 5-6t elvesziink, igy 1-et kapunk. A megadott osztéas
eredménye tehat 38. Ennek hatos szamrendszerbeli alakja 1026, amely 3 szdmjegyti.

b) Az értelmezési tartomany megadéasédhoz oldjuk meg az Z3 —3 > 0 egyenldt-
z—5
lenséget. K6z0s nevezore hozas és rendezés utan
—2x+18
—2z+18 >0,
T—5

amelynek megolddsa az ]5;9] intervallum. Itt a legkisebb egész szdm valéban a 6.

¢) Az egyenlet értelmezési tartoménya az ]5;9] intervallum. Négyzetre emelés
utan mindkét oldalhoz hozzdadunk 3-at. Beszorozva az x — 5 nevezével az

2’ —8r+7=0
masodfoki egyenletet kapjuk. Ennek két megolddsa koziill az 1 nem eleme az

értelmezési tartomanynak, a 7 j6 megoldasnak adédik az ellen6rzés utan.
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II. rész

5. a) A kis méretd Bim-Bam cukor doboza 10 mm széles, 32 mm hosszi és
55 mm magas. A nagy méretii Bim-Bam doboz matematikai értelemben hasonlo a
kicsthez, de hdromszor akkora térfogati. Mekkordk a nagyobb doboz méretei egész
mm-re kerekitve? (4 pont)

b) A kicsi dobozba 37 cukorkdt toltottek. Ezek alakja egy egyenes henger, amely-
nek két végét eqy-egy 7 mm dtmérdji félgomb zdrja le. Mutassuk meg, hogy a doboz
térfogatanak tobb mint 70%-dt toltik ki a 11 mm hosszi cukorkdk. (6 pont)

c) A nagyobb méretl color miz fantdzianévre keresztell dobozban 110 darab
cukorka volt, 4-féle szinben. A rézsaszini és zold cukorkdk azonos szamban voltak,
ami a barndk szamanak kétszeresénél T-tel tobb, de a sdrgik szamdnak kétszeresénél
5-tel kevesebb. Hany darab sdrga cukorka volt a dobozban? (6 pont)

Megoldés. a) Hasonl6 alakzatok térfogatdnak ardnya a hasonlésig ardnydnak
harmadik hatvanyaval egyezik meg. Ezért A3 = 3, amib6l A = /3. A nagyobb doboz
éleinek hossza mm-ben:

V310~ 14,4 ~ 14, V3-32~46,15~46 és  V/3-55~ 79,3~ T79.

b) A cukorkdk két végén 3,5 mm sugard félgomb taldlhatd, ezek térfogata
3
Osszesen egy 3,5 mm sugart gdmbével egyenld, tehdt Vasmp = % =179,6 mm?>.
A cukorkék kozepe 3,5 mm sugard és 4 mm magassiagi korhenger, ennek térfogata
Vi, =3,5%-m-4~ 153,94 mm?>. A 37 darab cukorka Ossztérfogata igy

Var = 37-(179,6 + 153,94) mm® = 12340,98 mm?.
A kisebb méretii doboz térfogata Viepo, = 10-32-55 = 17600 mm?. A két térfogat

aranya

Vs7
Vdoboz

= 0,7011.

Igy valéban a doboz tébb mint 70%-4t toltik ki a cukorkék.

¢) Hasznéljuk a szinek kezdSbetliit a darabszdmok jelolésére. Ezek segitségével
felirhatoak a kovetkezo egyenletek:

r=z,
z=2b+7=2s—05,
r+z+b+s=110.

A mésodik egyenletbdl fejezziik ki b-t és s-et z segitségével, majd helyettesitsiik

be ezeket a harmadik egyenletbe. Ennek megoldésaval z =r =37, b=15 és s =21
adédik. A dobozban 21 darab sirga cukorka volt.

6. a) Egy PQRS négyszigben a PQ oldal 5, a QR oldal 7, az RS oldal 10 egység
hosszi. A @Q csucsndl 1évd belsd szog 115°, ezzel szemben pedig 50°-0s szdg taldlhato.
Szamitsuk ki a négyszdg SP oldalanak hosszdt. (4 pont)
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b) Egy ABCD hirnégyszog A csicsandl lévd a szogére teljestil, hogy
2sin?a +2cosa —1=0.

Hatdrozzuk meg a hirnégyszég C' cstcsdandl 1évd szogének szinuszdt. (6 pont)

c) Legyen B és § az ABCD hirnégyszog két szemkozti szoge. Milyen B és §
esetén veszi fel a
sin(8 — 60°) — cos(d + 150°)

kifejezés a maximumdt, és mekkora ez a maximum? (6 pont)

Megoldés. a) Az dbra szerint a PQRS
négyszogben behtizzuk a PR 4tlét.

A PQ@R haromszogben alkalmazzuk a
koszinusztételt:

PR?*=5%4+72-2.5-T-cos115°,

ahonnan PR = 10,18 egység. Az RSP
haromszogben a PS oldal hosszat x-szel
jelolve, tjabb koszinusztételt hasznilha-
tunk: 10,18% =22 +10% —2-2-10-cos50°.
A masodfoku egyenlet pozitiv gyoke ad-
ja a hidnyz6 negyedik oldal hosszat: x =~
~ 13,13.

b) A sin?a =1— cos?a helyettesitéssel kapott masodfokti egyenlet megolda-
1+v/3

2
1-v3

> 1. Ez semmilyen szognek sem koszinusza. A mésik gyok

1—¢§>2 V3

saval cosay =

alapjan cosag = 5 = —. A hirnégy-

. Ezt haszndlva sina=1— < 5

[vV3
sz0g szogeinek szinusza pozitiv értéket vehet fel, ezért sina = % A hirnégyszog
V3

szemkozti szogeinek Osszege 180°, ezért siny = sin(180° — o) =sina = -

¢) A hirnégyszog szemkozti szogeinek Osszege 180°, ezért sind = sin(180° — 3).
Behelyettesitve: sin(8 —60°) — cos(180° — S+ 150°) = sin (5 — 60°) — cos(330° — 3).
Hasznaljuk az addicids tételeket és a nevezetes szogek szogfiiggvényeinek pontos
értékét:

sin 3 - cos60° — cos 3 - sin60° — (cos330° - cos 8 +sin330° - sin ) =
V3 V3
2

cos 3 — 7005,6’+%sin,6’ =2 <1sin6— ?cosﬁ) = 2sin(f —60°).

1
zisinﬁ— 5

A kifejezés akkor veszi fel a maximumé&t, ha 8 — 60° = 90°, igy a maximumhely
B =150°. Ekkor a kifejezés maximalis értéke 2.
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7. a) Egy hegyi kabinos felvond 9.00 drdtdl kezdddben negyed dranként mindig
pontosan indul. A kabinba egyszerre 20 f6 tud beszdllni. A felvoné pénztdra 8.30-kor
nyit, é€s minden nap 001-t6l kezddédden folyamatosan sorszamozott jegyeket adnak
ki minden egyes utas részére. A kovetkezd tablizat az elsd két draban, az adott
iddintervallumban eladott jegyek darabszdamdt mutatja:

Idéintervallum Eladott jegyek darabszama
8.30 - 8.59 27
9.00- 9.14 19
9.15- 9.29 5
9.30 - 9.44 32
9.45 - 9.59 15
10.00 -10.14 16
10.15-10.29 10

Zsoft a 113-as sorszdami jegyet kapta. Hdny drakor induld kabinba tud Zsofi
beszdllni, ha a beszdllds a jegyek sorszdma alapjan folyamatosan torténik? (2 pont)

b) Tekintsik azoknak a kirdnduléknak a szamdt 9.00 és 10.29 kozott, akik hely-
hiany miatt nem fértek be a felvono kabinba, és a kdvetkezdre kellett varniuk. Adjuk
meg ezeknek az értékeknek az dtlagdt, medidnjdt és szordsdt. (4 pont)

¢) A nydri 91 napos fészezonban a pénztdr napi bevételeit vizsgdltik eurdban. Az
adatok alapjin sodréfadiagramot készitettek.

900 2000 4680 5040 6480 7200

A diagram alapjdn szdmitsuk ki, hogy mekkora lehet a nydri fészezonra szdmitott
dsszbevétel minimdlis, illetve mazimdlis értéke? (4 pont)

d) A felvondra varakozdk ajindéktdrgyak kézil valogathatnak a pénztar melletti
trafikban. Az eladd leltart készitett az ajandéktdrgyakrol:

Ajandéktargy Eladott termékek szama Készlet darabszama
Bakancsos kulcstarto 400 18

Hitémdgnes 225 10

Pliiss mormota 1625 8

Baégre 250 5

Az eladds alapjin szdmitott relativ gyakorisigokat figyelembe véve mek-
kora a waldszintsége, hogy a leltdr elkészitése utdni tizedik vdsdrlo mdr csak
hdaromféle ajandéktdrgy kozil vdlaszthat, ha mindenki pontosan eqy ajindékot
vdsdrol? (6 pont)
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Megoldas. a)

Indulés idopontja Beszall6 utas (f6) Jegyek sorszama Vérakozé utas (£6)

9.00 20 1.-20. 7
9.15 7+13=20 21.-40. 6
9.30 6+5=11 41.-51. 0
9.45 20 52.-71. 12
10.00 1248=20 72.-91. 7
10.15 7+13=20 92.-111. 3
10.30 3+10=13 112.-124.

Tehat Zséfi a 10.30-kor indulé kabinba tud beszallni.
b) A varakozok szamat a fenti tdbldzat negyedik oszlopa mutatja, ami alapjan

V497

az atlag %, a median 6,5, a széréas pedig 5 = 3,72.
¢) A box-plot diagram alapjan a névekvd sorba rendezett adatokra:
A minimum, az els6 adat: Qg = 900.
Az alsé kvartilis, a 23. adat: Q1 = 4680.
A median, a 46. adat: Q2 = 5040.
A felsé kvartilis, a 69. adat: Q3 = 6480.
A maximum, a 91. adat: Q4 = 7200.

A minimélis §sszbevétel 22-900+ 23 - 4680423 - 5040 + 22 - 6480 + 7200 = 393120.
A maximalis sszbevétel 900 + 22 - 4680 4 23 - 5040 + 23 - 6480 + 22 - 7200 = 527220.

d) Az eladés alapjin szémitott relativ gyakorisdgok értéke a kulcstart6 esetén
0,16, a hiitdmégnesre 0,09, a mormotara 0,65 és a bogrére 0,1. A tizedik vaséarld
két esetben védlaszthat mar csak haromféle targy kozil:

— Az els6 9 vasérlé koziil 8-an vesznek mormotat, egy pedig valami mast. Ennek
valészintisége p; = (g) -0,65% - (1 —10,65) = 0,1004.

— Az els6 9 vasarld koziil 5-en vesznek bogrét, 4-en pedig valami mast. Ennek
valészintisége po = (2) -0,1°- (1 —0,1)* =8,3- 1074

A két valdsziniiség Osszege p1 +p2 = 0,1012 adja a valaszt.

8. a) Adjuk meg annak az eltoldsnak a vektordt, amely az f(x) =22 fiigguény
grafikonjit a g(z) = x? — 10z + 21 figgvény grafikonjdba viszi dt, ha Dy = Dy =
=R. (3 pont)

b) Abrdzoljuk a g: [5;00[— R, x> 22 — 10z + 21 fiigguényt. (2 pont)

¢) Igazoljuk, hogy a

g: [5;00[ =R, x> x?—10x+21 és a h: [-4;00[ =R, z—+Va+445

figgvények esetén g(h(x)) = h(g(z)) =x. (5 pont)

d) Hatdrozzuk meg az [5;8] intervallumon a g(x) fiigguény grafikonja és az
x-tengely, valamint az x =5 és az x =8 egyenleti egyenesek dltal hatdrolt zdrt
sikidom teriletének pontos értékét. (6 pont)
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Megoldas. a) Végezziik el a teljes négyzetté alakitést:
g(x) =2? =102 +21 = (x — 5)% — 4,
ezért a keresett eltolds vektora a v(5;—4).

b) Figyeljiink a parabola értelmezési tartomanyanak lesziikitésére.

Y

—4

¢) Mivel g(x) > —4 és h(x) = 5, igy a megadott értelmezési tartoméanyokon értel-
mes a g(h(x)) és a h(g(x)) is. Behelyettesitiink a megadott Osszetett fiiggvényekbe:

g(h(z)) = (Ve +4+5)*-10(vVx +4+5)+21 =
=r+4+10vVx+4+25—10vVx+4—-50+21 ==z,

illetve

hg(x)) = Va2 —10z+214+4+5=|z—5|+5=z—5+5=uz,

mivel z > 5. Masik megolddsként meghatirozhatjuk a g(z) figgvény inverzét,
amelyre éppen h(x) adédik.

d) A g(x) fiiggvénynek a megadott intervallumon zérushelye van az x =7 he-
lyen, amely elott a fliggvény az x-tengely alatt, utiana pedig az z-tengely felett
helyezkedik el. A teriilet meghatarozasahoz két integréldst kell elvégezni:

/ a3 6
T = /(z2—10z+21)dx = {310+21] ‘ —,
5
: 3 2 ® 56 49 7
X X
Ty = 21 2)dr = | — — 10— +2lz| = —— — =—.
5 /(:p 0z +21)dx [3 02+ xL T "33
7

23
A keresett tertlet T=T7 +T5 = —.
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9. a) Igazoljuk, hogy bdrmely pozitiv egész n érték esetén az E
5" 423" 1 kifejezés utolsé hdrom szamjegyébdl alkotott szam
£ Q. D C
oszthatd 8-cal. (6 pont)
b) Megrajzoltuk az A, B, C, D, E csicsokbol dllé egyszerii G
grafot.

Egészitsiik ki az aldbbi mondatokat, tgy, hogy azok igazak

legyenek. 4 B
A fagraf olyan 0sszefiiggd egyszertd grdf, amelyben nincs ............... .
A G grif egy Euler-vonala rendre a(z) ............... csucsokon halad dt.

Egy grifban Hamilton-kornek neveziink egy kort, ha a graf minden ............
pontosan eqyszer tartalmazza.

A G grif egy Hamilton-kore rendre a(z) ............... csucsokon halad dt.
(4 pont)
¢) Adott az a, = (2”;1) és ab, = (g) sorozat, aholn > 2 egész szdm. Hatdrozzuk
meg az 3™ sorozat hatdrértékeét. (6 pont)

Megoldas. a) A kifejezés utolsé hdrom szamjegyébdl alkotott szdm pontosan
akkor oszthatd 8-cal, ha maga a kifejezés oszthaté 8-cal. A bizonyitast teljes in-
dukciéval végezhetjiik. El0szor n =1 esetén kiszamitjuk a kifejezés helyettesitési
értékét: 51 +2-31"1 +1 =8, ez valéban oszthaté 8-cal. (Ellendrizhetjitk n = 2-re
is: 52 +2-3271 +1 = 32). Tegyiik fel, hogy n = k-ra teljesiil az oszthatésig, ezt
felhasznalva igazoljuk n =k + 1-re:

SRl po. gkt L1 =5.546-3" 1+ 1=5(5"+2-3F"1 1) —4(3* 1 +1).

Az els6 tag az indukciés feltétel miatt oszthaté 8-cal, a méasodik tag masodik
tényezoje biztosan paros, ennek négyszerese pedig oszthaté 8-cal. Tehat az Gsszeg
is oszthat6 8-cal. A bizonyitast befejeztiik.

b) A hidnyz6 szavak rendre: kor; ABCED vagy BCEDA vagy CEDAB stb.;
pontjdt vagy cstucsdt; ABCEDA vagy ABDECA vagy CEDABC vagy CBADEC
stb.

an,  2n+1)2n2n—-1) n(n—1)(n—2) 8n? —2

c) ™ = 30 : 30 =5 T Ennek hatarértéke
2
2 _ 2 8— —
lim " - n? _ _g
n—oo TLQ —3n+2 n—o00 2
non

Jécsik Csilla
Gyor

Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/9 545



63. Ratz Laszlo Vandorgytilés
A kozépiskolai tanarversenye feladatainak végeredménye és
vazlatos megoldasa

1.12.13.]4.]5.]6.]7. |8 [9./10./11.|12.|13.|14.|15.
A|/A|D|IDIC|E|E|C|D|B|E|B|E|D|C
16.]17.]18.119.|20.|21.|22.]|23.|24.|25.|26.|27.|28.]29.|30.
BIB|B|/A|C/IA|ID/IA|C|E|C|D|A|B|D

LA O>O>0O>3)<OH<0O)

A maradék 5 szambdl 2-t irunk jobbra, a t6bbit balra a megfelel sorrendben:

G

2. (A) 1%(2%3) —(1%2)%3=1%1—-1%3=0—-2=—2

32+n

3. D)n<d<7<10<1lvagyd<n<7<10<1l = 7T=n=3

32+n

4<7<n<10<1l = n=n==,

324+n

4<7<10<n<llvagyd<7<10<1ll<n= =10=n=18 = 3+

+8+18=29
4. (C) 51210 = (29)10 =290 =2.2%9 =289 1 289 = 2 =89 = 8+ 9 =17

5. (C) a=90° +51° = 141°

1 1 1 1
6.(E)—+-= :>y—|—:£: = (y+z)(y—z) =2y = 0=22+ 2y — 9/

xT Yy y—x xy yY—x

2
—1++/5

Y y Y/1,2 2

7. (E)n=ab=10a+b=ab+a+b=10a+b=ab—9ab=a(b—9)=0ésa#0
=b=9
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2

1 19

8. (C) cos?x —cosw+5 = <cosx— 2) T
9

—1<cosz<1l=—--<cosz—-<-=0<|cosz—=] <>=
2 2 4
IRECIPR GRS RS L S
1 S|eosz— 3 ST -

b
9. (D) Legyen A(a;logya) és B(b;log,b). % =6=>a+b=12
logya+logyb2 =2 = ab=16 = (a —b)? = (a +b)* —4ab=122 —4-16 = 80 =

=la—b=4V5

PC _ Tpor 3

PB  Tppr 2

10. (B)

11 1
11. (E) 4(a+b+c¢) =13 és 2(ab+bc+ac) = 5 és abc = 5
2
13 11 169—-88 81
2124 2 2 _ R e -2
a®+b°+c*=(a+b+c)®—2(ab+bc+ ca) (4) 5 T; Tind
9
= Va?+ b2 +c2=-
4
12. (B)
11,22,...,999 db = % valészintiséggel valasztunk koziiliik.
k- 11 oszt6i parba allithaték, minden parbdl pontosan az egyik oszthatd 11-gyel,
9 1 9
s7t0k fele => P= — - = = —.
ez az osztok fele 1002 = 200

13. (E) 2=32¢és 2—3+5=4(s+3—-5)=3s+2=4(s—2)=5s=10és 2=30
= 30+2—(10—2) = 24.

14. (D) Osszesen 1+2+ ...+ 10 = 55 db szorzétényezd, ezek koziil negativ:

T
- - & - - - 5 . 5

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
55 54 52 49 45 40 34 27 19 10 0
N AN AN AN AN AN AN AN AN A A
-1 —2 -3 —4 -5 —6 -7 -8 -9 —10

6 db intervallum esetén paros a negativ szorzotényezOk szama, vagyis a szorzat
pozitiv.
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15. (C) R =r?+8*= R>—r? =64

R’m 2 T, 0 o T A ¢ F 8 B
16. (B) (b—a)2 —4(b—c)(c—a) =0 /: (c—a)2, R
ahol c—a #0. D E
<ba>2 bfc:O (bc ca) 74b70:0
c—a c—a c—a c—a c—a
b— b—
C = (@+1)?—dr=0=(z-1)2=0=— " =q=1
c—a c—a

17. (B) A mérkdzések szdma: x, a jobbkezes gy6zelmek szdma: j.

12;
x—j=14j, vagyisx:2,4j:?]é12|x:>x:36vagym:48.

n(";l) - Sk(?”;_ D) = 3k(3k—1)=2-36=9-8,

3k(3k—1)£2-48 =z =36

16-8+24~12 2h-h
2 2 2
h?=64+144—-183=25=h=5

18. (B)

=183

—
[N}

-

—

D
[\
=

19. (A) Barmely cstcsra:

Osszes eset: (;) =10 Q; kedvezo esetek: 3 @ @ @; P= %

20. (C) b+c+d=3c=n?= c=3k?

a+b+c+d+e=5c=15k>=m3 = k?nin =225 = Cpin = 675 = €in = 677 €els6
szamjegye: 6.

a 2b 3¢ a 2b 3¢ 1
21. A = — = — = = —_— e h — = - = 3 = —
A) =378 " % 3¢ Sa 8 v
, ; 8 4 ac+be %a2+%a2 %
Tehatb:aesc:i-ga:?z, T %az—cﬁ :g:&
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22. (D) ADQA = DCPA

P

22 =142 4462 = 4(7% + 232) = 4(49+529) = -
=4.578=4-289-2 16

r=2-17-/2 1 Dlt _ C

A keresett tévolsig a négyzet atldjanak a @
fele: x—ﬂ = 2172 =34.

2
x

23. (A) Az 1. sor i. eleme 2i — 1.

Az i. sor n. eleme 2i — 14+ (n—1)(i+1) = &
=2025=2i4+2+(n—1)(i+1)=2028=2+

2028 2028 A B

+n—-1= -1

iv1 " Tt

2028 =2-3-132 = d(2028) = (2+1)(1+1)(2+1) =18
i+1=1=4=0 nem megoldas.

y+1=2028 = n =0 nem megoldds = 16-szor fordul el6 a 2025.

24. (C) A pétdijmentes tomeg: x kg, a pétdij p dollar/kg.
(77—2x) - p=14420és (T7T—xz)-p=94

T1—2x 34

= o = AT(TT = 20) = 17(TT — ) = (47— 17)- 77 = (04~ 1T)a = 2 = 30
2 2

25. (B) S22 _ O gy

3

Ty V41
- = Z- — - = — — — e _1
: oy v =A=z—zx=drx—z=z(A-1),

) x1—x xz(A-1) =z
hasonléan, y1 —y=Ay—y=y(A—1); = =—=4.
' (A=1) -y yA-1) y
26. (C)

PR L SIS PRTEN VR (I DU (AL .

2 3 4 29 3 4 29 28 29 29
—1+ 1—#2 + 1+ + 1+ +.. +27 + 1+2+ +28 =
2 3 3 4 4 4 28 28 28 29 29 29 )

1 142 14243 1+2—|— 427 1+4+24...428
ottt 28 + 29 -

1 23 34 27-28 1+2+...+28 28-29

27. (D) Legyen [z] =e és {z} =t = e? —3(e+t)+2=0=¢>—3e+2=3t.
e3—3e+2€Z=3tcZés0<t<1.
t=0=e>—3e4+2=0=e;=1¢ése9=2=17 =16 z9 =2.

1
t:§=>62—3e+1=O:>enem egész szam.
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2

_2 2 g, 0 és o — _2, 1 ‘-
t=—=c¢e 36—O:>63—Oese4—3:>x3—3ebx4—3:>4megoldasvan.

3

28. (A) 11 +7ro =102 =13 =10v/2 -5
(€+5)2+ (y+5)% = (10v/2—5)” = 225 — 100v/2

29. (B)

Y
10

8

6 01(5;5)

/’\4
T1

02(_5§ —5)

1 1 1 1

x2—|—5x+6+x2+7x+12+x2+9x+20 ~ 270

(x+3)—(x+2) (z+4)—(z+3) (z+5)—(z+4) 1

(z+2)(x+3) (x+3)(x+4) (x+4)(x+5) 270

1

1 1 1 1 1

x—|—2_m+3+x+3_x+4+m+4_x+5:Tm

1 1

1
= — =270(x+5)—270(z+2) = (2 +2)(z+5) = 22 + 7z —800=0

r+2 x+5 270

A kapott mésodfoku egyenletnek két valés gyoke van (D > 0), az Osszegitk —7.

30. (D) A sotét négyzetet tartalmazéd tégla-

lapok fiiggdleges oldalai 4 -4 = 16-féleképpen va-

laszthatok, vizszintes oldalai szintén 4 -4 = 16-

1| féleképpen, Osszesen 16 - 16 = 256 téglalap.

Ezek koziil a paratlan egységnégyzetet tartal-

mazok szdma: (4-2)-(4-2) =64 = 256 — 64 = 192.

A verseny feladatait dsszedllitottdk: Fonyéné Németh Ildiké és Fony6 Lajos,

Keszthely.
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B. 5400. Egy 3 x 3-as bivds négyzetben az egyik szamot 1-gyel megndveltik.
Legaldbb hdny szamot kell még meguvdltoztatnunk ahhoz, hogy ismét bildvids négyzetet
kapjunk? (A 3 x 3-as biltvds négyzet olyan 3 X 3-as szdmtabldzat, amelynek minden
sordaban, oszlopdban és dtléjaban szerepld hdrom-hdrom szdm osszege ugyanannyi.)

Matematika gyakorlatok megoldasa

Javasolta: Juhdsz Maté

Megoldas. Vegyiik észre, hogy ha az j blivos négyzetbdl kivonjuk az erede-
tit (az egyes helyeken 4ll6 szdmokbdl a mésik ugyanazon helyén 4ll6 szamait),
akkor ismét bilivos négyzetet kapunk. Ennek az az oka, hogy a soronkénti/osz-
loponkénti/dtlonkénti osszegekbél mindig ugyannyit vonunk ki (éppen annyit,
amennyi az eredeti bilivos Gsszeg), igy a sorokban, oszlopokban, dtlokban szerepld
szamok Osszege ugyanannyival valtozik, végs6 soron ugyanazt az eredményt adja.

Alabb belatjuk, hogy egy 3 x 3-as biivos négyzetet tetszélegesen megvalasztott
négy szama egyértelmiien meghatarozza; tovibba ha a blivds négyzetben szerepel
négy 0, akkor minden szam 0.

Ez azt jelenti, hogy a megvéltoztat6 (kiilonbség) bilivos négyzetben (amelyben
szerepel legaldbb egy 1-es) legfeljebb hdrom 0 &llhat, vagyis legaldbb még 6t szam-
nak meg kell valtoznia. Ennyi elegend6 is, mert barhol is helyezkedik el az 1-es,
ki tudjuk tolteni a bilivos négyzetet 1igy, hogy legyen benne hdrom 0. Példaul ha
a kiilonbség biivos négyzetben az (egyik) 1-es rendre egy csicsndl, egy élkézépnél,
illetve a kozépsé négyzetben van:

110]|-1 0|1|-1 012
-2/012 -11011 2
110]|-1 1|-1]0 110

Megmutatjuk, hogy a bilivés négyzet barmely négy szama egyértelmiien meghatd-
rozza a tobbit.

Jelolje a blivos Osszeget B, valamint a blivos négyzetbe irt szamokat

alblc
az abra szerint a, b, ¢, d, e, f, g, h, i. A blivos négyzet mezoit kozépsd d 7
(e), cstcsndl (a, ¢, g, 1) és élnél vagy oldalndl (b, d, f, h) lévéként fogjuk ¢
emliteni, a kozépsé mezore kozéppontosan szimmetrikus helyzetben glhli

léveket pedig dtellenesnek fogjuk hivni. Mivel

3B=(a+e+i)+(b+e+h)+(c+e+g)=
=(a+b+c)+(g+h+i)+3e=2B+3e, azért B=3e.

Eszerint a tovabbiakban B helyett irhatunk 3e-t.
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Ebbdl az is kovetkezik, hogy az atellenes szamok Osszege 2e, ezért ezek e-vel
egyiitt szamtani sorozatot alkotnak: a, e, i; b, e, h; ¢, e, g és d, e, f.
Legyen tehat adva a biivos négyzetben valamelyik négy szam.

Ha a négy szdm koézott ott van az e, akkor a t6bbi hdrom (péaratlan sok) szdm
kozott van olyan, amelynek az atellenes parja nincs megadva, de meghatarozott.
Igy egy otodik szam is megvan.

Ha e ugyan nincs megadva, de adott két dtellenes szdm (amelyek Osszege 2e)
vagy hdrom szadm egy sorban vagy oszlopban (amelyek Gsszege 3e), akkor abbdl
megkaphatjuk 6todik szamként az e-t.

Ha ezen esetek egyike sem &ll fenn, akkor e nincs megadva, és a
al|b|c négy atellenes szampar mindegyikébdl egy-egy van megadva, 6sszesen
dlel|f két szomszédos csticsndl 1évo, példaul a és ¢, de a koztiik 1év6 b nem,
glhl|i igy annak atellenes parja, h is adott. Ekkor a+b+c=0b+ e+ h alapjan
e=a+c—h.

Vagyis négy adott szam esetében meg tudunk hatdrozni legalabb még egyet, és
az Ot szam egyike e.

Tegyiik fol tehat, hogy meg van adva 6t szam, koztik e, igy ismert B = 3e is.

Ha egy oldal mentén ismert két szam, pl. a vagy b, illetve a vagy c, akkor
egyértelmiien meghatarozott a harmadik is, amely ezek Osszegét 3e-re egésziti ki,
innen ugyancsak egyértelmiilen meghatarozott a veliik szemkoztes g, h, i is, végiil
d=3e—a—gés f=3e=c—1iis.

Ha nincs két szam megadva egy-egy oldal mentén, akkor csak b, d, e, f, h lehet
adva. Mivel (a+c+b=b+e+ h alapjan) a+c=e+h, illetve a+ g = e+ f, ahonnan
2a+ g+ c=2e+ f+ h; tekintetbe véve, hogy g+ c = 2e, igy

2a = f+h. (1)
Hasonlbéan, 2g = f + b, és i = 2e — a, illetve c =2e — g.
Vagyis egy blivos négyzet négy szdma egyértelmiien meghatarozza a tobbit.

Mivel a fenti szdmitds alapjan minden tovabbi szdm (vagy annak egy tobbszo-
rose) a mar meglévék szamszorosai Osszege és kiilonbsége eredményeként adodik —,
négy 0-bdl kiindulva a csupa nulla blivos négyzetet kapjuk.

113 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 29 versenyz6. 3 pontos 6, 2 pontos 18, 1 pontos
17, 0 pontos 32 dolgozat.

Megjegyzés a B. 5400. feladathoz

Hasznaljuk a megoldasban bevezetett jelolést. Megmutattuk, hogy

alb|c
ha egy (3 x 3)-as biivos négyzetben ismert négy szédm, akkor a bi-
dlielf . . . , L
: vos négyzet egyértelmiien meghatarozott. Az is vildgos azonban, hogy
glhli egyes esetekben mar harom szamot is elegendé megadni. Ha példaul

adott a felsd sor hdrom szdma (a, b és ¢), akkor ezek atlaga e, és mivel ekkor négy
szamot ismeriink, adodik az egyértelmi kitoltés.
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Felmeriil a kérdés, hogy melyek azok a szamhdrmasok, amelyek ismeretében
egyértelmien befejezhetd a bivds négyzet kitoltése.

A lehetséges esetek Osszegytijtésében segit, ha tudjuk, hogy szimmetriaktol elte-
kintve hanyféleképpen vélaszthatunk ki hdrom mez6t. Eppen errdl szélt a KéMalL
2024. évi 3. szamédban kitlizott K./C. 807. feladat: Hdnyféleképpen szinezhetink
ki egy 3 X 3-as réozsaszin tablan hdrom mezdt zéldre, ha azokat a szinezéseket nem
tekintjik kilonbozének, amelyek tikrozéssel vagy elforgatdssal egymdsba vihetdek?
Erre a kérdésre a védlasz 16. A szimmetridktol most is eltekintiink, igy az alabbi
eseteket kell megvizsgalni (a megadott szdmokat pirossal jeloltiik):

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
alblc| |a|blc]| |a|b|lc]| |a|blc]| |a|b|c]| |a|b|c]| |a|b|c]| |a|b]|c
dlielft ldlelf} [dlelf} |dlelfP ldlelf) ldlelf} |dlelf] [dlel[f}]
glh|i glhli glhli glh|i glh|i glhli glhli glh|i
9. 10. 11. 12. 13. 14. 15. 16.

alblc alblc alblc alblc alblc alb|c alblc alblc
dlelfp ldlelf} [dlelf} |dlelfP ldlelf) ldlelf} [dlelf] |dlelf
glh|i glhli glhli glhli glhli glhli glhli glh|i

A megoldasban lattuk, hogy ha a harom adott szambdl meghatarozhato egy
negyedik, akkor egyértelmiien befejezhetd a kitoltés. Az 1. esetben a hdrom egy
sorban all6 szam, illetve a 6., 7., 9., 15. esetben két atellenes szam &tlagaként
megkapjuk e-t. A 3., 8., 11., 14. esetben viszont éppen e segitségével fejezhetd ki
még legaldbb egy (valdjaban két) atellenes szam.

A 2. a4. az 5., a 10. esetekben is megkaphat6 (példaul) az e:

2 b+d
2. (a+b+c)+ (a+d+g) =6e, de c+ g = 2e, tehat e:u.

2a+b—f

4. Mivel i=2e—aésa+b+c=c+f+i=c+ f+2e—a,innen e= 5

5. a+b+c=3e,dec=2e—g, tehite=a+b—g.
10. a+b+c=b+e+h,innen e=a-+c—h.

A 12. és 16. esetekben a harom adott szdm szdmtani sorozatot alkot, tehédt dssze-
fiiggd, illetve a 13. esetben a megoldasban (1)-gyel jelolt Osszefiiggésbdl kovetkezik,
hogy h, a, f is szamtani sorozatot alkot, ezért ez a harom szam is Gsszefiiggo.

Azt 1atjuk tehat, hogy a kozépsé szamot tartalmazoé szdmtani sorozatokon kiviil
a lougrasszeriien elhelyezkedd f, a, h szdmhdrmas is Osszefiiggd (és ugyancsak
szamtani sorozatot alkot ebben a sorrendben, nevezetesen a a masik ketté szamtani
kozepe).

Szimmetriaktol eltekintve tehat harom o6sszefiiggd szdmhdrmas van. Ha viszont
harom 0Osszefiiggd szdm van megadva, akkor az olyan, mintha csak ketté lenne meg-
adva. Két szam azonban nem hatarozza meg egyértelmiien a blivos négyzet szamait,
mert e két szdmhoz harmadikként hozzavéve egy olyat, amelyekkel nem Osszefiig-
g6k, mar befejezheté a biivos négyzet kitoltése, viszont ezt a harmadik szdmot
masként megvalasztva, mas kitoltést kapunk, tehat a kitoltés nem egyértelmii.

Mindezek alapjan ismét valaszt tudunk adni a feladat kérdésére.
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Az eredetihez hozzdadott blivos négyzetben szerepel (legaldbb)
egy 1-es és a lehetd legtobb 0. Am a ,legtébb” legfeljebb harom lehet, 1]2
mivel négy vagy tobb 0 csak a csupa 0 biivos négyzetben lehet. Harom
0-t viszont tartalmazhat is a hozzdadott blivos négyzet; a mellékelt
abra éppen egy ilyet mutat: alkalmas transzforméciéval (forgatds,
2-vel val6 osztés) barmelyik helyre keriilhet a kezdeti 1-es.

e

/’

Vektorok és biivos négyzetek

L |

A B. 5400. feladat megoldasaban emlitjiik, hogy egy biivos négyzetbdl kivonva
egy masikat ismét bilivos négyzetet kapunk. De nemcsak a kivonas, hanem az
Osszeadas is blivos négyzetet eredményez.

Ha két blivos négyzetet 6sszeadunk — a megfelel6 mezokben 4116 szamok Osszegét
vessziik —, akkor ismét blivos négyzetet kapunk.

ay by c1 as by 2 ar+az | b1+ba [ c1Hca

dy ey fi T dy €2 fo |7 |ditdz|eites]| fit+fo

g1 hi 1 g2 ha 19 g1+g2 |hit-ha| i1+Hio

Két (3 x 3)-as blivos négyzet dsszege is blivos négyzet

Az els6 bilivos négyzetben a bilivos Osszeg 3eq, a masodikban 3es, és mivel tet-
szOleges 1, Y1, 21, illetve xo, Yo, 22 szamokra, amelyek az elsd, illetve masodik bii-
vOs négyzet ugyanazon helyén egy sorban/oszlopban/atloban szerepelnek teljesiil,
hogy x1 + y1 + 21 = 3eq, illetve xo + ya + 29 = 3eq, igy ezek Osszegére fenndll, hogy
(x1+y1+21) + (22 + y2 + 22) = 3e1 + 3eq, amit dtrendezve (21 + 22) + (y1 +y=2) +
+ (21 + 22) = 3(e1 +e2) adbdik, és ez éppen azt jelenti, hogy az eredmény tetszbleges
egy sordban/oszlopdban/atléjdban 4116 hadrom szdm Osszege egyenld (és egyenld a
k6zéps6 szdm haromszorosaval). Az eredmény tehét szintén biivos négyzet, amely-
ben a biivis Gsszeg az Osszeadanddk bilivos Osszegének az Osszege.

Nemcsak 6sszeadni lehet blivos négyzeteket, hanem meg lehet szorozni egy «
(valés) szammal Ggy, hogy minden, a blivos négyzetben szereplé szdmot meg-
szorzunk vele, és ismét biivos négyzetet kapunk. Ha x1, y1, 21 az eredeti bi-
vos négyzet tetszdlegesen kivalasztott sordban/oszlopdban/atldjadban &ll6 harom

a1 | b1 | a aaq|aby|acy

a-ldy|er | fi|= |odilaer|ofi

g1 hl il agy Oéhl Oéil

Egy (3 x 3)-as blivos négyzet szdmszorosa is biivos négyzet
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szam, amelyekre x1 4+ y1 + 21 = 3e1, akkor az eredményben axi + ay; + oz =
=a(x; +y1+21) = a-3e; = 3(aey), vagyis minden megfelel§ szimhérmas Gsszege
a-szorosara valtozik. Tehat tovabbra is biivos négyzetet kapunk, és a blivos Osszeg
is ugyanazzal a szammal szorzddik.

Ez egyszersmind azt is jelenti, hogy ha adott két biivos négyzet By és B, akkor
ezek o, ap szdmszorosai Osszege (Ugynevezett linedris kombindcidja), oy By + co By
is blivos négyzet.

Lattunk mér ehhez hasonlé matematikai ,,objektumokat”. Ilyen tulajdonsaggal
rendelkeznek a vektorok is. A sik vektorait is Gssze lehet adni (komponensenként),
és lehet szdmmal szorozni (szintén komponensenként). Két sikvektor linedris kom-
binacidja is sikvektor. A térvektorokra is igaz mindez: szdmszorosaik, Osszegik,
linearis kombinécidik is térvektorok.

Az ilyen strukturdkat — amelyekben elvégezheté a linedris kombinacié és a
miiveletek rendelkeznek néhany fontos, de megszokott (és mindjart részletezett)
miiveleti tulajdonsdggal — az algebraban vektortérnek nevezziik.

Vektorterek

A (valds szamok ,folotti”) vektortér egy nem tires halmazon (vektorokon) adott
olyan struktira, amelyen értelmezve van egy kommutativ (felcserélhetd) és asszo-
ciativ (tarsithaté) (vektor)osszeadds miivelet, elvégezhetd a kivonas, illetve meg
lehet Sket szorozni egy (valds) szdmmal; alapbdl minden vektor egyszerese dnma-
ga, (aras)vy = ai(agvy), és teljesiil mindkétféle ,disztributivitds™: aq(vi +ve) =
=a1vy + vy, illetve (a1 + ag)vy = a1 vy + aovy. (Az a-k (valds) szdmokat, a v-k
vektorokat jellnek.)

A (3 x 3)-as blivos négyzetek latsz6lag nem vektorok, de, mint lattuk, mégis vek-
torteret alkotnak. A sikvektoroknak két komponense van, a térvektoroknak harom,

a (3 x 3)-as biivos négyzeteknek kilenc. Irhatnink (a b c de f g h z)
alakban is Oket.

A sik kétdimenzids, a tér haromdimenziés. Ezek szerint a (3 x 3)-as biivos
négyzetek vektorterének a dimenzidja 97
Ahhoz, hogy erre valaszt adjunk, meg kell értentink, hogy mit is jelent az, hogy
dimenzib.
A vektortér dimenzidja és a bazis

A sikvektorok kozil kivalasztva két nem egy egyenesbe esot, az Gsszes sikvektor
felirhaté ezek linearis kombinaciéjaként, raaddsul ez a felirds egyértelmi is.

Ha példaul az egyik vektor a szokasos Descartes-féle koordinata-rendszerben az
e; =(1,0), a mésik az e; = (0,1), akkor tetszdleges u = (a,b) vektor igy {rhaté fel az
e; és az ey linedris kombindcijaként, hogy ae; + beq, hiszen ae; = (a,0), bes = (0,0),
ezek Osszege pedig u = (a,b). Vagyis egy vektor végpontjinak koordindtai éppen az
adott egységvektorokkal felirt linedris kombindciéban szerepld egyiitthatok.

De vélaszthattunk volna mds vektorokat is, példaul az e; = (1,2) és az e3 = (3,4)
vektort. Akkor az u = (11,16) vektor 2-e; + 3- e alaki, hiszen 2e; = (2,4), 3e; =
=(9,12), az 6sszegiik pedig (11,16), ami éppen u. Ezzel a két vektorral tigy kapunk
meg egy tetszéleges u = (a,b) vektort aye; + ages alakban, hogy felirjuk a kompo-

a1+ 3as =a
nenseit: u= (1-a; +3-a9,2- a1 +4-ay), ahonnan . Az egyiittha-
2@1 + 4&2 =b
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tokat a felirt kétismeretlenes elséfoku linearis egyenletrendszer megoldasaként, két
egyenes metszéspontja koordinataiként kapjuk. Ez — ha a két vektor nem esik egy
egyenesbe — egyértelmi, esetiinkben konkrétan oy = —2a+ 1,50 =—22+24=2 és
ag=a—0,5b=11—-8=3.

Azoknak a vektoroknak az egylittesét, amelyek linedris kombinaciéi minden vek-
tort egyértelmien eléallitanak, bdzisnak neveziink. Egy olyan vektortérben, amely-
ben az egyiitthatokat a valds szamok koziil vessziik és amelyben végtelen sok vektor
van, végtelen sok bazis van. Elég csak az egyik bazisvektor helyett annak valamely
nem nulla szdmszorosat venni, és méris Gjabb baztis kapunk. Es mivel végtelen sok
nem-nullaszorosa van egy bazisvektornak, végtelen sok bézis lesz.

Az, hogy a bazisvektorok egyértelmiien allitjak el6 a vektorokat azt is jelen-
ti, hogy egy bazisvektor nem all el§ a tobbi bazisvektor linearis kombinaciéjaként.
(Hiszen & onmagénak az egyszereseként irhaté fel — egyértelmiien!) Erre a tulaj-
donsagra gy szokds hivatkozni, hogy a bézisvektorok (a tobbitdl, egyméastdl) fiig-
getlenek.

A sikot azért nevezziik kétdimenzidsnak, mert a sik vektorait két fiiggetlen vek-
tor lineéris kombinacidjaként lehet felirni. A térben ehhez harom vektor sziikséges.

Azonban abbdl, hogy harom komponense van egy vektortér elemeinek, még egy-
altaldn nem kovetkezik, hogy hdromdimenziés. Vegyiik példaul az (a,b,2a — b) alaki
szamhdrmasokat (a és b, mint eddig is, valds szdmok). Természetesen a tér pontjai-
nak feleltethetjiik meg 6ket, de valdjaban csak kétdimenzids vektorteret alkotnak —
vagyis ez egy siknak felel meg!® Es honnan lehet tudni, hogy kétdimenziés? Sejteni
onnan, hogy a harmadik komponens el6allithat6 az els6 kettébol. Ellenorizni pedig
gy tudjuk, hogy megmutatjuk, hogy tovabbra is elegend6 két vektor a vektortér
vektorainak el6éllitdsara. Vegytk hozzé a kétdimenzidban vélasztott bézis, (1,0),
(0,1) vektoraihoz is az (a,b,2a — b) alaknak megfelel harmadik komponenst: (1,0,2)
és (0,1,—1). Tudjuk, hogy (a,b) = a(1,0) +b(0,1), a kib6vitett vektor kib&vitett ba-
zisban valé felirdsa pedig: a(1,0,2) +b(0,1,—1) = (a,b,2a —b), tehdt tovibbra is az
ugyanazokkal az egyiitthatokkal képezett linearis kombindcié allitja eld.

Vagyis hiaba a harom komponens, két vektor tovabbra is elegendd ahhoz, hogy
a tobbi (igy kapott) vektort egyértelmiien felirjuk a kibdvitett két bazisvektor
linedris kombindcidjaként. Ezért ez egy kétdimenzids vektortér (azaz egy sik) a
térben. Egy véges dimenzids vektortérben minden bazis ugyanannyi vektorbol 411.2
A wvektortér dimenzidja a bdzisai elemszima.

Hany dimenzids a (3 x 3)-as biivis négyzetek vektortere?

Lattuk a feladat megoldasahoz fliz6tt megjegyzésben, hogy hidba all 9 szambdl
a yvektor”, mar hdrom (jol megvdlasztott, azaz fliggetlen) komponense is megha-
tarozza a tobbit, ketté viszont nem elegendo.

Ez azt jelenti, hogy a (3 x 3)-as blivos négyzetek 3-dimenzids vektorteret alkot-
nak. Keressiink bazist!

Keresiink egy bazist

Legyen a béziselem biivosnégyzeteket meghatérozé harom (fiiggetlen) szdm az
elsd soraikban 4ll6 hdrom szém. A térvektorok kozott szokds az (1,0,0), (0,1,0),

! Aki nem hiszi, jarjon utdna! frja be GeoGebra 3D-ben: (x,y,2x —7y).
2Vannak olyan vektorterek, amelyek végtelen dimenziésak. Ilyenek példaul a szamsorozatok,
amelyek k-adik tagja a vektor k-adik komponense.
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(0,0,1) bézist felvenni. Haszndljuk mi is ezeket a (3 x 3)-as biivis négyzetek ba-
ziselemeinek elsé soraban. Pontosabban — hogy a koézéps6 szam ne tort legyen — a
haromszorosukbél indulunk ki: (3,0,0), (0,3,0), (0,0,3). Mindhdrom biivés négy-
zetben B = 3, azaz e = 1. Ezutdn t6ltsiik ki a megfelel blivos négyzeteket:

31010 030 0/0]3
X=[-2/1]|4 Y=l1|1]1 Z=|4|1|-2
2|21 2|1/ 2 -1/2|2

Ez a harom biivos négyzet bazist alkot, mert minden (3 x 3)-as biivis négyzetet
egyértelmien felirhatunk ezek linearis kombinéciéjaként:

alblc “ b c
die|fl=zX+Y+-2

- 3 3 3
glhl|i

Keresstink ettél érdemben kiilonbézé — vagyis nem ezen ,bdzisvektorok” szam-
szorosait haszndlo — bazist! (Javaslat: valasszunk masik fiiggetlen szamharmast, és
abbdl induljunk ki.)

Fried Katalin

Budapest
Helyesbités

Az el6z6 szdmunkban a Reményi-dijjal jutalmazottak sorabdl sajnalatos médon
kimaradt Czir6k Adrienn neve.

Gratulalunk, és eztton is kérjiik az érintettek elnézését!

%

A K pontversenyben kittizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(834-839.) | a

K. 834. A mellékelt 6sszeaddsban a kiilonbozé betiik kii- EG
16nb6z6, azonos betiik azonos szamjegyeket jelolnek. Hataroz- EG
zuk meg az Osszeadasban szerepl6 szamok és a végeredmény + EG
szameértékét. K EK

K. 835. Hany olyan négyjegyii szdm van, amelyben valamelyik harom szdmjegy
Osszegének haromszorosa megegyezik a negyedik szdmjeggyel?

K. 836. Az ABC derékszogii haromszog egységnyi hossziusagi AB befogdjanak
AC
B-n tuli meghosszabbitasan felvettiitk a D pontot gy, hogy BD = - teljestljon.

Az AC befogé felezépontja E. Az AED és ABC haromszogek tertiletének aranya
2 : 3. Hatarozzuk meg BD hosszat.
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K/C. 837. Egy 4 x 4-es tab-
lazatot sakktablaszertien kiszi-
neziink. Egy lépésben egy kisze-
melt 2 X 2-es részen minden me-
706 szinét megvaltoztatjuk: feke-
tébdl fehér, fehérbol fekete lesz.

a) Megoldhaté-e igy, hogy az
egész tabla fekete szinii legyen?

a) dbra b) dbra
b) Es egy 5 x 5-0s tébla esetén elérheté-e, hogy az egész tébla fekete legyen?
K/C. 838. Lehet-e 2024 két primszam négyzetének kiillonbsége?

*

Bekiildési hatarid6: 2025. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(834-838., 1833-1837.)

Feladatok 10. évfolyamig

K/C. 838. A szovegét lasd a K feladatoknl.
K/C. 839. A szovegét lasd a K feladatokn4l.

Feladatok mindenkinek

C. 1833. Oldjuk meg az

a+c=0b,
a®—c=1?,
a+b=¢c

egyenletekbdl all6 egyenletrendszert, ha a, b, ¢ természetes szamok.

Javasolta: Biré Balint (Eger)

C. 1834. Harom deli herceg versengett Kék kiraly csodalatos leaAnyanak kezéért:
Piros herceg, Fehér herceg és Zold herceg. Az els§ proba a joizlés prébédja volt.
A hercegek kaptak egy-egy kék szabdlyos 20-szoget, amelynek tetszéleges részét
atszinezhették a sajat sziniikre, minél izlésesebben. Azt nem &rulta el nekik a
kirdlylany, hogy eldre eldontotte, aki a 20-szoge 6t6dénél tobbet fest at a sajat
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szinére, az szerinte tul egoista, és ezért nem folytathatja a vetélkedést a kezéért.
Az egyes hercegek az aldbbi szinezéseket készitették:

Melyikiik jutott tovabb a prébak kovetkezd forduldjaba? (Ahol a feladat egyéb-
ként egy hétfejii sarkany legy6zése és megevése volt, de hat az mar egy masik
matekpélda.)

Javasolta: Bertalan Zoltdin (Békéscsaba)

C. 1835. Az = szém egészrészét [z], tortrészét pedig {z} jeloli. Bizonyitsuk be,
b (o] {2} = 2024
ogy az [a] {2} = 5o
halmazan.

egyenletnek végtelen sok megoldésa van a racionalis szamok

Javasolta: Bencze Mihdly (Brasso)
Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1836. Az egyenld szaria ABC haromszog AB alapjanak végpontjain athaladé
k kor az AC, illetve BC oldalegyeneseket az A, illetve B pontokban érinti. A k
kornek egy, az A és B pontoktdl kiillonbozé pontja P. Igazoljuk, hogy a P pontnak
az AB egyenestdl mért tavolsaga legfeljebb akkora, mint az AC és BC' egyenesektél
mért tavolsagok szamtani kdzepe.

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

C. 1837. Mar az dkori gorogok is tudtak, hogy a 7~ 3,1416 egészen jol kozelit-
22
hetd a — = 3,1429 torttel. Hany olyan pozitiv egész szamokbdl 4116 (a;b) szdmpér

van, amelyekre 1 < b < 100 és az § tizedes tort alakja ugy kezdddik, hogy 3,147
Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy6r)

*

Bekiildési hatarid6: 2025. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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A 2023-2024-as tanév pontversenyeinek
iskolanként Gsszesitett eredménye

Az aldbbiakban azokat az iskolakat gylijtottiik ossze, amelyeknek legaldbb egy
didkjat felsoroltuk a 2024/6. szamban koézolt pontverseny eredményekben. A za-
rojelekben az értékelt versenyzOk szama, pontszamuk Gsszege all az egyes katego-
ridkban, illetve a tandraik neve. A szaktanarok neve gy szerepel, ahogyan azt a
versenyzOk a regisztraciékor megadtédk, ezért el6fordulhat, hogy a tanar nem okta-
téja a versenyz6 iskoldjanak. Az esetleges névelirdasokért szives elnézésiiket kérjiik.

A tablazatokban hasznalt jelolések:
benev.: benevezettek, akik legalabb 1 dolgozatot bekiildtek;
értékelt: akiknek neve szerepelt a szeptemberi szidmban a 2023-2024-es tanévi
pontversenyek eredménylistaiban.

Matematika
K, C verseny A, B verseny Osszesen
Evfolyam | benev. értékelt | benev. értékelt | benev. értékelt
1-8. oszt. 40 21 30 18 51 32
9. oszt. 320 115 87 31 386 143
10. oszt. 185 51 104 54 241 99
11. oszt. 195 70 125 43 257 106
12. oszt. 40 13 66 37 96 49
Osszesen | 780 270 412 183 1031 429
BACs-KISKUN VARMEGYE
Kecskemét:

Kecskeméti Bdnyai Julia Gimndzium 5 versenyzd (K, C: 4/607; A, B: 2/300; Badd
Zsolt, Haldsz Alexandra, Reiterné Makra Zsuzsanna),

Kecskeméti Katona Jozsef Gimndzium 3 versenyz6 (K, C: 3/426; A, B: 1/47; Csor-
dasné Szécsi Jolan, Kovacsné Szipan Andrea, Nadhéziné Borbola Eva, Reiter
Istvén),

Kecskeméti Koddly Zoltdn Enek-zenei Altaldnos Iskola, Gimndzium 1 versenyzé (K,
C: 1/115; Szalainé Bagdny Emese).

BARANYA VARMEGYE
Pécs:
Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimndziuma és Kollégiuma 2 versenyzd (K, C: 1/152;
A, B: 1/221; Barati Akos, Panczél Rébert),
Koch Valéria Gimndzium, Altaldnos Iskola, Ovoda, Kollégium és Pedagdgiai Intézet
2 versenyz6 (K, C: 2/346; Khinné Dedk M4ria),
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Pécsi Lebwey Kldara Gimndzium 2 versenyzd (K, C: 1/296; A, B: 1/179; Kiss Zoltén,
Porkoldb Tamaés),

Pécsi Tudomdnyegyetem Gyakorld Altaldnos Iskola, Gimndzium és Ovoda Babits
Mihdly Gimndziuma 1 versenyzé (K, C: 1/176).

BEKES VARMEGYE
Gyula:
Erkel Ferenc Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/221; Dr. Oroszné Honfi Valéria,
Székely Andrés).

Oroshaza:
Tancsics Mihdly Gimndzium és Szakkozépiskola 1 versenyzd (K, C: 1/152; Nagyné
Démotor Marta).

BORSOD-ABAUJ-ZEMPLEN VARMEGYE

Miskolc:

Féldes Ferenc Gimndzium 33 versenyzé (K, C: 28/2727; A, B: 5/569; Csendi Baldzs,
Csetneki Csilla, Fejér Szabolcs, Grallert Krisztina, Gyéry Akos, Kovacs Attila
Andrasné, Kurunczi Gabor, Merkelné Vodila Noémi, Szabadfalviné Kormanyos
Aniké, Téth Tibor),

Miskolci Herman Otté Gimndzium 26 versenyz6 (K, C: 26/2088; Dezséfi Gyorgy,
Juhész Attila, Pilzné Nagylaki Tiinde, Takdcs Zoltan, Taricska David, Veres
Pélné).

BUDAPEST

Budapest:

Badr-Madas Reformdtus Gimndzium, Altaldnos Iskola és Kollégium 5 versenyzb
(K, C: 3/290; A, B: 2/108; Rakamazi Richard),

Balassi Bdlint Nyolcévfolyamos Gimndzium 2 versenyz6 (K, C: 1/191; A, B: 1/179),

Békasmegyeri Veres Péter Gimndzium 33 versenyzé (K, C: 24/2367; A, B: 11/1106;
Dobos Sandor, Gyenes Zoltan, Hollé6 Gabor, Kilinné Voérés Bernadett, Kotél
Tamés, Molnar-Szabé Vilmos, Pésa Lajos, Simon Janos, Simon Péter, Suranyi
Lészl6, Szdmaddéné Békéssy Szilvia, Tassy Gergely, Varga Méria),

Bem Jézsef dltaldnos Iskola 1 versenyzd (K, C: 1/133; A, B: 1/77),

Berzsenyi Ddniel Gimndzium 10 versenyz6 (K, C: 8/712; A, B: 2/210; Baranyai
Klara, Csernovszky Zoltdn, Gal Gyorgyné, Kérolyi Gergely, Nemecsko Istvan),

Budai Ciszterci Szent Imre Gimndzium 1 versenyzd (K, C: 1/232; Stirling Anna),

Budai Nagy Antal Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/162; Buglyéné Ludmann Méria,
Dani Péter, Nagy Emese),

Budapest I. Keriileti Toldy Ferenc Gimndzium 2 versenyzd (K, C: 2/99),

Budapest V. Kerileti Eétvos Jozsef Gimndzium 9 versenyz6 (K, C: 5/878; A,
B: 4/291; Czir6k Adrienn, Dedk Anna, Farkas Noémi, I1lés Janos, Székely Péter),

Budapest-Fasori Evangélikus Gimndzium 1 versenyzé (A, B: 1/108),

Budapesti Egyetemi Katolikus Gimndzium 21 versenyz6 (A, B: 21/462),

Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gimndzium 48 versenyzb
(K, C: 3/379; A, B: 47/5971; Adam Réka, Bereczki Zoltan, Damasdi Gébor,
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Dobos Sandor, Farkas Margit Ilona, Fazakas Tinde, Gyenes Zoltan, Hujter
Balint, Kiss Géza, Kocsis Szilveszter, Lenger Déaniel, Mazug Péter, Nagy Zoltan
Loérant, Pereczes Marianna, Pésa Lajos, Rubéczky Gyorgy, Simon Péter, Sokvari
Olivér, Somodi Zoltan, Surdnyi Lészld, Szepessy Luca, Terpai Tamads),

ELTE Apdczai Csere Janos Gyakorld Gimndzium és Kollégium 7 versenyzd (K,
C: 5/564; A, B: 2/292; Antal Zoltan, Csanyi Janos, Suta Judit, Téth Attila),
ELTE Radnéti Miklés Gyakorls Altaldnos Iskola és Gyakorld Gimndzium 2 ver-

senyz6 (K, C: 1/212; A, B: 1/46; Steller Gédbor),

ELTE Trefort Agoston Gyakorld Gimndzium 3 versenyzd (K, C: 3/457; Ujhdzy
Maérton),

Karinthy Frigyes Gimndzium 3 versenyz6é (K, C: 1/113; A, B: 2/259; Pilter
Adorjan),

Kempelen Farkas Gimndzium 3 versenyzd (K, C: 3/663; Romhényi Katalin),

Lauder Javne Gimndzium 1 versenyzé (K, C: 1/263; David Anett),

Mdricz Zsigmond Gimndzium 3 versenyzd (K, C: 2/125; A, B: 1/213; Somodi
Zoltan),

Obudai Arpid Gimndzium 4 versenyzé (K, C: 3/504; A, B: 1/147; Besenyei
Addm, Blumenau-Szab6 Zsuzsanna, Kézér Ildiké, Nemecskéné Szabd Zsu-
zsanna, Szamadd Laszlo, Sztojecsevné Fekete Maria),

Patrona Hungariae Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/106),

Szent Gellért Katolikus Altaldnos Iskola és Gimndzium 1 versenyzé (K, C: 1/191;
Kénigné Mohécsi Teodéra),

Szent Istvdn Gimndzium 6 versenyzd (K, C: 1/88; A, B: 5/581; Dankowsky Anna
Zora, Juhdsz Istvan, Juhdsz Péter, Kornis Ferenc, Molnér-Séska Ildiké),

Szent Margit Gimndzium 1 versenyzé (A, B: 1/60; Richlik-Horvath Katalin),

Téncsics Mihdly Altaldnos Iskola és Gimndzium 1 versenyzé (K, C: 1/297),

Vdrosmajori Gimndzium 15 versenyzé (K, C: 15/1687; A, B: 1/29; Barnkopf Pé-
terné, Kovics Veronika, Pélfiné Kovacs Erika, Pintér Lészl6).

CSONGRAD-CSANAD VARMEGYE
Hédmezo6vasarhely:
Bethlen Gdbor Reformdtus Gimndzium és Szathmdry Kollégium 1 versenyzd (K,
C: 1/139; Prikler Gyorgy).

Szeged:

Karolina Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/237),

SZTE Gyakorlé Gimndzium és Altaldnos Iskola 3 versenyzd (K, C: 2/230; A,
B: 1/242; Abrahdm Gébor, Matos Zoltan, Torma Bence),

Szegedi Radndti Miklés Kisérleti Gimndzium 77 versenyzd (K, C: 51/6600; A,
B: 30/2763; Baloghné Cseh Judit, Mike Janos, Schultz Janos, Szaszké-Bogéarné
Eckert Bernadett, Tigyi Istvan, Vincze Istvan).

GYOR-MOSON-SOPRON VARMEGYE
Gyor:
Czuczor Gergely Bencés Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/197; Dr. Horvathné
Harmati Szilvia, Kornyei Laszloné),
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Kazinczy Ferenc Gimndzium 2 versenyzd (K, C: 1/141; A, B: 1/174; Pobczdné
Kecskeméty Szilvia),
Révai Miklés Gimndzium és Kollégium 3 versenyz6 (K, C: 1/206; A, B: 2/95).

Pannonhalma:

Pannonhalmi Bencés Gimndzium, Egyhdzzenei Szakkozépiskola és Kollégium 1 ver-
senyz6 (K, C: 1/270).

HAJDU-BIHAR VARMEGYE
Debrecen:
Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimndziuma és Altaldnos Iskoldja 1
versenyzé (K, C: 1/149),
Debreceni Fazekas Mihdly Gimndzium 18 versenyzd (K, C: 9/1309; A, B: 10/924;
Balazs Tivadar, Gaal Istvanné, Kantor Sandor, Kovacs Péter, Mester Gyula,
Pésa Lajos, Remeténé Orvos Viola, Téth Mariann),

Debreceni Reformdtus Kollégium Ddczy Gimndziuma 2 versenyzd (K, C: 2/169;
Cséky Palné, Flaskér Ibolya).

HEVES VARMEGYE
Eger:
Dobé Istvan Gimndzium 3 versenyz6 (K, C: 2/153; A, B: 1/208; Pappné Baldzs
Judit),
Neumann Janos Gimndzium, Technikum és Kollégium 2 versenyz6 (K, C: 2/280;
Horvath Zita, Petrasné Sziics Eleonéra).

JASZ-NAGYKUN-SZOLNOK VARMEGYE
Jaszberény:
Lehel Vezér Gimndzium 2 versenyz6 (K, C: 2/483; Nagyné Kontra Noéra).

Szolnok:
Varga Katalin Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/69; Kiss Laszlo),
Verseghy Ferenc Gimndzium 3 versenyzé (K, C: 3/644; Pogany Gyula).

KOMAROM-ESZTERGOM VARMEGYE
Esztergom:
Esztergomi Dobé Katalin Gimndzium 1 versenyzd (K, C: 1/145; Tatér Zsuzsanna).

Tatabanya:
Tatabdnyai Arpdd Gimndzium 1 versenyzé (K, C: 1/63; Németh I1diké).

NOGRAD VARMEGYE
Balassagyarmat:

Balassagyarmati Balassi Bdlint Gimndzium 1 versenyzd (A, B: 1/245; Heged(is
Csaba).
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PEST VARMEGYE
Cegléd:
Ceglédi Kossuth Lajos Gimndzium 1 versenyzd (K, C: 1/78).

Dunakeszi:

Dunakeszi Radndti Miklés Gimndzium 1 versenyzé (K, C: 1/120; A, B: 1/77;
Druzsin Zsuzsanna).

Fot:

Féti Garay Janos Altaldnos Iskola 1 versenyzé (A, B: 1/161).

Godollo:

Godollsi Torok Ignde Gimndzium 2 versenyzé (A, B: 2/293; Abrahdm-Huszar Eva,
Thur6ezy Erzsébet, Téthné Kovécs Judit).

Szentendre:
Ferences Gimndzium 1 versenyzd (A, B: 1/31; Atzél Kata),
II. Rdkdczi Ferenc Altaldnos Iskola és Gimndzium 1 versenyzé (K, C: 1/64).

SOMOGY VARMEGYE
Kaposvar:
Kaposvdri Tdncsics Mihdly Gimndzium 1 versenyz6 (A, B: 1/139; Szigeti Tamaés,
Trembeczki Csaba).

SZABOLCS-SZATMAR-BEREG VARMEGYE
Matészalka:

Esze Tamds Gimndzium 1 versenyzd (K, C: 1/72).

Nyiregyhaza: )
Szent Miklés Gordgkatolikus Altaldnos Iskola 1 versenyzé (K, C: 1/213; A, B: 1/113;
Roka Sandor, Silimonné Récz Andrea).

TOLNA VARMEGYE
Bonyhad:
Bonyhddi Petdfi Sindor Evangélikus Gimndzium és Kollégium 1 versenyzd (K,

C: 1/55).

VAS VARMEGYE
Szombathely:

ELTE Bolyai Jinos Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gimndzium 1 versenyzb (K,
C: 1/290; Fekete Mérta).

VESZPREM VARMEGYE
Papa:
Tirr Istvdn Gimndzium és Kollégium 1 versenyz6é (K, C: 1/212; A, B: 1/184;
Obermayer Réka).

Veszprém:
Lovassy Ldszlé Gimndzium 1 versenyzé (A, B: 1/73; Marfly Katalin, dr. Kéntorné
Kovécs Csilla).
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ZALA VARMEGYE
Keszthely:

Keszthelyi Vajda Jdnos Gimndzium 1 versenyzé (K, C: 1/52).

Nagykanizsa:
Batthydany Lajos Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/106; Erdés Gabor, Zsovar Anita).

Zalaegerszeg:
Zalaegerszegi Zrinyi Miklos Gimndzium 10 versenyz6 (K, C: 10/982; Kiss Zsolt,
Pélovics Robert, Péteri Szaboles, Rénaky Attila, Schneider Jénos).

HATARON TULROL

AMERIKAT EGYESULT ALLAMOK
New Hampshire, Litchfield:

Campbell High School 1 versenyzé (A, B: 1/165).

Pittsburgh:
Mt. Lebanon Senior High School 1 versenyzé (A, B: 1/40).

Portland:
Jesuit High School 1 versenyzé (A, B: 1/9).

BULGARIA
Széfia:

First Private Mathematical Gymnasium 1 versenyz6 (A, B: 1/62).

HONGKONG
Hongkong:
Sha Tin College 1 versenyz6 (A, B: 1/58).

Kina
Shenzhen:
Shenzhen Middle School 1 versenyz6 (A, B: 1/49; Wei Wu).

NEMETORSZAG
Neufahrn bei Freising:

Oscar Maria Graf Gymnasium 1 versenyz6 (K, C: 1/175; A, B: 1/83).

ROMANIA
Bukarest:

International Computer High School of Bucharest 1 versenyz6 (A, B: 1/14).

Csikszereda:
Marton Aron Liceum 1 versenyz6 (A, B: 1/372; Pal Olga).

Kolozsvar:
Spark Generation 1 versenyzd (A, B: 1/293; Britfilean-Igna Iulia, Simion Radu).
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Romanvasar:
Colegiul National "Roman-Vodd" 1 versenyzd (A, B: 1/147; Ursdrescu Marian).

Sepsiszentgyorgy:
Székely Mikd Kollégium 1 versenyzé (A, B: 1/79; Ugron Szabolcs).

Székelyudvarhely:
Tamdsi Aron Gimndzium 1 versenyz6 (K, C: 1/176; A, B: 1/190).

SZLOVAKIA
Ersekudjvar:
Jedlik Anyos Elektrotechnikai Szakkozépiskola 1 versenyz6 (K, C: 1/302).
Galanta:
Kodaly Zoltan Gimndzium 3 versenyzd (K, C: 3/462; Ballydk Ban Andrea).

Révkoméarom:

Selye Janos Gimndzium 5 versenyz6 (K, C: 5/927; Bukor Em6ke, Bukorné Both
Emdke, Lami Zsuzsanna).

Rimaszombat:
Gomoralmdgyi Alapiskola és Ovoda 1 versenyzd (A, B: 1/110; Kovdcs Arpad).

Informatika
I verseny

Evfolyam | benev. értékelt
1-8. oszt. 10 4

9. oszt. 14 6
10. oszt. 26 10
11. oszt. 19 )
12. oszt. 7 )
Osszesen 76 30

BACs-KISKUN VARMEGYE
Kecskemét:
Kecskeméti Banyai Jilia Gimndzium 1 versenyz6 (I: 1/267),
Kecskeméti Bolyai Janos Gimndzium 2 versenyz8 (I: 2/218; Kutas Tibor).

BARANYA VARMEGYE
Pécs:
Koch Valéria Gimndzium, Altaldnos Iskola, Ovoda, Kollégium és Pedagdgiai Intézet
1 versenyz6 (I: 1/136; Gonczi Nikoletta),

Pécsi Janus Pannonius Gimndzium 1 versenyz6 (I: 1/68; Gyongyiné Mester Hen-
riette).
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BORSOD-ABAUJ-ZEMPLEN VARMEGYE
Miskolc:

Féldes Ferenc Gimndzium 2 versenyz6 (I: 2/188; Csaté Endre).

BUDAPEST
Budapest:
Berzsenyi Ddniel Gimndzium 1 versenyzé (I: 1/93),
Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gimndzium 2 versenyzb
(I: 2/373; Blénessy Gabriella, Nikhdzy Lészld, Pasztor Attila, Szoldatics Jozsef),
ELTFE Apdczai Csere Janos Gyakorlé Gimndazium és Kollégium 1 versenyz§ (I: 1/97;
Pirity Tamds Gabor),
Maddch Imre Gimndzium 1 versenyzd (I: 1/66; Benis Erzsébet),

Sztehlo Gdbor Evangélikus Ovoda, Altaldnos Iskola és Gimndzium 6 versenyzb
(I: 6/326).

CSONGRAD-CSANAD VARMEGYE
Szeged:
Szegedi Radndti Miklés Kisérleti Gimndzium 4 versenyzé (I: 4/853; Beke Ferenc,
Gutai Arpad Tamés, Juhész Fruzsina, Kelemen Andras Félix).

HAJDU-BIHAR VARMEGYE
Debrecen:
Debreceni Fazekas Mihaly Gimndzium 1 versenyzé (I: 1/59).

HEVES VARMEGYE
Eger:
Dobé Istvan Gimndzium 2 versenyzd (I: 2/170; Fazekasné Vincze Henrietta),
Neumann Jdnos Gimndzium, Technikum és Kollégium 1 versenyz6 (I: 1/263).

KOMAROM-ESZTERGOM VARMEGYE
Esztergom:
Esztergomi Dobé Katalin Gimndazium 1 versenyz6 (I: 1/61; Tatér Zsuzsanna).

SOMOGY VARMEGYE
Kaposvar:
Kaposvari Tdncsics Mihdly Gimndzium 1 versenyzé (I: 1/264; Biczéné Lengyel
Beata, Raskovanyi Mikl6s).

ZALA VARMEGYE
Nagykanizsa:
Batthydany Lajos Gimndzium 1 versenyz6 (I: 1/233).
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HATARON TULROL

NAGY-BRITANNIA
Tiverton:
Blundell’s School 1 versenyzé (I: 1/91).

Fizika
P, G verseny M verseny Osszesen

Evfolyam | benev. értékelt | benev. értékelt | benev. értékelt
1-8. oszt. 25 13 4 0 27 13
9. oszt. 76 37 16 8 78 41
10. oszt. 90 40 13 7 97 46
11. oszt. 86 37 11 5 90 39
12. oszt. 45 27 3 2 46 28
Osszesen 322 154 47 22 338 167

BAcs-KISKUN VARMEGYE
Kecskemét:
Kecskeméti Banyai Julia Gimndzium 2 versenyz6 (P, G: 2/244; Bakk Janos, Szittyai
Istvan),
Kecskeméti Bolyai Janos Gimndzium 1 versenyz6 (P, G: 1/80; Vincze Zoltan),
Kecskeméti Katona Jézsef Gimndzium 4 versenyz6 (P, G: 4/243; Szalai Péter).

BARANYA VARMEGYE

Pécs:

Koch Valéria Gimndzium, Altaldnos Iskola, Ovoda, Kollégium és Pedagdgiai Intézet
1 versenyzé (P, G: 1/53; Markovics Akos),

Pécsi Janus Pannonius Gimndzium 1 versenyz (P, G: 1/163; Leh&cz Méria, Pal-
falvi Laszld),

Pécsi Lebdwey Kldra Gimndzium 6 versenyz6 (P, G: 4/429; M: 3/79; Almési Laszlo,
Hegedtis Janos, Simon Péter).

BORSOD-ABAUJ-ZEMPLEN VARMEGYE
Miskolc:
Féldes Ferenc Gimndzium 2 versenyz6 (P, G: 2/201; Bir Istvan, P4l Mihély),
Miskolci Herman Otté Gimndzium 1 versenyzé (P, G: 1/171; Dezs6fi Gyorgy,
Dudas Imre, Kovacs Benedek, Pantyané Kuzder Méria, Pilzné Nagylaki Tiinde,
Taricska Dévid, Veres Palné).

BUDAPEST
Budapest:
Badr-Madas Reformdtus Gimndzium, Altaldnos Iskola és Kollégium 5 versenyz6

(P, G: 5/507; M: 1/54; Horvath Norbert),
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Néhanyan a 2023-2024-es tanév legszorgalmasabb megoldéi koziil
6-9. évfolyam

Molnar-Saska Aravin Peter Blaskovics Balint Sogor-Jasz Soma Baran Jiilia
Tamas
Sagi Mihaly Santa Gergely Gati Benjamin Toth Luca Blaskovics Adam
Péter
Barth Albert Csato Hanna Zita Kis Bolglarka Németh Abel Papp Emese Petra
Krisztian

1.sor: Molnar-Saska Tamas 6. 0. (Budapest, ELTE Radnéti Miklos Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Aravin Peter
7. o. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Blaskovics Bélint 7. o. (Budapest, Obudai
Arpad Gimn.), Ségor-Jasz Soma 8. o. (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn.), Baran Jilia 8. o.
(Debreceni Fazekas Mihaly Gimn.).

2. sor: Sagi Mihdly 9. o. (Budapest, Moricz Zsigmond Gimn.), Santa Gergely Péter 9. o. (Budapesti Fazekas
Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Gati Benjamin 9. o. (Budapest, Berzsenyi Déniel Gim.), Téth Luca 9. o.
(Budapest, Kempelen Farkas Gimn.), Blaskovics Adam 9. o. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és
Gimnazium).

3.sor: Barth AlbertKrisztian 9. 0. (Budapest, ELTE Apaczai Csere Janos Gyak. Gimn. és Koll.), Csaté Hanna
Zita9. o. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Kis Boglarka 9. 0. (Kecskeméti Katona
Jozsef Gimn.), Németh Abel 9. o. (Szombathely, ELTE Bolyai Janos Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Papp
Emese Petra9. 0. (Budapest, ELTE Apaczai Csere Janos Gyak. Gimn. és Koll.).
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10. évfolyam

Bodor Matyas Szakacs Abel Diaconescu Tashi Ali Richard Vigh Zalan
Veres Dorottya Kerekes Andras Barath Borbala Bus Laszl6 Teodor Barna Krisztina
Prohaszka Bulcsi Javor Botond Beke Natalia Ollé Sarolta Herczeg Viktoria

1.sor: Bodor Matyas 10. o. (Csikszereda, Marton Aron Liceum), Szakacs Abel 10. o. (Budapesti Fazekas
Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Diaconescu Tashi 10. o. (Kolozsvar, Spark Generation), Ali Richard
10. 0. (Godoll6i Torok Ignac Gimnazium), Vigh Zalan 10. o. (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn.).

2. sor: Veres Dorottya 10. o. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Kerekes Andras 10. o.
(Szegedi Radnoti Miklds Kisérleti Gimn.), Barath Borbala 10. o. (Szegedi Radnéti Miklos Kisérleti
Gim.), Biis Laszl6 Teodor 10. o. (Ceglédi Kossuth Lajos Gim.), Barna Krisztina 10. o. (Pécs, Koch
Valéria Gimn., Alt. Isk., Ovoda, Koll. és Pedagdgiai Intézet).

3.sor: Prohaszka Bulcsii 10. o. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Javor Botond 10. o.
(Budapest, Varosmajori Gimn.), Beke Natalia 10. 0. (Révkomarom, Selye Janos Gimnazium), Ollé
Sarolta 10. o. (Hodmezdvasarhely, Bethlen Gabor Reformatus Gimn. és Szathmary Koll.), Herczeg
Viktéria 10. 0. (Hodmezdvasarhely, Bethlen Gabor Reformatus Gimn. és Szathmary Koll.).
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10-11. évfolyam

Czirjak Marton Pal Kormondi Mark Hetyei Daniel Marfai Dora Beke Botond
Csiszar Andras Wodala Gréta Szaho Donat Balogh Péter Kiss Adorjan
Klara Timon
Hodossy Réka Guthy Gabor Gyonki Dominik Simon Balint Christ Miranda
Anna

1.sor: Czirjak Marton Pal 10. o. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Kormondi Mark 10. o.
(Szegedi Radnoti Miklos Kisérleti Gimn.), Hetyei Daniel 10. o. (Gyér, Révai Miklos Gimn. és Koll.),
Marfai Dora 11. o. (Szegedi Radnéti Miklos Kisérleti Gimn.), Beke Botond 11. o. (Budapest,
Békasmegyeri Veres Péter Gimn.).

2. sor: Csiszar Andras 11. 0. (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn.), Wodala Gréta Klara 11. o. ( Szegedi
Radnoti Miklés Kisérleti Gimn.), Szab6 Donat 11. o. (Miskolci Herman Otto Gimn.), Balogh Péter
11. o. (Szegedi Radnoti Miklés Kisérleti Gimn.), Kiss Adorjan Timon 11. o. (Kaposvari Tancsics
Mihaly Gimnazium).

3.sor: Hodossy Réka 11. o. (Balassagyarmati Balassi Balint Gimn.), Guthy Gabor 11. o. (Debreceni Fazekas
Mihaly Gimn.), Gyonki Dominik 11. o. (Eger, Neumann Janos Gimn., Techn. és Koll.), Simon Balint
11. 0. (Miskolc, Foldes Ferenc Gimn.), Christ Miranda Anna 11. o. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak.
Alt. Isk. és Gimnazium).
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11-12. évfolyam

Kovacs Benedek Nagy Korina Siitd Aron Foris David Klement Tamas
Noel
Tarjan Bernat Virag Rudolf Zombik Barnabas Seprddi Barnabas Virag Lénard
Bendegiiz Daniel
Forizs Emma Fehérvari Donat Kovacs Kristof Csoka Péter Szaho Levente

1.sor: Kovécs Benedek Noel 11. 0. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Nagy Korina 11. o.
(Kecskeméti Banyai Jilia Gimn.), Siito Aron 11. o. (Eger, Dobé Istvan Gimn.), Foris Déavid 12. o.
(Godollsi Torok Ignac Gimn.), Klement Tamas 11. o. (Pécsi Ledwey Klara Gimn.).

2. sor: Tarjan Berndt 12. o. (Budapest, Békasmegyeri Veres Péter Gimn.), Virag Rudolf 12. o. (Budapesti
Fazekas Mihély Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Zombik Barnabas 12. o. (Budapest, V. Keriileti Eotvds
Jozsef Gimn.), Seprédi Barnabas Bendegiiz 12. o. (Budapest, Obudai Arpad Gimn.), Virdg Lénard
Daniel 11. o. (Budapest, ELTE Apaczai Csere Janos Gyak. Gimn. és Koll.).

3.sor:  Férizs Emma 12. o. (Budapest, V. Keriileti Eotvos Jozsef Gimn.), Fehérvari Donat 12. o. (Miskolc,

Foldes Ferenc Gimn.), Kovacs Kristéf 12. o. (Révkomarom, Selye Janos Gimn.), Csoka Péter 12. o.
(Pécsi Janus Pannonius Gimn.), Szaho Levente 12. 0. (Budapest, Szent Istvan Gimn.).
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Békdsmegyeri Veres Péter Gimndzium 1 versenyz6 (P, G: 1/68; Marsiczki Roland,
Rakovszky Andorés),

Berzsenyi Daniel Gimndzium 4 versenyzé (P, G: 1/50; M: 3/53; Baranyai Klara),

Budai Ciszterci Szent Imre Gimndzium 1 versenyzd (P, G: 1/68; Stirling Anna),

Budapest V. Keriileti Eotvos Jozsef Gimndzium 3 versenyzd (P, G: 3/317; Holicsné
Csejk Gabriella, Varga Baldzs),

Budapest XVI. Keriileti Szerb Antal Gimndzium 1 versenyzd (P, G: 1/90; Koles
Gébor),

Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és Gimndzium 9 versenyzé (P,
G: 9/861; Nagy Piroska Méria, Schramek Aniké),

ELTE Apdczai Csere Jinos Gyakorls Gimndzium és Kollégium 28 versenyzd (P,
G: 28/1750; M: 1/54; Dedk Mérta, Gyertyan Attila, Suta Judit, Szentivanszki
Soma, Vass Miklos, Zsigri Ferenc),

Obudai Arpdd Gimndzium 2 versenyzd (P, G: 2/229; Gértner Istvan, Tarr Levente),

Piarista Gimndzium 1 versenyzé (P, G: 1/78; M: 1/13; Chikén Eva),

Szent Istvdn Gimndzium 1 versenyz6 (P, G: 1/147),

Virosmajori Gimndzium 12 versenyzé (P, G: 12/935; Abram Lészl6).

CSONGRAD-CSANAD VARMEGYE
Hédmezoévasarhely:
Bethlen Gdbor Reformdtus Gimndzium és Szathmdry Kollégium 3 versenyzé (P,
G: 3/249; M: 1/10; Berecz Janos, Kovdcs Eszter).

Szeged:

SZTE Gyakorlé Gimndzium és Altaldnos Iskola 2 versenyzé (P, G: 2/155),

Szegedi Radndti Miklés Kisérleti Gimndzium 32 versenyz6 (P, G: 32/1668; M: 1/11;
Csanyi Sandor, Horvathné Fazekas Erika, Mike Péter, Vincze Istvan).

HAIJDU-BIHAR VARMEGYE
Debrecen:

Debreceni Ady Endre Gimndzium 1 versenyz6 (P, G: 1/47),

Debreceni Reformdtus Kollégium Déczy Gimndziuma 1 versenyzé (P, G: 1/109;
Téfalusi Péter),

Téth Arpdd Gimndzium 3 versenyzé (M: 3/33).

HEVES VARMEGYE
Eger:
Dobé Istvan Gimndzium 3 versenyzd (P, G: 3/200; Pecsenye Pal).

JASZ-NAGYKUN-SZOLNOK VARMEGYE
Szolnok:

Verseghy Ferenc Gimndzium 1 versenyzé (P, G: 1/141).

KoMAROM-ESZTERGOM VARMEGYE
Tata:

Tatai Reformdtus Gimndzium 1 versenyzd (P, G: 1/75; Tllés Déniel).
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PEST VARMEGYE
Cegléd:
Ceglédi Kossuth Lajos Gimndzium 1 versenyz6 (P, G: 1/97).

Dunakeszi:
Dunakeszi Radndti Miklés Gimndzium 1 versenyz6 (P, G: 1/72; Horvath Henrietta).

SOMOGY VARMEGYE
Kaposvar:
Kaposvdri Tancsics Mihdly Gimndzium 1 versenyz6 (P, G: 1/150; Hunka Géborné).

VAS VARMEGYE
Szombathely:

ELTE Bolyai Jinos Gyakorlé Altaldinos Iskola és Gimndzium 1 versenyzd (P,
G: 1/70; Péjer Szabolcs).

ZALA VARMEGYE
Zalaegerszeg:
Zalaegerszegi Zrinyi Miklds Gimndzium 7 versenyz6 (P, G: 7/342; Bébics Lilla,
Kovécs Tibor).

HATARON TULROL

HONGKONG
Hongkong:
Sha Tin College 1 versenyz6 (P, G: 1/17).

NEMETORSZAG
Neufahrn bei Freising:
Oscar Maria Graf Gymnasium 1 versenyzd (P, G: 1/76).

ROMANIA
Kolozsvar:

Spark Generation 1 versenyz6 (P, G: 1/56; Douglas Jake).

Székelyudvarhely:
Tamdsi Aron Gimndzium 7 versenyzé (P, G: 3/296; M: 5/145).

SZLOVAKIA
Révkomarom:
Selye Janos Gimndzium 10 versenyzd (P, G: 8/623; M: 3/107; Hevesi Anik6, Kus-
tydn Marianna).
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A 2023-2024-es tanévi pontversenyek
végeredménye ......................
Kiosztottak az idei Ericsson-dijakat.... 532
A 2023-2024-as tanév pontversenyeinek
iskolanként Osszesitett eredménye. .. 560
A Kozépiskolai Matematika és Fizikai
Lapok 74. évfolyaméanak tartalom-
jegyzéke (2024) ...
Néhanyan a 2023-2024-es tanév legszor-
galmasabb megolddéi koziil

Helyesbités: 168, 274, 557

MATEMATIKA
Kozlemények:
Rétz Tanar Ur Eletmiid{j 2023......... 9
Matematikai képzések az ELTE TTK-n 31
Matematikatanar-képzés az  ELTE
TTK-n...ooooiioii 32
63. Ratz Laszl6 Vandorgytilés.......... 474

63. Réatz Laszlé Véndorgytilés — A ko-
zépiskolai tanarverseny feladatainak
végeredménye és vizlatos megoldasa 546

Versenyek, beszamolok:

Jelentés a 2023. évi Kirschék Jézsef Ma-
tematikai Tanuléversenyrél......... 66
A 2023. évi Kiirschak Jézsef Matemati-
kai Tanuldéverseny feladatainak meg-
olddsai.........ooooiiiiiii i 68
Kiss Melinda Flora, Baran Zsuzsa: Be-
szamolé a 2024. évi EGMO verseny-
TOl. oo
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Harangi Viktor: Beszamol6 a 65. Nem-
zetkozi Matematikai Didkolimpiardl 323
A 65. Nemzetkozi Matematikai Didk-
olimpia feladatai...................
Olimpiai el6készité szakkorok a 2024 /25.
tanévben........... ... i 326
EGMO 2024/2025 felhivas.............
Kés Géza: A 65. Nemzetkozi Matemati-
kai Didkolimpia feladatainak megol-
désa, L. ... 402
A 65. Nemzetkozi Matematikai Didk-
olimpia feladatainak megoldasa, II.. 466
A 2024-es nyari domboévar-gunarasi ta-
bor ...

Cikkek:

Makay Géza: Matematika és informati-
ka — kéz a kézben, avagy egy 2023-as
Schweitzer példa elézménye . ....... 2
Kés Géza: Rejtvények, Ordoglakatok —
Ordoglakat az erd6bél.............. 10
Kés Géza: Rejtvények, Ordoglakatok —
Képek és szogek............... ... 74
Ko’s’Géza: Rejtvények, Ordoglakatok —
Atbujtatas a kobon: a Meleda jaték 130
Vigh Viktor: Képakaszt6 jaték......... 132
Szmerka Gergely: Két né az els6k kozott 154
Barbarics Mdrta: Matek az utcan — a
matematika vildgnapja (m-nap) al-

kalmabol. ...t 201
Kés Géza: Rejtvények, ordoglakatok —

Tkrek: Bujj 4t a lyukon! ............ 218
Ko’s,Géza: Rejtvények, ordoéglakatok —

Atkelés a folyon.................... 331

Vigh Viktor: Rejtvények, ordoglakatok . 406
Kincsek a K6MaL multjabdl........... 409
Vigh Viktor: Rejtvények, ordoglakatok. 473
Vigh Viktor: Vagjuk két egyforma da-

rabral ... ... .. oo 530

Fried Katalin: Vektorok és bilivos négy-
zetek. ..o 554
571



Emelt szinti matematikai érettségi gya-

korlo feladatsorok és megoldasvazlatok:

Tatdr Zsuzsanna Mdria: Gyakorlo fel-
adatsor emelt szintli matematika
érettségire........ ... i 12

Kozma Katalin Abigél: Megolddsvazla-
tok a 2023/9. szdm emelt szintli ma-
tematika gyakorl6 feladatsorahoz... 14

Egyed Ldszlo: Gyakorlé feladatsor emelt
szintl matematika érettségire ...... 77

Tatar Zsuzsanna Mdria: Megoldasvazla-
tok a 2024/1. szdm emelt szintli ma-
tematika gyakorl6 feladatsorahoz... 79

Teleki Olivér: Gyakorlé feladatsor emelt
szintll matematika érettségire ......

Egyed Ldszlé: Megoldasvazlatok a
2024/2. szdm emelt szintli matema-
tika gyakorld feladatsordhoz........

Roka Badlint: Gyakorl6 feladatsor emelt
szintli matematika érettségire ......

Teleki Olivér: Megoldasvazlatok a
2024/3. szdm emelt szintli matema-
tika gyakorlé feladatsordhoz........ 208

Roka  Bdlint:  Megoldasvazlatok a
2024./4. szém feladatsordhoz .......

Az emelt szintli gyakorlé feladatsorokrol 265
Kds Géza: Rejtvények, ordoglakatok —
Az améba kabétja.................. 275

Kozma Katalin Abigél: Gyakorlo feladat-
sor emelt szintli matematika érettsé-

Németh Ldszlé: Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire 417
Kozma Katalin Abigél: Megoldasvézla-
tok a 2024./6. szdm matematika gya-
korlé feladatsorahoz................ 420
Jocsik Csilla: Gyakorlé feladatsor emelt
szintl matematika érettségire ......
Németh Ldszlé: Megoldasvazlatok a
2024./7. szdm matematika gyakorl6
feladatsorahoz...................... 483
Tatdr Zsuzsanna Mdria: Gyakorld fel-
adatsor emelt szinti matematika

érettségire. . ... 533
Jocsik  Csilla:  Megoldésvazlatok  a
2024./8. szdm matematika gyakorl6
feladatsorahoz...................... 536
572

Megoldasok:

K/C gyakorlatok megoldasai:

T93. ... 88 TT8. ... 277
C gyakorlatok megoldésai:
1728.......... .. 89 1792............ 332
1773000 158 1803............ 492
1790............ 278

B feladatok megoldasai:

5305............ 21 5390............ 429
5344., 5347. .... 90 5400............ 551
5339............ 220

Nehezebb feladatok (A) megoldasai:
863....... ... 92 865............. 282
Kitiizések:

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok:

794-798......... 27 819-823......... 348
799-803......... 96 824-828......... 431
804-808......... 159 829-833......... 493
809-813......... 224 834-838......... 557
814-818......... 288

A K/C pontversenyben kitiizott gyakorlatok:

T97-798......... 28 822-823......... 349
799-800......... 97 827-828......... 431
807-808......... 160 832-833......... 494
812-813......... 225 837-838......... 558
817-818......... 289

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok:

1793-1797. ..... 28 1818-1822...... 349
1798-1802. ... .. 97 1823-1827...... 431
1803-1807. ... .. 160 1828-1832...... 494
1808-1812. ..... 225 1833-1837...... 558
1813-1817. ..... 289

A B pontversenyben kitiizott feladatok:

5358-5365. ... .. 29  5382-5389. ..... 226
5366-5373. .. ... 99 5390-5397. ..... 290
5374-5381. ..... 161 5398-5405. ..... 350
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5406-5413. .....
5414-5421. .....

433 5422-5429. ..... 577

Az A pontversenyben kitiizott feladatok:

Angol nyelvii kivonatok:

New exercises for practice, problems and ad-
vanced problems: 61, 125, 189, 254, 317,
397, 461, 525, 605

869-871......... 30 884-886......... 351 Problems of the 2023 Kiirschdk compe-
872-874......... 100 887-889......... 434 tition ... 127
875-877......... 163 890-892......... 497
878-880......... 227 893-895......... 578
881-883......... 291
INFORMATIKA

Az I pontversenyben kitiizott feladatok: 627-630....... 292 639-642....... 498

611-614....... 33 619-622....... 164 631-634....... 372 643-646. ...... 579

615-618....... 101 623-626....... 228 635-638....... 435

FIZIKA
Kozlemények: Gnddig Péter: Matematikai eredmé-
nyek — fizikai megfontolasokkal....... 303

Fizika alapszak és fizikatanar-képzés
az ELTE TTK Fizikai Intézetében ... 38

Felhivas az idei Kunfalvi Rezs6 Olim-
piai Vélogatéversenyre...............

Felhivas a Fagypont Fizikataborra ... 524

Versenyek, beszamolok:

Beszamold a 2023. évi E6tvos-verseny-

POl 41
Ifjd Fizikusok Nemzetkozi Versenye,
Versenyfelhivéds és beszamol6......... 441
Cikkek:

Kiss Adorjin Timon, Puppi Barna,
Trembeczki Csaba: A P. 5534. fizika fel-
adat matematikai margdjara.........

Gnddig Péter: Komplex szamok a fizi-
kéban, I. rész: A komplex szdmok me-
chanikai alkalmazésai................
Olosz Baldzs: Komplex szamok a fizi-
kaban, II. rész: Valtéaramu feladatok
megoldéasa komplex szamokkal . ......
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Szdsz Krisztidn, Vanko Péter: Besza-
molé a 8. Eurépai Fizikai Didkolimpi-

Cséka Péter, Seprédi Barnabds: Fizika
problémék megoldasa numerikus méod-

szerrel ... i 505
Megoldasok:

A mérési feladatok megoldasa:

425, . ol 50 429. ... 382
426. ... ... 105 430. ...l 443
427, ool 169 432, ..ol 511

A fizika gyakorlatok megoldasa:

824., 828...... 110 844., 848., 851. 386

830. .......... 176 855., 856. ... .. 446

839. .......... 242 853. ... ...... 513

838. .......... 305 857., 864. ... .. 585

A fizika feladatok megoldasa:

5499., 5504., 5506. .. ...t 54
573



5509., 5511., 5516. ...... ..o 114
5514., 5517., 5518., 5528.............. 177
5532, 5534, . 245
5520., 5529., 5543, ..\ it 308
5531., 5537, 5540. ..o, 389
5547., 5548., 5555., 5566 ...\ eee... .. 449
5549., 5556., 5557 ... ... 515
5558., 5564., 5565., 5577., 5580., 5582.,
5583, BD88. 588
Kitiizések:

Kituzott mérési feladatok:

428. ... 58 433. ... 394
429. ... 122 434. ... 457
430. ... 186 435. ... 519
431, ... 250 436. ....... ... 602
432 ... 313

Kitiizott gyakorlatok:

837-840....... 58 857-860. . ..... 394
841-844....... 122 861-864....... 457
845-848....... 186 865-868....... 519
849-852....... 250 869-872....... 602
853-855....... 313

Kitiizott elméleti feladatok:

5535-5543..... 58 5571-5579..... 313
5544-5552.. ... 122 5580-5588.. ... 394
5553-5561..... 186 5589-5597..... 457

5562-5570., 5598-5606. . . . . 519
Aprilisi pétfel- 5607-5615.. . .. 602
adat.)......... 250

Angol nyelvii kivonatok:

Problems in Physics 63, 127, 191, 255, 319,
399, 463, 527, 607

A pontversenyben megoldott és kitiizott matematika és fizika
példak csoportositasa targykorok szerint

A példdk szama mdgdtt zdardjelben az oldalszam olvashatd, ha két szdm fordul eld, az el-
sé a kitiizés, a mdsodik a megoldds helyét jeloli. A matematika feladatok felsoroldsinak
sorrendje: A jelii nehezebb feladatok, B feladatok, C gyakorlatok, K gyakorlatok, K/C gya-
korlatok. A fizika feladatok felsoroldsinak sorrendje: M mérési feladatok, G gyakorlatok,

P feladatok.

MATEMATIKA

Aritmetika, algebra (miveletek szdmokkal,

kifejezésekkel, azonossdgok):

A. 869 (30); 882 (291); 886 (351); 892

(351); 5406 (433); 5407 (433); 5419
(496); 5422 (577); 5423 (577); 5428
(578); — C. 1800 (98); 1803 (160., 492);
1808 (225); 1813 (289); 1818 (349); 1822
(349); 1828 (494); 1833 (559); — K. 800
(96); 809 (224); 816 (288); 826 (431

(497); — B. 5347 (91); 5358 (29); 5370
(99); 5400 (350., 551); 5401 (350); 5406
(433); — C. 1820 (349); 1823 (431); 1828
(494); 1830 (494); 1837 (560); - K. 794
(27); 799 (96); 814 (288); 816 (288); 820
(348); 830 (493); 835 (558); — K/C. 793
(88); 808 (160); 817 (288); 828 (431).

Szdmelméleti feladatok (egész szdmok, prim-

szdmok, oszthatdsdg, szamrendszerek):

— A. 882 (291); 886 (351); 892 (497);
— B. 5347 (91); 5361 (29); 5366 (99);
5375 (162); 5376 (162); 5378 (162); 5382
(226); 5395 (291); 5399 (350); 5405

074

);
829 (493); - K.C. 812 (224); 817 (288)
828 (431); 838 (558).

)

Halmazok (ponthalmazok is):

A. 872 (100); — C.
K/C. 803 (97).

1830 (494); —

Valészindség, kombinatorika, statisztika (ki-

vdlasztas, leszamolds, binomidlis egytitt-

hatok):

B. 5361 (29); 5364 (29); 5368 (99); 5372
(100); 5386 (226); 5388 (226); 5409
(433); 5411 (433); 5415 (495); 5424
(577); 5426 (577); — C. 1806 (161);
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1817 (290); 1818 (349);
1824 (432); — K. 795 (27);
- K/C. 807 (159); 832 (493).

Logikai kérdések (jatékok, szinezések, tdbld-
zatok, sakktabla):
A. 874 (100); 879 (227); 881 (291); 884
(351); 890 (497); 893 (578); — B. 5368
(99); 5400 (350., 551); 5420 (496); —
C. 1808 (225); K. 811 (224); 819
(348); 824 (431); 830 (493); 834 (558);
~K/C. 793 (88); 832 (493); 837 (558).

Egyenletek (ardnyossdg, szdzalék):
B. 5344 (90); 5375 (162); — C. 1798 (97);
1805 (160); 1810 (225); 1811 (225); —
K. 794 (27).

Specidlis egyenletek (egész rész, tortrész, ex-
ponencidlis, logaritmikus):
B. 5365 (30); 5411 (433);
— C. 1728 (89); 1773 (158);
1835 (559).

Egyenletrendszerek:
B. 5400 (350., 551); 5416 (495); —
C. 1815 (289); 1831 (495); 1833 (559);
- K/C. 803 (97).

Egyenldtlenségek, becslések (geometriai is):

1821 (349);
804 (159);

5423 (577);
1795 (28);

A. 869 (30); 889 (434); — B. 5370 (99);
5376 (162); 5377 (162); 5378 (162);
5382 (226); 5384 (226); 5417 (495); —
C. 1790 (278); 1797 (28); 1820 (349);
1826 (432); 1836 (560); 1837 (560); —
K. 806 (159).

Figguények (szélséérték, hatdrérték, figg-
vényvizsgdlat):
A. 869 (30); 874 (100); 880 (227); 883
(291); 895 (579); — B. 5380 (162); 5416
(495); — C. 1790 (278); 1793 (28); 1811
(225); — K. 801 (96).

Polinomok:
B. 5364 (29); 5373 (100); 5380 (162);
5390 (290., 429).

Sorozatok:
A. 872 (100); 883 (291); — B. 5361 (29);

5407 (433); — C. 1801 (98); — K. 805

(159); 809 (224).

Grafok:
A. 870 (30); 887 (434); 888 (434); —
B. 5388 (226); 5397 (291); 5403 (350);
5412 (434).
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Stkmértani bizonyitdsok:

A. 871 (30); 873 (100); 878 (227); 885
(351); 891 (497); — B. 5305 (21); 5339
(220); 5360 (29); 5367 (99); 5369 (99);
5371 (99); 5374 (161); 5379 (162); 5381
(162); 5383 (226); 5389 (226); 5392
(200); 5394 (290); 5398 (350); 5402
(350); 5404 (350); 5408 (433); 5410
(433); 5413 (434); 5418 (496); 5421
(496); 5425 (577); 5427 (577); 5429
(578); — C. 1792 (332); 1794 (28); 1802
(98); 1804 (160); 1807 (161); 1809
(225); 1812 (225); 1819 (349); 1822
(349); 1825 (432); 1827 (432); 1829
(494); 1836 (560); — K. 810 (224);
K/C. 802 (97); 822 (348); 823 (348);
827 (431); 833 (494).
Stkmértani szamitdsok:
B. 5359 (29); 5362 (29); 5383 (226);

5385 (226); 5391 (290); 5402 (350); 5408
(433); 5410 (433); 5414 (495); — C. 1799
(98); 1802 (98); 1814 (289); 1819 (349);
1829 (494); 1832 (495); 1834 (559); —
K. 796 (27); 810 (224); 815 (288); 831
(493); 836 (558); — K/C. 778 (277); 797
(27); 798 (27); 813 (224); 818 (288); 822
(348); 823 (348); 827 (431); 833 (494).

Kombinatorikus geometria, sikidomok dara-
boldsa, sik lefedése:

A. 887 (434); — B. 5387 (226); - K. 825
(431).

Meértani helyek:
A. 871 (30).

Koordindtageometria:

C. 1811 (225); 1837 (560).
Trigonometria, goniometria:
B. 5393 (290); — C. 1812 (225);
(432).
Térmértani bizonyitdsok:
A. 894 (578); — B. 5367 (99); 5372 (100);
- C. 1796 (28).

Térmértans szamitdsok (térelemek tdvolsdga,
szoge, felszin, térfogat):

1827

B. 5363 (29); 5396 (291); — C. 1796
(28); 1816 (289); — K. 801 (96); 821
(348); - K/C. 798 (27).
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FIZIKA

Kinematika:
G. 839 (59., 242); 842 (122); 845 (187);
853 (313., 513); 861 (457); 865 (519); —
M. 433 (394); —P. 5509 (114); 5536 (59);
5544 (122); 5546 (123); 5553 (187); 5571
(314); 5580 (395., 593); 5589 (458);
5601 (522); 5607 (587); 5608 (587).

Pontmechanika:
G. 828 (112); 840 (59); 849 (250);
857 (394., 585); 862 (458); 870 (587);
— M. 427 (169); 436 (586); — P. 5499
(54); 5517 (182); 5534 (246); 5537 (59.,
390); 5538 (60); 5541 (60); 5547 (123.,
449); 5548 (123., 450); 5555 (188., 452);
5556 (188., 516); 5562 (251); 5563 (251);
5566 (252., 453); 5568 (252); 5572 (315);
5581 (395); 5582 (395., 595); 5590 (459);
5598 (521); 5599 (522); 5606 (524); 5608
(587); 5610 (588).

Merev testek mechanikdja:
G. 830 (176); 859 (394); 869 (586); —
G. 434 (457); 435 (519); — P. 5511 (117);
5516 (118); 5528 (185); 5539 (60); 5549
(124., 515); 5557 (188., 518); 5564 (251.,
589); 5573 (315); 5583 (395., 596); 5591
(459); 5598 (521); 5600 (522); 5609
(587); 5611 (588).

Kotelek, lancok, granuldlt anyagok mechani-
kdja:
G. 824 (110); — M. 432 (313); 432 (511);
—P. 5518 (184); 5561 (189); 5565 (251.,
590); 5592 (459); 5601 (522).

Rugalmassdgtan:
M. 430 (186., 443); 436 (586); — P. 5539
(60); 5572 (315).

Hangtan:
P. 5560 (189).

Folyadékok és gazok mechanikdja:
G. 846 (187); 854 (314); 863 (458); 866
(519); 870 (587); — M. 426 (105); 429
(122., 382); 435 (519); — P. 5529 (309);
5535 (59); 5584 (396).

o976

Fénytan:
G. 838 (59., 305); 843 (122); 848 (187.,
387); 851 (250., 388); 855 (314., 446);
~ M. 431 (250); - P. 5531 (389); 5543
(61., 310); 5550 (124); 5559 (188); 5577
(317., 592); 5586 (396); 5595 (460);
5603 (523).

Hétan:
G. 840 (59); 844 (122., 386); 867 (520);
871 (587); — M. 428 (58); — P. 5520 (308);
5540 (60., 392); 5545 (123); 5554 (187);
5567 (252); 5574 (315); 5585 (396); 5593
(460); 5602 (523); 5612 (588).

Csillagdszat, asztrofizika:
G. 856 (314., 447); 858 (394); — P. 5514
(177); 5556 (188., 516); 5579 (317);
5582 (395., 595); 5587 (396); 5597 (461);
5610 (588).

Statisztikus fizika:
G. 837 (58).

FElektrosztatika:
P. 5514 (177); 5552 (124); 5575 (316);
5588 (396., 599); 5594 (460); 5613 (588).

Magnetosztatika:
P. 5504 (56); 5552 (124); 5558 (188.,
588); 5568 (252).

Elektrodinamika:
P. 5532 (245); 5613 (588).

FEgyendramd hdlézatok:
G. 847 (187); 850 (250); 860 (394);
864 (458., 586); 868 (521); 872 (587); —
P. 5604 (523).

Valtéarama hdlozatok:
M. 428 (58); — P. 5542 (61); 5570 (253);
5576 (316); 5615 (588).

Atomfizika és magfizika:
G. 852 (251); — P. 5506 (57); 5541 (60);
5551 (124); 5569 (253); 5578 (317); 5605
(524); 5614 (588).

Egyéb:
G. 837 (58); 841 (122); — M. 425 (50);
432 (313., 511); — G. 5532 (245); 5560
(189); 5561 (189); 5587 (396); 5596
(461). — Aprilisi pétfeladat. (253., 311).
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A B pontversenyben kittizott feladatok
(5422-5429.)

B. 5422. Két természetes szam egymas rokona, ha legfeljebb egy szamjegyiik
kiilénbozik. Van-e olyan szam, amelynek minden rokona osszetett?

(3 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budakaldsz)

B. 5423. Az x szam tortrészét {z} jeloli. Létezik-e olyan n pozitiv egész szam,

amelyre {\/in} . {\%} racionalis?

(3 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)

B. 5424. Tetszbleges pozitiv egész n esetén K,,-nel jeloljiik azt az alakzatot,
amelyet gy kapunk, hogy egy (2n) x (2n) méretii ,sakktdbla” mind a négy sarkabdl
kivigunk egy-egy (n — 1) x (n — 1) nagysagi négyzetet, az abrdknak megfelelgen.

K3

K,

K,

Jeloljik ay,-nel azt, ahdnyféleképpen lefedhet6 K, hézag- és atfedésmentesen
(2 x 1)-es domindkkal. (Példdul a; =2, illetve ag = 8.) Igazoljuk, hogy 2a,, minden
n-re négyzetszam.
(4 pont) Javasolta: Sztranydk Attila (Budapest)

B. 5425. Legyen ABC'D hurnégyszog koré irt kérének kozéppontja O, az AC
atléjanak felez6pontja pedig E. Tegytk fel tovabba, hogy O és E kilénbozoek.
Mutassuk meg, hogy ha OEBD is htrnégyszog, akkor EC felezi a DEB szbget.

(4 pont) Javasolta: Somogyi Akos (London)

B. 5426. Ugri, a szocske a szdmegyenes pozitiv egész szamain ugral ugy, hogy
mindegyiket pontosan egyszer latogatja meg. Lehetséges-e, hogy ugrasainak hosszai
kozott minden pozitiv egész pontosan egyszer szerepel?

(5 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budakaldsz)
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B. 5427. Az ABC haromszog bels6 pontja P. Az AP, BP és CP egyenesek a
BC, CA és AB oldalakat rendre az L, M és N pontokban metszik. Mutassuk meg,
hogy P pontosan akkor silypontja ABC-nek, ha sulypontja LM N-nek.

(5 pont) Crux Mathematicorum

B. 5428. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a nemnegativ egész szamok halma-
zén: 5% + 120 = 13°.
(6 pont) Javasolta: Somogyi Akos (London)

B. 5429. Tetszbleges X, Y, Z pontokra jelolje [XY Z] az XY Z haromszog
teriiletét. Mutassuk meg, hogy ha az A, B, C, D, E, F pontok egy nem elfajuld
kipszeletre esnek, akkor

[ABC]-[CDE)]-|[EFA|-[BDF] = [BCD]-[DEF]- |[FAB] - [ACE].

(6 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)
ok

Bekiildési hatarid6: 2025. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

| < |
| |

A. 893. Egy szovegszerkeszt$ programban kezdetben egy labnyom jel (L) sze-
repel, amelyet szeretnénk megsokszorozni. Sajnos hekkertamadas aldozata lett a
géplink, és csak két funkcié miikodik: a Mdsolas és a Beillesztés, rdadasul mind-
ketté 1 Diirer dollarba keriil hasznalatonként. A Maésolas funkcié hasznalatakor
kijelolhetiink egy vagy tobb egymdés utani jelet a meglévék koziil, és a gép meg-
jegyzi azok darabszdmat. A Beillesztés funkcié hasznalatakor annyi 0j labnyom
jelet tesz hozza a gép a jelsorozathoz, amennyit a legutébbi Mésolasnal kijel6ltiink.
Ha még nem Madsoltunk, nem hasznédlhatjuk a Beillesztést. Jelolje D(n) azt, hogy
legkevesebb hany Diirer dollar kell ahhoz, hogy pontosan n darab labnyom jelet
kapjunk. Bizonyitsuk be, hogy barmilyen pozitiv egész k-ra létezik olyan N pozitiv
egész szam, amelyre

Az A pontversenyben kitiizott nehezebb feladatok
(893-895.)

D(N)=D(N+1)41=D(N+2)=D(N+3)+1=D(N +4)=...
..=D(N+2k—1)+1=D(N +2k).

Diirer Verseny feladat alapjan
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A. 894. Az ABCDE konvex poliéder olyan, hogy a DFE szakasz az ABC' ha-
romszog sikjat a haromszog belsejében metszi el. Forgassuk el a D pontot az AB,
BC, C A egyenesek koriil kifelé az ABC sikba; a kapott pontok legyenek Dy, Do és
Ds3. Hasonlban, az E pontot is forgassuk az ABC sikba az AB, BC, C' A egyenesek
koril kifelé; a kapott pontok legyenek Fy, Es és E3.

Mutassuk meg, hogy ha a poliédernek van beirt gémbje, akkor a D1 Do D3 és az
F1 Es E3 hdromszogek koréirt korei koncentrikusak.

Javasolta: Kds Géza (Budapest)

A. 895. Nevezziink egy f: R — R fliggvényt gyengén periodikusnak, ha folytonos
és f(x+1)=f(f(x))+ 1 minden x € R esetén.

a) Létezik-e olyan gyengén periodikus fiiggvény, amelyre f(z) > x minden z € R
esetén?

b) Létezik-e olyan gyengén periodikus fiiggvény, amelyre f(z) <  minden z € R
esetén?

Javasolta: Imolay Andrds (Budapest)

*

Bekiildési hatarid6: 2025. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Informatikabdl kitizott feladatok

(643-646.)

I. 643. Készitsiink programot, amely egy pozitiv egész szamrdl megallapitja,
hogy a szam oszt6i négyzetosszegének osztdja-e maga a szam.

A program standard bemenetének egyetlen sordban az N (1 < N < 10000)
pozitiv egész szam all.

A program a standard kimenet egyetlen sordba az IGEN vagy a NEM szoveget
irja ki, attdl fliggéen, hogy a szadm osztdja-e az osztdi négyzetosszegének.

Példa:

Bemenet | Kimenet
175 IGEN

Magyarazat: a 175 osztéi 1, 5, 7, 25, 35, 175, amelyek négyzetosszege 32550,
ami 175 t6bbszorose.
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Bekiildend6 egy tomoritett ¢643.zip allomanyban a program forraskédja és rovid
dokumentéacidja, amely megadja, hogy a forrasdlloméany melyik fejlesztéi kornye-
zetben fordithato.

(10 pont)

I. 644. Egy 30 x 30-as négyzethald véletlenszertien valasztott 9 mezéjében elhe-
lyezziik 1-t6l 9-ig a szamokat. Tekintsiik ugy, hogy ezek a szamok a négyzethalén
egy utvonal egyes allomésait mutatjak. A négyzethild egy mezdjérdl csak a vele
élszomszédos mezére lehet 1épni, igy pl. a (3;5) mezdrdl a (7;8) mezdre példdul 7
lépésben el lehet jutni utkézben 6 mezdt érintve.

Készitsiink tablazatkezel6 munkafiizetet, amelyben megoldjuk a kovetkezo fel-
adatokat. A megoldds sordn csak a tablazatkezel$ beépitett fliggvényeit hasznéljuk,
sajat kodot vagy makrét ne alkalmazzunk.

1. Egy munkalapon alakitsunk ki az Al-es cellatdl kiindulva a feladatban szerep-

16 30 x 30-as tablazatrészt, amelyben az oszlopok és sorok magassaga egyenld
érték.

2. A tablazatrészben jeloljiik 1-t6l 30-ig a mez6k X és Y koordinatait a mintahoz

hasonléan.

3. A négyzethalét tartalmazé tablazatrészben éllitsunk be a celliknak vékony

szegélyt, és igazitsuk a celldk tartalmat vizszintesen és fliggélegesen kézépre.
4. Helyezziik el 1-t6l 9-ig a szamokat a négyzethal6 valamely 9 mez6jében.

5. Allitsunk be feltételes formazast a négyzethalé celldiban, amely a nem iires
celldk hatterét vildgoskék szinnel jeleniti meg, valamint a cella tartalméat fehér

szint, felkovér betlivel mutatja.

6. A négyzethalotdl jobbra vegylink fel egy maésik tablazatrészt a mintdhoz

hasonléan. Ebben a részben adjuk meg az utvonal allomasait 1-t6l 9-ig.

7. Keressiik meg képletek és/vagy segédtébldzatok alkalmazésival, hogy az
egyes allomésok hol taldlhatok a négyzethalon. A kapott X és Y értékeket a

sorszamok mellett jelenitsiik meg.

8. Adjuk meg képlet segitségével, hogy az egymast kovets allomasok k6zott leg-
kevesebb hany 1épést kell megtenniink a négyzethalén haladva. Az eredmé-

nyeket a mintanak megfelel6en adjuk meg az adllomédsok mellett.

9. Ezen tablazatrész alatt adjuk meg képlet segitségével a legrévidebb tutszakasz
kezd6 és végs6 allomasanak szamat, és jelenitsiik meg az eredményeket a

mintanak megfelelGen.
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10. Adjuk meg a legrévidebb tutszakasz egy lehetséges bejarasat az érintett mezék
koordinatainak megjelenitésével az el6z6 eredmények alatt. A megolddshoz
képletet és/vagy segédcellakat alkalmazzunk. Feltehetjiik, hogy nem lesz 14

1épésnél hosszabb a legrévidebb ttvonal.

Minta:

11. Forméazzuk az el6z8 feladatokban szerepld tablazatrészeket is a mintdanak
megfelelen.

Bekiildend6 egy tomoritett i644.zip allomanyban a megoldast adé munkafiizet,

valamint egy révid dokumentacié, amely megadja az alkalmazott tabldzatkezel
nevét és verzidjat.

(10 pont)

I. 645. A diafilmek nézése Gjra népszerii, és olvasiasa minden gyereknek, felnétt-
nek 6romet szerez. A Magyarorszagon megjelent oktatd, ismeretterjeszté és szo-
rakoztatdsi célokat szolgald diafilmeket a Diafilm-torténeti Gytjtemény gytjti és
rendszerezi (virtudlis Diamizeum: http://dia.osaarchivum.org/public/index.php).
A gylijtemény mesediafilmjeinek adatai a film.txt, a kapcsolo.tzt és a kiado.txt 4l-
loményokban allnak rendelkezésre.
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A feladat megoldasahoz a digitalis kultira emelt szintli érettségin hasznalhatd
XAMPP hasznélatat javasoljuk.

1. Készitsiink 1ij adatbdzist diafilmek néven. A mellékelt alloményokat (film.txt,

kapesolo.tzt, kiado.txt) importaljuk az adatbézisba a fajlnévvel azonos tébla-

néven. Az allomanyok tabuldtorral tagolt, UTF-8 kédolasi szovegfajlok, az

elsé soruk a mezéneveket tartalmazza. A 1étrehozéas soran allitsuk be a meg-

feleld tipusokat és a kulcsokat. A tablak kialakitasahoz vegyiik figyelembe az

alabbi tablaleirasokat és kapcsolatokat:

Tabla:

film (id, cim, kiadasiev, kocka, szinese)

id

cim
kiadasiev
kocka

szinese

a diafilm azonositéja (szdm), ez a kulcs

a diafilm cime (szoveg)

a film kiaddsanak éve (szdm), kitoltetlen, ha az adat ismeretlen
a film diakockdinak szdma (szdm)

a film szines-e (logikai), ha szines, akkor igaz (1), ha fekete-
fehér, akkor hamis (0)

kapcsolo (filmid, kiadoid)

filmid
kiadoid

a diafilm azonositdja (szdm), kulcs

a kiad6 azonositéja (szam), kulcs

kiado (id, nev)

id

nev

a kiad6 azonositéja (szam), ez a kulcs

a kiadd neve (szoveg)

A kovetkezd feladatokat megoldd SQL parancsokat a diafilm__megoldas.sql nevii
allomanyban rogzitsiik a feladatok végén zardjelben megadott névvel. A javitas
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sordn csak ennek az allomdnynak a tartalma lesz értékelve. Ugyeljiink arra, hogy
a lekérdezésekben pontosan a kivant mezdk szerepeljenek, felesleges mezéket ne
jelenitsiink meg.

2. Készitsiink lekérdezést, amely a kiadasi év nélkiili diafilmek cimét és kocka-
szaméat dbécérendben megjeleniti. (2hianyos)

3. Lekérdezés segitségével irassuk ki azoknak a diafilmeknek a cimét, kockasza-
mét és kiaddsi évét, amelyekben szerepel a ,,mazsola” név. (3mazsola)

4. Készitsiink lekérdezést, amely megadja azoknak a diafilmeknek a cimét, ame-
lyeket tobb kiadé is megjelentetett. (4tobb)

5. Lekérdezés segitségével frassuk ki a legtobb kiadast megélt diafilm cimét és a
kiaddsok szdmat. (5nepszeru)

6. Készitsiink lekérdezést, amely megadja, hogy évente hany diafilmet adtak ki.
A szamlalaskor hagyjuk figyelmen kiviil a kiadédsi évszdmmal nem rendelkezd
filmeket. A listdt darabszdm szerint csokkenden jelenitsiik meg. (6idodb)

7. Toébb diafilmet egyszerre, ugyanabban az évben, fekete-fehér és szines valto-
zatban is kiadtak. Lekérdezés segitségével gytjtsiik ki ezeknek a filmeknek a
cimét és kiadési évét. (7egyszerre)

8. Lekérdezés segitségével irassuk ki, hogy a filmek hany szazaléka fekete-fehér.
(8mono)

9. Lekérdezés segitségével listazzuk ki az ,, Aranyfalu” mese kiadéja tobbi dia-
filmjének cimét, a kiadds évét és a diakockak szamat. A listiban minden cim
egyszer jelenjen meg, az , Aranyfalu” pedig ne szerepeljen benne. (9aranyfalu)

s

Letolthetd alloméany: film.txt, kapcsolo.txt és kiado.txt

Bekiildend6 egy tomoritett ¢645.zip allomanyban az adatbazis exportjat tartal-
mazé diafilm.sql és a feladatok megoldasat tartalmazé diafilm_megoldas.sql nevii
allomany.

(10 pont)

I. 646. A | Lorem ipsum” kezdetli szovegek véletlenszeriien egymés mellé helye-
zett latin szavakbol allnak. A kapott mondatok nyelvtanilag nem helyesek, nincs ér-
telmiik, leginkabb akkor hasznéljuk 6ket, amikor révidebb-hosszabb szévegre lenne
sziikségilink, melynek valdjaban csak a kinézetét, formazasat akarjuk megvizsgalni.

Készitsiink programot, amely az angol nyelv weben el6fordulé 5000 leggyakoribb
szavat felhasznalva alkot mondatokat. A program B szamu bekezdést hozzon létre,
melyek mindegyikében M szamu mondat, és egy-egy mondatban legfeljebb S sz6
szerepeljen.

A szévegben minden mondat végén pont alljon, a 10 széndl hosszabb monda-
tokban a szavak kozott egy helyen legyen egy vesszé. A mondatok nagybetiivel
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kezdGdjenek, az irasjelek utan és a szavak kozott egy szokoz szerepeljen. Az irasje-

lek el6tt ne legyen szokoz.

A program olvassa be a honlapunkrél letolthetd eng5000.txt egyszer(i széveges
allomanyt a mondatok elkészitéséhez. Az allomanyban gyakorisag szerint csokke-
né sorrendben szerepelnek a szavak, illetve azok gyakorisdga egy bizonyos méretii

adathalmazon. A szavak véletlenszerl kivilasztdsat Ggy oldjuk meg, hogy a létre-

hozott szévegben a szavak gyakorisag szerinti sorrendje kozel egyezd legyen azok

eredeti gyakorisag szerinti sorrendjével.

A program standard bemenetének egyetlen soraban szdkozzel elvdlasztva a
bekezdések B (1 < B < 100) szdma, az egy bekezdésben szerepld mondatok M
(1< M <20) széma, illetve az egy mondatban legfeljebb eléfordulé szavak S
(1 <.5<30) szdma all.

A program a standard kimenet B darab soraban adja meg a létrehozott szoveget.

Példa:
Bemenet |Egy lehetséges kimenet
24 24 Emerging www foundation, directors worldwide to

largest island ways have remaining the is problems
privacy though. In references button that full
homepage australia position in years view now race,
leaders for family city it ebay description compare
community play. Progress hit for this matters will the
you kitchen billy, was r and by local environmental
drama. Products differences c¢ function or, can other b
is the links the so way mortgage twin and kill have

and a.
To of he another. Article the on the. At thu in
that is index said. Education of within caribbean may

an poker driver page food this threads returns date,
yahoo page monthly rates or australian look age.

Forrés: https://www.kaggle.com/datasets/rtatman/english-word-frequency /
Letolthetd allomany: eng500.txt

Bekiildendé egy tomoritett i646.zip allomanyban a program forraskédja és rovid
dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejlesztéi kérnye-
zetben fordithato.

(10 pont)

ok
Bekiildési hatarid6: 2025. januar 15.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Fizika gyakorlatok megoldasa

L l

G. 857. Egy surloddismentes domb tetején dll eqy kicsiny test. Ha kissé meglok-
jiik, akkor 4 m/s sebességgel éri el a domb aljat. Mekkora sebességgel érné el a lejtd
aljat, ha nem nyugalombdl, hanem 3 m/s kezddsebességgel inditandnk el?

(3 pont)
I. megoldas. Az elsd esetben a kezdeti sebesség 0, a végsebesség v; =4 1, a

mésodik esetben a kezdeti sebesség vo = 3 7, a keresett végsebesség ve. Haszndljuk
mindkét esetben a munkatételt (Wyen = AFEmozg):

1
mgh = imvf -0,

1 1
mgh = imvg — imvg.
Rendezve:
2gh =07,
’US :US—l—Qgh:Ug—i—v%,

amibdl a keresett végsebesség:

m
vy =1/vg +vi=5 .

Huba Zsombor (Pécsi Lebwey Klara Gimn., 10. évf.)

II. megoldas. A test gyorsuldsa és a megtett Gt a két esetben megegyezik.
Hasznaljuk az I. megoldas jel6léseit, ezeken kiviil az els6 esetben a lecstiszas idejét
jelolje tq, a masodik esetben to. A gyorsulds az els6 eset alapjan:

vy
a=—,
ty
a megtett utat pedig mindkét esetben felirjuk:
v a v
s=—t; (1. eset), s =uvgts + =12 = vota + —t2 (2. eset).
2 2 2ty

A kett6t egyenlévé téve, rendezve, vy és v; numerikus értékét behelyettesitve, majd
tovabb alakitva:

U1 V1 ,9
—1t1 = vpt —t
5 1 02+2t1 2

2
0=13+=Ltit, — 11,
1

3
0=15+ Shit2 — 2,

t
0= (ty +2t1) <t2 - 21> :
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A két zérushely kozul a to = % pozitiv. Tehdt a masodik esetben feleannyi idé
alatt jut le a test, és igy a sebességvaltozasa is csak feleakkora, mint az els6 esetben.
A keresett végsebesség ez alapjan:

U1 m
Vo =19+ —=5 —.
2 S
Sogor-Jdasz Soma (Szegedi Radndti M. Kisérleti Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. A méasodfoku egyenletet paraméteresen megoldva:

t 2
20 B,
tl U1 ’Ul

amibél a keresett végsebesség (az I. megoldds paraméteres végeredményével 6sszhangban):
t
Vo = Vg + t—zm = /v +vi.
1

57 dolgozat érkezett. Helyes 46 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 3, hidnyos (1 pont)
3, hibas 4, nem értékelt 1 dolgozat.

G. 864. Az abran ldthato kapcsoldsi rajz szerint dsszedllitott, U =24 V egyenfe-
sziiltséget szolgaltato fesziiltségforrdsrol taplalt dramkorben a voltmérordl 10 V, az
Ay ampermérdrél 0,2 A, az A ampermérérdl pedig 0,7 A olvashatd le.

a) Hatdrozzuk meg az egyes ellendlldsok ér-

1
IT' tékét!
3

b) Mennyi hé fejlédik 2 perc alatt az dram-
) A »
VU 2 i korben?

2
Mindharom mérémiszer idedlisnak tekint-

hetd. A fesziltségforrdas belsd ellendllisa és
1
U

az 6sszekiotd vezetékek ellendlldsa elhanyagol-

0o hato.
(4 pont) Tornyai Sdndor Fizikaverseny, Hodmez&vdsarhely
Uy = Us = Uy Uy I mego!dés. a)/ A jelolések az dbrcin/lét—
haték. A harom parhuzamosan kapcsolt d4gon
L7 ugyanakkora fesziiltség esik:
R3 = I
@ AQH’ Ui=Us=Uy =10V,
R,
i a sorba kotott ellendllason es6 fesziiltség pe-
1+ dig:
Ry
A Up=U—-Uy=24V—-10V=14 V.

Az I és I dramer6sségek megegyeznek az A és A; drammérék dltal mutatott
értékekkel, a parhuzamosan kapcsolt 4gban az dramerdsség:

Ii=lL—1L=07A-02A=05A.
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Az ellendllasok értéke tehat az Ohm-térvény alapjan:

Rlzﬂ:E)OQ, R2:@:209’ Rgz%ZQOQ.
Il I2 I3

b) Az ellendlldsokon fejlédé hételjesitmény megegyezik az dramkor teljes telje-
sitményével:
P=UI,=168 W,

amibdl a 2 perc alatt fejlédo ho:

Q=Pt=168 W-120 s = 2016 J ~ 2 kJ.

Sziics Kitti (Kecskeméti Katona J. Gimn., 10. évf.)

I1. megoldas. a) Mivel a voltmérd és Ry parhuzamosan vannak kapcsolva, az R,
ellendllason is a voltmér6n leolvasott Uy fesziiltség esik. Az Ohm-térvény alapjan:
Uy 10V

Rl:Tlfo,zA*

50 ©

Az R ellenillds és a voltmérd sorosan vannak kapcsolva, tehat az Rs ellenalldson
es6 fesziiltség:
Uy=U—-Uy=24V-10V=14V,

amibol:

Uy 14V
I, 07A

R, és R3 parhuzamosan vannak kapcsolva, tehat I; + Is = I, amibdl:

Rs =20 Q.

L=I—1,=07A—-02A=05A,

és igy:
Uy 10V

T I; 05A

R

b) Az ellenéllasokon leadott teljesitmény:
Pi=Uy,=10V-02A=2W,
P,=U3I,=14V-0,7A=98 W,
Ps=Uyl3=10V-0,5 A=5W.

Az Osszteljesitmény ezek Osszege:
P=P +P+P,=168 W,
a 2 perc alatt fejl6dé ho pedig:
Q=Pt=168 W-120 s = 2016 J ~ 2 kJ.

Patécs Péter (Budapest, Kempelen Farkas Gimn., 9. évf.)
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Megjegyzés. A ma hasznalt digitalis voltmérSk belsd ellenillasa legalabb 1 MS), igy
a feladatban el6fordulé ellenallasokhoz képest nagyon nagy, ,végtelennek” tekinthetd,
tehat az idedlis miiszer kozelités a voltméré esetében mindenképp jogos. Az ampermérék
belsé ellenédlldsa viszont a méréshatartél fiiggéen akar 1 k2 is lehet, ami egyaltaldn
nem elhanyagolhaté az ellenédllasok értéke mellett. (Epp ezért lehetOség szerint gy kell
kialakitani a méréadramkort, hogy a voltméré csak az ellendlldson esé fesziiltséget mérije,
az ampermérén esét ne.) Esetiinkben az lehet a megoldds, hogy az ampermérét 10 A-es
méréshataron hasznéljuk, ahol az ellenéllasa csak néhany tized ohm, ami ha nem is ,,nulla”,
mint az idedlis miiszer esetében, de ardnylag kicsi a feladatban szerepld ellenalldsok
értékéhez viszonyitva. (igy viszont az dram értékét kevésbé pontosan tudjuk csak mérni.)

43 dolgozat érkezett. Helyes 35 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos (1-2 pont)
2 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5558. Az abrén ldthaté hdromnegyed kior sugara R,
I a hidnyos négyzet oldalainak hosszusdga a. A zdrt vezetd

kérben I erdsségi dram folyik. Hatdrozzuk meg a mdgne-
a ses indukciovektor értékét a kor O kézéppontjdban!

I Utmutatds: Eqy ¢ oldalhosszisdgu, I drammal dtjdrt,
1) négyzet alaku vezetdkeret kézéppontjdban a mdgneses in-
dukcio értéke:
24/2u0l
B— @.
4
(4 pont) Kozli: Kotek Ldszlé, Pécs

Megoldas. Az O kozéppontban a magneses indukciovektor értéke két tér szu-
perpozici6jaként értelmezheté. A hidnyos négyzet és a hdromnegyed kor altal 1étre-
hozott indukci6é egyarant az abra sikjara me- c D
réleges és abbdl kifelé mutat, igy a magneses
indukcié nagysaga a két érték osszege lesz.

A hidnyos négyzetbdl az F'A és GC szaka-
szok nem hoznak létre magneses indukciot O- G
ban, mivel a szakaszok meghosszabbitasa &t- R
megy az O ponton. Az AD és DC szakaszok 4l- o F A
tal létrehozott indukcié meghatarozasahoz ve-
gyiink fel egy 2a oldalhosszisagi, O kézéppon-
ti négyzetet. Ez a négyzet a

_ 2v2pu01 _ V2u0l

- 2a Ta %

B*
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indukciét hozna létre a kézéppontjaban. Az AD és DC szakaszok egyiittesen éppen
a nagy négyzet negyedét adjak, igy az altaluk létrehozott indukcié:

B }\/ﬁuof

B, =
147Ta

A héromnegyed korvezetd altal létrehozott indukcié a kozéppontban a Biot—
Savart-torvény (vagy a teljes korvezetd ismert 4% indukeidja) alapjan:

ol
2R
Cpo I3 3Buol

TR T SR

Igy a mégneses indukcié nagységa az O pontban:

V2uol  3pol (\@ 3 )
= pol .

ira TSR ima TSR

B=Bi+B;=

Klement Tamds (Pécsi Lebwey Kldara Gimn., 11. évf.)

25 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 8, hidnyos (1 pont)
2 dolgozat.

P. 5564. Egy pingponglabda a vizszintes siki pingpongitdn nyugszik. Az utdt
vizszintes iranyban mozgatni kezdjik gy, hogy az nulla kezddsebességil, A ampliti-
doju, w korfrekvencidju rezgémozgdst végezzen. Adjuk meg a labda kézéppontjanak
elmozduldsdt az idd figguényében! Milyen hosszi nyomot hagy az enyhén begrafito-
zott labda az utén? (Tegyiik fel, hogy a labda nem hagyja el az td feliletét és nem
csuszik meg rajta.)

(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy

Megoldas. Legyen a labda toémege m, sugara R, tomegkozéppontjanak gyorsu-
lasa a, szoggyorsuldsa (. Az uté gyorsuldsa ag, a labdara hat6 tapadasi strlédasi
er6 S. A pozitiv irdnyokat a mozgasrdl készitett vazlatos oldalnézeti dbra mutatja.

A labda mozgasegyenletei:

~
ma =S,
’ S
amibdl 5 > 0y
g mE,
=5

A tapadas miatt a labda tit6vel érintkez6 pontjanak gyorsuldsa minden idépilla-
natban megegyezik az ité gyorsulasaval:

Q+RB:CLO.

a 1+mR2 =a
@ — (0,
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és felhaszndlva, hogy a vékony fali gombhéj tehetetlenségi nyomatéka © = %mR2:

2
a=—ap.
540

A labda gyorsuldsa minden pillanatban ardnyos az ité gyorsulasaval, ésat =0
pillanatban mindkét test nyugalomban volt, igy a kitérésiik ardnya is ugyanekkora.
Az 0t6 A amplitudoja, w korfrekvenciaju rezgést végez, igy kitérése — felhasznalva
a v9(0) =0 és z9(0) = 0 feltételeket:

xo(t) = A(1 — coswt),

amibdl a labda kitérése az id6 fiiggvényében:

z(t) = %mo(t) = %A(l — coswt).

A labda ut6ho6z viszonyitott relativ elmozdulasa:

3
Tyrel =T — Ty = *EA(]. — COSC,LJiL)7
a relativ mozgas amplitudéja:
3
Arel = gAa
és igy a grafitnyom hossziséga:
6
£=2A,0 = 5A.

Csdka Péter (Pécsi Janus Pannonius Gimn., 12. évf.)

25 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldds. Kicsit hidnyos (34 pont) 4, hidnyos
(1-2 pont) 8, hibds 2, nem értékelt 1 dolgozat.

- P. 5565. Egy hosszi, hajlékony, sulyos ldnc egyik végét rogzitettiik.
A lelogo lanc akkor szakadna el, ha a sajat sulyandl nagyobb terhet akasz-
tandnk rd.

A ldncot az dbran ldthatd helyzetben elengedjiik. (A mozgé és a mdr
megfeszilt lancdarab is fiiggdleges egyenesnek tekinthetd.) Vajon elszakad-
e a ldnc?

(5 pont) Kozli: Gerencsér Jend, Kaposvar

Megoldas. Konnyen belathato, hogy a legnagyobb erd a lanc rogzitett végét
terheli, igy ezt fogjuk vizsgdlni. A linc akkor szakad el, ha az itt fellépd erd
meghaladja a lanc stlyanak kétszeresét. Fz az erd két erd eredGje: a rogzitésnek
egyrészt meg kell tartania a ldnc mar nyugalomban 1évé darabjénak Fy sulyét,
masrészt biztositania kell az éppen megdllé lancdarab fékezéséhez sziikséges Fy
erot.
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Jelolje a lanc teljes tomegét M, teljes hosszat L, és az egy-
ségnyi hosszra esé tomeget o = % A folyamatot jellemezziik a
lanc szabad végének az elengedés pontjatdl mért 0 < h < L ta-
volsdgaval. A mar nyugalomban 1év6 lancdarab hossza legyen h

£, amelyet h fiiggvényében az
L n h
202 F,

|t~

14

kifejezéssel adhatunk meg, hiszen kezdetben a lanc fele log a
rogzitett oldalon, a leesd darabnak pedig szintén a fele keriil
arra az oldalra (dbra).

N =
<
<

A nyugalomban 1évé lancdarab sulya:

2L 2

1)‘ VY F

h
Fg=9€g=Mg<+

A fékezéshez sziikséges erd meghatarozasahoz meg kell hatdroznunk, hogy egy
kicsiny dt id6 alatt mekkora tomeget mekkora sebességrol kell lefékezni. A lanc
rogzitetlen része szabadeséssel zuhan, igy h Gt megtétele utan a sebessége:

v =1/2gh,
a lefékezendd tomeg pedig:
dh M
dm o5 ﬁv(h)dt

A fékezéshez sziikséges er6t az impulzusvaltozasbdl hatarozhatjuk meg:

dmv Mv? _ Mgh

F =
P Tar oL L

A lanc felfiiggesztésénél fellépé erd:

h 1 h 3h 1

hiszen h < L. A lanc tehat nem szakad el.
Szabo Dondt (Miskolci Herman Otté Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. Egy lancot kétféleképpen is modellezhetiink. Ha a felsé végei kicsit tavo-
labb vannak egymdstol, és a lanc nagyon hajlékony, a lancban végig hiuzéfesziiltség lesz,
és igy a leesO rész gyorsuldsa g-nél nagyobb lehet. Ilyenkor a rendszer konzervativ. Ha a
lancot kozelitjiikk az egydimenziés esethez, elromlik a konzervativitds, a kanyarulatnal 1évo
lancszemek rugalmatlanul {itkéznek, egy-egy lancszem impulzusa hirtelen nullava valik,
és ez rantja meg a mar nem mozgo részt. A feladat megoldasa ezt a masodik értelmezést
koveti: az energia disszipalodik, a lees6 lancdarab fesziiltségmentes, és igy szabadon esik.

35 dolgozat érkezett. Helyes 5 megoldds. Kicsit hidnyos (3-4 pont) 7, hidnyos
(1-2 pont) 14, hibds 5, nem értékelt 3 dolgozat.
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P. 5577. Egy gyijtolencse bal oldaldra

egy pontszert tdargyat helyeztink, amelybdl

N kiindulo két sugarat abrdzoltunk a lencsén

~ torténd dthaladds utdn. Az egyik sugdr ép-

SUF pen a lencse fokuszpontjan halad dt. Az ab-

~ ra alapjan szerkessziik meg (korzével, vo-

~ - < nalzéval) a fényforrds helyét! Irjuk le a szer-
A kesztés lépéseit!

=~ (4 pont) Példatari feladat nyoméan

T 2
3 o~
A\\F
\\\s\\\ 1
1
K
1. dbra

1. Meghosszabbitjuk a két megadott sugarmenetet gy, hogy messék egymast,
igy létrejon a képpont.

2. Ismert, hogy az optikai tengellyel parhuzamos fénysugar fog a torés utan a
fékuszponton at haladni, igy a felsd sugdrmenetnek a lencsével valé metszéspontjan
at parhuzamost szerkesztiink az optikai tengellyel.

3. Ismert, hogy az optikai kézépponton &t beérkezd fénysugar iranyvaltoztatas
nélkiil athalad a lencsén, ezért 0sszekotjiik a képpontot az optikai kdzépponttal, és
az egyenest meghosszabbitjuk egészen addig, amig nem metszi az elébbi egyenest.
Az {gy kapott metszéspont lesz a térgy (a fényforrds).

Klement Tamds (Pécsi Le6wey Klara Gimn., 11. évf.)

II. Megoldas. A szerkesztés 1épései:

1. Az (1)-es fénysugar dtmegy a
fokuszponton, igy biztosan az op-
(D) tikai tengellyel parhuzamosan ér-
P SO F kezett a lencséhez: abban a pont-
N ban, ahol athalad a lencsén, parhu-
B -~ \(2) AN zamost szerkesztiink az optikai ten-
=~ gellyel.

T 1

2. Azok a fénysugarak, amelyek
2. dbra parhuzamosan érkeznek a lencsére,

592 Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/9



a fékuszsikon metszik egymast. A fékuszponton dthaladd, lencsével parhuzamos
sik a fokuszsik, ezt megszerkesztve megkapjuk, hol metszi ezt a (2)-es fénysugdr.
Ezutén konnyen megszerkeszthetiink egy olyan (nem a fényforrasbol kiindul) fény-
sugarat, amely a tuls6é fokuszponton at érkezik, és igy az optikai tengellyel parhu-
zamosan érkezik ebbe a pontba.

3. A (2)-es fénysugar a lencse el6tt ezzel padrhuzamos, igy azt konnyen megszer-
keszthetjiik. A két fénysugar metszéspontja megadja a fényforras helyét.

Antigraviticids kupac csapat:
Papp Emese Petra, Nguyen Thien Minh, Pozsonyi Mdrk
(Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 9. évf.)

17 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hibds 1 dolgozat.

P. 5580. Két testvér a lakdsuk lépcsohd- m
zdban (vizszintesen mérve) 4,5 m tdvolsigbdl o 0%
,zoknicsatdzik” az &bra szerint. Aniké a pi-

hendrél, 4 m magassighdl 6 m/s, Bdlint pe-
dig 1,5 m magassagbol, a vizszintessel 45°-o0s 8
szdget bezars 8 m/s kezddsebességgel dobja el 4,
a zoknigombocot. Hatdrozzuk meg a két gom-

boc legkisebb tdvolsdgat, ha a gyerekek egyszer-

re dobtdk el azokat! (A kizegellendllast ne ve-

gyik figyelembe.)

(4 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves

m‘E

1,5m

4,5m

I. megoldas. A két test gyorsuldsanak nagysiga és irdnya is megegyezik, ezért
ha a mozgast egy veliik egyiitt gyorsul6é vonatkoztatasi rendszerbdl figyeljiik, akkor
mindkét test egyenesvonall egyenletes mozgast végez 6 m/s, illetve 8 m/s sebes-

m
65

d

min

1,5m

4,5m
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séggel. Tovabba, ha a vonatkoztatasi rendszeriinket a B pontbdl eldobott testhez
rogzitjiik, akkor az A pontbdl eldobott testet a két test sebességvektoranak kiilénb-
ségével latjuk mozogni, mig a B pontbdl eldobott test nyugalomban van.

A relativ sebesség nagysaga a koszinusztétel alapjan:

Vet = V62 + 82— 2.6-8- cos 135° = 12,96 m /s,
vizszintessel bezart szoge pedig a szinusztétel alapjan:

8 -$in135°
singo:ing:OA?)? = p=259°.

Az dbrdra berajzoltuk az A pontbdl eldobott test palydjat (a B ponthoz rogzi-
tett vonatkoztatdsi rendszerben): ez egy tg(—¢) = —0,485 meredekségii egyenes.
Az egyenes

h=4m-0,485-45m—15m=0,316 m

magasan halad el a B pont felett, és igy a tavolsiga a B ponttol:
dmin = hcosp = 0,28 m.

A két test kozotti legkisebb tévolsag tehat 28 cm.

Domgjdn Noémi Déra (Kecskeméti Katona J. Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. A testek kiterjedése (és az elhanyagolt légellendllds) miatt a tdvolsdgot
nincs értelme nagyobb pontossdggal megadni.

II. megoldas. Valasszuk az origét az A pont alatt a talajszinten. Az A pontbdl
eldobott test vizszintes hajitassal mozog, koordinatai az id6 fiiggvényében:

Il(t) = ’Ult és yl(t) = hl — gt2,
ahol vy =6 3, hy =4 m és g =981 5. A B pontbdl eldobott test ferde hajitdssal
mozog, koordinatai az id6 fliggvényében:
.%‘Q(t) =d— vyt ¢és yg(t) =ho+ ’Ugyt — th,

ahol d =45 m, vy, =8 7 -c0s45° = 5,66 =, vyy =8 = -sind5° =5,66 T és hy =
=1,5 m.

A két test d tavolsdganak minimumat keressiik. Ez ugyanakkor lesz, amikor
d?(t) minim4lis (hiszen d > 0).

d?(t) = (z2(t) —21(1)) + (y2(t) — 91 (1)* =

2
= (d — Voxt — ’Ult)2 + (hg + vyt — th — (hl - %tQ)) =
2 2

—167,9 o 12— 1332 £ 426,5 m? = at® + bt +c.
S S
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A masodfoku kifejezés a
—b
tmin =7 =0,
7 0,397 s

idépontban lesz minimalis. A minimum értéke d?(tpmin) = 0,081 m?, amibél a kere-
sett minimalis tavolsag:

Awin = \/Cm ~ 0,28 m.

Vincze Anna (Kecskeméti Katona J. Gimn., 10. évf.)

Megjegyzés. A minimum helye és értéke derivalassal vagy grafikus mddszerrel is meg-
kaphato.

76 dolgozat érkezett. Helyes 45 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 8, hidnyos (1-2 pont)
9, hibéas 13, nem értékelt 1 dolgozat.

P. 5582. A Cassini-tirszonda adatainak feldolgozdsdval ldtvdnyos vided® késziilt,
amelyen az ldathato, hogy a Jupiter Europa holdja ,lehagyja” az Io nevi holdat. Ez
latszolag ellentmond a Kepler-torvényeknek, hiszen a Jupiterhez kozelebb lévd Io
keringési sebessége nagyobb, mint a tavolabbi Europa holdé. A paradoxzon felolddsa:
a Cassini-szonda is mozgott, amikor a felvétel készilt. Legfeljebb milyen messze
lehet a Jupitertdl egy, a bolygo kéril keringd trszonda, és milyen irdnyba kering,
hogy egy ilyen furcsa ,szerepcsere” létrejojjon? Tekintsiik gy, hogy a holdak és az
trszonda kézel azonos sikban, kérpdlydkon keringenek.

(5 pont) Kozli: Gnadig Péter, Vicduka

Megoldas. A jelenség csak akkor lehet-
séges, ha az lirszonda a holdakkal ellenté-
tes irdnyba kering (ezt a végén meg fogjuk
mutatni). Az Europa akkor elézi meg 14t-
szolag az lot, ha az irszondabdl nézve na-
gyobb latszélagos szogsebességgel mozog:

Wa,3 > W13,

azaz (az dbra jeloléseit haszndlva):

vg + U3 > V1 +v3
r3—"T2 ?“3—7"1'

(1)

A gravitiacié6 hatdsira korpalydn mozgd

test mozgasegyenlete:

112

m— =
r

amibdl

Shttps://www.flickr.com/photos/kevinmgill/44583965185/
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Ezt felhaszndlva (és /yM-mel mindkét oldalt elosztva) az egyenlStlenség

1 1 1 1
mrvs vt vn
r3 —7T9 ry —T1

alakba irhaté. A szamlaloban 1é6v6 torteket k6zos nevezére hozva, a nevezdket pedig
szorzatta bontva:

NV VBT
NAENE] NGz

(Vs +vr) (Vs — i) (Vi + /) (Vi —vi)

majd egyszerisitve és tovabb alakitva:

1 1
VE(—VE) | VW)
Vr2y/r3 —ry <\/r1y/rs — 7,
Vs (Ve —/r1) <ra—r1,

Vs <V,
rs < (V1 + V).

A tébldzatokban megtalalhat6 adatok szerint r1 =422 ezer km és ro = 671 ezer km,
amibol az tirszonda lehetséges palyasugarara r3 < 2,16 millié6 km adédik.

Amennyiben az lirszonda a holdakkal azonos irdnyba keringene, az (1) egyenlet

igy médosulna:
V2 — U3 U1 — U3
>

r3—T2 7"3*7“17

és ebbol az el6z6khoz hasonld atalakitasok utan a

Vs (2 —/11) <r1—712

egyenlttlenség adddna, amely nem teljesiilhet, hiszen a bal oldal pozitiv, a jobb
oldal pedig negativ.

Az tirszonda tehat legfeljebb 2,16 milliékm sugarti palyan keringhetett.
Kovdcs Tamds (Szeged, SZTE Gyak. Gimn. és Alt. Isk., 11. évf.)

16 dolgozat érkezett. Helyes 6 megold4s. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 5, hidnyos (1-2 pont)
5 dolgozat.

P. 5583. Az abran ldthato 3m témegi és 3L hosszisdgi vékony, homogén tomeg-
eloszlast rid az eqyik végétdl L tavolsdagra lévd vizszintes tengely koril fiiggdleges
stkban surloddsmentesen foroghat. A rudat a mdsik végéhez csatlakozo fiiggdleges
fondl segitségével vizszintesen tartjuk.

L / 2L

[ 2
7

m 2m
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a) Mekkora erdt fejt ki a fondl és a tengely a ridra ebben az egyensilyi dllapot-
ban?

b) A fondl elvdgdsdt kévetden mekkora lesz a rid alsdé végpontjanak sebessége
akkor, amikor a rid a fiiggdleges egyenesen halad dt?
¢) Mekkora ebben a pillanatban a tengely dltal kifejtett erd?
(4 pont) Kézli: Veres Dénes, Szolnok
Megoldés. a) A 3m tomegli, homogén tomegeloszlasi ridra az O geometriai

kozéppontjaban hat 3mg erd, illetve a rudat a jobb oldali végén a fonal fiiggblegesen
felfelé mutaté K erével tartja.

1y oL T
L
2 o K
T
3L 3L
2 2
VY 3mg
1. dbra

A forgatényomatékok egyensilya a T tengelyre:
L
3mg§ =K 2L,

amibdl a keresett kotélerd:

K= ng.

Mivel K < 3mg, igy a tengely is kifejt a ridra egy fiiggblegesen felfelé mutaté Fy
er6t. Az erdk egyensulya:
P+ K =3myg,

amibdl a tengely altal ebben az egyensulyi allapotban kifejtett erd:

9
Fy=3mg—K = 7"

b) A fonal elvigasat kovetéen megsziinik a K erd, igy a 3mg eré elkezdi forgatni a
testet a tengely koriil. Egy vékony, ¢ hossztsagti, M tomegii rud tomegkozéppontjan
atmeno tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékas:

1

M2
12 ’

(—)tkp =

esetliinkben:

1 9
= L)? = mlL?.
B0 123m(3 ) 1"
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A Steiner-tétel alapjan a T tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték:

L 2
Or=0p+3m| =] = gmL2 + §mL2 = 3mL>.
2 4 4
A
L
| 20 e
T
V3mg
2. dbra

A helyzeti energia szempontjabdl csak a rud toémegkodzéppontjanak a helyzete
szamit. Legyen a 0-szint a rud fiiggéleges helyzetében a tomegkdzéppont helye.
Ekkor a vizszintes helyzetben a nyugalomban 1év6 riad helyzeti energidja:

L 3
Ey, = 3mg§ = imgL.

A fiiggbleges helyzetben (ahol a test helyzeti energidja nulla) a rid mér w szogse-
bességgel forog a tengely koriil, {gy a mozgdsi (,forgdsi”) energidja:

1 3

E, = i@TwQ = imL2w2.

A rudra semmilyen fékez&eré nem hat, igy teljesiil a mechanikai energia megmara-
désa a vizszintes és a fiiggdleges helyzet kozott:

Eh = Em,
3 3
imgL = §mL2w2,
w=/Z
T

A rud alsé végpontja 2L tavolsidgra van a tengelytdl, igy a keresett sebesség:

v=2Lw=24/Lg.
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c¢) A figgbleges helyzetben a tomegkozéppont centripetélis gyorsuldsa:

A testre a nehézségi erd és a tengely altal kifejtett, fiiggélegesen felfelé mutatd Fy
er6 hat. A mozgasegyenlet:

3macp = Fy — 3mg,

amibdl a tengely altal ebben a pillanatban kifejtett erc:

9
Fy =3macp +3mg = img.

Varga Vivien (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 10. évf.)

79 dolgozat érkezett. Helyes 20 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 15, hidnyos
(1-2 pont) 41, hibas 3 dolgozat.

P. 5588. Egy R sugaru, vékony, +Q toltéssel egyenletesen toltétt szigetelogyiiri
vizszintes stkban helyezkedik el. A régzitett gydrd dtmérdje mentén (pl. egy kife-
szitett horgdszzsindron) egy +q toltésd, m témegl pontszerd test mozoghat sirlo-
ddsmentesen. A pontszeri testet egyensulyi helyzetébdl kicsit kitéritjik. Mekkora a

bekovetkezd kis rezgések periddusideje?

(6 pont) Kozli: Vigh M&té, Biatorbdgy

I. megoldas. Kezdetben vizsgaljuk a szigetel6gyfirtit a kis ¢ toltés nélkiil. Irjuk
fel a Gauss-torvényt egy kicsiny hengerre, amely a szigetel6gytirii kbzéppontjaban
helyezkedik el, tengelye egybeesik a gyliri tengelyével, sugara r < R és magassiga
h< R (1. dbra).

R
r

1. dbra

Szimmetria miatt a kicsiny henger paldstjan a térerGsség a tengely felé mutat,
a henger alapjain pedig kifelé. Mivel r < R, vehetjiik ugy, hogy a két korlapon az
elektromos tér homogén, igy elég meghatarozni a térerésséget a korlapok kozepén.
A X vonalmenti toltéssiiriiségii gy{irti kicsiny d¢ hossziisagta darabja altal a henger
fed6lapjédnak kozepén keltett térerésség (2. dbra):

A/
ameo (R2+(3)%)
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ennek axiglis (tengelyirdnyd) komponense (a radidlis komponensekkel nem kell
foglalkoznunk, mert a szimmetria miatt az 6sszegzésnél kioltjdk egymédst):

dFE, =dFEsina = Adf sina.

47eg (R2 + (%)2)

\ dFE,
dF
h/2 M

”””””” R

2. dabra

Esetiinkben % < 1, igy haszndlhatjuk az e € 1 = (14+¢)" &~ 1+ ne, valamint az
akl = sinaxtga= % kozelitéseket:

e n\?%\ h
= —— 1 — —
dEq dreo R2 ( + <2R> ) 2R’

majd a harmadrendii tagokat elhagyva:

Ah

dE, = —
& 87TEOR3

de.

Az Osszegzés konnyen elvégezhetd, hiszen a df el6tt alld tényezd egy konstans:

Y . Qn
7 8reR3 = 8megR3’

ahol felhasznéltuk, hogy 27 RA = @, a gylru Gssztoltése.
Igy a kicsiny henger két korlapjan Gsszesen

Qhr?
4€0R3

o, =2E, %7 =

fluxus 1ép ki, és igy — mivel a hengeren beliil nincsen t6ltés — a palastjan ugyanek-
kora fluxus 1ép be:
B Qhr?
b 4€0R3 ’
ahol a negativ el6jel a belépésre utal. Mivel % < R, a térerOsség nagysagat vehetjiik

a palast feliletén mindenhol ugyanakkoranak, és igy a 2hrm feliileti paldston a
radidlis iranyn térerdsség:

o, Q

T 2hrm - _8’/T€(]R3 "

ahol a negativ el6jel ismét azt mutatja, hogy a térerGsség befelé, a kézéppont felé
mutat.
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Most helyezziikk a m tomegii, ¢ toltésii kis testet a zsinérra. Az egyensilyi
helyzete a gytirt sikjaban a szimmetriatengelyen van. Innen radidlisan r tavolsagra
kimozditva az eddigiek alapjan ra

Qq

Fr=qE, =~
a 87T€0R3

r

(befelé mutatd, sugarirdnyt) erd fog hatni, és {gy a mozgdsegyenlet alapjdn

a, = i = __Ga T
"om 8megmR3
(kitéréssel ellentétes irdnyt) gyorsuldsa lesz. Ez a harmonikus rezgémozgas jol
ismert differencidlegyenlete, melynek megoldasa

r(t) = rosin(wt 4+ ¢o),

I
8megmR3’
amibdl a keresett periddusidé
T 2m o 8megmR3 o 2mR3.
w Qq kQq

II. megoldas. A gyfir{i terét a gyfirii sikjaban, a
kozépponttdl r tavolsagra kozvetleniil is kiszamit-
hatjuk. Egy d¢ hossztsagu gytriidarab altal létre-
hozott térerésség itt (a 3. dbra alapjdn, valamint a
korabbi jeloléseket haszndlva):

ahol

Adl

dF = —
dreqr?’

ahol 22 = R? + 72 — 2Rrcosp. Ennek radiélis kom-
ponense:
dE, = —dFEcosa,

3. dbra

ahol a negativ eldjel arra utal, hogy a térerGsség
befelé mutat. Szintén a 3. dbra alapjan:
Rcosp—r
Rcosp=r+zcosac = cosa= et Sy
x

Behelyettesitve cosa és x kifejezését, majd r < R miatt  magasabb hatvinyait
elhanyagolva, és az e € 1 = (1+4¢)" =~ 1+ ne kozelitést ismét alkalmazva, végiil
felhasznalva, hogy d¢ = Rdp:

A — Adl(Rcosp —1) Adl(cosp — 5)
r= — 3 = — 3 ~
dmeow 4megR? (1 + 1%22 —2%cos <p) 2
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Ad/

r r
" —7471_60]%2 (cosgp — E) (1 +3E cosap) o

A r 9 r
v <3Ecos (p+cosp — E) dl =
A

' '
- 37 cos? ——)d .
47r50R( RSP reospmp)de

Az eredd radidlis térerésség pedig ennek a teljes gytriire vett integralja:

27
A r r
E= [dE = (7 2 ——)d -
/ 47T€0R/ SRCOS @+ cosp = %)
0

A r r A Q
ArzoR ( TRTVTATR 1eoR2 T BreoRE

Megjegyzés. Felhasznaltuk, hogy f Ozﬁcoschdcp =2m- % =m. Ez az effektiv érték ismert
kiszam{tasdbdl, vagy a cos®p = %(1 + cos2¢) Osszefliggés segitségével is megkaphato.

Ugyanarra a kifejezésre jutottunk, mint az el6z6 megoldasban, innentdl a két
megoldas megegyezik.
Toth Kolos Barnabds (Budapest V. Ker. Eotvos Jézsef Gimn., 11. évf.)

19 dolgozat érkezett. Helyes 6 megoldds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 3, hidnyos
(1-3 pont) 7, nem versenyszerii 3 dolgozat.

Fizikabol kitiizott feladatok

M. 436. Vizsgaljuk egy pingponglabda pattogdsait hangfeldolgoz6 program vagy
telefonos alkalmazds segitségével legaldbb harom kiilonbozé szildrd feliileten (fa,
iiveg, jardlap stb.). Mérjiikk meg a pattogdsokra jellemz6 titkozési szdmot!

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy

Am G. 869. Egy gépkocsi elso, illetve hatsé kere-

D —— kei egy olyan téglalap cstucsaiban helyezkednek el,

gﬁ E— melynek oldalai 4 m és 2 m, ahogy ez az dbrdn 14t-
2m hato.

gﬁ o — a) Ha a hatsé kerekek alkotta szakasz kozép-

! pontja az auté kanyarodasakor R =10 m sugaru

110 m koron fordul korbe, akkor az auté vizes kerekei
mekkora sugari koroket rajzolnak a szaraz asz-
faltra?

602 Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/9



b) Kanyarodas kozben mekkora az els§ kerekek fliggleges tengely koriili szog-
elfordulasa?

(3 pont)

G. 870. Szamitsuk ki, mekkora erével lehet viz alatt tartani egy szabvanyos
pingponglabdat!

(3 pont)

G. 871. A hiitéviz hémérséklete 240 °F, amikor elhagyja az auté forré motorjat.
Miutan athalad az auté hiitojén, a hémérséklete 175 °F-re csokken. Szamitsuk ki,
hogy a motorbdl a hiitérendszeren keresztiil 1 6ra alatt mennyi hé jut a kérnyezetbe,
ha az autéban Osszesen 2 gallon hiitéfolyadék van, ami 15 mésodperc alatt aramlik
korbe a hiitérendszeren! A hiit6folyadék fajhéje 3,5 g‘%c, stirlisége megegyezik a
viz slirtiségével.

(8 pont) Amerikai feladat nyoméan

G. 872. Egy 100 Q ellenallasu lampa, egy 50 € ellenalldsi kenyérpirito és egy
500 2 ellenéllast vizszlir6 parhuzamosan csatlakozik a 230 V-os hélézatra. Mekkora
az ellenallasa annak a villanyvasalonak, amely a hal6zatbdl annyi dramot vesz fel,
mint a fenti harom késziilék egytittesen, és mekkora ez az dram?

(3 pont)

P. 5607. Egy rogzitett lejt6 tetejérél vizszintesen el-
hajitott kicsiny test éppen a lejté aljanal csapddik be
(dbra). A becsapddiskor a sebessége a lejt6é sikjaval
B = 19°-0s szoget zar be. Mekkora a lejté hajlasszoge?

(3 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, (Budapest)

P. 5608. A vizszinteshez viszonyitva 60°-os szogben 120 m/s sebességgel kil6tt
8 kg tomegi robbané 16vedék palyajanak tetépontjan egy 3 kg és egy 5 kg tomegi
darabra robban ugy, hogy azok egymashoz képesti sebessége merdleges a kilGtt
lovedék pélyasikjara. A robbanéskor felszabadulé 12 kJ energia 80%-a a darabok
mozgasi energidjanak novelésére hasznalodik el. A kilovés helyétdl

a) mekkora tavolsadgban és
b) mekkora sebességgel ér talajt a két rész?

(A légellenallast hanyagoljuk el!)
(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5609. Egy 330 ml-es iidit6italos dobozt kozelitsiink homogén tomegeloszla-
st hengerfeliilettel, melynek magassaga H = 14,6 cm, bels6é atmérdje d = 5,4 cm.
A doboz tomege M =14 g. Mennyi vizet toltstink a dobozba, hogy a lehetd leg-
alacsonyabban legyen a rendszer tomegkozéppontja? Milyen magasan van ekkor a
tomegkozéppont?

(4 pont) Kozli: Szentivdnszki Soma, Budapest
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P. 5610. Az Eros kisbolygd 1,13 CSE-re kozeliti meg a Napot, naptavolban
1,78 CSE-re keril téle. CSE a csillagdszati egység, a Nap-Fold kozepes tavolsidga.
Mekkora az Eros kisbolygé legnagyobb és legkisebb sebessége?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 5611. Az dbrdn lathatd ,kettds jojé” két egyforma, homogén
tomegeloszlasi korongbdl és a rajuk tekert fonalakbol &ll.

A két testet a fonalak fiigg6leges helyzetébdl kezdbsebesség nélkiil
inditjuk el.

a) Melyik korong tengelyének lesz nagyobb a sebessége egy bizonyos
id6 elteltével, és hanyszorosa ez a sebesség a masik korongénak?

b) Melyik korong szogsebessége lesz nagyobb egy bizonyos id6 eltel-
tével, és hanyszorosa ez a szogsebesség a masik korongénak?

(A kérdéses pillanatban a fonalak még nem tekeredtek le a korongokrol.)
(5 pont) Koézli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5612. 25 °C-os nitrogéngazzal 1000 J hét kozlink, mikézben dllandé homér-
sékleten kitdgul. Ezutdn a gazt adiabatikusan tagitjuk, amelynek hatasara 0 °C
hoémérsékletre hiil. Ugyanebbe a végallapotba juthattunk volna, ha a gazt el6szor
adiabatikusan, majd izotermikusan tégitjuk. Mennyi hét kellene ebben az esetben
kozolni a gazzal az izoterm folyamat soran?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

P. 5613. Egy mol rézbdl késziilt lapos korongot 1 m /s nagysagi, vizszintes irdny
sebességgel mozgatunk szintén vizszintes, a sebességre meréleges, 1 T er6sségii,
homogén magneses térben. A korong ugy helyezkedik el, hogy alap- és fed6lapja is
vizszintes. Az alap- és fed6lap atmérdje hisszorosa a korong magassidganak.

Becsiiljiik meg, hogy a mozgasi indukcié kévetkeztében hany elektron halmozo-
dik fel a korong negativra t6lt6d6 lapjan!

(4 pont) Példatéri feladat nyomdn

P. 5614. Szamos olyan radioaktiv izotép létezik, melyek pozitiv béta-bomlasra
és elektronbefogdsra egyarant képesek (mindkét esetben ugyanaz a mag keletkezik).
Melyik folyamatnak nagyobb a bomlasi energidja és mennyivel?

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhéz

P. 5615. Egy Uy =4 V fesziiltségli idedlis telep, egy R =0,5  ellenalldsu fo-
gyaszt6, egy kapcesol6 és két dirisztor (D) felhaszndldsdval az a) dbrdn lathaté
kapcsolast allitjuk 6ssze. A diirisztor egy olyan aramkori elem, amely egy L=1H
induktivitasu idealis tekercs és egy nemlinearis r ellenéllas soros kapcsolasabol all.
Az ellenallas U, (Ip) karakterisztikajat a b) dbra mutatja.

a) Mekkordk lehetnek staciondrius (azaz id6ben dllandd) esetben a mellékdgak-
ban folyé aramok?

Segitség: Lasd a P. 5604. feladatot és annak megoldasat a munkafiizetben.
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R U (V)
| I | 47
37
U = D D 2+
17
K In(A)
e 0 | | | I

a) b)

b) A ¢t =0 pillanatban bekapcsoljuk a kapcsolét. Vazoljuk fel a diirisztorokon
atfoly6 aramokat az id6 fiiggvényében. Mekkorak lesznek ezek az dramok hosszabb
id6 utan?

Segitség: Tegyiik fel, hogy ekézben a szimmetria miatt a két diirisztoron azonos
aram folyik.

¢) Az egyensilyi allapotban egy kis zavar keletkezik: az egyik diirisztor drama
egy nagyon kicsit lecstkken, a mésiké pedig ugyanennyivel megnd. Vazoljuk fel
a két diirisztor dramét ezutén az id6 fiiggvényében. Mekkordk lesznek az egyes
dirisztorok dramai hosszabb idé utan? Mit allithatunk az a) kérdésben megadott
staciondrius megoldasok stabilitdsardl?

Segitség: Felhasznalhatjuk, hogy ha a kis zavar az els§ egyensulyi allapothoz
képest szimmetrikus, akkor a két durisztor aramanak Gsszege alland6é marad.

(6 pont) Diirer Verseny feladata nyoman

*

Bekiildési hatarid6: 2025. januar 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL
FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 74. No. 9. December 2024)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 557): K. 834. In the addition IT +
+ 1T +1IT = DID different letters stand for different numbers, the same letters stand for the
same numbers. Find the numerical value of the addends and the result. K. 835. Determine
the number of four digit numbers, in which one of the digits equals the triple of the sum of
the other three digits. K. 836. For right triangle ABC point D is chosen on the extension
of the unit length leg AB beyond B with the property BD = AC/2. Let E denote the
midpoint of leg AC. The ratio of the areas of triangles AED and ABC'is 2: 3. Determine
the length of line segment BD. K/C. 837. We have a 4 x 4 table with a chessboard pattern.
In a step we change the color of each square in a 2 x 2 part of the table: black squares
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become white and white squares become black. a) Is it possible to turn the whole table
into black? b) And if we start with a 5 x 5 board, is it possible to turn the whole table
into black? K/C. 838. Can the difference of the square of two prime numbers be 20247

New exercises for practice — competition C (see page 558): Exercises up to grade 10:
K/C. 837. See the text at Exercises K. K/C. 838. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1833. Solve the system of equations a+c=b, a®> —c=0b%, a+b=c> for
natural numbers a, b and c. (Proposed by: Bdlint Biré, Eger) C. 1834. Three handsome
princes competed for the hand of the beautiful daughter of the Blue King: the Red Prince,
the White Prince, and the Green Prince. The first trial was the test of good taste. The
princes were each given a regular blue 20-sided polygon and were allowed to color any
part of it with their own color, as tastefully as possible. What the princess did not tell
them was that she had already decided in advance: anyone who painted more than one-
fifth of the 20-sided polygon with their own color would be considered too egotistical and
therefore would not be allowed to continue competing for her hand. The princes created
the following patterns (see page 559). Which of them advanced to the next round of
the trials? (Where the task was actually to defeat and eat a seven-headed dragon, but
that’s another math problem altogether.) (Proposed by: Zoltdn Bertalan, Békéscsaba)
C. 1835. |z| denotes the floor of number z, and {z} denotes its fractional part. Prove

2024

that equation [x]-{z} = 555z has an infinite number of solutions on the set of rational

numbers. (Proposed by: Mihdly Bence, Brassé)

Exercises upwards of grade 11: C. 1836. Circle k£ containing the endpoints of the base
AB of isosceles triangle ABC touches lines AC' and BC' at A and B. Let P be a point of
circle k that is different from points A and B. Prove that the distance of P from side AB
is at most the average of its distances from sides AC and BC. (Proposed by: Bdlint Bird,
Eger) C. 1837. The ancient Greeks were already familiar with the fact that 7 ~ 3.1416
can be approximated with the fraction 22/7 & 3.1429. How many pairs of positive integers
(a;b) satisfy the following properties: 1 < b < 100 and the decimal form of ¢ starts as 3.147
(Proposed by: Katalin Abigél Kozma, Gydr)

New exercises — competition B (see page 577): B. 5422. Two natural numbers are
relatives if they differ in at most one digit. Does there exist a number whose relatives are
all composite? (3 points) (Proposed by: Mdrton Lovas, Budakaldsz) B. 5423. {z} denotes
the fractional part of x. Does there exist a positive integer n for which {\/in} . {%}
is rational? (3 points) (Proposed by: Bdlint Hujter, Budapest) B. 5424. For an arbitrary
positive integer n let K, denote the shape obtained by cutting out an (n—1) x (n — 1)
square from all four corners of a (2n) x (2n) ‘chessboard’ according to the diagrams
(see page 577). Let a, denote the number of ways K, can be partitioned into 1 X
x 2 ‘dominoes’ (for example, a1 =2 and a2 =8). Prove that 2a, is a perfect square
for every n. (4 points) (Proposed by: Attila Sztranydk, Budapest) B. 5425. Let ABCD
be a cyclic quadrilateral, let E be the midpoint of AC and O be the centre of the
circumcircle such that O and E are distinct. Prove that if OEBD is cyclic then EC
bisects angle DEB. (4 points) (Proposed by: Akos Somogyi, London) B. 5426. Jumpy, the
grasshopper is jumping around on the positive integers of the numberline, visiting each
exactly once. Is it possible that the lengths of his jumps produce every positive integer
exactly once? (5 points) (Proposed by: Mdrton Lovas, Budakaldsz) B. 5427. Let P be an
internal point in triangle ABC. Let lines AP, BP and CP intersect sides BC, CA and
AB in points L, M and N, respectively. Prove that P is the centroid of triangle ABC
if and only if P is the centroid of triangle LM N. (5 points) (Crux Mathematicorum)
B. 5428. Solve the equation 5% + 12° = 13° on non-negative integers. (6 points) (Proposed
by: Akos Somogyi, London) B. 5429. For every points X, Y, Z, denote by [XY Z] the area
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of triangle XY Z. Show that if points A, B, C, D, E, F lie on a non-degenerate conic
section then [ABC)-[CDE]-[EFA]-[BDF|=[BCD]-[DEF]-[FAB]-[ACE)]. (6 points)
(Proposed by: Géza Kés, Budapest)

New problems — competition A (see page 578): A. 893. In a text editor program,
initially there is a footprint symbol (L) that we want to multiply. Unfortunately, our
computer has been the victim of a hacker attack, and only two functions are working:
Copy and Paste, each costing 1 Diirer dollar to use. Using the Copy function, we can select
one or more consecutive symbols from the existing ones, and the computer memorizes
their number. When using the Paste function, the computer adds as many new footprint
symbols to the sequence as were selected in the last Copy. If no Copy has been done
yet, Paste cannot be used. Let D(n) denote the minimum number of Diirer dollars
required to obtain exactly n footprint symbols. Prove that for any positive integer k, there
exists a positive integer N such that D(N)=D(N+1)+1=D(N+2)=D(N+3)+1=
=D(N+4)=...=D(N+2k—1)4+1= D(N +2k). (Based on a problem of the Diirer
Competition) A. 894. In convex polyhedron ABCDE line segment DFE intersects the
plane of triangle ABC inside the triangle. Rotate the point D outward into the plane of
triangle ABC' around the lines AB, BC, C A; let the resulting points be D1, D2, and Ds.
Similarly, rotate the point E outward into the plane of triangle ABC around the lines AB,
BC, CA; let the resulting points be Ey, Fa, and Fs3. Show that if the polyhedron has an
inscribed sphere, then the circumcircles of D1 D2 D3 and E; Es Es are concentric. (Proposed
by: Géza Kds, Budapest) A. 895. Let’s call a function f: R — R weakly periodic if it is
continuous and satisfies f(z 4+ 1) = f(f(x)) +1 for all € R. a) Does there exist a weakly
periodic function such that f(z) > z for all z € R? b) Does there exist a weakly periodic
function such that f(z) < z for all z € R? (Proposed by: Andrds Imolay, Budapest)

Problems in Physics
(see page 602)

M. 436. Investigate the bounces of a ping-pong ball on at least three different solid
surfaces (wood, glass, paving slabs, etc.) using a sound processing program or a phone
application. Measure the coefficient of restitution, typical for the bounces.

G. 869. A car’s front and rear wheels are at the vertices of a rectangle with sides 4 m
and 2 m, as shown in the figure. a) If the centre of the line segment between the rear
wheels turns around a circle of radius R = 10 m when the car turns, what is the radius
of the circles drawn by the wet wheels of the car on the dry asphalt? b) During turning,
what is the angle turned by the front wheels about the vertical axis? G. 870. Calculate
the force needed to keep a standard ping-pong ball under water. G. 871. The temperature
of the coolant of a car is 240 °F when it leaves the engine of the car. After it passes
through the car’s radiator, its temperature drops to 175 °F. Calculate how much heat
is released from the engine through the cooling system to the environment in 1 hour if
there are 2 gallons of coolant in the car, which circulates through the cooling system in
15 seconds. The coolant has a specific heat of 3.5 g;—lc and density equal to that of water.
G. 872. A lamp, of resistance 100 €2, a toaster of resistance 50 {2 and an electric water
filter of resistance 500 2 are connected in parallel to the 230 V voltage supply. What is
the resistance of the electric iron that draws as much current from the mains supply as
the three appliances together, and what is this current?

P. 5607. A small body is projected horizontally from the top of a fixed slope, and hits
the bottom of the slope (see the figure). On impact, its velocity makes an angle of § =19°
with the plane of the slope. What is the angle of inclination of the slope? P. 5608. An
explosive projectile of mass 8 kg is fired at an angle of 60° with respect to the horizontal,
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with an initial speed of 120 m/s. It explodes at the top of its trajectory into two pieces of
masses 3 kg and 5 kg such that the relative velocities of the two pieces are perpendicular
to the plane of the trajectory of the projectile. 80% of the 12 kJ energy released in the
explosion is used to increase the kinetic energy of the pieces. From the position of the
launch a) how far and b) at what speed will the two pieces reach the ground? (Neglect
air resistance.) P. 5609. Approximate a beverage can of volume 330 ml with a uniform
mass distribution cylinder of height H = 14.6 cm and inside diameter of d = 5.4 cm. The
mass of the can is M =14 g. How much water should be poured into the can in order
that the centre of mass of the system be as low as possible? At what height is the centre
of mass then? P. 5610. The minor planet Eros approaches the Sun at 1.13 AU (when it
is at the closest point), and it is 1.78 AU away from the Sun at the furthest point of its
orbit. AU is the abbreviation of astronomical unit, 1 AU is the mean distance between
the Sun and the Earth. What is the maximum and minimum speed of the minor planet
Eros? P. 5611. The “double yo-yo” shown in the figure consists of two identical discs with
uniform mass distribution and the yarns wound on them. The two discs are released with
zero initial velocity such that the yarns are vertical. ) Which of the two discs’ axis will
have a greater speed after a certain time elapsed, and how many times this speed is greater
than the speed of the axis of the other disc? ) Which disc’s angular speed will be greater
after a certain time elapsed, and by what factor will this angular speed be greater than
that of the other disc? (At the moment in question, the yarns have not yet been unwound
from the discs.) P. 5612. A 1000 J thermal energy is transferred to a sample of nitrogen
gas, which expands at a constant temperature of 25 °C. Then the gas further expands
adiabatically such that the gas cools to a temperature of 0 °C. The same final state could
have been reached, if the gas had first expanded adiabatically and then isothermally. In
this case, how much heat would have to be transferred to the gas during the isothermal
process? P. 5613. A flat disc, made of 1 mole copper, is moved at a horizontal velocity
of 1 m/s in a horizontal and uniform magnetic field of 1 T, which is perpendicular to
the velocity of the copper disc. The disc is positioned so that both its base and top are
horizontal. The diameter of the base and top plates is twenty times the height of the disc.
Estimate the number of electrons that accumulate on the negatively charged side of the
disc due to the motional induction. P. 5614. There are several radioactive isotopes that
can both undergo positive beta decay and electron capture (both of which produce the
same nuclide). Which has a higher decay energy and by how much? P. 5615. Using an ideal
battery with an electromotive force of Uy =4 V, a load with a resistance of R = 0.5 ,
a switch and two diristors (D), we construct the circuit shown in figure a. A diiristor
is a circuit element consisting of an ideal coil with inductance L =1 H and a non-linear
resistor of resistance r, which are connected in series. The U, (Ip) characteristics of the
resistor is shown in figure b. a) In the stationary (that is, constant in time) case, what
are the currents in the sub-branches? Hint: See problem P. 5604. and its solution in the
workbook. b) At the moment ¢ =0 we turn on the switch. Sketch the currents flowing
through the diiristors as a function of time. What will these currents be after a long
time elapsed? Hint: Suppose that during this time, due to symmetry, the same current
flows through each diiristor. ¢) During the equilibrium state a small imbalance occurs: the
current through one of the diiristors decreases by a very small amount, and the current
of the other increases by the same amount. Plot the currents of the two diiristors as
a function of time, after this imbalance occurs. What will the currents of each of the
two diiristors be after a long time elapsed? What can we say about the stability of the
stationary solutions given in a)? Hint: We can use that if the small imbalance is symmetric
with respect to the first equilibrium state, then the sum of the currents through the two
diiristors remains constant.
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Természettudomanyi Kar

Az ELTE Természettudomanyi Kara (TTK) minden felmérés
szerint az egyik legjobb egyetemi kar Magyarorszagon. A
képzések a természettudomanyok teljes spektrumat feldlelik:
matematika, biologia, fizika, f6ldrajz, féldtudomanyi, kémia,
kdrnyezettan alapszakok (BSc) — ezeken belil kiilénbdzd
szakiranyok (biofizikus, csillagasz, meteorologus...) — kerdl-
nek meghirdetésre. https://ttk.elte.hu/

Matematikai Intézet

A matematika alapszak (BSc) egyarant felkészit a kutatoi
életpalyara és a matematika kiilonb6z6 teriileteken térténd magas
szintl alkalmazasarais —kivalé karrierlehetéségeket nyujtva.

Az intézetben nagy hangsulyt helyeziink a tehetséggondozasra és
arra, hogy a valaszthatd szintek és blokkok révén mindenki
megtalalja a neki megfelel6 kurzusokat.

Az intézetben altalanos- és kdzépiskolai tanarképzést is folytatunk
osztatlan matematikatanari szakon. http://lwww.math.elte.hu/

Az ELTE TTK idén december 10-én tartja nyilt napjat: https:/ttk.elte.hu/nyiltnap_2024.
Haesetleg késdn jutna el hozzad ez a hir,a program a fentilinken vissza is nézhet6.
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