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Rejtvények, 6rddglakatok
Szimmetriakeres6k

|

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorét mu-
tatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonbo6z6 kirakéds jatékok, topo-
légiai feladvanyok, 6rdoglakatok és a matematikat felhasznalé biivészmutatvanyok.

Manapsdag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a biivészmutatvanyok triikkkjeit mi taldljuk
ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiik el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, dltaldnositani, igyekezziink 1j feladatokat kitalalni.

Az International Puzzle Party
(réviden IPP) az ,,6rddglakatos”
kozosség legnagyobb, nemzetko-
zi rendezvénye, amelynek egyik
f6 attrakcidja a Yob Noshigahara
Puzzle Design Competition. Er-
| re az évente megrendezett ver-
senyre a vildg minden tajardl ér-
keznek 0j feladvanyok, amelyeket
egy szakértékbdl allo zsdri, és a
(jobbéra szintén szakért6kbdl al-
16) kozonség is dijaz. 2010-ben Hiroshi Yamamoto az EX 3 névre keresztelt ja-
tékaval nevezett. A feladvdny egyszerd, rakjunk éssze a hdrom megadott siklapbdl
valami szimmetrikusat. (Az elemek itt is, és minden tovabbi bemutatott feladat-
ban is atfordithatoak a masik oldalukra.) Ez a puzzle l1ényegében kategdriateremt6
lett, korabban ilyen jellegl feladatok nem léteztek. Az EX 3 pedig azonnal poko-
li magasra is tette a lécet, meglehet6sen artatlannak tdnik elsére, de a megoldasa
nagyon-nagyon nehéz, noha semmiféle ,,csalafintasag” nincs benne, a harom sik-
lap Osszeallithat6 egy 6sszefliggd, szimmetrikus soksz6ggé. A jaték pontos mérete-
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ihez készitettiink egy magyarazo szerkesztést is: mindharom puzzledarab egy-egy
téglalapbol keletkezik, amelyekbdl egy-egy egyenld gzara derékszogli haromszoget
vagunk @;A\)z_isebb deytkszogl trapéz oldalai 1, 1, 2 é32 egység osszuak, a ga-

gyobbé 2, 2 2652 2 egységnyiek. Az otszog oldalai  2,2,2— 2, 1és1+ 2
egységnyiek.

Symmetrick

Az EX 3 a 2010-es versenyen kiilondijat kapott, és viszonylag gyorsan népszeri
lett a jatékos korokben nehézsége és tjszeriisége miatt. Hamar elkezdtek kiilonféle
variaciokat kitaldlni ra, és az egyik f6 cél az volt, hogy igazdin jo jatékot készit-
siink csupan két elembdl. A zsenidlis finn jatéktervezé, Vesa Timonen a 2013-as
versenyre nevezett Symmetrick nevii jatékaval, ahol a feladat ismét csak annyi,
hogy rakjunk Ossze valami szimmetrikusat, de imméar csupan két puzzledarabunk
van. Az elemek itt matematikailag nagyon kénnyen leirhaték, mindkett6 alapja egy
60°-0s (azaz két szabdlyos hdromszogbdl 4116), egységnyi oldalhossziisdgi rombusz,
amihez egyik esetben 1/2 oldalhossziisagi, masik esetben 1/3 oldalhossziisagu sza-
balyos haromszoget ragasztunk. A Symmetrick a versenyen éppen lemaradt a dijrél
(hatodiknak rangsoroltdk), de kés6bb az egyszerti elkészithetdsége ellenére nytjtott
remek jatékélménye okan nagyon népszerti lett.

ey iy
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Unicum

A magyar tervezdket is megihlette az EX 3 és a Symmetrick sikere, de a szim-
metriakeresds jatékok gombamddra szaporodtak, ezért egyre nehezebb volt egy-egy
tervvel kitlinni. A 2018-as versenyre Galla Norbert Unicum nevd jatékaval neve-
zett, ami ugyan nem ért el helyezést, de a koz6sség nagyon jol fogadta, és késébb
kereskedelmi forgalomba is keruilt. Itt az elemek alakjanak preciz matematikai le-
irdsa hosszadalmas, igy inkabb azt javasoljuk, hogy a zold alakzatokrol készitett
fénymasolatbdl kivagott darabokkal prébaljuk megoldani a feladatot. A feladat to-
vabbra is: rakjunk 6ssze valami szimmetrikusat. Az Unicum is harom darabbdl all,
ennek megfeleléen nagyon nehéz, de érdemes vele id6t tolteni, a megoldas igazan
esztétikus.

VA e

\/ M

Traple

Veégezetll egy viszonylag Uj tervet mutatunk, amely Bozdki Sdndortél, az egyik
legaktivabb magyar tervez6t6l szarmazik 2023 elejérél. Az elemek geometrigja na-
gyon egyszer(, mindegyik egy derékszogl trapéz, amelyet Ggy kapunk, hogy egy
szabalyos haromsz6ghoz egy ugyanolyan haromszog felét ragasztjuk. A két kisebb
darab egybevagd, a nagyobb darab hozzajuk hasonl6, de kétszer akkora. Ez a ja-
ték igazan akkor csillogtatja meg szépségét, ha eltte mar némi rutint szereztiink a
szimmetriakeresds jatékokban, tehat azt javasoljuk, hogy a fenti harom feladvany
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megoldasa utén alljunk csak neki. A feladat itt is: rakjunk dssze valami szimmetri-
kusat!

A képek forrasa: www. johnrausch.com

A mult havi feladvanyok megoldasa

A mult hénapban néhany Martin Gardnertdl szdrmazo rejtvényt adtunk fel.
A feladat minden esetben az volt, hogy a megadott sikidomot daraboljuk két egybe-
vago részre. Hosszadalmas magyarazatok helyett beszéljenek a rajzok, mindegyiket
koordinata-rendszerben helyeztik el, ezzel segitve az 4brak megértését.
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Vigh Viktor

Beszamol6 a 2024-es Ordoglakat Talalkozo6rol

2024. november 9-én keriilt megrendezésre a XVII. Orszagos Ordoglakat Talal-
koz6 a Magyar Kereskedelmi és Vendéglatoipari Mlzeumban. Az eseményen a lo-
gikai jatékok szerelmeseinek lelkes kdzdssége el6adasokat hallgathatott, a kiéllitott
targyakat kiprdébéalhatta, s6t, a véllalkozé kedviek érdoglakat megold6 versenyen
is részt vehettek. Az ingyenes rendezvény nemcsak kihivasokat, hanem inspiraciot
is jelentett minden résztvev6 szdmara.

Az els6 el6adé Magori Marcell volt, aki mar els6éves egyetemistaként is szamos
Rubik-kocka varianst tervezett. Itt a Floppy Comet Plust mutatta be az 6tlettdl a
megvaldsulasig.

Az alapoétlet az volt, hogy mi torténne, ha egy Floppy Cube-ot (1 x 3 x 3-
as kocka) az egyik lapatléja mentén megnyuUjtanank. A nyQjtas utan persze (j
vagasokat — és igy Ujjaalakitott alkatrészeket — kell az eszkdzh6z hozzaadni, hogy
a forgathatdésag megmaradjon. Hogy minél kevesebb ilyen vagés legyen sziikséges,
a rombusz hegyes bels6 szdgét 72°-osnak célszerd valasztani.

A kész eszkodz érdekessége, hogy joval kisebb az Osszes lehetséges pozicidja,
mint a Rubik-kockanak (7! -4 =101 606 400, mig a 3 x 3 x 3-as Rubik-kockanal ez
koérilbelul 4 -10%°), az Isteni szama — ez az a szam, amelynél nem tébb forgatéssal
az eszkdz barmely helyzetbdl alapallasba hozhatd, amely a Rubik-kockanal 20 —
viszont 30, azaz van olyan pozicidja, amelyb6l 30-nal kevesebb forgatéassal nem
lehet ,,kirakni” a FCP-t. (68 ilyen pozicidja van.)

A kovetkez6 el6add Koés Géza volt, aki a BwG16 elnevezésl érddglakatat mu-
tatta be, amelyet az tesz egyedivé, hogy kiilonbdz6 nehézségi szintek allithatoak
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be rajta. Az el6adas soran a résztvevék itt is betekintést nyerhettek az érdéglakat
megalkotasanak folyamatdba: hogyan lett a ,tritkkds fickd” nevii alapotletbol egy
komplex, tobb 1épésben megoldhaté fejtoro.

Géspar Merse Elsd az Al és a logikai jatékok taldlkozasi pontjardl tartott
lebilincsels eléadast. A mesterséges intelligencia diffizids modelljeit bemutatva
ismertette, hogyan képesek ezek a rendszerek véletlenszerii zajbol részletgazdag
képeket generalni. Az eléadéas f6 témaja az illazidk gyartdsa volt: hogyan lehet egy
kép példaul egyszerre olyan, hogy attél fliggben latunk rajta zsirafot vagy pingvint,
hogy melyik irdnybdl nézziik. Az eléadd rengeteg példat mutatott arra, hogy az Al
milyen kreativ megoldasokkal képes el6dllni, példaul egyetlen képen belil tobb
értelmezési lehetGséget is elrejtve.

Vigh Viktor eléadasa a sikidomok egybevagd részekre valé daraboldsarol szolt.
Nem csak a fejtoréket és megoldasukat mutatta be, hanem szamos példat mutatott
arra, hogyan lehet felfedezni egy-egy darabolasi megoldéast logikai kovetkeztetések-
kel. Példaul részletesen elmagyarazta, milyen matematikai elvek mentén lehet egy
kort tgy felbontani egybevagd részekre, hogy legyen olyan darab, amelyik nem
tartalmazza a kor kézéppontjat még a hataran sem.

G4l Péter el6addsa a logikai labirintusokrél szolt. A jol ismert Gtveszt6 helyett
most szamokkal, nyilakkal, szinekkel és formédkkal kellett eljutnunk a starttél a
célig.

Az el6adésok felkeriiltek a https://www.youtube.com/@ordoglakat4717 webol-
dalra, meg lehet ket nézni a korabbi taldlkozdk néhany eléadasaval egyiitt.

Birkas Gyoérgy

Gyakorlé feladatsor | |
emelt szint(i matematika érettségire | |

1. Istvan gazda haromfajta Oszibarackot arul a piacon, harom kiilonb6zé asz-
talon. Az A tipusd barack ara 700 Ft, a B tipusté 820 Ft, a C tipusté 890 Ft
kilogrammonként.

l. rész

a) Délel6tt 10 oraig Osszesen 64 kg barackot adott el, az A tipusibdl éppen
kétszer annyit, mint a C tipusibdl. Melyik fajta barackbdél mennyit adott el, ha a
barack eladésdbél szarmazé bevétele 50100 Ft volt? (4 pont)

b) 10 és 12 éra kozott csak 16 kg barackot sikeriilt eladnia, 6sszesen 13370 forin-
tért. Az eladasi bizonylatok sajnos elvesztek, utélag csak arra emlékszik a gazda,
hogy mindegyik fajtabdl egész kilogrammnyi arut vasaroltak. Ki tudja szamitani,
hogy melyik barackbdél mennyit adott el? (5 pont)

) Istvan gazda kisfia véletlenszertien kivdlaszt 9 barackot, és kiteszi éket az
eladépultra. Mennyi annak a valészintisége, hogy az A tipusbdl 2, a B-bdl 3 és
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a C-bdl 4 darabot vdlaszt? (Minden hizés sordn a harom tipusbdl vdlaszt egyet,
barmelyiket egyenld valészintiséggel, és onnan vesz ki egy barackot.) (6 pont)

2. @) A piacon egy masik kereskedének Osszesen 420 kg A és B tipustu barackja
van, ezek egy része 1. osztalyu (egy bizonyos méret felettiek), a tobbi II. osztalyt.
Az A tipusu barackok 40%-a I. osztédlyd, a II. osztalyu barackok % része B tipust,
és még azt is tudjuk, hogy B tipusd, I. osztdlyu barackja 60 kg van. Szédmitsuk
ki, hogy az egyes fajtakbdl hany kg barackja van a kereskedének, és ez alapjan
toltsiik ki az aldbbi Venn-diagram négy tartomanyat. (Az A halmaz az A tipusuy,
az I az 1. osztalya barackot jeloli; az egyes tartomanyokba a megfelel6 fajta barack
mennyisége keriil kg-ban szdmolva.) (5 pont)

b) A nem valogatott almak mérete természetesen kiillonb6z6. Az egyik eladonal
egy mintavétel soran a kovetkezd adatokat kaptak az almak maximalis atmérdjére
(fél cm-re kerekitve):

em|4]5]55]6[65]7]75
ab|1]6] 8 [13] 6 5] 2

Szamitsuk ki az adatok szérasat, és készitstink az adatokbdl egy sodréfadiagra-
mot! (8 pont)

3. Egy {a,} szdmtani sorozat elsd tagja 100, kiilonbsége 0,2. Egy {b,,} szdmtani
sorozat 8. tagja 4, a 20. tagja 10.

a) Mely n értékekre lesz S(b,,) > S(a,)? (S az els6 n tag Gsszegét jeloli.) (6 pont)

Egy {c,,} mértani sorozat 3. tagja 2, hanyadosa 1,5. Egy {d,} mértani sorozat
els6 tagja 1000, a hanyadosa 1,2.

b) Mely n értékekre lesz S(c,) > 109? (5 pont)
¢) Mely n értékekre lesz ¢, > d,,7 (3 pont)

4. Felsorolunk harom implikacié tipusu igaz allitast.
Legyenek a, b, ¢ pozitiv szamok.
1. Ha a, b, ¢ egy haromszog oldalhosszai, akkor (a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)>0.
Legyen a G egyszerii graf 4 pontt, 4 éli.
2. Ha G-ben van 4 hosszu kor, akkor G Osszefliggd.
Legyenek f és g az [a;b] intervallumon értelmezett integralhaté fiiggvények.
&1 &1
3. Ha f(x) = g(x) minden z € [a;b] esetén, akkor  f(z)dz= g(x)dzx.

a a
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Fogalmazzuk meg az allitisok megforditasit. Melyik igaz, melyik hamis kozii-
lik? A vélaszokat indokoljuk meg. (9 pont)

Il. rész

5. Egy négyszog alaktu foldtertilet harom csticsat a derékszogli koordindta-
rendszerben az A(7;7), B(11;9) és C(15;1) koordindtdju pontokkal modellezhetjiik,
ahol 1 egység a valosagban 10 méternek felel meg.

A foldtertilet gazddja nem ismeri pontosan a negyedik (D) cstics helyét, de a
korabeli feljegyzések alapjan arra jutott, hogy az az X tengely altal szemléltetett
folyoparton kétféleképpen helyezkedhet el.

Az egyik lehetOség a Dy pontot ugy kijelolni, hogy ekkor AD;C< = 90° legyen.

Egy maésik lehetéség szerint az ABCD, folddarab teriilete éppen 3900 m?.

a) Széamitsuk ki a D cstcs fenti esetekben lehetséges koordinatait. (A, B, C, D
koriiljarasi irdnya az éramutaté jarasaval megegyezo.) (12 pont)

b) A koordindta-rendszer origéjat jelolje O, és tekintsiik a Q(0;5) pontot. Az
ABC haromszog keriiletének tetszoleges P pontjara kiszamitjuk az Oé .OP ska-
laris szorzatot. Mennyi a szorzat minimuma? (4 pont)

6. Egy lzemegységben nagy mennyiségi disztargyat gyartanak, amelynek az
eladési ara 20 eurd. A kordbbi évek tapasztalatai alapjan egy adott értékesitési
idészakban a termékeknek csak 40%-a fogy el, akcids drleszallitdssal viszont ard-
nyosan egyre tobb terméket lehet eladni. Példaul 20 eurds eladdsi ar esetén 60%
marad meg, mig ha ingyen adjdk a termékeket, akkor mind elfogy. A két széls6 hely-
zet kozotti drazasnal pedig jO kozelitéssel aranyos a termék ara és a megmaradd
mennyisége.

1000 termék eladasat vizsgaljuk.

a) Mennyi a bevétel 18 eur6 eladési ar esetén? (3 pont)

b) Milyen eladési ar esetén lesz a bevétel a lehetd legnagyobb? (A vélaszt tized
eur6 pontossiggal adjuk meg.) (5 pont)

¢) Az elkésziilt disztargyakat kocka alaki konténerekben szallitjék. Legyen egy
konténer also lapja A, fels6 lapja B, a kozottiik 1é6vé négy lap pedig sorban C,
D, E, F betiizésli. A konténer mindegyik lapjat négy szin (piros, kék, zold, sérga)
valamelyikére festhetjiik gy, hogy a kozos éllel csatlakozd lapok kiilonbozé szintiek
legyenek. (Nem sziikséges mindegyik szint felhaszndlni.) Hanyféleképpen szinezhet
egy konténer? (8 pont)

7. Egy épiiletrész alapja ABC derékszogii haromszog alakt, amelyben: AC =
=8 méter, BC =6 méter és ACB<=90°. A C pontban az ABC sikra merélegest
allitanak, s ezen veszik fel az épiilet tetejének D pontjat, igy az épiilet alakja az
ABCD héiromszog alapt gila. (A gila CA, CB és CD élei paronként merdlegesek.)

a) Hogyan kell megvilasztani a CD magassigot, hogy az épiilet ABD tetdsikja
az ABC alappal 50°-o0s szoget zarjon be? (7 pont)
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b) Az épilet D csucsaba egy (pontszer(inek tekinthet6) lampat helyeznek el,
olyan lampaerny6vel, amely a talajon a B sarkot még éppen megvilagitja, de
a lampétdl tavolabbi pontokat mar nem. Az ABC haromszog teruletének hany
szazalékat vilagitja meg a lampa? (9 pont)

8. a) Az x> — 322 + Az + B = 0 harmadfoku egyenletnek harom kiilonb6z6 valds
gyoke van. Tudjuk, hogy két gyok egymas ellentettje, valamint az egyik gyodk
kétszerese egy masik gyoknek. Hatarozzuk meg az A és B egyiitthatok, valamint a

harom gyok értékét. (7 pont)
b) lgazoljuk, hogy a valds szamokon értelmezett f(x) = 2% — 622 + 27 fliggvény
gorbéje kézéppontosan szimmetrikus az inflexids pontjara. (9 pont)

9. Egy erésen dsszetett szam olyan pozitiv egész szam, amelynek tébb (pozitiv)
osztéja van, mint barmelyik néla kisebb pozitiv egész szamnak. A kifejezés mar
Platon gorog filozofusnal is megjelenik, aki szerint 5040 a varoslakok idealis szama,
mivel 5040-nek tdbb osztdja van a nala kisebb pozitiv egész szamoknal.

Az alabbi tablazat elsd sordban a pozitiv egész szamokat 1-t6l 15-ig, a szamok
alatt a (pozitiv) osztoik szamat soroltuk fel, tovabba az er6sen Osszetett szamok
pirossal szerepelnek.
1123|456 |7|8|9]10|11 |12 |13 |14 |15
11223242434 | 1|6 ]|2]|4)]|4

Tegyik fel, hogy a pozitiv egész szamok primtényez6s felbontasaban a primté-
nyezGket monoton novekvd sorrendben soroljuk fel, példaul 12=22.3,60=22.3.5
vagy 840 =23.3.5.7. (Ezek mind erésen osszetett szamok.)

a) Kezdddhet-e egy A erfsen odsszetett szam primtényezds felbontéasa példaul

22.3.7 modon? (3 pont)
b) Mutassuk meg, hogy egy C' erésen dsszetett szdm primtényezds felbontésa
nem kezd6dhet 22 - 33 .5 maédon. (3 pont)

c) Leavitt: Az indiai hivatalnok (Eurépa, 2010) c. kényvben megemlitik, hogy
az indiai matematikus, Ramanudzsan 6746 328388800-ig kiszamitotta az erdsen
Osszetett szdmokat. Viszont McMahon 6rnagy talélt egyet, amelyet kihagyott a
felsorolasbdl, és megadta a 29331862500 szamot. A torténet szerint: végll ,,4tadja
Ramanudzsannak a cédulat, amire Ramanudzsan megsebzett arckifejezéssel néz.”

Lehet-e erGsen gsszetett szdm a kdnyvben szerepl6 293318625007 (4 pont)

d) 1-t6l 50-ig 8 darab erdsen dsszetett szam van (a tablazatban szereplékon kiviil
ilyen szdm még a 24, 36 és 48, rendre 8, 9, 10 osztdval.)

Az 1, 2,3, ..., 50 szdmok kozul véletlenszerlen kivalasztunk 3 szamot el6szor
wvisszatevéssel” (a kivalasztott szamok kozott lehet ismétlédés), majd ,visszatevés
nélkul” (ekkor a kivalasztott szdmok kozott nincs ismétlédés). Szamitsuk ki a két
esetben, mennyi annak a val6szin(isége, hogy a szdmok kozott lesz erésen dsszetett
szam. (6 pont)

Orosz Gyula
Budapest
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Megoldasvazlatok a 2024./9. szam
matematika gyakorlo feladatsorahoz

l. rész

1. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket a valés szdmok halmazan.

a) sin?X = (1 —cosx)?, (5 pont)
3
- 2 i =
b) (2x—1) B — X+ 1 +2=0. (6 pont)

Megoldas. a) Alakitsuk az egyenletet ismert azonossagok felhasznalasaval:
1—cos?X = (1 —cosx)?,
(1 —cosXx)(1+ cosx) — (1 —cosx)? =0,
(1 —=cosx)(1+cosXx—14cosX) =0,
(1 —cosX):2cosX =0.
Innen cosx =1 vagy cosx = 0, amibdl
x=k-2m, k

vagy n
X=§+I'T[, | CZ

Ekvivalens atalakitasokat végeztiink.
b) Ertelmezési tartomény: x & 3 valds szam. A (2x —1)% = 4x2 —4x + 1 kifejezés
helyett vezessik be az y (> 0) ismeretlent:

3
y—-+2=0,
y

y?+2y—3=0.
Innen y =—3 vagy y = 1. Csak y =1 lehet a megoldas, tehat (2x—1)? =1, azaz
2x—1=1, innen x; =1, illetve 2x —1 = —1, innen Xy = 0. Ellen6rzés: helyettesi-
téssel megmutathatd, hogy mindkét eredmény helyes.

2. Egy derékszdgli haromszog atfogojahoz tartozé magassaganak T talppontja
16 : 9 aranyban osztja az atfogdt, a derékszog szogfelezbje pedig a Q pontban 4:3
aranyban osztja az atfogot. A két egyenes — magassagvonal és szogfelez6 — atfogéval
valé metszéspontjainak tavolsaga 12 egység.

a) Mekkorak a haromszdg oldalai? (7 pont)
b) Mekkora a (derékszoget felez6) szdgfelez6szakasz pontos hossza? (3 pont)
¢) lgazoljuk, hogy ¢ =5r, ha r a haromszégbe irhaté kor sugara, ¢ az at-
fogo. (3 pont)

Megoldas. a) Jeloljuk 4x-szel és 3x-szel a szogfelezd altal levagott darabokat,
valamint 16y-nal és 9y-nal a magassag altal levagott darabokat, igy az atfogd

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/1 11



hossza:

(D) c=Tx =25y.

A magassagtétel felhasznalasaval adédik az atfogbhoz tartoz6 magassag hossza:
2 m=12y.

A T(Q szakasz hossza:

©) 3r— 9y =12.

Az (1) és a (3) dsszefliggés felhasznalasaval: 3z — 9 - Tz =12, azaz =25, y=7.

Ebbdl ¢ =175 egység, m = 84 egység. A Pitagorasz-tétel felhasznalasaval a befogdok
hossza: a = 140 egység, b = 105 egység.

b) Az &tfogbhoz tartozé magassag (m = 84 egyseég), a szogfelez§ és az adott 12
egység hossz(sagu szakasz derékszogli haromszoget alkot. gy Pitagorasz-tétellel a
szogfelezé hossza: f = 60+/2.

¢) A haromszdg kertlete: K = 140+ 105+ 175 = 420 egység, ekkor a félkerilet

140-1
hossza: s = 210 egység. A derékszégli haromszdg terilete: 140-105 = 7350 terillet-
7
egység, a T =r-s 0Osszefluggést felhasznélva: r = % =35 egység. Ekkor 5r =

=5.35 =175 = c¢. Ezzel az éllitast bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Befogotétellel kdnnyen belathatjuk, hogy ha a derékszégd harom-
sz8g atfogbhoz tartoz6 magassaga p : ¢ ardnyban osztja az atfogot, akkor a befogok
aranya /p:,/q, és a szogfelezGtétel miatt ez egyenl6 azzal az arannyal, amelyre a
derékszog szdgfelez6je osztja az atfogot.

3. Harom szam egy 15 dilerencidju szamtani sorozat harom egymast kovet6
tagja. Ha az els6 tagbol kivonunk egy szamot, és ugyanezt a szamot a masodik
tagbdl is kivonjuk, a harmadik szdmhoz pedig hozzaadjuk a szam felét, akkor egy
olyan mértani sorozat harom egymast kévet6 tagjat kapjuk, amelyek 6sszege 105.

a) Mi volt a kiindul6é szamtani sorozat? (8 pont)
b) Melyik szamot felhasznalva kapjuk meg a széban forgd mértani sorozatot? (5 pont)

Megoldas. a) A szdmtani sorozat tagjai legyenek:
a—15; a; a—+15.
A mértani sorozatot az = érték felhasznalasaval igy kapjuk:
a—15—ux; a—z, a+15+0,5z.
A hérom tag 6sszege 105; a — 15— x +a — x +a+ 15+ 0,52 = 105, 3a — 1,52 = 105,
amibdl
r =2a—70.
A mértani sorozat definiciojat felhasznalva:
a—x _ a+15+0,5z
a—15—z a—x ’
70—a _2a—-20
55-a 70—a’
a? —90a + 2000 = 0.
Innen a =40 vagy a = 50. Az els esetben a szdmtani sorozat tagjai: 25; 40; 55, a
masodik esetben pedig: 35; 50; 65.

12 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/1



b) Mivel x =2a — 70, az elsd esetben x = 30, a méasodik esetben: x = 10.

Elsd megoldas: szdmtani sorozat: 35;50;65, mértani sorozat: 5;20;80, a kvoci-
ens: 4.

Masodik megoldas: szdmtani sorozat: 25;40;55, mértani sorozat: 15;30;60, a
kvéciens: 2.

Ezek valdban megoldasai a feladatnak.

4. Egy osztaly képvisel6ket kiild az iskolai didkbizottsagba. Eszrevették, hogy ha
3 f6s képviseldcsoportot valasztanak maguk kozul, akkor 10-szer annyi féleképpen
tudjék kivalasztani a hdrom embert, mintha 2 fés képvisel6csoportot valasztananak.

a) Hanyan jarnak ebbe az osztalyba? (6 pont)
b) Bizonyitsuk be, hogy minden n, k esetén (n, k € N, n CK)

(E) = <n i k)' (3 pont)

¢) Egy halmaznak pontosan annyi 5 elem(i részhalmaza van, mint ahany 6 elemi.
Hany elem(i a halmaz? (5 pont)

n
Megoldas. a) Ha az osztély n f&s, akkor a haromfés csoportot (3>-féleképpen,

mig a kétfés csoportot (;) -féleképpen valaszthatjuk ki. Igy

(2) =10 (g> 3!-(2!—3)! :10'2!-(:!—2)!'

Rendezve: n —2 = 30, n = 32. Ellen6rzés: (%) = 4960, illetve () = 496. Az osztaly
32 fbs.
n

b) Az (k) kifejezés definicidjat behelyettesitve:

n o\ n! B n!
<n—k) Nn—=K! (n—=(n=k))!  (n—Kk)! -k

Ezzel belattuk, hogy az allitas igaz.

c) Egy n elemd halmaz k elem( részhalmazainak szama (k) Az allitas szerint

n n . . — .
(5) = (6> A b) részben bebizonyitott allitas szerint 5=n—6, azaz n = 11.

11 11
Ellendrzés: (5) = (6) =462. A halmaz 11 elem(.
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II. rész

5. a) Valasszuk ki a racionalis szdmok halmazaba tartozo értékeket az alabbiak
kozll, és adjuk meg kdzdnséges tort alakjukat.

k=312, I= (\/5—1)2, m=(V5-1)(V5+1), n=y/3+2v2-1/3-2/2.
(5 pont)
b) lgazoljuk, hogy a kovetkezd egyenl6tlenségnek pontosan egy megoldasa van

a valds szdmok halmazan.

24082X 4 < 4x? (7 pont)
¢) Adott az [—8;+8] intervallumon értelmezett valos értékd T fuggvény:

3,5x + 21, ha —8<x< -4
=9 [x*-9|, ha —4<x<4;
—3,5x+21, ha4<x<8.
Dontsik el, hogy a kdvetkezé allitasok igaz vagy hamis érték(iek-e.
i) Az T fliggvény értékkészlete: [—8;9].
ii) Az T fuggvény zérushelyeinek szama: 2.
iii) A flggvény péaratlan.
iv) £(6) =0. (4 pont)

, . 12 12 12 4 103 . .
. = =34+ _—+— _ + 4+, .=3+—=_"/"am -
Megoldas. a) k =3,12 =3 100+ 10000 T 10° 5 33 ami raci

onalis szdm. Az atalakitasban felhasznaltuk, hogy végtelen mértani sorrdl van szé,

- o1
amelynek kvociense: 100"

I=(vV5- 1)2 =6 — 24/5, ami nem racionalis szam.

m=(v5-1)(vV5+1)= (\/5)2 — 12 =4, racionélis.
n=\/3+2/2-v3-2v2 =/ (v2+1) -/ (v2-1)’ = |v2+1|-|v2-1| =2,

racionalis.

b) Az egyenl6tlenség minden x > 0 val6s szdmra értelmezhetd. A logaritmussal
kapcsolatos atalakitasokat elvégezve:

logox* _ 4
20827 =x*,

ekkor az egyenl6tlenség a kovetkezd alakban irhaté: x* —4x? +4 <0, (x* — 2)2 <0.
Innen x2 =2 lehet csak. Ennek pozitiv megoldasa: x = v/2.
Tehat az egyenl6tlenségnek valoban csak egy megoldasa van.
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¢) Véazoljuk a fuggvény grafikonjat:

A grafikont latva, kdnnyen meg tudjuk hatéarozni az allitdsok logikai értékeét:
i) igaz, ii) hamis, iii) hamis, iv) igaz.

6. Adott két dobotetraéder. Olyan tetraéderek, amelyek minden lapjan egy-
egy szdmjegy all, és ugyanakkora eséllyel esnek egy-egy lapra. Az egyik tetraéder
szdmai: 1, 2, 3, 4, a masik tetraéder szdmai: 5, 6, 7, 8. A tetraéderek esetében
tekintslik dobott szamnak azt az értéket, amely az asztallal érintkez6 lapjara van
irva. Egyszerre dobunk a két tetraéderrel, legyen egy kisérlet kimenetele a dobott
szamok dsszege.

a) Mennyi a valoszin(isége annak, hogy 10-nél nagyobb szdmot kapunk eredme-
nyul? (2 pont)
b) Mennyi a val6szin(isége annak, hogy 8-nal nem nagyobb az eredmény? (2 pont)
¢) Hatérozzuk meg az igy definiélt valdszindsegi valtoz6 (dobott szamok dsszege)

varhatd értékét. (3 pont)
d) Vizsgéljuk a két tetraéderrel dobott szamok szorzatat. Mennyi a valészind-
sége, hogy a szorzat 8-cal oszthatd? (3 pont)
e) Hatarozzuk meg a dobott szdmok szorzatanak varhat6 értékét. (3 pont)

Mindkét tetraéderrel tizszer dobtunk, és az eredményeket feljegyeztiik:

els6 tetraéder: 4, 4, 3, 4, 2, 2, 2, 1, 1, 3;
masodik tetraéder: 8, 5, 5, 7, 6, 6, 6, 7, 8, 8.

f) lgazoljuk, hogy mindkét tetraéder esetében ugyanannyi az adatok szérasa. (3 pont)

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/1 15



Megoldas. A dobott értékek 6sszegét mutatja az alabbi tablazat:

Osszeg | 1 | 2 3 4
5 6| 7|8 9
6 7| 8 9 |10
7 81 9 |10 11
8 9|10 | 11 | 12

Az Gsszes eset szama: 16. Klasszikus valoszintiségi modellel a tablazat alapjan:

3
a) P (10-nél nagyobb szdmot kapunk eredményiil) = —.

16
6
b) P (8-ndl nem nagyobb az eredmény) = 6
¢) Az egyes kimenetelek valdszintisége:
kimenetel 6 7 8 9 10 | 11 | 12
16sziniisd 1 2 3 4 3 2 1
zin — == =]|=|=1|=
VAIOSAINSEE | 16 | 16| 16 | 16 | 16 | 16 | 16
A varhaté ertek A
2 1
E = — — —+10- —+11- —+12.- — .
6 6+7 +8 6+9 6+ 0- 6+ 16+ 16 =9
d) P (a szorzat 8-cal oszthatd) = %
szorzat | 1 | 2 3 4
5 5110 | 15 | 20
6 6|12 | 18 | 24
7 7114 |21 | 28
8 8 116 | 24 | 32
2
e) A varhat6 érték: E = 1i60 =16,25.
kimenetel | 5 | 6 | 7 | 8 |10 12|14 |15]16 |18 20|21 |24 |28 |32
i a1 21]1
valoszintiség | — | — | = | = | = | = | = | — — — ===
61161616 |16 |16 |16 |16 |16 |16 |16 |16 |16 | 16| 16

f) A dobott értékeket sorba rendezve:
1:1;2;2;2;3;3;4; 45 4,
illetve
5;5;6;6;6;7;7;8;8;8.
Latszik, hogy az els6 szamsor elemeihez 4-et adva megkapjuk a mésodik szamsort,
igy mindkét esetben ugyanannyi a széras. (Megkozelitdleg 1,11.)
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7. Adott a koordinatasikon az y = —x? + 12x — 33 egyenlet(i parabola.

a) Hatarozzuk meg a fokuszpontjanak koordinatait és vezéregyenesének egyen-
letét. (2 pont)

b) Az ABC haromszog két csucsanak koordinataja: A(1;3) és B(3;7).

A haromszog C cslcsa az adott parabola ivén mozog. Adjuk meg azt a C pontot,

amellyel az ABC haromszdg tertilete a legkisebb. (6 pont)
c) Mekkora a legkisebb teriiletli haromszdg teriiletének értéke? (3 pont)
d) Adjuk meg a parabolaiv és az x tengely altal létrejott zart gorbe teriletét
két tizedesjegyre kerekitve. (5 pont)

Megoldés. a) A parabola egyenletét atalakitjuk
y=-—x2+12x—33=—(x—6)2+3,

amibdl a tengelypontja: T (6;3), paramétere p = 0,5, fokuszpontja: F (6;2,75), a ve-
zéregyenesenek egyenlete: y = 3,25.

b) A parabola AB szakasszal parhuzamos érint6jének és a parabolanak a kozos
pontja adja meg azt a C pontot, amellyel a haromszdg terilete a legkisebb.

YA

= N W s Ot O N
1

Az AB egyenesének meredeksége: m = 31 2, igy y =2x+1b alakban ke-
ressiik az érintd egyenletét. A parabolaval egy kdzds pontja van, vagyis az alabbi
egyenletrendszernek egy megoldésa van:

y =2X+Dh,
y = —x%+12x — 33,
amib6l 2x +h = —x? 4 12x — 33, x2 — 10X +b + 33 = 0. Az egyenlet diszkriminan-
sa akkor 0, ha b= —8. Az érint6 egyenlete: y = 2x — 8. Az érint6 és a parabola
metszéspontja: 2x — 8 = —x? + 12x — 33, innen: (X —5)? =0, X = 5.
A megfelel6 C cstics koordinatéi: C(5;2).
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¢) Az AB szakasz hossza: \/2702 2\/5. A haromszog AB oldaldhoz tartozo
magassig (M) hossza az AB szakasz és az érintd tévolsdga. Megkaphatjuk az A
pont és az érint6 tavolsagaként, hiszen az AB szakasz és az érinté parhuzamos.
A pont és egyenes tavolsaga Osszefiiggést felhasznalva:

m:&i%ﬂ;&:%,
1

t= 3 2 5. 1% =9 teriiletegység.

Masképp: az ABC haromszoget téglalapba foglalva a téglalap koordinatéi:
(;2), (;7), (5;2), (57).

A 20 teriiletegységnyi téglalapbdl kivonjuk azoknak a derékszogii haromszogeknek
a teriiletét, amelyek kiegészitik az ABC haromszoget a téglalapra, azaz

t=20—2—4—5=09 teriiletegység.
d) Meghatérozzuk a parabola és az X tengely metszéspontjait:
2
=X+ 12x—33 =0,
v V.
X1 =6— 3, Xo =64+ 3.
A tertilet meghatarozdsa:

6V 1
9 x3 12x2 e v
(=x*+12x—33)dx = —— +

3 2 _
V3 6—3

8. Egy 70°-o0s nyilasszogl kettoskup alaki homokéraba tol-
tiink 2 dl homokot.

a) Amig nem indul az éra — nem pereg a homok — milyen
magasan van a homok a fels§ kupban, azaz mekkora a cstcstél
szdmitva a homok-kiip magassdga? (5 pont)

b) Amikor lepereg az Gsszes homok az alsé kipba, a keletkezd
homok-csonkakup felsé korének sugara feleakkora, mint az alap-
kor sugara. Mekkora a homokéra alapkorének sugara? (8 pont)

¢) Mekkora a homok-csonkakip magassdga? (8 pont)
Megoldas. a) A homok térfogata V =2 dl=0,21=0,2 dm®.

r
— =1tg35°, r=m-tg35°.
m 235°, 235

2.1

m yoremm
3

A m?.tg?35°-1-m = 0,6,

amibél m3 = 0,3895, m = 0,7303 dm = 7,303 cm.
A homok a felsé kipban 7,303 cm magasan allt.
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b) A keletkezd homok-csonkakiip felsd korének sugara legyen: s, alsé korének
sugara pedig: R, a csonkakip magassdga: n. A tengelymetszet egy szimmetrikus
trapéz:

P S N

BN R-—s
K oM
R

A trapéz alapjan fekvé N MO szog nagysaga 55°, ezért

n
=1tg55".
R—s g
Adott, hogy V =0,2 dm® = %(R2 + Rs+s2). Mivel R=2-s, igy
0,6 =7 -tg55°-5-7-5%

Ebbél s3 = % =0,0191 dm?, azaz s=0,2673 dm = 2,67 cm. Eszerint a
-

homokéra alapkorének sugara: 5,35 cm.
¢) A csonkakip magassdga: n =1tg55° s = 3,82 cm.

9. Egy hirdetés plakatjahoz kiilonleges logét készitiink. Kiindulunk egy 50 cm-
es befogdju egyenl6 szaru derékszogi haromszoghdl. Ezt kiegészitjiik egyik irdnyba
egy-egy ujabb egyenld szaru derékszogli haromszoggel tgy, hogy az j haromszogek
atfogdja az eléz6 befogdja legyen.

y = 45°
BZQOO 0 =45

a = 45°

50 cm { = 45°

§ = 45°

a) Ha korlatlan mennyiségben tudnank igy haromszogeket késziteni, majd mind-
egyiket maradéktalanul lefesteni, akkor Gsszesen hany négyzetdeciméter feliiletet
festenénk be? (9 pont)

b) A gyakorlatban csak addig végezziik el az dbrakészitést, amig az 1j ha-
romszog teriilete legalabb 0,5 négyzetcentiméter. Hany haromszog lesz igy az ab-
réan? (7 pont)

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/1 19



502
Megoldas. a) Az els6 hiaromszog teriilete: - cm?, a masodik haromszog terii-

2
1 /50\° 1 (50
lete: = - () , @ harmadik haromszog teriilete: - - | —5 | . Az Osszeg:
2 ﬁ

2 \\2
502 1 1 1
T=" |1+ + + +...,
2( vt vz V2 )
. , A o L 1 1
a zarojelben végtelen mértani sor van, amelynek elsd tagja 1, kvociense: —; = 7
2

Igy
502 2 2
T:7'2=25000m =25 dm-.

502 1 2n—2
b) Az n. hdromszog tertilete: t = > () , ami a feladat feltétele alapjan

V2

2 2n—2
T s

2n—2
2
Ekkor (ﬁ) >05- 2500° mind a két oldal pozitiv, ezért

(M—am(l>>w:1

V2 2500’
(2n —2)-(—0,1505) > —3,3979,
2n —2 < 22,58,
amibdl n < 12.29.

A 12. hiromszog terillete még nagyobb, mint 0,5 cm?, de a 13. haromszogé mar
kisebb. Ezért 12 haromszog lesz az abran.
Tatar Zsuzsanna Maria

Esztergom

Helyesbités

A 2024. novemberi szamunkban kozolt Emelt szintii gyakorlé matematika érett-
ségire felkészit6 feladatsor 3. a) feladatdba nyomdahiba csiszott (481. oldal). A ,va-
16s” sz6 helyett helyesen az ,egész” szonak kellene szerepelnie. A széveg helyesen:

Tekintsitk az @ és b egyjegy(i, valamint a ba kétjegyli szamokat. Ezek mind-
egyikéhez ugyanazt a pozitiv egész szamot adva ebben a sorrendben egy ¢ =9
héanyadosti mértani sorozat egymést kdveté harom elemét kapjuk. Szamitsuk ki a
mar megnovelt szamok 3-as alapt logaritmusainak 6sszegét.

A hib4ért elnézést kériink!
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Ratz Tanar ar életmddij 2024

Réatz Léaszlé miikddésének legendas szinhelyén, a Budapest-Fasori Evangélikus
Gimnaziumban adtdk 4t december 10-én természettudoméanyos targyakat oktatd
pedagégusoknak a 2024. évi Ratz Tandr tr Eletmfidijakat. R4tz Laszl6 tanar trrél
sziiletésének 160-adik évforduldja alkalmabol 2023. majusaban jelent meg cikk a
KoMaL-ban. A réla elnevezett rangos dijjal hazank kiemelkedd dltalanos- és kozép-
iskolai pedagoégusait tiinteti ki évente a Magyar Természettudomanyos Oktatasért
Alapitvany. Olyan tanaroknak itélik oda, akik kiilonosen sokat tettek a hazai redl-
oktatés fejlesztéséért, tehetséges didkok mentoralasiért és a természettudomanyos
targyak iranti érdeklédés felkeltéséért.

A dijat alapité harom nagyvallalat, az Ericsson Magyarorszag, a Graphisoft és a
Richter Gedeon Nyrt. kozel 25 éve dolgozik azon, hogy tisztelettel addzzon a kivald
magyarorszagi pedagogusok elétt.

Az életmiivet dijazé elismerésre barki felterjesztheti a sajat életében meghatéro-
76 szerepet betoltdé pedagdgusat, éppen ezért az Alapitvany folyamatosan batoritja
a didkokat, sziiloket, kollégakat és intézményeket az orszag egész teriiletén, hogy
nevezzék azokat a redltargyakat oktatd tandrokat, akiket érdemesnek tartanak a
dijra. 2024-ben kozel 110 pélyazat érkezett, a palyazati idészak lezarasat kovetoen
pedig a négytagu kuratérium valasztotta ki a dijazottakat. 2000 éta az Alapitvany
Osszesen 184 pedagbgust dijazott a matematika-, a fizika-, a kémia- és a biologia-
oktatas teriiletén nyujtott kimagaslé teljesitményéért.

A kitiintetést 2024-ben az aldbbi pedagégusoknak itélte oda a kuratérium:
Matematika:

Csatar Katalin — ELTE Radnéti Miklés Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gyakorld

Gimnézium, Budapest
Csordasné Szécsi Jolan — Kecskeméti Katona Jézsef Gimnazium, Kecskemét
Fizika:

Chikén Eva — Piarista Gimnazium, Budapest

Palovics Rébert — Zalaegerszegi Zrinyi Miklos Gimnézium, Zalaegerszeg

Kémia:

Baranyi Ilona — Dabasi Tancsics Mihaly Gimnézium, Dabas

Dr. Miklés Endréné — Kaposvari Tancsics Mihdly Gimnézium, Kaposvar

Bioldgia:

Dr. Krizsanné Jozsa Piroska — Mez6turi Reformatus Kollégium, Gimnazium, Tech-
nikum, Ovoda és Béleséde, Mezétir

Kerényi Zoltan — Premontrei Iskolakézpont, G6dollé
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A KoéMalL szerkesztdsége is kivan mindnyajuknak — és tanartarsaiknak is — to-
vabbi er6t a tanitashoz, a tehetséges és érdekld6 didkok felkutatasdhoz, tAmoga-
tasahoz!

A kitlntetettek részletes bemutatasa és az evente megujulé felhivas megtalalha-
t0 a Ratz Tanar Ur Eletm(dij hivatalos honlapjan: https://www.ratztanarurdij.hu

-
R

C. 1822. Az ABCD konvex négyszog AC és BD atléi az M ponthan metszik
egymast. Az atlék altal létrehozott ABM, BCM, CDM és DAM haromszdgek
tertletének szdmértékei rendre az a, b, ¢, d pozitiv egész szamok.

a) Bizonyitsuk be, hogy a-b-c-d négyzetszam.

b) Tegytk fel, hogy az a, b, ¢, d szdmok kozott pontosan két, egymastol kilonbdz
paratlan primszam van. Hatarozzuk meg az a, b, ¢, d szamokat Ggy, hogy az ABCD
négyszog terllete a lehet6 legkisebb négyzetszam legyen.

Javasolta: Bir6 Balint (Eger)

Matematika C gyakorlatok megoldasa

Megoldéas. a) Tekintsiik az abrat.

C

Ha egyaltalan létezik ilyen négyszog (még nem tudjuk), akkor arra teljesill,
hogy az ACB haromszég AC oldalhoz tartoz6 magassaga egyszersmind az AMB
haromszég AM oldalhoz és a BMC haromszég CM oldalhoz tartozé magassaga,
igy

b |[CM|

a_ |AM|
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Hasonlé teljesiil a felosztdsban szerepl6 barmely két szomszédos haromszogre, igy
példaul

d _|AM]|
c |CM|
E két 6sszefiiggésbdl kovetkezik, hogy ac = bd, ahonnan abed = (ac)?, tehat négy-
zetszam.

Ezen feltételek mellett tetszéleges a, b, ¢, d pozitiv szdmokra (tehdt nem csak
egészekre) tudunk ilyen négyszoget konstruédlni. Legyen példdul az atldk dltal bezart
sz0g derékszog, és jelolje az AM szakasz hosszat x, ahol nyilvin x > 0. Erre a
kovetkezé értékeket kapjuk: |AM| =z, |BM|=2a/z, |CM|=bz/a, |DM|=2d/x.
Valéban, az AM B haromszog teriilete a, a BMC' haromszog tertilete b, a CM D
héromszog teriilete bd/a = ac/a = ¢ és a DM A haromszog teriilete d.

b) Nem sérti az dltaldnossigot, ha feltessziik, hogy az egyik pératlan primszam
az a. Ekkor a feladatban szereplé masik paratlan primszam vagy a ¢, vagy a b és a
d valamelyike lehet.

Ha a és b a két paratlan primszdm, akkor ac = bd szerint (a,b) =1 miatt a | d
és b|c, de sem a =d, sem b = c nem allhat fenn, mert sem d, sem ¢ nem péaratlan
primszam. Igy c-t és d-t felirhatjuk bes, illetve ady alakban, tehdt ac = a(ber) =
= bd = b(ady), innen viszont b; = ¢; kovetkezik, de ¢; =d1 > 1.

A négy haromszog teriiletének 6sszege a + bcg +b+ acy = (a+ b)(L+ ¢1). Mivel
(a +b) paros és legalabb 3+5=8, ¢; > 1, igy (1 +c¢1) > 3, azért egy 24-nél nagyobb
paros négyzetszamot keresiink. A legkisebb ilyen a 36, és erre léteznek is megfelel$
értékek: a+b=5+7=12, ¢; =2 és (a+b)(1+ c;) = 36. Ennél kisebb négyzetszam
ebben az esetben nem lehet a teriilet mérészama.

Ezek szerint a két paratlan primszam két egymassal szomszédos haromszog terii-
lete, mig a méasik két teriilet mérészama a veliik szomszédos primszam mérészamu
teriiletek kétszerese.

Konkrétan lehet példaul meroleges atlok és a =5, b=7, ¢ = 14, d = 10 mellett
|AM| =5, |BM|=2,|CM| =17, |DM]|=A4.

Ha viszont a és ¢ a két paratlan primszam, akkor mivel ac paratlan, ac = bd
miatt csak az fordulhat el6, hogy b és d kozil az egyik 1, a masik ac. Ekkor a
négyszog teriilete ac+a+c+1=(a+1)(c+1), ami két paros szam szorzata, tehat
oszthatd 4-gyel, és mivel a >3 és ¢ > 3, &m a B ¢, igy a legkisebb ilyen szorzat
a 4-6 =24, de mivel négyzetszamot keresiink, a szorzatnak legaldbb 36-nak kell
lennie. Azonban a 36 két 3-ndl nagyobb kiillonb6z6 paros szdm szorzataként nem
irhato fel, igy az el6z6 esetnél csak nagyobb teriiletet kaphatunk.

Pink Istvan (Péchy Mihdaly Epitéipari Technikum, Debrecen, 11. évf.)
dolgozata és a honlapon szereplé megoldas alapjan

Megjegyzések. 1. A beérkezett 55 megoldasbol 11 dolgozat kapta meg a maxi-
malis 5 pontot. A helyes megoldasok nagy része a honlapon taldlhaté megoldasnak
megfelel6 volt, illetve esetszétvilasztast alkalmazott.

2. Tobb olyan helyes megoldas is sziiletett, ahol a versenyzd a négyszog atloi
altal létrehozott haromszogek teriileteit a trigonometrikus teriiletképlettel adta
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meg, gy, hogy felhasznélta a sina = sin(180° — «) dsszefiiggést. Ezt az alacsonyabb
pontszamu dolgozatok szerzoi is alkalmaztak.

A feladatra Osszesen 56 versenyz6 és csapat kiildott megoldédst. 5 pontos 11, 4 pontos
3, 3 pontos 17, 2 pontos 16, 1 pontos 6, 0 pontos 2, nem értékelhetd 1.

Matematika feladatok megoldasa

B. 5394. Az ABC D négyzet kdzéppontja O, korulirt kdrének egy tetsz6leges pont-
ja X. Jeldlje T az X mer6leges vetlletét BC-n. Legyen az X B és AC egyenesek
metszéspontja F, az XC és BD egyeneseke pedig F'. Mutassuk meg, hogy EF me-
réleges T'O-ra.

(4 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)

1. megoldas (Koordindta-geometria). Ez a megoldas lényegében megegyezik
a honlapon megjelenttel, de masik koordinata-rendszert valasztunk, és a kort is
masképp kezeljiik.

Vilasszuk ugy a derékszogli koordindta-rendszert, hogy a négyzet cstcsai A(1,0),
B(0,1), C(—=1,0) és D(0,—1); kozéppontja O(0,0) legyen. Az OX, félegyenes -
tengellyel bezért szogét t-vel jelolve az X pont koordindtéi (cost,sint).

A BC egyenes egyenlete y —x = 1. Az XT egyenes meréleges BC-re, igy egy
normélvektora (1,1), amelybél az egyenlete = + y = cost +sint. Ezekbdl egyszertien
szamithatéak a T' pont koordinatai, ezekre ((—1+cost+sint)/2, (14 cost +sint)/2)
adodik.

Két adott pontra illeszked6 egyenes egyenleteként szintén azonnal kapjuk, hogy
BX: z(1—sint) +ycost = cost, valamint CX: —zsint 4+ y(1 + cost) = sint. Ezek
tengelyekkel vett metszéspontjai adjak E és F' pontokat, amelyeket y = 0, illetve
x = 0 helyettesitéssel kapunk: E(cost/(1—sint),0), valamint F'(0,sint/(1 4+ cost)).

Végiil a merdlegesség igazolasahoz kiszamitjuk az OT és FE skalaris szorzatat.

57; —1—|—cost—|—sint,1—|—cost+sint & FE cos.t — sint
2 2 1—sint’ 1+ cost
alapjan:
Ot .FE = (=1+cost+sint)cost (14 cost+sint)sint

2(1 —sint) 2(1 + cost)
(—1+cost +sint)(1+ cost)cost — (14 cost +sint)(1 —sint)sint
2(1 —sint)(1 4+ cost) B
(cos?t—1+sint+sintcost)cost — (1 —sin?¢ + cost —sintcost)sint
2(1—sint)(1 + cost)
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_ (—sin?tcost +sintcost +sintcos?t) — (cos? tsint+ costsint —sin?tcost) 0
B 2(1 —sint)(1 + cost) -
Ezzel az allitast belattuk. A szamolds soran kihasznaltuk, hogy sint#1 és cost# —1,

azaz X #B és X # C, ami feltehet6, hiszen ezen esetekben E, illetve F pontok nem
jOl definialtak.

2. megoldas (Komplex szdmok). Az 1. megoldashoz hasonldan, de a szdmolést
komplex szdmokkal végezve jarunk el. A megoldasban a pontokat és az éket koor-
dinatazo komplex szdmokat azonositjuk, és ugyanazzal a betlivel jel6ljuk.

Bizonyitas nélkil felhasznaljuk a kovetkez6 segédallitast (lasd példaul: Mat-
kényv feladatgylijtemény, Geometria 11-12. (Szerkesztette: Dobos Sandor, Hraskd
Andrés, Kiss Géza, Suranyi Laszlo) 4.31. feladatat): Ha a;, as, by és by egységnyi
abszolatérték( komplex szamok, akkor az ajas és b1bs egyenesek metszéspontja

_ (a; +ag)biby — (by +by)ajay
S= .
b1b2 —ajas

Specidlisan, ha a;a, L byby, akkor
_a;+ag+b +hy
=
Valasszuk Ugy a komplex sikot, hogy A=1, B =i,C =—-1és D = —i. A feltételek
szerint | X| =1, azaz X = 1/X. (X az X komplex szam komplex konjugéltjat jeldli.)
Tekintsiik az egységnyi abszolutérték( X ™= iX = i/X komplex szamot. Ekkor

— . 1
= — = —X-iX)1-1)=—
B-C 1+i ﬁ( =D V2
ami egy tisztan képzetes szam, hiszen X — X tisztan képzetes, mig X + X val6s.
Ezért X XYL BC. Ebb6l a segédallitas szerint
_B+CH+X+XP 1 4+i+X+i/X X +iX+XE+i
h 2 - 2 - 2X '

XoXE_ XX _ 1 [(X — X)+i(X +X)],

T
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Szintén a segédallitas segitségével azonnal kiszamithatjuk E-t és F-et:
(A+C)XB-(X+B)AC _ X+B _ X+i

E= XB —AC T XB+1  iX+1’
£ - (B+D)XC—(X+C)BD _ (X+C) _ —X+1
XC-BD XC-1 X -1
Ezekbdl
E_ :X+i_X—1:(1—i)X2+2iX+i+1
iX+1 X+1 iXZ+iX+X+1
Végiil
2(T—-0) _ XZ+(—1+i)X +i iXZ+(1+i)X +1 _
E-F X A=+ (L DX i)
_ i X + 1 Y+1+i:i_1x+l+iY+i:
1-i 1-i 1-i 2 2

i—1 i—1 .
=—X—|— +
> X ( > X) i,

ami viszont ismét tisztan képzetes, hiszen egy komplex szam és konjugaltjanak
kiilonbsége tisztan képzetes. Eszerint (T — O)/(E — F) tisztdn képzetes, ami miatt
TO L EF, amivel az allitdst belattuk. A megoldas ismét révid diszkusszidra szorul,
a megoldasban kihasznaltuk, hogy X # —1 és X # i (kiilénben nulldval osztanank).
Ez azonban feltehetd, hiszen X =B és X = C esetben E, illetve F pontok nem jél
definialtak.

Lakner Hanna (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
megoldasa alapjan

Megjegyzés. Ha egy koron 1évé pontokkal adott egyenesek metszéspontjaival
kell dolgoznunk, sokszor hasznos bevezetni a komplex szamokat. De a komplex
szamok ereje leginkabb a forgatasok egyszerii kezelésében rejlik, ebben a feladatban
a szokasos koordinata-rendszert hasznélé megoldés kevesebb és konnyebb szamolast
igényel.

3. megoldas (Elemi megfontolasok.) Hasznaljuk az dbra jeloléseit, legyen XT és
BD egyenesek metszete K, TO és EF egyenesek metszéspontja pedig M. Tegyiik
fel, hogy X a rovidebbik AD iven fekszik, és XA < XD.

Mivel XA-n nyugvé keriileti szogek, igy XCA< = XBA«. Tovabba XT || AB
miatt TXB< = XBA<, hiszen valtészogek. gy FCO< = TXB<, ezért az FCO
és XTB derékszogii haromszogek hasonlbak, azaz FO/OC = BT/T X. Ugyanigy
lathatd, hogy EO/OB = CT/TX. A kapott két egyenldséget egymaéssal elosztva,
kihaszndlva az OC = OB (a négyzet félatldi) osszefiiggést kapjuk, hogy

FO BT
EO CT’
Most vegyiik észre, hogy KT B egyenl6 szar, derékszogli haromszog, ezért TB =
=TK. Az el6z6 észrevételiink szerint tehat CT K és F OE derékszogii haromszogek-

ben a befogdk ardnya egyenld TK/CT = FO/EO, ezért a két haromszog hasonld,
és igy OEF < =KCT<«.
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b

Mivel CK szakasz a T és O pontok mindegyikébdl derékszog alatt 1latszik, ezért
OKTC hurnégyszog. A keriileti szogek tétele miatt igy KCT [C=ITOK [_tbvabba
TOK [C=IFOM [ thivel csticsszogek. Osszevetve az eddigieket:

OFF[=ETCK [=ETOK [=EFOM L1

Felhasznalva a 90° = OF E LFIOEF [L=IOF M [LH+IFOM [adszefiiggést az FMO
haromszogben addédik, hogy FMO [C=190°, ami éppen a feladat allitasa.

A megoldas lényegében ugyanigy miikédik azokban az esetekben, amikor X a
kor tobbi ivein helyezkedik el, de a preciz diszkusszié viszonylag hosszadalmas,
részleteit az érdekl6do olvaséra bizzuk.

Bui Thuy-Trang Nikolett (Budapest, Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Tsk. és
Gimn., 9. évf.) megolddsa alapjin

Megjegyzés. Az elemi érvelés nyilvanvaléan elegdnsabb, mint barmelyik szamo-
lds. Azonban az 1. és 2. megolddsok nagy elénye, hogy lényegesen egyszeriibb a
diszkussziéjuk.

B. 5399. Egy dtjegyii négyzetszamnak nincs 9-es szdmjegye. Mindegyik szamje-
gyéhez 1-et hozzdadva ismét négyzetszamot kapunk. Melyik lehet ez a négyzetszam?

(8 pont) Kiss Géza (Csomor)

1. megoldas. Egyik helyiértéken sincsen 9-es szdmjegy, ezért nem lesz tizes
atlépés, ha mindegyik szdmjegyhez 1l-et hozzdadunk. Vagyis a szam 11 111-gyel
lesz nagyobb. Legyen az eredeti szam a?, ahol a pozitiv egész szdm, majd ehhez
hozzédadva 11 111-et, kapjuk a b? szamot: a®+ 11111 =42, ahol b pozitiv egész
szam.

11111 =0 —a? = (b+a)(b— a).

Mivel b2 > a? és mindkettd pozitiv egész szdm, igy b+ a és b—a is pozitiv, illetve
b—a<b+a.
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11111 primtényez6s felbontésa 41-271, ezért kétféleképpen lehet két természetes
szam szorzatara bontani a 11 111-et: 41-271 és 1-11111.

Az els6 esetben b+a =271, b—a =41, ahonnan b= (271+41)/2=156, a =271 —
—156 =115, és ekkor a? = 1152 =13 225 és b? = 1562 = 24 336 — ezek a szamok eleget
is tesznek a feladat feltételeinek.

A masodik esetben b+a =11111, b—a =1, ahonnan b = (11 111 +1)/2 = 5556,
a = 5556 — 1 = 5555. Ekkor a? = 55552 > 10 000, nem otjegy(i szam.

Vagyis a keresett négyzetszam 13 225.
Erdélyi Kata (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

Megjegyzés. Felhasznélva, hogy két egymast kdvetd négyzetszdm kuldnbsége
paratlan szam, felirhatjuk két tetsz6leges négyzetszam kiilénbségét egymast kovetd
paratlan szamok dsszegeként. (Ahogyan példaul Veres Dorottya (Budapesti Fazekas
M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.) tette.) Ez a megoldas technikailag mas, de a
Iényegét illetéen megegyezik az 1. megoldassal.

2. megoldas. \jizsgaljuk a kiindulo négyzetszamot. Azok a szamok, amelyek
négyzete otjegyd, 10000 és 99999 kozé esnek. A legkisebb ilyen szdm a 100, a
legnagyobb a 316. R&adasul a kisebbik négyzetszam legfeljebb 88 888, mert nincs
9-es szamjegye, vagyis a szam, amelynek a kiindulé szam a négyzete, legfeljebb 298.

A négyzetszdmok utolso szdmjegye 0, 1, 4, 5, 6, (9 — ezt kizartuk) lehet, tehat
a kisebbik négyzetszam végz6dése 0 vagy 4 vagy 5 lehet, azonban a 0-ra végz6dd
négyzetszamok végzédése 00, viszont 11 végl négyzetszam nincs, mert az 4-gyel
osztva 3 maradékot adna, ami nem lehet, mert egy négyzetszam 4-gyel osztva 0
vagy 1 maradékot ad. Az 5-tel oszthaté szamok négyzete pedig 25-re végzédik,
viszont a 14 nem lehet négyzetszdm végzddése ugyancsak a 4-gyel valé oszthatdsagi
maradék miatt, ezért a nagyobbik négyzetszam nem végzédhet 5-re, a kisebbik nem
végz6édhet 4-re.

Marad tehat az 5 végz&dés a kisebbik és a 6 végz6dés a nagyobbik négyzetszam
esetén.

A két négyzetszam kilonbsége, 11 111, nem oszthatd 3-mal, ezért a két négy-
zetszam mas-mas maradékot ad 3-mal osztva, de egyik maradék sem lehet 2, mert
egy négyzetszam 3-mal osztva 0 vagy 1 maradékot ad. Mivel a 11 111 3-mal osztva
2 maradékot ad, a kisebbik szdmnak 1, a nagyobbiknak 0 maradékot kell adnia.

A 100 és 298 kozé es6, 5-re végz6ds, 3-mal osztva 1 maradékot adé szamok a
kévetkezdk: 115, 145, 175, 205, 235, 265, 295.

Ezeket ellendrizve azt kapjuk, hogy csak a 115 felel meg, erre 1152 = 13 225,
illetve 24 336 alapjan a nagyobbik szam 156.

A keresett Otjegy(d szdm tehat a 13 225.

Németh Bernat (Szeged, Radné6ti M. Gimn. 11. évf.) dolgozata alapjan

181 dolgozat érkezett. Hibatlan (3 pontos) 120, kissé pontatlan (2 pontos) 50, hianyos
(1 pontos) 7. 0 pontos 4 dolgozat.
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B. 5402. Egy haromszdg oldalainak hosszUsaga a, b, c¢. Tegylk fel, hogy fennall
a? + b2+ 2 =a’v? .
Bizonyitando, hogy a haromszog terillete legfeljebb 2, és egyenl6ség csak az egyenld
oldal haromszdg esetében lehetséges.

(5 pont) Hujter Mihaly (Budapest)
1. megoldas. Jeldlje a haromszdg magassagpontjat M, a koré irt kdér sugarat

R, kbzéppontjat O, és vegyik fol az O-bdl a cslcsokba, illetve a magassagpontba
mutatoé megfelel6 vektorokat: a, b, ¢, m. Ismert, hogy ekkor a+b + ¢ = m, tehat

(1) m? = (a+b+c)* =a*+Db? +c?+2ab+2bc + 2ca,
ahonnan, mivel |a| = |b| = |c| = R, azért a? = b? = c? = R?, tehat
m? = 3R? + 2ab + 2bc + 2ca.
B

Tovabbé mivel a = [ BC| = |c —b), igy a® = (c —b)2 = ¢? + b? — 2bc, innen 2bc =

=2R? — a2, és hasonldan, 2ca = 2R? — b?, 2ab = 2R? — 2, tehat (1) alapjan
m? =9R? —a? —b*> — 2

adodik, és mivel m? >0,
(2) a’+ b+ <IR%.

Egyenl8ség akkor és csak akkor &ll fenn, ha |m| =0, ekkor O és M egybeesik,
ami csak akkor fordulhat el6, ha a hdromszdg szabalyos.

A hédromszdg tertlete felirhatd T = ‘Z—l;g alakban, tehat

2 a’b?c?
- 16R2
A feladat feltétele szerint viszont a?b*c? = a® + b% 4 ¢2, igy (2) miatt:
T2 _ a?b?c? _ a?+b% +c2 < 9R? _9
16 R? 16R2 T 16R? 16

Ebbdl kévetkezik, hogy T < 3/4.
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Azonban, mint lattuk, a? + b2 + ¢ = 9R? csak abban az esetben allhat fenn, ha
a=b=c, vagyis a haromszog egyenl6 oldall, és ekkoy/a feltételbdl kovetkezGen
a?b%c? = a? + b + ¢ miatt o = 3a?, tehat a=b=c= * 3.

HTeam csapat: Bardn Kornél, Németh Barnabds, Horvith Abel Nandor
(Budapest, Szent Istvan Gimn., 11. évf.) megoldasa alapjan

Megjegyzés. A versenyz6k nagy része az allitast az ismert sin? a +sin? 8 +sin?~ <
< § vagy az ezzel ekvivalens cos(2c) + cos(2f) + cos(2y) = —32 egyenl6tlenségre
vezette vissza. Ezek legrdvidebb bizonyitasa éppen a fenti vektoros szamolas, lasd
példaul Reiman Istvan, Dobos Sandor: Nemzetkozi Matematikai Didkolimpidk cim(
kdnyvében az 1964/2. feladatot és megoldasat, valamint a kényv végén a [12]
kiegészitést vagy Reiman Istvan: Geometria és hatdrteriletei cim( kdnyvét.

2. megoldas. Ha felirjuk a Héron-képletet, akkor révid Gton homongenizalhatjuk
az allitast:

a?b2c?

?
1672 = 24202 + 2022 + 2%a® —a* — b —c* <9=9. ———— .
a?+b2+c?

Atszorozva és rendezve ez a kdvetkez6 alakra hozhato:
?
a®(a® =) (a® = 2) + V(02 = ) (b? —a?) + P (2 —a?) (2 —b?) > 0.
Ez az Ugynevezett Schur-egyenldtlenség (https://en.wikipedia.org/wiki/Schur’s_
inequality) egy specialis esete. Az ismeretlenek szimmetridja miatt feltehetjik,
hogy a > b > ¢, ekkor
a2(a2 _b2)(a2 _ 02) T b2(b2 _ 02)(1)2 _a2) +82(C2 _a2)(62 —b2) 2
> b2(a2 — l)2)(b2 — 02) + b2(62 — 02)(1)2 — a2) +0- (62 — a2)(02 — bZ) =0.
Az els6 tag becslésében:
a2(a2 _bZ)(a2 _02) > b2(a2 —b2)2;

akkor all egyenléség, ha a = b vagy (a® —b2)(a?—c?) =0, de mivel a> —c? > a® = b* >
>0, ez is csak a = b esetén igaz.
Hasonl6an, az utolsé tagban

A(?—a?) (=) = A(a* = A)(b* — c?) = 0;

egyenlGség csak (a? —c?)(b? —c?) =0 esetén all, de a? —c? > b? — ¢ > 0 miatt ez
csak b = c esetén lehetséges.
Tehat a bizonyitand6 allitasban csak ¢/= b= c esetén all egyenldség; az a*b*c® =
=a? +b% 4 feltétel miatt a =b=c= * 3.
Diaconescu Tashi (Kolozsvar, Spark Generation, 11 o. t.) dolgozata alapjan
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Megjegyzés. A Hérdn-képlettel szdmolt még Aravin Péter (Budapesti Fazekas
Mi. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 8. évf.), Bodor Addm (Csikszereda, Marton Aron Li-
ceum, 9. évf.), Gorombey Tamds (Debreceni Fazekas Mihaly Gimnazium, 11. évf.),
Kovdcs Benedek Noel (Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altalanos Iskola és
Gimnéazium, 12. évf.), Molndr Istvin Addm (Miskolc, Féldes Ferenc Gimnazium,
12. évf.) is.

Tovdbbi megjegyzések. A szinusztételbdl felirhatd, hogy
a% +b? + ¢? = 4R?*(sin” o + sin? B + sin?y),

a?b%c?

a korlirt kor sugaraval felirt teriiletképlet alapjan viszont T2 = %5, tehat
a’b?c? = 16T 2R?, ahonnan a feladat feltétele:

16T ?R? = 4R?(sin® o + sin” B + sin?y),

azaz
4T? =sin®a +sin?B +sin?y.

Mivel pedig sin? o + sin? B +sin?y = 2+ 2cosacosP cosy, ez ekvivalens azzal, hogy

2T2 =1+ cosacos B cosy,

innen pedig —1
T= (cosOcosPcosy+1)/2.

Mivel, mint ismeretes, tetszéleges haromszdgben teljesil, hogy cosacoscosy <
< 1/8, igy .
(coscosPcosy +1)72 < 3/4.

Tehat a feladat most igy szél:

Bizonyitsuk be, hogy ha egy hdromszdgben a teriilet egy olyan kifejezéssel egyen-
16, amelynek maximuma 3/4, akkor a tertilet legfeljebb 3/4. Ez eléggé nyilvanvalé.

Mikor van egyenl8ség? Akkor, ha a =B =y és T = 3/4, vagyis a 3/4 terllet(
szabalyos haromszdg esetén. Mas haromszdégben nem. Vagy a feltétel nem teljesil,
vagy a terillete nem 3/4 (vagy egyik sem).

De van-e egyaltalan olyan nem szabalyos haromszdg, amelyre teljesil a feladat
feltétele (és akkor sziikségszer(ien a terilete kisebb, mint 3/4)?

Vegyunk egy tetszbleges nem szabalyos haromszoget, apretyje T > 3/4, és akkor
persze nem teljesulhet ra a feladat feltétele. Legyen C = (cosOcosfcosy +1)/2,
ami nyilvanpkisepb, mint 3/4. Vegyuk azt a haromszoget, amely ennek a harom-
szognek a  C/T ardnyl hasonlésaggal kapott képe. A hasonlésag miatt ehhez
ugyanaz a C érték tartozik. A tertlete viszont T - (C/T) = C, tehat teljesul ra a
feladat feltétele, de a terlilete C < 3/4 miatt legfeljebb 3/4, viszont nem egyenl6
3/4-del, mert azt csak a v/3 oldalu szabalyos haromszég tudja.

79 dolgozat érkezett, koziiliikk 4 csapatmunka. 5 pontos 25, 4 pontos 11, 3 pontos 3, 2
pontos 5, 1 pontos 12. 0 pontot kapott 23 bekiildd.
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I_ _I A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

| 3 (839-843.)

K. 839. Hany olyan négyzet rajzolhaté az aldbbi abraba a racsvonalak mentén,
amely tartalmaz a kis fekete négyzetek koziil legaldbb egyet?

K. 840. A digitélis szamjegyek kis hatszdgekbdl épilnek fel. A 0 hat darab, az
1 két darab, a 2 6t darab hatszogbdl és igy tovabb (lasd az &brat). Hany olyan
szomszédos pozitiv egész szamokbdl allo par van, amelyek digitalis szamjegyekkel,
ilyen modon leirt alakja ugyanannyi hatszogbdl épal fel?

K. 841. 2025. janudr 25-én (2025.01.25.) Unnepeljik Fekete Istvan ir6 (mdvei pl.
Vuk, Kele, Tuskevar) szuletésének 125. évfordul6jat. A 20 250 125 szam 11-gyel nem
oszthatd, és 3-mal osztva 2-t ad maradékul. Hany olyan nyolcjegy(i szdm készithetd
ezen szam szamjegyeinek atrendezésével, amely oszthat6 11-gyel és ugyancsak 2-t
ad maradékul 3-mal osztva?

K/C. 842. Hany olyan nem ures részhalmaza van a H = {1;2;3;4;5,6;7;8;9}
halmaznak, amelyben az elemek 6sszege paros?

K/C. 843. Az ABC egyenl8 szar( derékszogli hdromszdg AB befogdjanak B-
n tali meghosszabbitasan felvettiik a D pontot Ugy, hogy BD = AB teljestljon.
Az AC befogo felez6pontja E, az ED szakasz a BC atfogot az F pontban metszi.
Hatarozzuk meg az AED és FEC haromszogek teriiletének aranyét.

L1

Bekiildési hataridé: 2025. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1
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A C pontversenyben Kit(izott gyakorlatok
(842-843., 1838-1842.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 842. A szévegét lasd a K feladatoknal.
K/C. 843. A szovegét lasd a K feladatoknal.

Feladatok mindenkinek

C. 1838. Egy tablara felirtuk az 1, 2, 3, ..., 2024, 2025 szamokat. Farkas és
Piroska felvaltva torélnek egy-egy szamot a tablarél, amig csak két szam marad
a tablan. Hogyan nyerhet Piroska, ha 6 kezd, és akkor nyer, ha a tablan utoljara
maradt két szam Osszege oszthato 11-gyel?

(német versenyfeladat alapjdn)
C. 1839. Adott két parhuzamos egyenes és az egyiken két pont, A és B. Szer-

kessziik meg az AB szakasz felez&pontjat gy, hogy csak egy darab egyéll vonalzét
hasznalhatunk.

C. 1840. Legyen —20,25 < K < 0. Oldjuk meg az
X+y+z=K,
x3+yd+23 =1,
Xyz = —2024

egyenletrendszert a valés szamharmasok halmazan.
Javasolta: Berko Erzsébet (Szolnok)

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1841. A PQRS konvex négyszoghen QR =4, RS =6, SP =5, és a P, illetve
Q csticsokndl levd belss szogek 60°-osak. Ha tudjuk, hogy 2P Q = a+ v/b, ahol a és
b pozitiv egészek, akkor hatdrozzuk meg az a+b osszeg értékét.

(ausztral versenyfeladat)
C. 1842. Oldjuk meg a valés szdmok halmazan a 9%+ (6x — 23) - 3X +5x2 — 39X +
+ 76 = 0 egyenletet.
Javasolta: Bencze Mihdly (Brasso)
&

Bekuildési hatarid6: 2025. februéar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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A B pontversenyben kittizott feladatok
(5430-5437.)

B. 5430. Legfeljebb hany kiilonb6z6 pozitiv egész szamot lehet felirni egy kor ke-
riiletére gy, hogy barmely két szomszédos szam szorzata kisebb legyen, mint 20257

(3 pont) Javasolta: Sztranyak Attila (Budapest)

B. 5431. Az ABC haromszog beirt kore k, a k kozéppontja I. Az Al egyenes
k-t A-hoz kozelebb D-ben, A-t6l tavolabb E-ben metszi. Legyen k érintési pontja
AC-n F. Az E pontban a k-hoz htizott érinté§ AC-t G-ben metszi. Igazoljuk, hogy
GI parhuzamos F D-vel.

(3 pont) Javasolta: Lovas Marton (Budakaldsz)

B. 5432. Vannak-e olyan valés a, b, ¢ szdmok, amelyekre az alabbi harom fiigg-
vény koziil egyiknek sincs zérushelye?

p1(x) = az? — (0® + Dz +e,
pa(x) =ba® — (¢ +Da +a,

p3(x) = ca? — (a® + 1)z +b.
(4 pont) Kaman lldiké (Budapest) otletébdl

B. 5433. Mutassuk meg, hogy tetszOleges négyszog alapu gildban az oldallapok
stulypontjait a szemkozti alapél felezépontjaval 6sszekotd szakaszok egy ponton
mennek at.

(4 pont) Javasolta: Kiss Géza (Cs6mor)

B. 5434. Milyen m > 1 pozitiv egész szamokhoz l1étezik olyan egész egytitthatds
f(z) polinom, amelyre barmely k egész szam esetén k és f(k) koziil pontosan az
egyik oszthatd m-mel?

(5 pont) Javasolta: Hujter Bélint (Budapest) és Kos Géza (Budapest)

B. 5435. Az ABC héromszog beirt kore a BC, AC és AB oldalakat rendre a
D, FE és F pontokban érinti. Legyen tovabba P, @) és R rendre az AD, BE és CF
szakaszok A-hoz, B-hez, illetve C-hez kézelebbi harmadolopontja. Mutassuk meg,
hogy a P, @ és R pontok koziil legalabb egy a beirt kor belsejében vagy a hatéran
helyezkedik el.

(5 pont) Javasolta: Lovas Marton (Budakaldsz)
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B. 5436. Legyen p péaratlan prim. Jelolje dx(n) az n azon pozitiv osztdinak
szémat, amelyek p-vel osztva k maradékot adnak (0 <k <p).
Legyen A C{0,1,...,p—1} =S olyan, hogy
I 1 I 1
dk(n) > dj(n)
K [&] jSYA

teljesiill minden pozitiv egész n szamra. Legaldbb hany elemii az A halmaz?
(6 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budakaldsz)

B. 5437. Az ABC héaromszogben BC < AC, és D olyan pont az AC oldalon,
hogy BC =DC. A T kor belulrél érinti az ABC haromszog koréirt korének B-
t nem tartalmazé AC ivét X-ben, valamint érinti AC-t D-ben. A B-bdl I'-hoz
htizott C-hez kozelebbi érinté AC-t Y -ban metszi, -t pedig Z-ben érinti. Igazoljuk,
hogy ha A, Y, X, és az ABC haromszog koriilirt korének kozéppontja egy koron
helyezkednek el, akkor AZ =CZ.

(6 pont) Javasolta: Lovas Mdarton (Budakaldsz)
e

Bekiildési hatarido: 2025. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Az A pontversenyben kitiizott nehezebb feladatok
(896-898.)

| |

A. 896. A tengerbiologusok egy 1j kagyléfajt vizsgalnak, amelynek az elsé ge-
egy adott generdciéban N kagyl van (ahol 5| N mindig teljesiil), akkor N/5 da-
rab 5 kagylobdél allé csoportra osztjak magukat, és mindegyik csoportnak kdzésen
sziiletik 15 darab utédja, akik a kovetkezé generacidt alkotjdk. A kagylok kozott
néhanyban talalhaté egy darab gyongy, de egy kagyléban csak akkor lehet gyongy,
ha az egyenes felmenéi koziil senkiben sem volt gyongy. Egy gyongy értékét az ha-
tarozza meg, hogy az 6t tartalmazo kagylé hanyadik generaciés: az n-ik generaci
esetén az érték 1/3". Legfeljebb mennyi lehet a gyongyok osszértéke a kolénidban?

Javasolta: Beke Csongor (Cambridge)
A. 897. A derékszogli koordindta-rendszerben jelolje O az origdt és y az (1,0)
kozépponti, egység sugart kort. Legyen A egy valds szdm a (0,2) intervallumbdl,

és legyen az X = A egyenes és a Yy kor két metszéspontja P és Q. Az OP és OQ
egyenesek az X = 2 — A egyenest rendre a P Hés QPpontokban metszik. Az ilyen P
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Q' pontok mértani helyét jeloljiik G-vel, ahogy A bejérja a (0,2) intervallumot. Mu-
tassuk meg, hogy vannak olyan O-tdl kiilonb6zé R és S pontok a sikon, amelyekre
minden A [Glpontra létezik olyan A’ pont az OA egyenesen, hogy

A'R?=(A’'S—0S)>’=A'A-A'O.
Javasolta: Bdn-Szabé Aron (Budapest)

A. 898. Legyen n egy adott pozitiv egész szam. Ana és Bob a kdvetkezd jaté-
kot jatsszdk: Ana valaszt egy egész egylitthatos n-edfokd p polinomot. Bob minden
egyes korben valaszthat egy pozitiv egészekbdl 4116 véges S halmazt, Ana pedig egy
listaval valaszol, mely a p polinom S halmazon felvett értékeit tartalmazza multip-
licitdssal (novekvd sorrendben). Hatérozzuk meg n fiiggvényében azt a legkisebb k
pozitiv egész szamot, melyre Bob mindig ki tudja taldlni a p polinomot legfeljebb
k kor alatt.

Javasolta: Andrei Chirita (Cambridge)

L1

Bekiildési hataridé: 2025. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://ww.komal .hu/munkafuzet

L1

-‘ Informatikabdl kitiizott feladatok

(647-650.)

1. 647. Egy jatéksorozatban mindig feljegyezték a gybztes jatékosok azonosito-
it. Utdlag meg szeretnénk vizsgdlni, hogy mely jatékosok hany jatékon keresztiil
dominaltak.

Készitsiink programot {647 néven, amely a gySztesek N (1 [ I 1000) jatéksoro-
zatdban meghatarozza azt a leghosszabb folyamatos részt, amelyen belil legfeljebb
csak harom kiilonb6z6 jatékos van.

A program standard bemenetének elsé sordban a befejezett jatékok N szdma
talalhat6. A kovetkez6 sorban az N jaték gyGzteseinek azonositéi szerepelnek egy-
egy szokozzel elvalasztva.

A programmal a standard kimenetre irjuk ki soronként a leghosszabb, legfeljebb
harom gy6ztes azonositdjat tartalmazé rész hosszat, majd ennek a harom jatékos-
nak az azonositojat.
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Példa:

Bemenet Kimenet
11 5
29256259452 (256

Bekiildendd egy tomoritett i647.zip dllomanyban a program forrdskodja és rovid
dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejlesztéi kérnye-
zetben fordithato.

(10 pont)

1. 648. 1-t6] kezdve N-ig egyesével felirjuk a szdmokat egymaés mellé, majd tobb
lépésben kihtzunk koziilik néhany egymést kovetd szambol allé szakaszt. A kihu-
zott szakaszok nem fedik egymast.

Készitsiink programot 1648 néven, amely megadja, hogy hanyadik kihtizds utan
volt a legtobb Osszefiiggd, nem kihizott szamokbdl allo szakasz, és ez hany darab
volt.

A program standard bemenetének elsé soraban a sorozat legnagyobb értéke, N
(1 <N<1000000) és a hizdsok M (1 <M< 1000) szdma taldlhatd. A kovetkezd
M sorban a kihizott részletek elsé és utolsé szdmai (1 < Ej < Uj < N) szerepelnek
egy-egy szokozzel elvalasztva.

A programmal a standard kimenetre irjuk ki, hogy hanyadik kihtizds utan volt a
legtobb szakasz (t6bb megoldds esetén a legkisebb sorszdmu), és ekkor hany szakasz
volt.

Példa:

Bemenet (a / jel sortodrést helyettesit) | Kimenet

18571113767 /227347810 34

Magyardzat (pirossal a kihtzasok):

1234567891011 12 13 14 15 16 17 18
12345678910 11 12 13 14 15 16 17 18
1234567891011 12 13 14 15 16 17 18
12345678910 11 12 13 14 15 16 17 18
1234567891011 12 13 14 15 16 17 18
12345678910 11 12 13 14 15 16 17 18

Bekiildendd egy tomoritett 1648.zip dllomanyban a program forrdskodja és rovid
dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomény melyik fejlesztéi kornye-
zetben fordithato.

(10 pont)
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I. 649. A lapunk oktdberi szamaban megjelent I. 637. feladatban a Token Ring
halézattal foglalkoztunk. A most kévetkezd feladatban a sin topol6giaja, Ethernet
tipusu halézatok modellezése lesz a cél.

Ebben a hal6zatban a szamitdgépek egy vonal mentén sorban egymas utan
kapcsolédnak az adatokat atvivd kozeghez. A szamitdgépek folyamatosan figyelik
a kozos vonalat, és érzékelik, ha azon adat érkezik, illetve érzékelik, hogy a vonalon
nincs adat. Egy gép csak akkor kezd adatot kiildeni a vonalon, ha azon maés
adat nem érkezik. Az adat tartalmazza a feladd és a célszamitdgép cimét. Az
adat feldolgozasat természetesen csak a cimzett gép végzi el, a tdbbiek eldobjak
a nem nekik szélot. Tekintsik Ugy, hogy a vonalon az egyik gép altal kiildott adat
1 id8egység alatt jut el minden mésik géphez.

) =) w ).

L 1§

15|

. . . (.
ﬁzJo ﬁfg ﬁisﬁ ﬁi? @

16 |

Az adatkildés meghiasul, ha a kdz6s vonalon ugyanabban az id6pontban tébb
szamitogép is kild adatot. Ekkor mindegyik gép érzékeli, hogy az adat atvitele
nem torténhetett meg hibamentesen. Az adott id6pontban éppen adatokat kild6
gépek egy véletlen id6egysegig varakoznak, miel6tt Ujra megprdébéalnédk elkildeni
az adatot. A varakozas véletlen idejét az [1;N] intervallumbdl valasztjdk, ahol N a
halézatban 1év6 gépek szama. Ha a varakozasi id6 letelt, akkor a kdvetkez6 olyan
idépontban kezdik az adatkiildést, amikor a vonal szabad, tehat mas nem kild
adatot.

A szimulacié soran minden gép, amely éppen nem kivan adatot kildeni, egy vé-
letlenszamtdl fliggéen elddnti, hogy a kdvetkezd id6egységtél kezdve kiild-e adatot,
vagy sem. Az adatkildésre vald hajlanddsagot egy H véletlenszammal adjuk meg.
Ha egy gép egyszer ugy dontott, hogy kuldeni szeretne, akkor egészen addig ebben
az allapotadban marad, amig az adat elklldése sikeresen, tkdzés érzékelése nélkil
meg nem torténik. A program standard bemenetének egyetlen soraban a gépek N
szdma (2 [CN1235), a gépek adatkiildését jellemz6 H valészinliség (0 [CHk 1) va-
I6s szam, valamint a szimulacié teljes idejét id6egységben megadd T egész érték
(1000 [Tk 100000) talalhaté egy-egy székozzel elvalasztva.

A program a standard kimenetre egy egész és egy valds szamot irjon szokdzzel
elvalasztva: mennyi adatot sikerult a szimulécid sorén atjuttatni a halézaton, illetve
atlagosan mennyi idg telt el egy-egy adat esetén a kildési hajlandosagtol a sikeres
adatkildésig.
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Példak:

Bemenet Kimenet

10 0.1 20000 7279 18.4
10 0.2 20000 6637 25.9
20 0.5 20000 5501 71.4

100 0.25 20000 4936 394.8
200 0.001 100000 | 19296 29.3
250 0.0001 100000 | 2517 4.4

Bekiildend6 egy tomoritett 1649.zip dllomanyban a program forrdskédja és rovid
dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsdllomény melyik fejlesztéi kornye-
zetben fordithaté.

(10 pont)

I. 650. A youtube.com oldal népszeriisége és latogatottsdga mas kozosségimédia-
feliiletek mellett ma is Oridsi. A https://www.kaggle.com/datasets/rashminslnk/yo
utube-subscribers-data-2024 oldalon elérhet6 az els6 50 legtobb feliratkozéval ren-
delkez6 Youtube-csatorna néhdany adata. Ebben a feladatban az adatok elemzését
kell elvégezni tablazatkezelo alkalmazas segitségével.

A feladatok megoldasiahoz el6szor érdemes letOlteni a fenti honlapon elérhe-
t6 .csv allomanyt, majd abban egyszeri szovegszerkesztovel a vesszOket pontos-
vesszOre, a pontokat vesszére cserélni. Az elsé lépéssel a celldk hataroldjelét, a
masodik 1épéssel a tizedesvessz6t tudjuk a magyar nyelvi beéllitasokkal rendelkez6
tablazatkezel6hoz feldolgozhatéva igazitani.

Nyissuk meg az el6bb atalakitott allomanyt tablazatkezelé alkalmazassal, old-
juk meg az alabbi feladatokat, és mentsiitk munkankat youtube néven a program
alapértelmezett formatumédban. A megoldas soran — ahol csak lehetséges — fligg-
vényt és hivatkozast haszndljunk, hogy a kapott megoldassal pl. a kévetkezo évi
adatokat is kis valtoztatassal feldolgozhassuk.

1. Az adatsorozatban néhdny helyen a tabldzatkezel6ben hibdsan megjelené karak-
terek vannak. Toroljilk a hibdsan megjelend szavakat és értelmezhetetlen jeleket.

2. Valasszuk el vesszovel és szokozzel azokban a celldkban az adatokat, ahol tébb
érték is szerepel, példaul az orszagnevek, az els6dleges nyelv, vagy a kategéria
esetében.

3. Cseréljiik a United States szoveget az USA szovegre az orszadgnevekben.

4. Egészitsiik ki az adatokat gy, hogy tartalmazzak az orszagok mellett a foldrészt
is — foldrajzi ismereteinkre tdmaszkodva. Ahol tobb foldrészrol szerepel orszag, ott
tobb foldrészt megadva.

5. Formézzuk a tablazatot a minta szerint, allitsuk be az oszlopok szélességét, a
celldk igazitasat, szegélyét, alakitsuk ki az els6 sorban a fejlécet.

6. Készitsiink statisztikai elemzést a forrasadatokrél a kévetkezé minta alapjan
egy masik munkalapon orszagok és foldrészek szerint.
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frand | Subseribers
‘ Hame chanpal | {milianay | TNy engiage Cauntry Continent
20 e 338 Engish sk America
3 I Asia
4 Cocameian - Nursery Ahymes Education usa |america
5 5T india _ | Enterminment [inda Jpaia
£ Visd and Miki Entertainment |Russia |Ewrape
7 |Kids Diana Show Ertortainment US4, Ukraing Bmnerics, Eurape
& Like Hastya Entertainment LA, Ukraine America, Lurape
3 |Zee Music Pbusic Irudis Asia
10 PewDieP Entartainmant Sweden, lapan Asia, Furcpe
1 wwi Sparts s America
12 Film Indis i
AL e Entertalnmant Usa M-ﬂ!flu
14 [Sany SaB Entertainment. India Asia
15 Blackpink Korean Neusic Scuth Kares | usin
16 ChuChu TV Nursery Rymos & Kids Songs | Yes 5,2 Hindi Education India |asia

a. Figyeljunk arra, hogy vannak to6bb orszdghoz, és igy t6bb féldrészhez is tar-
tozd csatornak. Ezek esetében a feliratkozok szamat egyenlGen osszuk el a két
orszag és foldrész kozott. Amennyiben sziikséges, tigy alkalmazzunk segéd-
tablazatokat. Kihasznéalhatjuk, hogy legfoljebb két orszdg vagy két foldrész
kozott kell az adatokat megosztani.

b. Az orszagok 2024. évi népességadatait példdul a https://www.worldometers
.info/world-population/population-by-country/ oldalrél tudjuk beszerezni.

c. Készitsiik el az adatok alapjan a mintan lathaté diagramokat, és forméazzuk
Oket a mintanak megfelelden.

A B4 E o E F LA H | 1
Sy P Subscribers Population | Susscribers §] Ehnbant Substribers| Popa ation in these | Submeribers [/
1 imilionsl  [millioas) | Population |millians) | countries (mil ioesl | Pasu ation
2 fagerling A 457 45 Aneica 1679,2 77 22
4 aran Amencs Mg 4 a5 SR 88, ¢ 1.4
4 Canada America 3BT ig Europz 5923 2332 25
ERym—— Americz 1305 05
6 LA America 3454 41 e
T ineia s 14509 TR0 Larcpe; _
# laaan asia T [ w23
& Pakistan Asla 2343 | 05
0 Scutk Korea sz 51,7 7.8 Asa B -
11 United Arab Emleates Azla 110 6.3
12 Belarus Europe 91 7.8
i i Ta a Subscribiers  Population
14 Porlugal Euiupe 104 [T 44 o
95 saraniz Curape 180 31 FF3 Europh: 25
16 Aussia Europe L1508 05 L0
U7 Sweden Europe 106 51
& Wleraine urnpe 574 33 o
2 )
S Subseribers {millions) in Curepe Subscribers § Population in Lurope
21 e b S Leralns, 52 v 1
&z - Fuzsls, 28
EE] — R UL
| Ramanli; 33 .-
¥ |swedar, 3307
5 bl
o sorlugel; w8
1]
= Muzsiz; T e b 8 e s i
Ht

Bekiildendd egy tomoritett 1650.zip alloményban a feladat megolddsat tartal-

mazé tablazatkezel6 munkafiizet és egy révid dokumentacié, amely megadja az
alkalmazott tablazatkezel6 nevét és verzidszamat.

(10 pont)

40

L1

Bekiildési hataridé: 2025. februar 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1
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Beszamolo a 2024. évi Eotvos-versenyrol

Az Eo6tvos Lordand Fizikai Tarsulat 2024. évi Eotvos-versenye oktober 11-én
délutdn 3 érai kezdettel tiz magyarorszagi helyszinen® keriilt megrendezésre. Ezért
kiilon koszonettel tartozunk mindazoknak, akik ebben szervezéssel, feliigyelettel
a segitségiinkre voltak. A versenyen a harom feladat megoldasara 300 perc all
rendelkezésre, barmely irott vagy nyomtatott segédeszkoz haszndlhat6, de (nem
programozhatd) zsebszdmolégépen kiviil minden elektronikus eszkoz hasznédlata
tilos. Az Eotvos-versenyen azok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanuldk, vagy
a verseny évében fejezték be kozépiskolai tanulményaikat. Osszesen 54 versenyzd
adott be dolgozatot, 24 egyetemista és 30 kozépiskolés.

Ismertetjiik a feladatokat és azok megoldédsat.

L1

1. Egy léggomb elasztikus viselkedése a fal rugalmas energidja segitségével jelle-
mezhet6. Ha a jo kozelitéssel mindvégig gomb alaki lufi mérete a feszitetlen méret
A-szorosara valtozik, akkor a léggémb rugalmas energidja a 2A% + A~% — 3 kifejezés-
sel egyenes ardnyban novekszik egészen addig, mig végiil A= 3 érték kortl a lufi
kidurran.

A kezdetben ernyedt dllapoti léggdmbot egy kompresszorhoz csatlakoztatott
T-alaku eloszto egyik kivezetésére kotjik, a masik kivezetésre pedig egy vékony
iivegesObdl késziilt vizes manométert rogzitiink az 1. dbran lathaté médon. A viz
a cs6 20 cm hosszi szakaszat foglalja el. A kompresszor elinditdsa utdn azt ta-
pasztaljuk, hogy a folyadékszintek az eredeti helyzetiikh6z képest lassan 5 cm-rel
mozdulnak el, mialatt a léggomb dtméréje 5%-kal novekszik. Mi fog torténni ez-
utan?

20 cm

1. abra
(Vigh Maté)

IRészletek a verseny honlapjan: http://eik.bme.hu/~vanko/fizika/eotvos.htm
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Megoldas. A lufi rugalmas energiaja egy alkalmas Eq konstans bevezetésével igy
irhato:
E=Eo(2N+A""*=3).

Meggy6zddhetiink réla, hogy nyujtatlan allapotban (azaz A = 1 esetén) a rugalmas
energia a varakozasnak megfelel6en zérus, A > 1 értékekre pedig E(A) monoton no-
vekvé fuggvény. Vajon hogyan hatarozhaté meg ebb6l az dsszefiiggésb6l a lufiban
uralkod6 p talnyomas értéke? Alkalmazzuk a virtualis munka elvét: ha a 1éggomb
térfogatat kis AV értékkel megnoveljik, a bezart és a kils6 levegd egylttes mun-
kavégzése éppen egyenld a rugalmas energia névekedésével:

pAV = AE.

A lufi pillanatnyi térfogata a kezdeti V, térfogattal V = VoA3 modon fejezhet6 ki.
Ennek kicsiny megvaltozdsa a magasabb rend(i tagok elhanyagolédsaval a kdvetke-
z6képpen kozelithetd:

AV = 3VoA2AA.

Ehhez hasonl6an a rugalmas energia kifejezése is sorba fejthet6:
AE =Eq (4N —4A7°) AA.

Az eddigiek felhasznélasaval a tdlnyomas kiszamithato:

o AE 4B (A-A77) AN (1 1)
= = =Po ,

TAV T 3VoAZAA AN

ahol a rovidség kedvéért bevezettik a py = % jelolést (ami nem azonos a kiilsé
Iégnyomassal).

A feladat szdvegébdl tudjuk, hogy p(A =1,05) = 10 vizem, hiszen ha a vizszintek
5 cm-rel mozdulnak el, akkor a folyadékszintek kiilénbsége 10 cm lesz. Ebbdl:

10 vizem

Po

Erdemes kiszamitani a nyomas értékét a kovetkez4 két specidlis esetben:

A =1 esetén (ernyedt allapotban) p valéban nulla, ahogy varjuk.

A =3 esetén (azaz a kidurrands hataran) p = 13,8 vizem.

Ekkora tdlnyoméast a manométerben 1évé 20 cm hosszU vizoszlop ki tud fejteni.
Ebbdl azt a hibds kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a lufi felfijédasa egészen addig
folytatédik, mig a vizszintek elmozdulasa +2° = 6,9 cm-re né, majd ekkor a lufi
kidurran.

Vajon hol a hiba ebben a gondolatmenetben? Ehhez vizsgaljuk meg részlete-
sebben a p(A) fluggvényt (2. dbra)! Numerikus értékek behelyettesitésével észre-
vehetjik, hogy a nyomésnak A =1 és A =3 kdz6tt maximuma van. (A jelenséget
tapasztalatbdl is ismerjik: egy lufit kezdetben nehezebb, majd egy bizonyos méret
felett kdnnyebb felfajni.)
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p (vizem)
30

20

10

O : T [ T T
1 15 2 2,5 3

2. abra

A maximum pontos helye derivalassal hatarozhaté meg:

dp - -2 —SD
— = —ATT+TA .
ax Do

Ez a derivalt zérus, ha

Y

A=X"="°7=138, ahol p(\*)=25,7 vizem.

Mi fog tehat torténni? Ahogy az a 2. abrarol latszik, a lufi tovabb névekszik
egészen addig, amig a tdlnyomas eléri a 20 vizcm-es értéket, azaz a folyadékoszlop
mar ekkor teljes egészében a jobb oldali cs6szar fiigg6leges részébe keril. Innentdl
a nyomas nem novekszik tovabb, és igy a lufi mérete is egy ideig alland6 marad,
a kompresszor pedig immar gyorsabban emeli a vizoszlopot a csében (hiszen a
lufiba méar nem kell leveg6t fujnia). Amikor a viz elkezd kifolyni a cséb6l, akkor
a nyomas, és igy a lufi mérete is csokkenni kezd. Innentdl a kompresszorbdl és a
leeresztd lufibél kiaramld levegd is az egyre kisebb témeg( vizoszlopot nyomja ki,
amely igy egyre gyorsulva ,kilovell” a cs6bél. Amikor minden viz kifolyt a cs6bél,
a lufi visszakertl a teljesen felfajatlan allapotba (a kompresszor pedig ekkortél a
szabadba fujja a leveg0t).

A lufi maximalis méretéhez tartozd )\ értéket a p(\) = 20 vizcm egyenlet megol-
désa adja, amelyet iteralassal vagy grafikusan (2. 4bran z6ld vonal) kaphatunk meg:
Amax = 1,145, azaz a lufi &tmérdje a folyamat sordn minddssze 14,5%-kal ndvekszik
meg az eredeti méretéhez képest.

Megjegyzések. 1. A folyamatok id6beliségének kvantitativ vizsgalatdhoz tovabbi nume-
rikus adatok sziikségesek. A 3. abran lathato grafikonok a kévetkez6 feltevésekkel késziil-
tek: a lufi kezdeti sugara 2,5 cm, a manométer csdvének bels6 keresztmetszete 0,1 cm?,
az als6 ivének hossza 4 cm, a kompresszor térfogatarama 0,54 cm?®, amivel a feladat-
ban szerepld A = 1,05 érték és s =5 cm folyadékszal-elmozdulas épp 20 s alatt torténik
meg. A grafikonokon a folyadékszal s elmozdulésa, a bezart leveg6 p tulnyomasa és a lufi
méretét leiré \ paraméter lathat6 az id6 fuggvényében.

2. Ha a folyadékszal hossza nagyobb lenne, mint a maximdlis nyomashoz tartozd
25,65 cm, akkor a nyomas elérné a maximalis értéket, majd csokkenni kezdene, de a
lufi tovabb fajodna, mig A = 3 értéknél kipukkadna.
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8. dbra

2. A sulytalanség allapotédban egy R sugard, L > R hosszlsagu és d <« R falvas-
tagsagu aluminiumcs6 a szimmetriatengelyére meréleges, homogén, B indukcidju
magneses mezében helyezkedik el. A csovet tengelye koril wy sz6gsebességgel meg-
forgatjuk, majd magara hagyjuk.

a) Vazoljuk fel a cs6 kiteritett palastjardl készult rajzon a cs6ben kialakuld
dramvonalakat!

b) irjuk le a cs6 mozgasat az id6 fuggvényében!
(Vigh Mdté)

Megoldas. a) Ha a cs6 a magneses térre meréleges irAnyban mozogna (de nem
forogna), akkor a Lorentz-er6 a toltéseket szétvalasztand, és az igy kialakul6 elekt-
rosztatikus tér kiegyenlitené a Lorentz-er6t, egyensulyi allapot alakulna ki, és &ram
nem folyna (4. dbra).

Esetlinkben viszont a cs6 palastjanak két atellenes része ellenkezd iranyban
mozog, igy a Lorentz-er6 is ellentétes iranyl lesz, aminek kovetkeztében a cs6
végeinél zarodhatnak az &ramvonalak, és igy nem lesz jelentds toltésfelhalmozédas,
hanem az 5. dbrdn lathatd médon zart aramkér johet Iétre.
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Az L> R feltétel miatt a cs6 végeitdl eltekintve az elektrosztatikus tér elha-
nyagolhato, és igy a cs6 falaban

j =c(Wxr)xB,
j(a) =owBRcos«x

aramsiriiség alakul ki, ahol w a cs6 pillanatnyi szogsebessége, o az aluminium fajla-
gos vezetOképessége (a fajlagos ellenéllds reciproka), 0 < a < 27 pedig a tengelytél
a palast adott pontjahoz mutatd r sugar és a mégneses indukcié B vektora &ltal
bezart szog. A cs6 végein felhalmozodik valamennyi toltés: ezek ,téritik el” a csé
végén az dramvonalakat. A kialakulé dramvonalakat a 6. dbra mutatja.

L

Ot:O J
- +
Jge )|
+ -
+ -

a=m H — 21R
+ -
1c )|
- -

a=2r— _‘1—

6. dbra

b) I. médszer. Az L > R feltétel miatt a csé végével, mint ,széleffektussal”
nem foglalkozunk, csak a csében a csé tengelyével parhuzamosan folyé aramokkal.
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Ezekre a mégneses tér er6t fejt ki, egy dV kicsiny térfogatra haté er6:
dF =35 < BdV.

Az er6k és a tengelyre mer6leges forgatonyomaték-komponensek vektori eredéje
a szimmetria miatt nulla, igy a cs6 tdmegkdzéppontja nem mozdul el, és tengelye
nem fordul el. Ugyanakkor a tengellyel parhuzamos forgatényomaték-komponensek
eredéje nem nulla, a cs6 forgasa igy lassulni fog. (Az aramok miatt hé disszipalodik,
igy a cs6 energidja biztosan csokkenni fog. Ezt mondja ki a Lenz-térvény is.) A
cs6 kicsiny dRda keresztmetszetd, L hosszusagu, dV = LdRda térfogatu keskeny
csikjara hato tengellyel parhuzamos forgatonyomaték-komponens:

dM =rxdF =r x(§ x B)LdRdq,
dM = —RjBcosa - LdRdo = —owB? LdR® cos® o do.

(A negativ el6jel azt fejezi ki, hogy a forgatonyomaték-komponens a sz6gsebesség-
vektorral ellentétes iranyd.) Ennek dsszegzése a teljes csére

21
M = —owB?LdR? / cos? ada = —owB?LdR*.
0
(Ezt az eredményt a szinuszos jel e [eltiv értéke alapjan is ismerhetjik: az atlagos

érték 3 és 3 2m =, vagy a cos?a = (1 —cos2«) atalakitas utan szemléletesen is
lathatjuk.) A vékony fal( cs6 tehetetlenségi nyomatéka

© = mR?=2roLdR?,
ahol o az aluminium sdr(sége. A cs6 tengely korili forgasat leir6 mozgasegyenlet:

dw M _ _JwBZLdR37T _ _JBZW

dt o 2roLdR® 2o

A diLerencialegyenlet ugyanolyan alakd, mint a jél ismert radioaktiv bomlasi tor-
vény, igy megoldasa: .
w(t) =wpe™ T,
ahol a 7 idéallando:
20
T=E —>5.
oB2
A cs6 tehat exponencidlisan lassulva fog forogni.
Megjegyzés. Az id6allandé nem fligg a cs6 méreteitl (minddssze annyit hasznaltunk
fel, hogy d < R < L), csak a cs6 anyaganak s(rliségét6l és fajlagos vezet6képességétol,

valamint a mégneses mezd erdsségétdl. Aluminium esetében 1 mT mégneses indukcid
esetén az idéallandora két és fél percet kapunk.

46 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/1



I1. modszer. A cs6 egészében id6egységenként

1
P=-j%V
O_jcﬁ

energia disszipalodik, ahol (a koszinuszos helyfiiggés miatt)

jeff - J¢§]ma,x - %UWBR7

és V =2nxLdR a cs0 térfogata. Ezt a disszipalddo energiat a cs6 mozgasi energia-

janak csokkenése fedezi:
_ dEIIl

P:
dt ’

ahol ) 1
E, = 5@@02 = §QVR2(JJ2.

Behelyettesités és a derivalas elvégzése utan:

L 2p2p2 1 2 d(w?) 1 2 5 dw
—ow’B*R*V =—=9oVR*- =——oVR* 2w—
27% 2¢ dt 2¢ Yt
egyszerdsitve és rendezve:
dw _UBQW
dt 207

az el6z6 maédszer eredményével dsszhangban.

3. Egy tubusban szimmetrikusan elhelyeztiink két f; =50 cm és két fo =10 cm
fokusztavolsagu gydjtblencsét a 7. &brén lathaté modon. Sikerilt a lencséket agy
beallitani, hogy az optikai rendszeren atnézve a targyakat éppen olyannak latjuk,
mintha egy Ures tubuson at néznénk azokat.

(I —

}Iﬁm*
T BB
S * S ___l[[[ T
S — |HNEEI INEENN
7. abra 8. abra

a) Mekkorak a lencsék kozotti d és s tavolsagok?

b) Ha az el6z6 optikai rendszert tubus nélkil megépitjik, és a kezlinket megfeleld
helyen a lencsék kozé helyezzuk, akkor a 8. abran lathaté modon a keziink egy részét
el tudjuk ,tiintetni”. Magyarazzuk meg a jelenséget!

(Széchenyi Géabor)
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Megoldas. a) I. mddszer. A targyakat éppen olyannak latjuk, mintha ,semmi”
nem lenne ott, vagyis egy jobb oldalrdl érkezé fénysugar a lencserendszeren at-
haladva éppen a beérkezd fénysugar meghosszabbitasin fog tovabbhaladni. Els6
lépésként tekintstiink egy olyan fénysugarat, melynek belépé és igy kilépd része is
parhuzamos az optikai tengellyel. Ekkor — ahogy azt a 9. dbrdn is 1atjuk — a lencse-
rendszer, valamint a sugarmenet is tiikorszimmetrikus. Ilyenkor a két bels6 lencse
kozott haladd fénysugar is parhuzamos az optikai tengellyel. Egy, a végtelenbdl
érkez6 parhuzamos nyalabot a két jobb oldali lencse parhuzamos nyalabba képez,
azaz ez a két lencse konfokalis, fokuszpontjaik egybeesnek:

s=Ff +f,.

"tukor
f1 5 ! £ f1
I
:
I
d
S % S
9. dbra

Ezutdn tobbféle médon megkaphatjuk a d tavolsdg értékét, lassunk erre két
kiilonféle utat!

1. 1t. Vegylnk fel egy tetszOleges helyen egy targyat, és hatarozzuk meg sorban
egymas utan a négy lencse altal alkotott képeit. A negyedik lencsén torténé leké-
pezés utdn egy azonos allasu és nagyitasu, virtualis képet kell kapnunk az eredeti
targy helyén. A leképzési torvény szokdsos alakjat hasznélva a képletekkel nehéz-
kesebb a szdmolds, ezért inkdbb hasznaljuk a Newton-féle alakot (amely az X targy
és y képtavolsagot a fokuszponttdl méri, 1asd a G. 855. gyakorlatot a K6Mal. 2024.
méjusi szamdban). Eszerint xy = 2.

Helyezziik a targyunkat az elsé lencse fékuszpontjatol X, tavolsdgra. A kovetke-
z6kben jeldlje X; (Vi) a jobb oldalrdl szamitott i. lencsén to6rténd leképezéshez tarto-
70, jobb (bal) oldali fékuszponttdl mért targytavolsdgot (képtavolsdgot). A 10. db-
rdn piros ponttal a képek helyeit, fekete ponttal a fékuszpontokat jeloltiik.

Az els6 lencsén torténd leképezés:

7
x1y1 = f} C 1y, =",
X1
Mivel s =f; + 5, a két lencse fokusza egybeesik, igy

X2 = —VY1,

A maésodik lencsén torténd leképezés:
2

> f__f
X2y2:f2 :I y2:X72:_EX1.
1
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—yy=4f +2f,+d+x,

Y3 = —X4 Y1=—X2
f, l fi lefz fglfQ f, l f,
d

S:f1+f2 S:f1+f2
<

10. abra

A 10. dbra alapjan:
r3=d—2f2—ys.

Tovabb folytatva a harmadik lencsén torténé leképezéssel:

r3ys = f3 = Y3 = _
2 d—=2f—y2’
T4 = —Y3.
Végiil a negyedik lencsén torténé leképezés:
2 2 2
zaya = f7 = y4:%:—%=—%(d—2fz—yz):
g™ g g "
_—7 d—2f2+7$1 :—7(d—2f2)—$1
3 i 2

Ismét a 10. dbra alapjan, ahhoz hogy a negyedik kép az els6 targy helyén legyen
a kovetkezo geometriai feltételnek kell teljesiilnie:

—ya=4f1+2fo+d+x;.

Ebbdl

2
%(d_2f2)+$1 =4f1+2fo+d+ ;.
2

Lathato, hogy az egyenletbdl kiesik az x1 valtozd, azaz tetszoleges helyre helyezve
a targyat, annak képe a négy lencsén torténd leképezés utan éppen a targy helyén
lesz. Az egyenletet tovabb alakitva:

g L1 f2
L1 d=2f"5 +4f1+2f,
12 /3

(ff = fd=2f(ff +2f1f2+ 3).
A két kozépso lencse kozotti tdvolsdgra az aldbbi kifejezés adddik:

(fr+ f2)? =2 fi+fo
212 h—F

d=2f>

2. 4t. A lencserendszer kozéppontosan is szimmetrikus. Ha a beérkezé fénysu-
gar meghosszabbitdsa a koézépponton menne at, akkor a kimené fénysugar meg-
hosszabbitasa is atmegy a kozépponton. Ilyenkor a fénysugarnak is kdzéppontosan
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szimmetrikusnak kell lennie, azaz annak fizikailag is 4t kell haladnia a rendszer
kozéppontjdn (lasd a 11. dbrdt). Ennek kovetkezményeként egy, a kozéppontban
elhelyezett targyat a két bal oldali lencse a kdzéppontba képez le mint virtudlis
képet.

11. abra

Szerkessziik meg a kdzéppontba helyezett h magassagi targy képét! Tekintsiink
egy, az optikai tengellyel parhuzamos, illetve egy, az fo fékusztavolsdgu lencse
fokuszan athaladé sugarmenetet, ezeket zolddel, illetve kékkel rajzoltuk meg a 12.
abran.

d
2f1+f2+5

12. abra

A két lencse konfokalis, igy a zold sugarmenetet kovetve a kép méretére
f
2

adédik. Az FGO és FED haromszogek hasonlbak, valamint

OH = —h

DF =f, és FO=g*f27

ahonnan
fa

d
92— J2

Az ABC és AOH haromszogek is hasonléak, amibél kovetkezik, hogy

DE=BC= h.

f
BC _OH Zph  Rh

2

- = = = .
AB  AO fi 2f1 + fo+ 4

Az egyenletet d-re megoldva a korabban megkapott végeredményre jutunk.
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A megadott fokusztavolsagok behelyettesitése utan:

fi+1

s=f+f, =60 cm és d=2f2f =30 cm.

1— 12

Il. médszer. Vegyiik fel a koordindtatengelyt az optikai tengelyen, kézéppontjit
helyezziik az elrendezés kozepére! A targy legyen a tengely X pontjdban, amit a
jobb széls6 lencse a z pontba képez le, ezt az els6 képet pedig a mésodik lencse
az Yy pontba. A lencsék helyére is bevezetiink két j paramétert: az origétél mért
tavolsdgukat (hogy révidebbek legyenek a képletek, 13. &bra):

1
dZ_Ed' d1—§d+5.

dll dzl 0 ldz ldl y z
13. dbra

A harmadik és negyedik lencse az elsé kettonek a tiikorképe, ezért szamukra az
X és 'y pont a —X, —Y parnak felel meg. A fényit megfordithatésdgat is kihasznalva
arra jutunk, hogy a bal oldali két lencse a méasodik képet akkor képezi pontosan
vissza az X pontba, ha az y = L(X) pératlan fiiggvény.

Irjuk fel az els6 két lencsére a leképezési torvényt a (k — F)(t — ) = 2 Newton-
féle alakot hasznalva:

(X*dlffl)(dlfszl):f%,
(z—dy—Fo)(dy —y —F2) = 3.

Ejtsiik ki a z ismeretlent gy, hogy mindkét egyenletet elosztjuk a bal oldal z-t
nem tartalmazé tényezdjével, majd 6sszeadjuk ezeket:

f? f3

dlidziflifQ:X—dl—fl+d2—y—f2.

A nevezbkkel beszorozva:
(dl 7d2 7f1 7f2)(X7d1 7f1)(d2 7y7f2) =f12(d2 —y—f2)+f22(x—d1 7f1).

Miel6tt elvégeznénk az 6sszes szorzast, nézziik meg, melyik tagokra van sziikségiink.
A fenti egyenlet egy
Axy+Bx+Cy+D=0

implicit alakra vezet, ahol

(1) A=d; —dy—F — Ty,
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) B:f22+A(f2—d2),
3 C=—f2—A(d, +F),

BC + f2f2
4) D =f(dy — fa) — F3(d1 + 1) + A(dy + F1)(d2 — F2) = %

A keresett L flggvény:
_ Bx+D
~ Ax+C’
Ez akkor paratlan, ha o) A=D =0, vagy ) B=C =0.
Az a) esetben az (1) egyenletbdl A =0 feltétellel:

(5) S:d17d2:f1+f2.

Ez a tavolsag ugyanakkora, mint a Kepler-féle tavcs6ben, vagyis eszkéziink nem
mas, mint két kifelé forditott Kepler-tavcs6. A d kozéps6é tavolsag meghataroza-
sahoz nézziik a D egyitthatéra vonatkozo egyenletet. A (4) egyenletbdl D =0
feltétellel:

(6) £ (dy —Fy) —F5(dy +F1) = 0.
Helyettesitsik be (5)-bdl d; = ds + f; + F>-t, és oldjuk meg ds-re:
f12(d2 *f2) — f22(d2 + 2f1 +f2) = 0
f12 +2fF o + f22 i+ i+
=f =2f .
712 o O
Az eredményen latszik, hogy a megoldhatésaghoz teljestlnie kell az f, > £, egyen-
I6tlenségnek. A masodik kép helye véguil:
. BN
y="¢*~ & ~

do =1,

A () megoldasrdl megmutatjuk, hogy forditott képet ad, ezért nem felel meg a
feladat leirdsanak. A kép annyiszor fordul meg az eszkézben, ahany valddi, erny6n
felfoghato kép létrejon. Az a) megoldasban példaul a parhuzamos fénynyalab (vég-
telen tavoli targy) a kdzéps6é tartomanyban szintén parhuzamos, a két széls6ben a
lencsék kozos fokuszpontjaban valodi kép jon létre, igy a kétszer megforditott kép
egyenes allasu lesz. A B) megoldasnal a masodik kép az

D

y:_ﬂ

helyre keril, a végtelen tavol lev6 targy masodik képe tehat az origéban lesz. Mivel
a sugarmenet szimmetrikus, ez mindenképpen paratlan szamu képforditast jelent,
a végso kép igy forditott allasu lesz.

A feladat a) kérdésére tehat a valasz (a korabbi eredményekkel 6sszhangban):

fi+t, =30 cm

s=Ff,+f,=60cm és d:2f2f1_]c2 =
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Megjegyzések. 1. A kép és a targy Osszetett optikai eszkdzoknél is felcserélhetd — ez a
fénysugar megfordithatsagabol kovetkezik. Ha a ketté ugyanott van, akkor a felcserélhe-
téség az eszkdz nagyitasara az

feltételt adja, amibdl
N*2=1 és N*==1,
vagyis a kép ugyanakkora, de lehet egyenes vagy forditott allasu.

Ellendrizziik, hogy a nagyitas az ) megoldasban minden targytavolsagra +1. Egy
lencse nagyitasa (amit forditott allasu kép esetén negativnak tekintiink):

_K_ k_ f _f—-k

T t f—t f

A teljes nagyitas a négy lencse nagyitasanak szorzata. Az els6 és harmadik kép helyét nem
szamoltuk ki, de az egyes lencsék nagyitasanak felirasdnal szerencsére két-két lehet6séglink
van:

N = f1 fo—daty fo fitdi+ax
f1+d1—x f2 f2_d2_y fl '
A szorzasok elvégzésekor vegyuk észre, hogy a szamlalo és a nevez6 egyforma tagokat
tartalmaz, csak némelyiket eltérg el6jellel:

« _ [(f1+da)(f2 — d2) + zy] + [2(f2 — d2) + y(f1 + d1)]
[(f1 + d1)(f2 — d2) + 2yl — [2(fa — d2) + y(f1 + d1)]

A szamlalé és nevezd eltérd el6jeld részér6l megmutatjuk, hogy zérus:

®

2(fo —d2) + y(fa+ di) = =5 [f2(f2 — d2) + f3(f1+d1)] =0.
1

(Ehhez hasznaltuk a (7) eredményt, a szigletes zarojelben levd rész pedig (6) alapjan
zérus.) Tehat N* =1, barhol is van a targy.

2. A ) megoldas a kovetkezé:

V.
- _ fi— 2hf2
=,/ =0p 1T SJ2 .
S 2f1f2, d=2f> it h 20 , fi>2f

A nagyitas (8) kifejezésében most az azonos el6jelli rész, a szamlal6 és nevezd elsé tagja

tlinik el:
- _ flfz —
(i+di))(fa—d2) — — = (fi+d1)(f2—d2) — =35 =0,
ahol el6bb behelyettesitettiik (4) egyenletbol D-t, majd pedig az
2 2
Be—wrr), Z=-p,

értékeket, amik a B = C =0 feltétellel a (2) és (3) egyenletbdl adédnak. A nagyitas tehat
ebben az esetben N* = —1, barhol van a targy.

b) Ha megnézzik a 9. dbrdn a parhuzamos nyalabot, lathatjuk, hogy a két bels6
lencse kozott IZ aranyban, esetiinkben g-od részére sz(ikul 6ssze. Ha a kezlinket
ugy rakjuk be a két belsd lencse kozé, hogy ez a szlk nyalab a széttartott ujjaink
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kozott 4t tud menni, akkor nem fog kitakarni semmit, és a teljes lencserendszeren
at a héatteret latjuk. A 14. dbran nemcsak a parhuzamos, hanem kis szogben érkezd
nyalabokat is tekintettiink, és szlirkével rajzoltuk be azokat a tartomanyokat, ahova
helyezett targyak nem fognak semmit kitakarni.

f 1 f 1

R —

fq fo
\

P -

14. abra

L1

Az tnnepélyes eredményhirdetésre és dijkiosztasra 2024. november 22-én dél-
utan keriilt sor az ELTE TTK Eo6tvos termében. Megemlékeztiink az 50 és 25 évvel
ezelotti Eotvos-versenyrdl, ismertettiik az akkori feladatokat és a gy&ztesek nevét.
Az 50 évvel ezel6tt dijazottak kozil Vieddar Kdroly — aki az idei évtdl a versenybi-
zottsag tagja — volt jelen, a 25 évvel ezel6ttiek koziil Hegediis Akos, Gdspdr Merse
Eléd és Terpai Tamds — 6k par mondatban beszéltek a versennyel kapcsolatos em-
1ékeikrol és a palyafutdsukrél. A 75 évvel ezel6tti gyéztes Holics Laszlo és az 50
évvel ezel6tti I1. dijas Szép Jend néhany soros tidvozletet killdott. Ezutan kévetke-
zett a 2024. évi verseny feladatainak és megolddsainak bemutatasa. Az 1. feladat
megoldasat Vigh Mdté, a 2. feladatét Vankd Péter, a 3. feladatét Széchenyi Gdbor
ismertette.

Az esemény végén keriilt sor az eredményhirdetésre. A dijakat Ormos Pdl, az
Eotvos Lorand Fizikai Téarsulat elnoke adta at.

I. dijat a versenybizottsag nem adott ki.

Az els6 feladat helyes, a masodik feladat 1ényegében helyes megolddsaért és a
harmadik feladatban elért részeredményért mdsodik dijat nyert Bencz Benedek, a
Bair-Madas Reformatus Gimnazium, Altalanos Iskola és Kollégium 12. osztélyos
tanuléja, Horvdth Norbert tanitvanya.

A maésodik feladat helyes megoldasaért és a méasik két feladatban elért részered-
ményekért harmadik dijat nyert Téti Miklos, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld
Altaldnos Iskola és Gimnazium 11. osztdlyos tanuldja, Schramek Aniké tanitvanya.

Egy feladat lényegében helyes megoldasaért és kisebb részeredményekért di-
cséretet kapott Ilias Gergely, az ELTE fizika BSc szakos hallgatdja, aki a Jedlik
Anyos Gimnéziumban érettségizett Radnai Tamds tanitvanyaként, Masa Barna-
bas, a Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimnédzium 12. osztalyos tanuléja, Csdnyi
Sdndor tanitvanya, valamint Téth Kolos Barnabas, a Budapest V. Keriileti E6tvos
Jozsef Gimnazium 11. osztalyos tanuléja, Varga Baldzs tanitvanya.

A maésodik dijjal az Andersen Addtandcsadd Zrt. és a Nanorobot Vagyonkeze-
16 Kft. adomanyabdl 90 ezer forint, a harmadik dijjal 60 ezer, a dicsérettel 40 ezer
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forint pénzjutalom jart. A dijazottak tanarai konyvutalvanyt kaptak. Gratulalunk
a dijazottaknak, koszonjiik az adoményozdk onzetlen tdmogatasat!

Széchenyi Gabor, Vanké Péter, Vigh Maté, Vladar Karoly

Fizika feladatok megoldasa

P. 5575. Nagy méretd, foldelt fémlap felett h magassagban eqy kicsiny elektromos
dipolust helyeziink el. Mindezt igy tessziik, hogy annak p dipélmomentuma az abran

8t

I

latott modon felfelé mutasson. Hatdrozzuk meg a fémlapon azon pontok helyét, ahol
a felileti toltéssiiriség zérus!

(5 pont) Kozli: Németh Robert, Budapest

Megoldas. A dipolus felépithetd két toltésbdl, amelyek nagysaga q, illetve —q,
és [Mavolsagra vannak egyméstol. Ekkor p = q (mikézben q — oo és [ 0). Mivel
a dipélmomentum az dbran folfele mutat, igy tudjuk, hogy a pozitiv toltés h + [ZR,
a negativ toltés h — [ZR tavolsidgra van a fémlaptol. Mivel a fémlap le van foldel-
ve, az elektromos potencidl a teljes felilleten 0. Igy a fémlapot helyettesithetjiik
tiikortoltésekkel, amelyek ebben az esetben szintén egy dipdlust alkotnak. Ezt a
valédi dipélus fémlapra vald tiikkrozésével kapjuk meg, de a toltések elGjelét is fel
kell cserélni, igy végiil ugyanolyan allasu lesz, mint az eredeti.

A Gauss-torvény alapjan a fémlapon:
o(r)dA =—¢goE(r)dA,

ahol r a fémlap dipolushoz legkdzelebbi pontjatél mért tavolsag, dA pedig a fém-
lap egy kicsiny feliilleteleme. (Mivel csak a tévolsagtol fiigg a toltéssiiriiség, igy a
keresett pontok mértani helye egy kor.) A szuperpozicié elve alapjan:

E(r)=E+(r)+E_(r),

ahol [ lﬁj

q h+§

Ei(n)=2—F71—1F o

4mey r2+ h+§
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és 1
E_(r)=2 g h-f
T o R

T2

4meg r24+ h

az eredeti pozitiv toltés és annak a tikortoltése, illetve az eredeti negativ toltés és
annak tukortoltése altal 1étrehozott térerdsségek. Ebbdl
—1 1

q h— h+f
o(r)= % _
AL @m r2+ h+ 2

r2+
a(r)=0, ha
h— L& h+ £
1 [ EZE 1 2
r2+ h- r24 hjtﬁ'II
1 @ 1 @l:l @ 1 @l
h*i r+ h+§ == h+2 I’+ h*i 3
1 ﬂ' 1 @ 1 @ 1 @
2 = 2 o _2 o 2 L
he 1 5h r’+h 1+2h h 1+2h r2+h? 1 5h

Egyszer(sitiink h-val, és felhasznaljuk, hogy (1+x)" ~ 1+ nx, ha x < 1:

(h—D4r?> +h? + hO¥ = (h+ O4r? + h? — hd,
1 51 1
hI:I
h2

hIZILa__I

2 2\3

(h= DO +h?)* 1+ 0

Az (r?2 +h?)3 tényezével egyszerdsitve, és a fenti kozelitést ismét alkalmazva, majd
rendezve:

1 3h|:||:| 1 3h|:||:|
(h=D1 1+ e =Bl
6h?2 ]
2ne 2
r=+2h.

A keresett pontok tehat egy v/2h sugar( koron helyezkednek el, amelynek ko-
zéppontja a dipolus fémlapra vett mer6leges vetilete.

Kiss Adorjan Timon (Kaposvari Tancsics M. Gimn., 11. évf.)

12 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldas. Kicsit hianyos (4 pont) 2, hianyos (1 pont)
3 dolgozat.
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P. 5589. Egyenes pdlyin dllando gyorsuldssal mozgé gépkocsi az S1 =25 m
hosszusagu pdlyaszakaszt t1 =2 s idd alatt, az utdna kovetkezd S; = 15 m hosszi
pdlyaszakaszt t, = 3 s id6 alatt teszi meg.

a) Mekkora a jarmd gyorsuldsa?

b) Mekkora a jirmi sebessége az elsé pdlyaszakasz elején és a mdsodik pdlya-
szakasz végén?

(4 pont) Kozli: Holics Laszlé, Budapest

I. megoldas. a) A kocsi az els§ szakaszon t; =2 s alatt s; =25 m utat tesz
meg, a masodikon ty = 3 s alatt S, = 15 m-t. Mivel az els6 szakasz hosszabb, mint
a masodik, és az auté mégis rovidebb id6 alatt teszi meg, a jarmii lassul, allandé
gyorsulasa a < 0. A kezdeti sebessége legyen Vg, igy az elsé szakaszra:

El

(1) S1 = Vot — 71:%

A szakasz végén a sebessége Vo — |a|t1, a masodik szakaszra tehat:

a a
(2) Sy = (Vo — |a|t1)t2 — %t% =Voty — |a\t1t2 — %tg

Vo-t az (1) és (2) egyenletekbél is kifejezve, és a kettét egymadssal egyenlévé téve:

si+ 22 s+ altity + 2143
t; a to

amibdl az adatok behelyettesitése utan:

m m
aj=3—-5 ¢é a=-3 .
aj=3 5 & 2

b) A gyorsulds ismeretében az (1) egyenletbdl a jarmii kezdeti sebessége:

B LA
tl ' S.

Vo
Az aut6 osszesen t; 4ty ideig mozgott dllandé lassuldssal, igy a masodik szakasz
végén a sebessége:
m
Vo = Vg — |a|(t1 —I-tz) =0,5 ;

A 8 l6erd csapat: Vigh Istvan Csaba, Térok Tibor, Halmosi Ddvid
(Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 10. évf.)

II. megoldas. Mivel az elsé szakaszon révidebb idé alatt hosszabb utat tesz meg
a gépkocsi, mint a masodikon, feltételezhetjiik, hogy egyenletesen lassulé mozgést
végez.

Legyen az els6 palyaszakasz kezdetén a sebessége Vo, az els6 palyaszakasz végén
(lgy egytuttal a masodik pdlyaszakasz elején) vy, a méasodik pélyaszakasz végén
pedig Vo. Abrazoljuk a gépkocsi mozgasat sebesség-id6 grafikonon.
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v A grafikon alatti terllet a megtett utat adja,
amit a trapéz tertletére ismert képlet segitsé-
gével szamithatunk ki:

V0|

V1 v + V1 PR
2 1 — 21,
(% + (%] o — s
2 ¢ 2 T
T T
0 t1=2s t1+t=5s A két egyenletbdl v; kikiiszobolése és az ada-
tok behelyettesitése utan:
m
3) vo—vg =15 —.
S
A gyorsulas a vizsgalt mozgas kezd6- és végpontja kozott:
Av vy — g m
aq=—= = - _—
At t1+t2 s2

b) Most nézziik a nagy trapéz teriiletét, azaz a teljes vizsgalt id6tartam alatt

megtett utat egyben;
Vo + V2

(tl + tz) =851 + S9,
amibdl (3) és a megadott adatok felhasznaldsaval a kezdeti- és végsebesség:

m , m
Vo = 1575 g €S vg = 0,5 g

Ellen6rzésként az elsd palyaszakasz végén a jarmi sebessége:
m
V1 = Vo +at1 = 9,5 -,
S

amibdl
Vot

V1 + V2
S1 = =

t1=25m és So =

to=15m
adodik, tehat az adatok valéban egy egyenletesen lassulé mozgast irnak le.

Klement Tamas (Pécsi Le6wey Klara Gimn., 12. évf.)

90 dolgozat érkezett. Helyes 54 megoldas. Kicsit hianyos (3 pont) 20, hianyos (1-2
pont) 15, hibas 1 dolgozat.

Helyreigazitas

A 2024. decemberi szdmban a P. 5565. feladat megoldasanak végérdl (az 591.
oldalon) a nyomtatott valtozatban kimaradt a kdvetkez6 megjegyzés, amelyet most
pétidlag kozlink. A hibaért elnézést kériink.

Megjegyzés. Egy lancot kétféleképpen is modellezhetiink. Ha a fels§ végei kicsit tavo-
labb vannak egymastol, és a lanc nagyon hajlékony, a lancban végig huzdfesziltseg lesz,
és igy a lees6 rész gyorsulasa g-nél nagyobb lehet. llyenkor a rendszer konzervativ. Ha a
lancot kozelitjuk az egydimenzios esethez, elromlik a konzervativitas, a kanyarulatndl 1év6
lancszemek rugalmatlanul Gitkdznek, egy-egy lancszem impulzusa hirtelen nullava valik,
és ez rantja meg a mar nem mozgo részt. A feladat megoldasa ezt a masodik értelmezést
koveti: az energia disszipalodik, a lees6 lancdarab fesziiltségmentes, és igy szabadon esik.
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Fizikabadl kit(zott feladatok

M. 437. Kérjiikk meg egy tarsunkat, hogy sétdljon lassan, mozogjon atlagos se-
bességgel, illetve haladjon gyorsjardssal. Ezekrél a mozgdsokrdl készitsiink (példaul
mobiltelefonnal) lassitott felvételt, majd a felvételt elemezve dllapitsuk meg, hogy
a mozgds alatt az id6 hany szazalékdban volt a sétalé tarsunk mindkét talpa a
talajon!

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhéz

G. 873. Egy labdat feldobunk v sebességgel. Amikor a tetépontra ér, egy Gjabb
labdat dobunk fel szintén v, sebességgel. Hogyan valtozik a két labda relativ
sebessége az id6ben? Mikor és hol talalkoznak a labdék?

(3 pont)

G. 874. Egy teherautéra M = 3 tonna szenet kell felrakni. A szén az autotél
L =20 m tavolsdgra van. A rakodashoz két L =20 m hosszu szallitészalag ve-
het6 igénybe. Az egyik szalag masodpercenként m; = 10 kg szenet tud széllitani
vi = 1 m/s sebességgel, a médsik my = 15 kg szenet Vo = 0,5 m/s sebességgel. Mennyi
id6 alatt lehet a szenet a leggyorsabban felrakni a teherautéra?

(4 pont)

G. 875. Amikor egy egyenes vonalzot a végétél 15 cm-re tamasztunk alé, akkor
a vonalzo a végétél 5 cm-re elhelyezett két egyforma pénzérmével egyensulyozhatd
ki. Amikor az aldtdmasztast a végétsl 10 cm-re helyezziik el, akkor az elébbi helyen
6 pénzérmére van sziikség a kiegyensilyozashoz. Milyen hosszi a vonalzd?

(4 pont)

G. 876. Az abran lathaté voltmérd a K kapcsold zardsa utan 5 V-tal kisebb
fesziiltséget jelez, mint nyitott 4llas esetén. Mekkora az U fesziiltség, ha R =2,4 Q7

(3 pont)
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P. 5616. Egy roka allandé v; sebességgel, egyenes vonal mentén fut. Uldézébe
veszi Ot egy kutya, amelynek sebessége dllandé v, nagységu, irdnya pedig mindig
a roka felé mutat. Egy adott pillanatban, amikor a rdka és a kutya tavolsaga d,
a két sebesség éppen egymdasra mer6leges. Mekkora a kutya gyorsuldsa ebben a
pillanatban?

(5 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhdz

P. 5617. Egy 30°-os hajlasszogli, 1 m magassagu, surlodasmentes lejté aljan
egy kis test nyugszik. A lejt6t vizszintesen 7 m/s? gyorsuldssal mozgatni kezdjiik.
Mennyi id6é miilva keriil a test a lejto tetejére?

(4 pont) Példatéri feladat nyomén

P. 5618. Egy m tomegii gyongyot fliztiink egy elegen-
Lecsgrrie d6en hosszi, fiiggdleges helyzetil, rogzitett, feszes drot-
ra, amelyhez egy fonalat erlsitettiink. A fonalat, az db-
ra szerint egy vizszintes rudon atvetettiink, és fiiggdle-

U()’I\ ges darabjanak végéhez egy kicsiny, 2m tomegi nehe-
! d zéket rogzitettiink. A rid a dréttol d tdvolsdgra van.
mn C A gyoéngyhoz kapcsolédd fonalszé].\yizszintes helyzetében

a gyongynek felfelé mutatd, vo = 2gd nagysigt kezdd-
sebességet adunk.

a) A gyongy legfels6 helyzetének a kiinduldsi pont-

om ol valé tavolsdga legyen f, a legalsé helyzetének a ki-

induldsi ponttol valé tavolsdga pedig [IMekkora az [ZF
hényados?

b) Mekkora a fonalban ébredd erd a gyongy legfelsd
helyzetében és a kiindulasi ponton val6é athaladaskor?

(A strlédds mindenhol elhanyagolhat6.)
(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
P. 5619. A Fold felszinérdl fiiggdlegesen felfelé az elsé kozmikus sebességgel
elinditunk egy {irszondat.
a) Milyen magasra emelkedik a szonda?
b) Mennyi id6 milva esik vissza a foldre?

A 1égellendllastol és a Fold forgasatdl tekintsiink el.

(Segitség: Mesterséges égitestek mozgdsdval kapcsolatos problémdk és feladatok c.
cikk a honlapon.)

(5 pont) Koézli: Gnddig Péter, Vacduka
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P. 5620. Egy egyatomos gaz allando térfogaton vett fajhéje 316 kg%K, egy két-
atomos gazé 741 . Mi lehet a két gaz?

(3 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5621. Egy homori-domborl lencse —1 dioptrias. Mekkora a lencse homoru
oldalanak gorbileti sugara, ha a lencsét dombor felével lefelé vizszintesen tartva,
tovabba a homoru felébe vizet 6ntve +1 dioptrias leképez6 eszkdzt kapunk? Mek-
kora a domboru oldal gérbuleti sugara, ha a lencse 1,6-0s térésmutatdju Uvegbdl
készult?

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

P. 5622. Vizszintes, surlodasmentes, szigetel6 asztallapon egymastél tévol két
q toltésd, m témeg(, kis méret(i, szigetel6 korong talalhat6. Kezdetben ellentétes
iranyu, v nagysagu sebességgel mozogva kézelednek. Ha nem lenne tdltésiik, az dbra
szerinti, egymastol b tavolsagra Iév6 egyenesek mentén mozognanak. Mekkora lesz
a mozgas soran a két korong minimalis sebessége?

—————————————————— @
qg,m
b
q,m
Qe — Y-
v
(5 pont) Kozli: Németh Rébert, Budapest

P. 5623. Mekkora alland6 sebességgel kellene elutazni egy tavoli csillaghoz, ha
azt szeretnénk, hogy az (irhajésok az Gt soran annyi évet 6regedjenek, ahany fényév
tavolsagra van a csillag?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

P. 5624. Két egyforma, vékony rud egy-egy végét csuklé kapcsolja 6ssze, amely
koril szabadon elfordulhatnak. Kezdetben a két rad egy egyenes mentén helyezke-
dik el, az egyik rud all, a mésik rud szabad vége valamekkora sebességgel mozog.
A rudak a sulytalansag allapotdban szabadon mozoghatnak, nem hat rajuk sem-
milyen kuls6 erd, és a sirlédas is elhanyagolhatdé. Mekkora a mozgas soran a két
rad altal bezart legkisebb szg?

(6 pont) A 2018. évi EuPhO 1. feladata nyoman

*

Bekiildési hatarid6: 2025. februar 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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' ' MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL

FOR SECONDARY SCHOOLS

. ‘ (Volume 75. No. 1. January 2025)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 32): K. 839. How many squares
can be drawn in the diagram following the grid lines that contain at least one of the
small black squares? (See figure on page 32.) K. 840. The digital digits are made of
small hexagons. For 0 we need six hexagons, for 1 we need two, for 2 we need five etc.
(see the diagram on page 32). How many pairs of consecutive positive integers are there
the representation of which using digital digits contain the same number of hexagons?
K. 841. We celebrate the 125™ anniversary of writer Istvan Fekete’s birth on 2025.01.25
(YYYY.MM.DD). Number 20250125 is not divisible by 11, and gives a remainder of 2
when divided by 3. How many numbers can be obtained by rearranging the digits of this
number that are divisible by 11 and give a remainder of 2 when divided by 3 just as well?
K/C. 842. How many non-empty subsets of set H = {1;2;3;4;5,6;7;8;9} are there where
the sum of the elements is even? K/C. 843. Let ABC be an isosceles right triangle. Let
D be a point on the extension of leg AB beyond B satisfying BD = AB. Let E denote
the midpoint of leg AC, and let line segment ED intersect hypotenuse BC in F. Find the
ratio of the areas of triangles AED and FEC.

New exercises for practice — competition C (see page 33): Exercises up to grade 10:
K/C. 842. See the text at Exercises K. K/C. 843. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1838. We have written numbers 1, 2, 3, ..., 2024, 2025 on the blackboard.
Farkas and Piroska take turns deleting the numbers from the blackboard until only two
numbers remain on the blackboard. Piroska wins if the sum of the last two numbers
is divisible by 11. How can Piroska win this game, if she starts the game? (Based on a
German competition problem) C. 1839. Two parallel lines and two points, A and B on one
of them are given. Construct the midpoint of line segment AB with only a straightedge.
C. 1840. Let —20.25 < K < 0. Solve the following system of equations for real numbers:
X+y+z=K,x}4+y?+2% =1, xyz = —2024. (Proposed by: Erzsébet Berkd, Szolnok)

Exercises upwards of grade 11: C. 1841. In the convex quadrilateral PQRS, QR =4,
RS =6, SP =5, and the internal angles at vertices P and Q are 60°. Knowing that 2P Q =
=a+ b, where a and b are positive integers, find the value of sum a-+b. (Australian
competition problem) C. 1842. Solve equation 9% + (6x — 23) - 3% 4 5x* — 39x + 76 = 0 for
real numbers. (Proposed by: Mihdly Bencze, Brasov)

New exercises — competition B (see page 34): B. 5430. At most how many positive
integers can be written on the circumference of a circle such that the product of any
two neighbouring numbers is less than 20257 (3 points) (Proposed by: Attila Sztranydk,
Budapest) B. 5431. Let k denote the incircle of triangle ABC, and let | denote its center.
Line Al intersects circle K in points D and E such that D is closer to A than E. Let k be
tangent to AC at F. Let the tangent of K at point E intersect AC at G. Prove that Gl is
parallel to FD. (3 points) (Proposed by: Mdrton Lovas, Budakalasz) B. 5432. Is it possible
to find real numbers @, b and ¢ such that none of the functions below has a root? p1(X) =
=ax? — (b> +1)x+¢, p2(x) =bx? — (2 +1)x +a, ps(X) =cx® — (a2 + 1)x +b. (4 points)
(Based on an idea of [ldiké Kdmdn, Budapest) B. 5433. Prove that in any pyramid with
a quadrilateral base the line segments connecting the centroids of the triangular faces to
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the midpoints of the opposite edges of the base are concurrent. (4 points) (Proposed by:
Géza Kiss, Csomdr) B. 5434. For which positive integers m > 1 does there exist polynomial
f(x) with integer coe Lciehts such that exactly one of k£ and f(k) is divisible by m? (5
points) (Proposed by: Balint Hujter, Budapest and Géza Kés, Budapest) B. 5435. The
incircle of triangle ABC' is tangent to the sides BC, CA, AB at D, E, F, respectively.
Let P be the point on the segment AD for which 2- AP = PD, and define points @, R
on the segments BE and C'F, respectively in a similar manner. Show that at least one of
the points P, Q, R lies on or inside the incircle. (5 points) (Proposed by: Marton Lovas,
Budakalész) B. 5436. Let p be an odd prime. Let dx(n) denote the number of positive
divisors of n with remainder £ modulo p (0 Ckk p). Let A [{Q,1,...,p— 1} = S satisfy
> keadk(n) @jeS\A dj(n) for every positive integer n. Find the minimum number of
elements of A. (6 points) (Proposed by: Marton Lovas, Budakalasz) B. 5437. Let ABC
be a triangle satisfying BC' < AC, and let D be a point on side AC satisfying BC' = DC.
Let circle T" be tangent to arc AC not containing B of the circumcircle of ABC at point
X, and to line segment AC at D. Let the tangent line from B to I' that is closer to C
intersect AC at Y, and be tangent to I" at Z. Prove that if A, Y, X and the circumcenter
of triangle ABC' are concyclic, then AZ = CZ. (6 points) (Proposed by: Marton Lovas,
Budakalasz)

New problems — competition A (see page 35): A. 896. Marine biologists are studying
a new species of shellfish whose first generation consists of 100 shellfish, and their colony
reproduces as follows: if a given generation consists of N shellfish (where 5| N always
holds), they divide themselves into N/5 groups of 5 shellfish each. Each group collectively
produces 15 o [SAring, who form the next generation. Some of the shellfish contain a pearl,
but a shellfish can only contain a pearl if none of its direct ancestors contained a pearl.
The value of a pearl is determined by the generation of the shellfish containing it: in the
n-th generation, its value is 1/3". Find the maximum possible total value of the pearls in
the colony. (Proposed by: Csongor Beke, Cambridge) A. 897. Let O denote the origin and
let v be the circle with center (1,0) and radius 1 in the Cartesian system of coordinates.
Let X be a real number from the interval (0,2), and let the line x = X intersect the circle
~ at points P and Q. The lines OP and OQ intersect the line x =2 — X at the points P’
and Q’, respectively. Let G denote the locus of such points P’ and Q' as ) varies over
the interval (0,2). Prove that there exist points R and S di[etent from the origin in the
plane such that for every A [Glthere exists a point A’ on line OA satisfying A'R? =
=(A'S—08)>=A'A- A'O. (Proposed by: Aron Ban-Szah6, Budapest) A. 898. Let n be
a given positive integer. Ana and Bob play the following game: Ana chooses a polynomial
p of degree n with integer coe [ciehts. In each round, Bob can choose a finite set S of
positive integers, and Ana responds with a list containing the values of the polynomial p
evaluated at the elements of S with multiplicity (sorted in increasing order). Determine,
in terms of n, the smallest positive integer k£ such that Bob can always determine the
polynomial p in at most & rounds. (Proposed by: Andrei Chirita, Cambridge)

Problems in Physics
(see page 59)

M. 437. Ask one of your friends to walk slowly, walk at a normal speed or move at a
fast pace. Take a slow-motion video of these movements (e.g., with a mobile phone) and
analyse the video to see what percentage of the time both feet were on the ground during
the motion.
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G. 873. A ball is thrown up at speed vo. When it reaches the top, another ball is
thrown up, also at vo. How does the relative speed of the two balls change over time?
When and where do the balls meet? G. 874. A truck needs to be loaded with M =3 ton
of coal. The coal is at a distance of L =20 m from the truck. Two conveyor belts of length
L =20 m can be used for loading. One conveyor belt can transport m; = 10 kg of coal
in a second at a speed of v; =1 m/s, the other can transport my = 15 kg of coal in each
second at a speed of v, = 0.5 m/s. What is the minimum time to load the coal onto the
truck? G. 875. When the straight ruler is supported 15 cm from one of its end, the ruler
can be balanced by two alike coins placed 5 cm from that end. When the support is placed
10 cm from the end, 6 coins are needed to balance the ruler at the former location. How
long is the ruler? G. 876. The voltmeter shown in the figure reads 5 V less after closing
switch K than in the case when the switch is open. What is the voltage U if R =2.4Q?

P. 5616. The fox runs along a straight line at a constant speed v;. He is chased by
the dog, whose speed is constant v. and whose direction is always towards the fox. At a
given instant, when the distance between the fox and the dog is d, the two velocities are
exactly perpendicular to each other. What is the acceleration of the dog at this instant?
P. 5617. A small body rests at the bottom of a frictionless slope. The slope has an angle of
inclination of 30° and a height of 1 m. The slope is moved horizontally with an acceleration
of 7 m/s?. How long does it take for the body to reach the top of the slope? P. 5618. A bead
with weight m was strung on a long enough fixed, taut, vertical wire to which a piece of
yarn was attached. The yarn was laid over a horizontal rod as shown in the figure, and a
small weight of mass 2m was attached to its vertically hanging end. The rod is at a distance
d from the wire. When the yarn attached to the bead is in the horizontal position, the
bead is given an initial upward velocity of vo = 2gd. a) Let the distance of the top point
of the path of the bead from its starting point be f, and the distance of the bottom point
of the path from the starting point be [L_What is the quotient [ZF? ) What is the tension
in the yarn when the bead is at the topmost position and when the bead passes the initial
position? (Friction is negligible everywhere.) P. 5619. A space probe is launched vertically
upwards from the Earth’s surface at the orbital speed. a) How high does the probe go? b)
How long will it take to fall back to Earth? Neglect air resistance and the rotation of the
Earth. Hint: see the article titled Mesterséges égitestek mozgdsdval kapcsolatos problémdk
és feladatok on the website (only in Hungarian). P. 5620. The specific heat capacity at
constant volume of a sample of monatomic gas is 316 kgiK that of a sample of a diatomic
gas is 741 kg%K What can these two gases be? P. 5621. A concave-convex lens has a
power of —1 dioptre. What is the radius of curvature of the concave side of the lens if,
by holding the lens horizontally with the convex side downwards and pouring water into
the concave side, we obtain an optical system with a power of +1 dioptre? What is the
radius of curvature of the convex side if the lens is made of glass which has a refractive
index of 1.6? P. 5622. Two small insulating disks of mass m and of charge q are placed far
apart on a horizontal, frictionless, insulating table top. They move initially in opposite
directions, travelling at a speed of v. If they had no charge, they would move along the
lines at a distance of b, as shown in the figure. What will the minimum velocity of the two
discs be during their motion? P. 5623. At what constant speed should a spacecraft travel
to a distant star if the astronauts are to age the same number of years as the distance
to the star in light years? P. 5624. Two identical, thin rods are connected at one end by
a hinge, around which they are free to turn. Initially the two rods are positioned along a
straight line, one rod is stationary, and the free end of the other rod moves at some speed.
The rods are free to move in a state of weightlessness, with no external forces acting on
them and also friction is negligible. What is the minimum angle between the two rods
during their further motions?
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