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Matek az Utcan 2025-ben is!

2025. marcius 8-an szombaton 10-13 6raig ismét lesz Matek az Utcan a Bolyai Janos Matematikai
Tarsulat szervezésében (itt olvashaté a beszamol6 a 2023-as és a 2024-es eseményekrdl). Idén a
Matematika Nemzetkozi Vilagnapja (Tenap, marcius 14.) téméja a matematika, a mivészetek és a kreativi-
tas kapcsolata, illetve mivel idén a Tenapot megel6z6 szombaton tartjuk a budapesti rendezvényt a Blaha
Lujzatéren,amindénapraesik, igy anék a matematikaban tématis szeretettel ajanljuk!

A program célja, hogy az utca emberét bevonjuk érdekes matematikai tevékenységekbe szabadtéri hely-
szineken szerte az orszagban. Hogy milyen helyszineken és milyen programmal, az az dnkénteseken mulik.
Ha szivesen lennél dnkéntes barmilyen telepiilésen akar csak egy orara, jelentkezz elkételez6dés nélkiil
ezen az Urlapon. Az énkéntesek részt vehetnek programok el6készitésében, segithetnek mas aItaI el6ke-
szitett tevékenységben, vagy vezethetnek sajat tevékenyseéget is.
Folyamatosan frissild informéaciokat a honlapunkon (www.bolyai.hu) és a
Facebook oldalunkon (www.facebook.com/bolyaitarsulat) talalhattok!

Koszonettel: Dr. Barbarics Marta
Bolyai JAnos Matematikai Tarsulat | appx.bolyai@gmail.com
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| Jelentés a 2024. évi Kiurschak Jozsef Matematikai
Tanuléversenyrdl

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a 2024. évi Kiirschak Jézsef Matematikai
Tanuléversenyt oktéber 18-an, kdzép-eurdpai id6 szerint 14 érai kezdettel rendezte
meg a kdvetkezd tizenkét helyszinen: Békéscsaba, Budapest, Cambridge, Debre-
cen, Kaposvar, Kecskemét, Miskolc, Nyiregyhaza, Pécs, Szeged, Székesfehérvar és
Veszprém.

A Tarsulat elndksége a verseny lebonyolitdsara az alabbi bizottsagot kérte fel:
Biré Andras, Fleiner Taméas (elndk), Frenkel Péter, Harangi Viktor, Kos Géza,

Kovacs Benedek (titkar), Maga Péter, Pach Péter Pal és Toth Géza. A bizottsag
szeptember 13-i Ulésén a kovetkezd feladatokat tlizte ki:

A

1. Az ABCD négyszdget olyan hirnégyszogekre bontottuk fel, amelyeknek pa-
ronként nincs kdzds belsd pontjuk. A felbontasban szerepl6 hirnégyszogek csucsai
kozul egy sem esik egy maésik, felbontasbeli hirnégyszég oldalanak vagy az ABCD
négyszog oldalanak belsejébe. Bizonyitsuk be, hogy ABCD is harnégyszdg.

2. Az Okori Egydimenziés Birodalom egy egyenes mentén helyezkedett el. Kez-
detben nem voltak varosok. Egyenként alapitottak dsszesen n kilénbdzd pontszer(i
varost; a masodiktol kezdve mindegyik Ujonnan alapitott varos és a hozza legkdze-
lebbi, mar létez6 varos (ha két ilyen volt, akkor a régebbi) testvérvarossa nyilvani-
tottak egymast.

A birodalom fennmaradt térképén latszanak a varosok és a koztik lév6 ta-
volsagok, de alapitasuk sorrendje nem. A torténészek a térképbdl probalnak arra
koévetkeztetni, hogy mindegyik varosnak legfeljebb 41 testvérvarosa volt.

(a) n =10° esetén adjunk meg olyan térképet, amelybdl ez a kovetkeztetés
levonhato.

(b) Igazoljuk, hogy n = 102 esetén ez a kovetkeztetés semmilyen térképbdl sem
vonhato le.

3. Legyen p primszam és H [{0Q,1,...,p— 1} nemires halmaz. Tegyuk fel, hogy
minden a [H elemhez talalhatdk olyan, a-tol kilénb6z6 b CH és ¢ [CH elemek,
amelyekre b+ ¢ — 2a oszthat6 p-vel. Mutassuk meg, hogy p < 4%, ahol k a H halmaz
elemeinek szamat jeloli.

A bizottsag a beérkezett dolgozatok atnézése utan, december 6-i Ulésén a kovet-
kez§ jelentést fogadta el:

A verseny minden helyszinen rendben zajlott le, 106 regisztralt versenyz6tél
dsszesen 79 dolgozat érkezett be.

Az idei versenyen 28-an oldottak meg az els6 feladatot kisebb-nagyobb hianyos-
saggal. A masodik feladat esetén 39-en értek el érdemi eredményt a feladatnak
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legaldbb az egyik részében. A harmadik feladat azonban sajnos minden résztve-
v6 szaméara megoldhatatlannak bizonyult, még csak értékelhet6 részeredmény sem
érkezett egyetlen versenyz6tél sem. Ennek megfelel6en a bizottsdgnak idén nem
volt kdnny( dolga a dijak odaitélésekor. A sok kdzel egyforma teljesitményt nyuj-
t6 versenyz6 kdzotti di Lerencialaskor a szokasosnal sokkal tébbet szamitott, hogy
mennyire vilagos és teljes a megoldéas leirasa, és a megoldasokban el6fordul6 kisebb
hianyossagokat idén a szokottnal joval szigorubban vettik figyelembe. A bizottsag
szdmara idén is komoly nehézséget okozott néhany dolgozat elolvasasa.
Mindezek alapjan a versenybizottsag idén 1. dijat nem ad ki.

Ot versenyz6 helyesen oldotta meg az elsé és a masodik feladatot, ezért
1. dijat és 15000 Ft pénzjutalmat nyer

Holl6 Martin, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altalanos Iskola és Gim-
nazium 11. osztalyos tanuléja (tanarai Hujter Balint és Gyenes Zoltan),

Molnéar Istvan Adam, a miskolci Foldes Ferenc Gimnazium 12. osztélyos tanulo-
ja (tanarai Dobos Sandor, Fejér Szabolcs, Gyéry Akos, Grallert Krisztina, Kovacs
Benedek, Toth Tibor és Vass Ivan),

Simon Lé&szI6 Bence, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altalanos Iskola és
Gimnézium érettségizett tanuldja, jelenleg a University of Cambridge hallgatéja
(tanarai Gyenes Zoltan, Kiss Géza, Hujter Balint, Nagy Zoltan Ldérant, Suranyi
LéaszI6 és Borbényi Marton),

Szakacs Abel, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altalanos Iskola és Gim-
nazium 11. osztalyos tanuldja (tanarai Hujter Balint, Gyenes Zoltan, Terpai Tamas
és Dobos Sandor), végil

Varga Boldizsar, a Békasmegyeri Veres Péter Gimnazium 12. osztalyos tanul6ja
(tanarai Holld Gabor, Dobos Sandor, Gyenes Zoltan és Suranyi Laszl6).

Hat versenyz6 apr6 hianyossagoktol eltekintve helyesen oldotta meg az els6 két
feladatot. Ezért a teljesitményért

I11. dijban és fejenként 15000 Ft pénzjutalomban részesil

Bodor Matyas, a csikszeredai Marton Aron Fégimnazium 12. osztélyos tanuldja
(tanara Pall Olga),

Hodossy Réka, a Balassagyarmati Balassi Balint Gimnazium 12. osztalyos ta-
nuldja (tanara Heged(s Csaba),

Kocsis Péter, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorl6 Altalanos Iskola és Gimna-
zium 11. osztalyos tanuléja (tanarai Hujter Balint, Gyenes Zoltan és Kiss Géza),

Prohaszka Bulcst, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altalanos Iskola és
Gimnéazium 11. osztalyos tanuldja (tanarai Hujter Balint, Gyenes Zoltan, Kiss Géza
és Nagy Kartal),

Tarjan Bernat, a Békasmegyeri Veres Péter Gimnazium érettségizett tanuldja
(tanarai Holl6 Gabor, Dobos Sandor, Nagy Zoltan Loérant és Kovacs Benedek),
valamint

Vamosi Bendeguz Péter, a Debreceni Fazekas Mihaly Gimnazium 11. osztalyos
tanuldja (tanarai Remeténé Orvos Viola és Toth Mariann).
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Harom versenyz6nek az elsé két feladatra adott megoldésa kiegészitésre szorul.
Ezért a teljesitményért

dicséretben részesitjuk

Balla Ignécot, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altalanos Iskola és Gim-
nazium 9. osztélyos tanul6jat (tanarai Gyenes Zoltan, Farkas Gitta, Pdsa Lajos),

Pazmandi Jozsef Aront, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altalanos Iskola
és Gimnazium 9. osztalyos tanulojat (tanarai Gyenes Zoltan, Farkas Gitta) és

Vigh Zalant, a Szegedi Radnoti Miklos Kisérleti Gimnazium 11. osztalyos tanu-
I6jat (tanarai Mike Janos, Schultz Janos).

A versenybizottsag eziton kdszoni meg minden versenyz6, felkészit tanar és
a lebonyolitasban koézrem(kod6 kolléga munkajat, a dijazottaknak pedig tovabbi
sikereket kivanva gratulal.”

-
A

=

A 2024. évi Kirschdk Jozsef Matematikai
Tanuloverseny feladatainak megoldéasai

~

1. feladat. Az ABCD négyszdget olyan hirnégyszdgekre bontottuk fel, amelyek-
nek paronként nincs kozos belsd pontjuk. A felbontasban szerepl6 hirnégyszogek
csUcsai kozil egy sem esik egy masik, felbontasbeli hirnégyszég oldalanak vagy az
ABCD négysz6g oldalanak belsejébe. Bizonyitsuk be, hogy ABCD is hirnégyszdg.

Az 1. feladat megoldasa. El8sz6r megmutatjuk, hogy az dbraban szerepld csu-
csok és oldalak paros grafot alkotnak. Ehhez elegendd azt igazolni, hogy a grafban
nincsen paratlan kor.
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Tekintsuink egy tetsz6leges K kort a grafban, amelynek / éle van. A K belsejét
is négyszogekre osztottuk; ezek szama legyen n, a K belsejében futd élek szdma
e. Az n négyszdgnek Osszesen 4n éle van, ebben a K éleit egyszer, a belsé éleket
kétszer szamoltuk, tehat 4n = h + 2¢; ebbdl lathatjuk, hogy h = 2(2n — ¢) péros.

A grafunk tehat paros graf; a négyszdgek csucsait kiszinezhetjik pirosra és kékre
ugy, hogy a szomszédos csucsok ellentétes szinliek legyenek; legyen mondjuk A, C
piros és B, D kék.

A bels6 piros pontok szama legyen p, a belsd kék pontok szama k. Mindegyik
,»€sempében” a piros és kék szogek dsszege ugyanannyi, ezért az 0sszes piros és az
Osszes kék csucsu szég dsszege ugyanannyi. A piros és kék cslcsu szdgeket a csucsok
szerint is dsszeszamolva:

BAD*IDCB +360° =CBALHIADC -360°
BAD [#IDCB L=EICBALFIADC L_I(mod 360°).

A kongruencia mindkét oldalan a két szog 6sszege 0 és 2 - 360° kozé esik, ezért
BADI#IDCB[=EICBALHIADC [
ami mutatja, hogy ABC D harnégyszdg. O

2. feladat. Az okori Egydimenzi6s Birodalom egy egyenes mentén helyezkedett
el. Kezdetben nem voltak varosok. Egyenként alapitottak dsszesen n kiilénb6z6
pontszer( varost; a masodiktol kezdve mindegyik Gjonnan alapitott varos és a hozza
legkdzelebbi, mar létezd varos (ha két ilyen volt, akkor a régebbi) testvérvarossa
nyilvanitottak egymast.

A birodalom fennmaradt térképén latszanak a varosok és a koztik lévd ta-
volsagok, de alapitasuk sorrendje nem. A torténészek a térképbdl probalnak arra
koévetkeztetni, hogy mindegyik varosnak legfeljebb 41 testvérvarosa volt.

(a) n =10° esetén adjunk meg olyan térképet, amelybdl ez a kovetkeztetés
levonhato.

(b) lgazoljuk, hogy n = 103 esetén ez a kovetkeztetés semmilyen térképbdl sem
vonhato le.

A 2. feladat megoldédsa. A varosokat a p1, ..., pm pontokkal jeldljik az egye-
nesen, alapitasuk sorrendjében. A testvérvarosi kapcsolatokat a megfelel6 pontok
kozti szakaszok behtzésaval jeldljuk.

(a) Elsé megoldas. Ez a gondolatmenet 10° helyett tetszéleges m [ 2% pont
esetén is mikodik. Legyen m [22P. Vegyink m pontot az egyenesen, egymastol
egysegnyi tavolsagra. Tegylk fel, hogy valamilyen szdmozéas esetén a p; pont leg-
alabb 42 szakasz végpontja. A szakaszok masik végpontjai (p; szomszédai) kozul az
egyik a pi-hez legkozelebbi, kisebb index( pont. A tébbi, legalabb 41 szomszédhoz
meg pi a legkdzelebbi, kisebb indexd pont. Ezek kozul p; egyik oldalan talalhatd
legaldbb 21. Legyenek ezek pi,, piy, - - Diys 11 <i2 < ... <im, m CZI

Ekkor, mivel mindegyiknek p; volt a kisebb index(i legkdzelebbi szomszédja, a
pontok sorrendje az egyenesen éppen pi,, Pi,, ---» Dim» Pi,» €5 minden 2 7T mlre
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Ipipi; | CIpIpi;_, |/2. Tehat |pipi,a1| CIpdpi, |/22°. De ez lehetetlen, mert m 2% pon-
tunk van egyenletesen a szamegyenesen, ezért a legnagyobb és legkisebb tévolsag
aranya kisebb, mint m.

() Masodik megoldas. Ez a gondolatmenet pedig 10° helyett tetszéleges m 2%t
pont esetén is miikodik. Legyen m [2*. Legyen 0 [ I_mitetsz6leges. irjuk fel r-et
kettes szamrendszerben, ez legfeljebb 41 jegybdl all. Ha sziikséges, tegytink elé 0-kat
ugy, hogy pontosan 41 jegyd legyen. Az r szam s-edik szdmjegye (1 [S141l) ennek
a felirasnak az s-edik szdmjegye, el6lr6l szdmolva. Most tekintsik ezt a 41 hosszu
0-1 sorozatot mint egy 10-es szdmrendszerbeli szdm. Ez a szdm lesz p,, ennek (10-
es szamrendszer szerinti) szamjegyei megegyeznek r (kettes szamrendszer szerinti)
szamjegyeivel. Legyen P = {p1,p2,...,pm}. Tetszbleges x, y [Pl x &y esetén legyen
d(x,y) értéke a legkisebb i, amelyre x és y i-edik szamjegye eltér egymastal.

Most legyen a [P], és rogzitsiink egy sorrendet. Tetsz6leges 1 i1 41 esetén
legyen

Bi = {x [P1]| d(x,a) =i},
A ={x [P1|d(x,a) > i}.

Vilagos, hogy P = {a} IEBi és a Ay minden i-re. Vegyuk észre, hogy
tetsz6leges sorrend esetén A; és B; kozott legfeljebb egy él lehet, hiszen ha mar
van egy a'8™¢l (a”CAL, bP[BL), akkor A; minden pontjahoz a“koézelebb van, mint
B; barmely pontja, és forditva, B; minden pontjahoz b~ kézelebb van, mint A;
barmely pontja. Ebb6l pedig kévetkezik az allitas, hiszen ekkor a-nak legfeljebb
egy szomszédja lehet a B4, By, ..., B4; halmazok mindegyikében.

(b) Legyen P egy tetszbleges, 1012 elem(i szamozatlan ponthalmaz. ElGszor
definialjuk a P [CPd -1 [P}, részhalmazokat és a q; [P] pontokat. Legyen Pq
P egy tetszbleges, 2% + 1 elem(i részhalmaza, és legyen qo ennek az egyik szélsé
pontja. Definialjuk a tobbi pontot és részhalmazt rekurzivan. Tegyuk fel, hogy i <
<42, |Pj| =2%71+1 és q; P; egyik széls6 pontja. Legyen gi+1 P; kdzéps6 pontja.
Ekkor gj+1 Pi-t két 24371 + 1 pontl részhalmazra bontja (gj+1-et mindkét részbe
beleszamitva). Legyen Pj.; az, amelyiknek kisebb az 4&tmérdje, vagyis a két szélsé
pontjanak a tavolsaga. Egyenl8ség esetén barmelyik lehet.

Ezutan legyen a pontok sorrendje a kovetkez8: qa2, Go, J1, ..., 041, Majd a tobbi
pont tetsz6leges sorrendben. Vagyis legyen p1 = 42, 2 1143 esetén legyen p; =
= (j—2, majd a tobbi pont tetsz6leges sorrendben.

Azt allitjuk, hogy Q42 = p1 0ssze lesz kotve a o =p2, 1 =P3, ---, Qa1 = Pa3
pontokkal. Legyen 0 L& i 41 Mivel |gidaz| < |0igi—1| LJgdg;|, vagyis |pi+2p1| <
< |pi+2Pj+2|, ezért minden 2 143 esetén a pi-hez legkozelebbi pont a p; az i-nél
kisebb indexid pontok kdzill. Vagyis p1 legaldbb 42 szakasz végpontja. O

3. feladat. Legyen p primszam és H [{Q,1,...,p— 1} nemires halmaz. Tegytk
fel, hogy minden a [CH elemhez taldlhatok olyan, a-tél kilonb6z6 b CH és ¢ CH
elemek, amelyekre b+ c — 2a oszthatd p-vel. Mutassuk meg, hogy p < 4K, ahol k a
H halmaz elemeinek szamat jeldli.
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A 3. feladat megoldésa. A tovabbiakban minden mdvelet modulo p értendd és
a maradékokat mindig a (—p/2,p/2) intervallumbdl valasztjuk.

Ha egy feladatbeli H halmazt eltolunk (azaz minden eleméhez hozzaadjuk
ugyanazt a maradékot), akkor H tovdbbra is rendelkezik a megadott tulajdon-
saggal, igy feltehetd, hogy 0 [_H. Tovabba meg is szorozhatjuk minden elemét egy
nemnulla ~ maradékkal. Azt allitjuk, hogy ha p > 4<~1, akkor ily modon elérhe-
t6, hogy H 0sszes eleme a (—p/4,p/4) intervallumba essen. Valdban, osszuk fel a
(—p/2,p/2) intervallumot négy egyenl6 részre, és nézzik meg, hogy a &k —1 nem-
nulla elem mely részekbe esik, ha killénb6z6 » maradékokkal szorozzuk meg 6ket.
A skatulyaelv szerint lennie kell kiilonbz6 7, 7o [30,1,...,45"1} szamoknak gy,
hogy a vellk vald szorzasnal minden 0 & a [CH elemre fennall, hogy r1a €s rya azo-
nos részbe esik. Ekkor viszont kénnyen lathaté, hogy az r =r, —ry &0 szammal
szorozva a halmaz minden eleme a (—p/4,p/4) intervallumba esik. Ez pedig ellent-
mondas, mert akkor H legnagyobb eleméhez biztosan nem tudunk megfelel6 b, ¢
elemeket talalni. O

A 3. feladat méasodik megoldasa. Egy p primszamra vegyik a legkisebb k-t,
amelyre létezik a feladatbeli H = {a1,...,ax} halmaz. Belatjuk, hogy erre a k-ra
p 491, Tetsz6leges ¢ indexhez léteznek i & j indexek ugy, hogy 2arT ai —aj =
= 0(mod p). Ha minden ¢ [{1,...,k} indexhez veszlink egy ilyen (¢,7) indexpart és
tekintjiik a megfelelé 22— i — 2 = 0 egyenleteket, akkor az igy kapott &k egyen-
letbdl &ll6 rendszernek van paronként kilénb9z8 maradékokbdl all6 megoldasa mo-
dulo p, nevezetesen xj = aj. Ehhez a linearis egyenletrendszerhez egy olyan k % k-as
A matrix tartozik, amelynek minden soraban harom nemnulla elem van: egy 2-es
és két (—1)-es.

Azt allitjuk, hogy ennek az egyenletrendszernek a val6s szamok korében csak
olyan megoldasai vannak, ahol x; = ... = zx. Valdban, jeldlje z az zj-k maximumat,
és legyen L azon ¢ indexek halmaza, amelyre x—+ x. Ha ¢ L] akkor a 2z zj —
—xj = 0 egyenlet csak ugy teljesiilhet, ha x; = xj = z, hiszen ekkor z;, zj Cx¥ zm
Kovetkezésképpen 4, j [Llis szilkségképpen fennall. igy az a1¢ CLlelemekbél allo
halmaz is rendelkezik a feladatbeli tulajdonsaggal, ami & minimalitdsa miatt azt
jelenti, hogy L ={1,... k}, vagyis = = minden ¢-re, ahogy allitottuk.

Linearis algebrabdl tudjuk, hogy ekkor az A matrix rangja k& —1, kovetkezés-
képp van nemnulla (k —1) < (k — 1)-es aldeterminansa. Ez az aldeterminans egy
nemnulla egész szam, amelynek az abszolUt értéke a trivialis becslés szerint legfel-
jebb (2+ 1+ 1)k~ = 4k=1 Tudjuk viszont, hogy a modulo p maradékosztalyok Fp,
teste felett van nemkonstans megoldas is, tehat ott a rang legfeljebb k£ —2. Kévet-
kezéskeppen a fenti aldeterminansnak oszthaténak kell lennie p-vel, ami csak Ugy
lehetséges, ha p 4K 1. O

Megjegyzés a masodik megoldashoz. Az Hadamard-egyenl6tlenség szerint egy
matrix determinansanak abszolut értéke felllrél becstllets a sorvektorgk hosszai-
nak szorzataval. Jelen esetgen minden sorvektor hossza 2% +12+12= 6, amibdl
az aldeterminansra a p [C{16)X~! becslés kovetkezik. Valdjaban egy kevésbé ismert,
Schinzelt8l szarmazé egyenl6tlenséget hasznalva erésebb becslés (konkrétan 25—1)
adddik az aldeterminansra. Teljestl tehat, hogy p [2H7!, és tovabbi eszkézok fel-
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hasznéalasaval az is megmutathat6, hogy a becslésben szerepld 2-es konstanson mar
nem lehet tovabb javitani, azaz tetsz6leges a < 2 esetén van olyan k pozitiv egész
és p > ak prim, amelyre megadhat6 a feladatban leirt tulajdonsaggal rendelkezd,
k-elem{ H halmaz.

= .

Rejtvények, orddglakatok
44 szimmetriakeres6 feladvany LEGO-bol

E—

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorét mu-
tatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiillénb6z6 kirakés jatékok, topo-
légiai feladvanyok, drddglakatok és a matematikat felhasznalé blvészmutatvanyok.

Manapséag szinte mindent meg lehet talalni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a blvészmutatvanyok trikkjeit mi talaljuk
ki, és a szikséges kellékeket is mi tervezzik meg és készitjuk el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, altalanositani, igyekezziink 0j feladatokat kitalalni.

AITIA
FiTuy
w{Lr

Az 8t négyzet egymaés mellé illesztésével kapott alakzatot pentomindnak nevez-
zlk. 1dénként — ahogyan most is — megkiilénboztetjiik a tukorképeket, vesszével
jeldlve a névben.

A LEGO-pentominék otthon is kénnyen elkészithet6k lapos elemekbdl, két ré-
tegben. Az 1-szer valahanyas lapos elemeken kiviil minddssze a 2 x 2-es sarok elemre
van sziikség (a P, P Ppentominoknal a 2 x 2-es négyzet is felhasznalhatd). Ha nincs
elegendd szdmua elem ugyanabbdl a szinbdl, az als6 réteg lehet més, akar vegyes

szind is.
=] -
TR
o
©]
=

iy
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A feladat minden esetben ugyanaz: rakjunk ki az elemekbdl egy tengelyesen
szimmetrikus sikbeli alakzatot (dekaminot, azaz 10 kis négyzetdl all6 poliominét)
gy, hogy minden butyok feltl legyen. Az FL, FN, FT, FX, FY, IL, LPY LU,
LW, NW, N%ZZ, PT, PV, PW, TV, TZ, UY, FZ, FZY LY, LY, LZ, LZ,
NP, NPEINY, NY, PY feladvanyoknak egyetlen megoldasa van. Ugyeljiink ré,
hogy a TV feladvanyban ugyan mindkét elem maga is tengelyesen szimmetrikus,
a tukortengelyeik mentén egymés folé helyezésével kapott alakzat viszont nem
illeszkedik a négyzetracsra. Az FP (2), FW (2), NV (3), PY (2), TY (2), 2P
(a trivialis téglalap + 1 érdekes) feladvanyoknak pedig tobb megoldasa is van,
amelyek szamat zarojelben adtuk meg.

A fenti pentominokészlet minimalis abban a tekintetben, hogy nem tartalmazza
a feladvanyok szempontjabdl nem sziikséges F5'Y Melemeket.

Ezeket a feladvanyokat Gal Péter taldlta meg. A programja a négyzetracson
elhelyezkedd pentomindkat tudja forgatni, tiikrozni, elhelyezni, egyesiteni, elemek
atfedését vizsgalni, valamint szimmetriat vizsgal — ez ut6bbibdl most a tengelyesre
lesz sziikség.

Egy elem keletkezésekor létrejon egy jelsorozat, amely az elem allasatoél fligget-
len. Egy ilyen jelsorozatot létre lehet hozni példaul agy, hogy elvégezzik az elem
osszes forgatasat (0, 90, 180 és 270 fokkal) és tikrozését (a vizszintes, a fligg6-
leges, a 45, valamint a —45 fokos egyenesre), Utkdztetjuk az X, y tengelyekhez,
és felsoroljuk a négyzeteik koordinatait. Az igy el6allo 8 jelsorozatb6l megkeres-
stk a legkisebbet. Ha az el6allitott 8 jelsorozat kdzott vannak azonosak, akkor az
azt jelenti, hogy az elem valamilyen transzformacio hatasara énmagaba jut vissza,
vagyis van valamilyen szimmetriaja. Ezzel a jelsorozat el6allité algoritmussal két
legyet Utlink egy csapésra: kapunk egy forgatasra/tikrozésre invaridns azonositot,
valamint megallapitjuk, hogy az elemnek van-e szimmetriaja.

A program masik funkcidja elemek egymas mellé helyezése és ezaltal egy Uj elem
kialakitasa. Az egymas mellé helyezés nem is olyan egyszerd feladat, hisz nagyon
bonyolult alaktdak lehetnek az elemek. Egy egyszer( algoritmus a kovetkezd: Te-
gylk le az elsd elemet. Haladjunk végig ennek a kockain. Ha egy négyzet mellett
(valamilyen iranyban) tres hely van, akkor toljuk el a méasodik elemet Ugy, hogy
annak egy négyzete az Ures helyre essen. Ha a két elemnek van atfedése, akkor a
masodik elem mésodik négyzetét toljuk az Ures helyre. Egészen addig, amig mar
nem lesz atfedés a két elem kozott. llyenkor kapunk egy Uj elemet, amely a két elem
négyzeteinek egyesitésébdl all. A hozzarendelt jelsorozat keresésekor rogtén kiderdl,
hogy az igy kapott alakzatnak van-e szimmetridja. A kapott 0j elemek jelsorozatat
eltarolva ki tudjuk szdrni, hogy ténylegesen Gj elemrdl van-e szd, vagy mar eléfor-
dult korabban. Ezt az eltolast elvégezzilk a masodik elem minden elforgatottjaval
és azok minden négyzetén, valamint az elsé elem minden négyzetén, minden irany-
ban. Ez viszonylag kéltséges mivelet, de 2-3-4 sikbeli elemnél még béven kivarhato.
Csak érdekességképpen: két kiilénbdzd, nem tengelyesen szimmetrikus pentominé
elem pl. az N és az Y 128-féle kiilonb6z6 alakzatot képez, koztik két szimmetri-
kusat. Harom elem pl. az N, Y és F tébb mint 29 ezret, és ezek kozott van 24
szimmetrikus.
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George Sicherman a ketténél tébb elemdi fel-
advanyokat vizsgélta, amelyek kdzil néhany,
viszonylag egyszer(ibbet ajanlunk: 3P, 4Z (2),
4L + LY 5P, 5Y. Megjegyezziik, hogy ha a Z
pentomindbdl paratlan szamat felhasznalva kell
tengelyesen szimmetrikus alakzatot kirakni, ak-
kor ehhez legaldbb 17 darabra van szukseg, de
ezt nem javasoljuk kézzel megkeresni.

Végul néhany tovabbi izgalmas feladvanyt
javasolunk. A masodiknal (Brackets, Oleg Smo-
lyakov jatéka) vegylk észre, hogy mindharom
elem tengelyesen szimmetrikus, de ha csak egy-
szer(ien egymas folé helyeznénk &ket a tikor-
tengelyeik mentén, akkor nem kapnénk polio-
minét, azaz a négyzetracsra illeszked6 elemet.
Az LIl és a YES jatékokat Vladimir Krasno-
ukhov tervezte.

JO szbrakozast!

Bozoki Sandor, Gal Péter

| Gyakorlé feladatsor
| emelt szintli matematika érettségire

1. FékuszPok 28 fének tartott eladast a cicakrol. Mind a 28-an értékelték
az el6adast egy hagyomanyos 5-0s skalan. Az eredményeket TortPapa az alabbi

dobozdiagramon abrazolta:
—T

o 1 2 3 4 5 6

a) Mi az egyes értékek gyakorisdganak legnagyobb, illetve legkisebb lehetséges

értéke? (5 pont)
b) Mi az értékelések atlaganak legnagyobb, illetve legkisebb lehetséges érté-
ke? (5 pont)

c) TortOkos fogadott TortMazlival, hogy az A ={0,1,2,...,9} szamok koziil
egyet véletlenszer(ien sorsolva az prim lesz. Azt nem hallottuk, hogy TértMazli
mire fogadott, de TortOkos megjegyezte, hogy fogadésaik fliggetlen események.

Adjunk meg egy olyan nem biztos és nem is lehetetlen eseményt, hogy ha
TortMazli arra fogadott, akkor igaz TortOkos Kijelentése. (3 pont)
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2. @) Egy deltoidrol tudjuk, hogy hiarnégyszdg, és a koré irt kor atmérdje és
az oldalai hosszanak mérészadma egész szam, a kerllete nem nagyobb 34 egység-
nél. Hatarozzuk meg, hogy hany nem hasonld, a feltételeknek megfelel§ deltoid
létezik. (4 pont)

b) Egy tompaszogli haromszog két oldala 20 cm, illetve 30 cm hosszu és a
harmadik oldala is egész hosszUsagu cm-ben mérve. Adjuk meg, hany darab nem
egybevago, a feltételeknek megfeleld haromszog létezik. (7 pont)

3. a) Tekintsiik az a hegyesszdg szinuszanak és koszinuszanak H harmonikus,
G mértani és A szamtani kézepét. Tudjuk, hogy
AH 1

G NG
Hany fokos az a sz6g? (7 pont)

b) A koordinata-rendszerben T téglalap csucsai A(1;0), B(4;0), C(4;2), D(1;2).
A T téglalap mely P (x;y) pontjaiban teljesil a

log, x + log, 2

y [lady, x - log, 2

egyenl6tlenség? (6 pont)

4. a) Egy fagraf négy csucsanak fokszama 2, 3, 4 és 5, a tobbi pontja els6foku.
Hany elséfokd pontja van a fanak? (Allitasunkat igazoljuk.) Adjunk meg egy ilyen
gréfot. (6 pont)

TortErdész kedvenc szérakozdsanak hddolva az erd6t jarja, de — mivel gon-
dolatai a szépséges Tortilla korll keringtek — figyelmetlenséghdl letért az ismert
utakrél, és a rengeteg egy s(ir(i és varazslatos részébe tévedt. Itt egymést nem ke-
resztez6 utakon lehet tovabbhaladni. Minden Ut olyan Gtszakaszokbdl all, amelyek
1-1-km-rel tavolabb visznek az erd6 egyenes, északi hataratél, és vagy egy Ujabb
Utelagazashoz jutunk, vagy FokuszPok egy csapdaja varja az odatéveddt. TOrtEr-
dész az északi kapun (amelynek felirata nem sok joval kecsegteti az ijedt vandort)
belépve rogton egy eldgazasban taldlja magéat, és bizony nagy sziiksége van TortPa-
pa szerencsét hozd bajitalanak felhorpintésére, ugyanis FokuszPok éhes macskaja,
Szianyau tlinik fel mogoétte, igy innentdl nem fordulhat vissza: egyetlen reménye,
hogy mihamarabb eléri az erdd déli hatarat, ahol megmentik a felkutatasara induld
baratai.

b) Ha 10 km-re jar az északi hatartol, akkor legalabb hany Gteldgazas van ebben
az erdében?

c) Ha ebben az erd6ben 650 elagazas van, akkor legaldbb milyen tavol van a
déli hatar az északitol?
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Il. rész

5. Nevezziink két kilénb6z8 pozitiv egész szamot hasonlénak, ha ugyanannyi
sz&mu prim és ugyanazokon a Kkitevékon szerepel a primfelbontasukban. (Példaul
28 és 75 hasonld, mert a felbontésaikban két primtényezd van, az egyik az elsé,
a masik a masodik hatvanyon: 28 =722 és 75 = 3.52.) Tekintsiik az alabbi igaz
allitast: ,,Ha két egész szam hasonld, akkor az osztoik szdma megegyezik.”

a) Irjuk fel az allitas megforditasat, és adjuk meg az igazsagtartalmat. (Utobbit
indokoljuk.) (3 pont)

b) Bizonyitsuk be, hogy pontosan &t olyan, egyméssal nem egybevagod, egész
oldalhosszU derékszogl haromszdg van, amelynek egyik befogoja 64 egység. Adjuk
is meg ezen haromszdgek oldalhosszait. (6 pont)

c¢) Tekintsiik az abran lathat6 egymast kovetd, kék csigavonalban irt szamokat:
31—30—29—28—27—26
|

|
32 13—12—11—10 | 25

|
3|3 1|4 ? — % E:J 2|4
3|4 l|5 l:l le %;3 2|3
3|5 1:6 é —6—7 22

| I
36 | 17—18—19—20—21

Ugy tlnik, hogy a paratlan, illetve a paros négyzetszamok egy-egy ferde vo-
nal mentén tlinnek fel a szamok kozott. Bizonyitsuk be, hogy ez a megfigyelés
helyes. (7 pont)

6. TOrtErds 6sszel minden nap 60 darab tlzifat hasogat fel. Nagyjabol min-
den tizedik hasabot csak masodjara sikerul felhasitania, a tobbit elsére — ezt Ggy
értelmezzik, hogy 0,9 valosziniiséggel tud egy hasdbot elsére hasitani. (Masodik
prébalkozasra mindig sikerrel jar.) Egy probalkozashoz 1 percre van sziiksége.

a) Mennyi a val6szinlsége, hogy pontosan egy és negyed 6raig hasogatja a 60
darab tuzifat? (3 pont)

Maéasnap 14:58 perckor all neki a hasogatasnak, azonban 16:00-kor kezd6dik
a kedvenc csapata, Torterhempton meccse, amelyet kdzvetit a TorTV.

b) Szdmitsuk ki, hogy mekkora val6szin(iséggel marad le TortErés a kezdd-
ragasrol. (6 pont)

Kovetkez6 nap TortErds nem érzi jol magét, felkeresi TortOrvost. TortOrvos egy
tesztet végez el rajta, hatha TortErGs is elkapta az erdei nathat. A teszt dobozan
az all, hogy ,,Beteg egyén esetén 99%-ban pozitiv eredményt ad, egészséges személy
esetén 98%-ban negativat.”
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c) Hany beteg van a 100 f&s faluban, ha a pozitiv tesztet produkal6 lakosok
0,9-nél nagyobb val6szinlséggel valdban betegek? (7 pont)

7. A koordinata-rendszer racspontjaira mindegyik csicsaval illeszked6 egyenld
szﬁl rg)é\@mszdg alapjat az F (—1;2) pont felezi, a korulirt kdrének a kdzéppontja
O 33 -

1

3
a) Mutassuk meg, hogy az A(—2;3), B(0;1), C(2;5) pontok altal alkotott ha-
romszdg megfelel a feltételeknek. (3 pont)

b) Vegyunk fel egy olyan D pontot, amely az eléz8 A, B és C pontokkal egyutt
egy olyan hartrapéz csucsai, amelynek AC és BD az alapja. Mik lehetnek a D pont
koordinatai? (6 pont)

¢) Van-e az ABC haromszdg korulirt korében olyan P pont, amely az y ten-
gelyen van és derékszdgben latszik bel6le az AC szakasz? Ha igen, adjuk meg a
koordinatait. (7 pont)

8. FokuszPdk el6adasa utdn meghivja a kdzdnségét tarsasozni, de nem talalja
a dobokockat. ,,Semmi baj — mondja TortUgyi — feldobunk hat érmét: amennyi
leesve irast mutat, annyit kell lépni.”

a) Valoban jél helyettesiti a kockadobast a megadott pénzfeldobasos modszer?
A vélasz indoklasahoz hasonlitsuk 6ssze a kockadobas és a leirt pénzfeldobés altal
meghatarozott Iépésszam varhatd értékét. (6 pont)

Némi tanakodas utan 5, 10, 20, 50, 100 és 200 Ft-os érméket hasznalnak a do-
békocka helyettesitésére. TortPapa minden kor utan felirja az adott dobéas eredmé-
nyeit valamilyen sorrendben (maés jatékosnal esetleg masképpen) és hogy mennyit
Iép (pl. ,.5F, 1001, 10F, 20F, 200F, 501, lép 3-at”).

b) Hanyféle kiilénbdz8 jelsorozat kertilhet egy dobas esetén a papirra? (3 pont)

A tarsasjaték nagyon egyszer(i: 52 darab egymas utan kovetkez6 mez6bdl allo
,.Kigyon” kell végiglépegetni, mindig annyit Iépve, amennyi irast dobtak az érmékkel
(0-tdl 6-ig). Korénként mindenki csak egyszer dob és lép. A célba 1épni csak pontos
dobéssal lehet.

c) Legkorabban melyik kérben érhet célba a nyertes? Mennyi a valészindsége,
hogy ebben a korben célba is ér? (7 pont)

9. Tortilla egyik kozmetikumanak logdja fél kagyléhéjra emlékeztet: alulrol a
g(x) = cosx fliggvény, feltlrél f(x) lefelé nyil6, y-tengelyd parabolagérbe darabja
hatarolja. Mindkét figgvényt a D = [—2,5m;2,51] intervallumon értelmezzik. A két

—3mn —2n —1m 0 in 21 3n X
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gbrbe D végpontjaiban egymasba simul, mert f és g értékei és érint6i ezekben a
pontokban megegyeznek.

a) Bizonyitsuk be, hogy a parabola hozzarendelési szabalya

1 , b5m
= —__ X+ —.
f(X) 5nx ) (6 pont)

b) Hatarozzuk meg a sik feluletre nyomtatott logé teruletét, ha egy egység
2 mm-nek felel meg a koordinata-rendszerben. (7 pont)

Tekintsuk a kovetkez6 kijelentést:

.Legyen T értelmezve xo valamely | =]xq — 9;Xo + d[ kdrnyezetében (3 > 0). Ha
T flggvény I-n xq el6tt negativ, utana pozitiv értékeket vesz fel, akkor xq-ban
zérushelye van.”

c) lgaz-e a kijelentés? (Valaszunkat indokoljuk is meg.) (8 pont)

Trembeczki Csaba
Kaposvar

Megoldasvazlatok a 2025./1. szdm
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

l. rész

1. Istvan gazda hdromfajta dszibarackot drul a piacon, hdrom kilénbézé asz-
talon. Az A tipusi barack dra 700 Ft, a B tipusié 820 Ft, a C tipusié 890 Ft
kilogrammonként.

a) Déleldtt 10 ordig dsszesen 64 Kg barackot adott el, az A tipusibol éppen kétszer
annyit, mint a C tipusibol. Melyik fajta barackbol mennyit adott el, ha a barack
eladdsdbdl szdrmazo bevétele 50100 Ft volt? (4 pont)

b) 10 és 12 dra kozott csak 16 kg barackot sikerilt eladnia, dsszesen 13370 fo-
rintért. Az eladdsi bizonylatok sajnos elvesztek, utélag csak arra emlékszik a gazda,
hogy mindeqgyik fajtabdl egész kilogrammnyi drut vasdroltak. Ki tudja szamitani,
hogy melyik barackbsl mennyit adott el? (5 pont)

C) Istvdn gazda kisfia véletlenszertien kivdlaszt 9 barackot, és kiteszi Sket az
eladopultra. Mennyi annak a valdszinidsége, hogy az A tipusbol 2, a B-bdl 3 és
a C-b6l 4 darabot vdlaszt? (Minden hizds sordn a hdrom tipusbdl vdlaszt egyet,
barmelyiket egyenld valdsziniiséggel, és onnan vesz ki egy barackot.) (6 pont)

Megoldas. a) Jeldlje x (kg) a C tipusbodl eladott barack mennyiségét. Ekkor
700 - 2x + 820 (64 — 3x) +890 - x = 50100, 52480 — 170x = 50100, x = 14 (kg).
Az eladott mennyiségek rendre 28 kg, 64 —3-14 = 22 kg és 14 kg.
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b) Jeldlje az X, y, z természetes szam rendre az egyes tipusokbdl eladott barack
mennyisegét (kg-ban szdmolva). Ekkor
1
700-x+820-y+890-z =13370

X+y+z=16
a megoldandd egyenletrendszer.
700-x+820-y+890 (16 —x—y) = 13370

14240 — 190x — 70y = 13370, 87 = 19x + 7y.

A természetes szamok halmazan x [{0,1,2,3,4} lehet csak. Megoldast x = 2 ad,
ekkory=7¢ész=16—2—7=17.

Vagyis az egyes fajtakbdl az eladott mennyiség rendre 2 kg, 7 kg, 7 kg. )

¢) Barmely konkrét hlzas valoszinlisége — a sorrend figyelembevételével — 3 ~,
hiszen minden esetben 3-bdl vélaszthatunk. A kivant 2 A, 3 B, 4 C tipustakat
tartalmazo6 hazas tébbszor is megvaldsul. Hanyszor? Annyiszor, ahanyféleképpen

ezeket sorba rendezhetjuk. L
Az A tipusl barackokat a 9 hely kozul barmely 2 helyen huzhatjuk, ez 3
lehetdség; és a Eﬁdék 7 helyb6l még ki kell valasztani 3-at a B tipusu barackok

szamara, amit ; -feleképpen tehetlink meg.

A keresett valoszinliseg 3 - 5 - 3% , ami kordlbeldl 0,0640.
[ IIDII ] Iyl IIDI |

g
3 2 Vagy 4 - 3

Megjegyzés. Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha példaul a
sorrendekkel szamolunk.

2. a) A piacon egy masik kereskedének dsszesen 420 kg A és B tipusu barackja
van, ezek egy része |. osztalyd (egy bizonyos méret felettiek), a tébbi Il. osztalya.
Az A tipusu barackok 40%-a I. osztalyd, a Il. osztalyd barackok % része B tipusq,
és még azt is tudjuk, hogy B tipusu, I. osztalyl barackja 60 kg van. Szamitsuk ki,
hogy az egyes fajtakbdl hany kg barackja van a kereskeddnek, és ez alapjan toltsuk
ki az alabbi Venn-diagram négy tartomanyat. (Az A halmaz az A tipusu, az | az I.
osztaly( barackot jel6li; az egyes tartomanyokba a megfelel6 fajta barack mennyisége
keril kg-ban szamolva.) (5 pont)

b) A nem vélogatott alméak mérete természetesen kulonbdz6. Az egyik eladonal
egy mintavétel sordn a kovetkezd adatokat kapték az almak maximalis atmérGjére
(fél cm-re kerekitve):
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cm |4 |5 (55| 6 |65|7 |75
db |1|6| 8 | 13| 6 | 5| 2

Szamitsuk ki az adatok szérasat, és készitsink az adatokbdl egy sodrofa-
diagramot! (8 pont)

Megoldéas. a) Jeldlje x (kg) az A tipust barack mennyiségét! Ekkor az 1. és Il.
osztalyu része 0,4x és 0,6x (kg). (A tablazat elsé (A) sora.)
A 11. osztaly(, B tipusu barack mennyisége %-O,GX =0,8x.

I. osztalya | Il. osztalyu | 6sszesen
A tipusu 0,4x 0,6x X
B tipusu 60 0,8x
0sszesen 420

Innen x + 60 + 0,8x =420, azaz x =200 (kg).
A téablazat:

I. osztalyd | Il. osztalyu | dsszesen
A tipusu 80 kg 120 kg 200 kg
B tipusu 60 kg 160 kg 220 kg
dsszesen 140 kg 280 kg 420 kg
A kitoltott Venn-diagram:
160

SO

b) Az &tmérdk atlaga
1-4+6-5+8-55+13:6+6:65+5-7+2-75

a1 =5,98 cm.
Az adatok szorasa
1
11,982 +6-0,982+8.0,48% + 130,022 +6-0,522 +5-1,022 +2-.1,522
“ 22,98
= 4’1 =0,749 cm.
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A sodrofadiagram adatai (cm-ben szamolva): a minimum és a maximum 4,
illetve 7,5; a median 6; az alsé és fels6 kvartilis 5,5, illetve 6,5.

————— ‘ —

35 4 45 5 55 6 65 7 75 8

3. Egy {an} szamtani sorozat els6 tagja 100, kulénbsége 0,2. Egy {bn} szamtani
sorozat 8. tagja 4, a 20. tagja 10.

a) Mely n értékekre lesz S(bn) > S(an)? (S az elsé n tag 6sszegét jeldli.) (6 pont)
Egy {cn} mértani sorozat 3. tagja 277, hanyadosa 1,5. Egy {dn} mértani sorozat
elsd tagja 1000, a hanyadosa 1,2.

b) Mely n értékekre lesz S(c,) > 1082 (5 pont)
c) Mely n értékekre lesz ¢, >dn? (3 pont)
Megoldas. a) an =100+0,2(n—1) = 99,8 +0,2n. A {bn} sorozatban d = 13-4 =
=0,5igyby=4-7-0,5=0,5és b, =0,5+(n—1)0,5=0,5n.
100+ 99,8 +0,2n
2

0,5+0,5n

S(an) = 2

n=0,1n2+99,9n, S(bn) = n=0,25n%+0,25n.

Innen 0,1n2 +99,9n < 0,25n2 + 0,25n, azaz 0 < 0,15n2 — 9,65n.

Az egyenléség n = 0-ra és n = 664,3-re teljestl, az egyenlétlenség megoldasa n 1
[6a5.

. . 27 . ,
Az altalanos tagok: ¢, = 7" 1,52 =3, igy ¢cn =3-1,5""1 és d, =1000-1,2"1,

b) S(cn) =3- 231 =6.1,5"—6, ebbdl 6-1,5" > 1000006 — 1,5" > 166667,7.

1,5—1
. . . , . , P ) lg166667,7 __
A 10-es alap( logaritmusfiiggvény szigordan monoton ng, ezért n > 9220001 ig1s - =

= 29,65. Eredmény: n [30.

o Cln
¢) 3-15"1>1000-1,2""", innen 33 > 1000 " Az 1-nél nagyobb alapt
1000
exponencialis fuggvény monoton ng, igy n—1> I?g(( 1?5)) = n—1>26,03. Eredmény:
1.2

n 28
(Erdemes ellendrizni: cog — dog = 31,527 —1000- 1,227 = 33074,8, mig co7 — d7 =
=3.1,5%6—-1000-1,2%6 = —845,2.)

4. Felsorolunk harom implikécio tipusa igaz allitast.
Legyenek a, b, ¢ pozitiv szamok.
1. Ha a, b, ¢ egy haromszdg oldalhosszai, akkor (a+b—c)(a—h+c)(—a-+b+c)=>0.
Legyen a G egyszer(i graf 4 pontd, 4 éld.
2. Ha G-ben van 4 hosszu kor, akkor G dsszefiigg6.
Legyenek f és g az [a;b] intervallumon értelmezett integralhatd flggvények.
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] 1]
3. Ha f(z) = g(z) minden = [d;b] esetén, akkor  f(z)dx = g(z)dz.
a a
Fogalmazzuk meg az allitasok megforditasat. Melyik igaz, melyik hamis kdzuluk?
A vélaszokat indokoljuk meg. (9 pont)

Megoldas. Az A [“Blipust allitds megforditasa B A
1. A megforditds: Ha az a, b, ¢ pozitiv szdmokra teljesiil, hogy (a+b—c)-
(a—b+c) (—a+b+c) >0, akkor a, b, ¢ lehetnek egy hiaromszog oldalhosszai.

Az allitds akkor lehetne hamis, ha a bal oldalon pontosan két negativ ténye-
z0 lenne, s igy kétszer nem teljesiilne a haromszog-egyenlétlenség. De ha példaul
a+b—c<0és a—b+c<0, akkor a két egyenlétlenség 0sszegébol 2a < 0 kovet-
kezne, ami ellentmond az a > 0 alapfeltételnek. (Hasonléan barmely maésik két té-
nyezdre.)

Az allitas igaz.

2. A megforditas: Egy 4 pontt, 4 éli egyszerti G graf esetén ha G osszefliggd,
akkor G-ben van 4 hosszu kor.

Az 4llitds hamis; egy ellenpélda lathat6 az abran.

AN

3.A megfor%ﬁés: Ha f (st g(z) az [a;b] intervallumon értelmezett integralhatd
figgvények és  f(z)dx =  g(x)dzr, akkor f(x) = g(x) minden z [d;b] esetén.

Hamis. A gorbe alatti teriiletek egyeqﬁségéb()'l nem [ﬁvetkezik a fii_ggvények
(pontonkénti) egyenldsége, hiszen példdul _ sin(r)dr= __0dz =0, desin(z) E0
a megadott intervallum minden pontjaban.

Il. rész

5. Egy négyszdg alaku foldteriilet harom cslcsat a derékszogl koordinata-rend-
szerben az A(7;7), B(11;9) és C(15;1) koordinataju pontokkal modellezhetjiik, ahol
1 egység a valdsagban 10 méternek felel meg.

A foldterllet gazdaja nem ismeri pontosan a negyedik (D) csics helyét, de a
korabeli feljegyzések alapjan arra jutott, hogy az az = tengely altal szemléltetett
folydparton kétféleképpen helyezkedhet el.

Az egyik lehet6ség a D; pontot Ugy kijeldlni, hogy ekkor AD,C =190 legyen.

Egy masik lehetdség szerint az ABC D, folddarab teriilete éppen 3900 m?2.

a) Szamitsuk ki a D cslcs fenti esetekben lehetséges koordinatait. (4, B, C, D
koruljarési iranya az éramutat6 jarasaval megegyez6.) (12 pont)

b) A koordinata-rendszer origéjat jeldlje O, és tekintsik a Q(0;5) pontot. Az
ABC haromszdg keruletének tetszéleges P pontjara kiszamitjuk az 5@ .OP skalaris
szorzatot. Mennyi a szorzat minimuma? (4 pont)
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Megoldés. a) 1. Legyen D4(z;0), és jeldlje az AC szakasz felezépontjat F.
AzFA=FC —rF_D1 Osszefliggést hasznaljuk fel (Eﬁlalesz te

AC hossza (15—7)2+(1—7)2=10, és F = 5. 71 _(11 4).

Thalész tétele miatt FA=FC =FD; =5, igy (11 —2)2+(4— 0) =5, innen

—22z +112 = 0. Az egyenlet megoldasai z; = 8 vagy z, = 14, igy D11(8;0) vagy
D12(14;0).

107
o
8
74
61
5
4

Megjegyzés. Tobbféle megoldas adhato, példaul Pitagorasz-tétel, Thalész-tétel,
az AC atmeérdjld kor és az x tengely metszéspontjanak meghatarozasa, vektorok
forgatasa vagy skaldris szorzat segitségével.

2. Foglaljuk bele az ABCD, négyszoget az abra szerinti EGH 1 racstéglalap-
ba! A négyszog tertletét a bennfoglal6 téglalap, valamint a négysz6g altal beléle
kimetszett derékszogl haromszogek tertletdsszegének a kiilonbsége adja meg.

y
107
9
8
7
6
51
4
3
2

1 L

0
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T(EGHI)=8-9 =72, a koordinata-rendszerben pedig — az 1: 10 méretarany
miatt — T(ABCD;) =39. Legyen 1D, =u, ekkor DoH =8—u, és T(ABCD,) =
_ o, W7 2.4 4.8 1.(8—u)_
=72 5 5 5 5 = 30.

Atalakitasok utan u =3, és igy D,(10;0).

(Az x tengelyen a H ponton tal (az AC egyenes masik félsikjaban) is van olyan
D pont, amelyre az ABDC négyszog terllete 39 teriiletegység, ekkor azonban A,
B, C, D kdruljarasi irhnya nem megfelel6.)

b) Jelolje a QOP s%‘_geg(%a pont meréleges vetiletét az y tengelyre pedig
PO Ekkor 0Q-0OP = [0QHOP Heosd = |0Q| - |OP . Mivel |OQ| =5 allands, a
szorzat minimalis, ha |OP [ a lehet6 legkisebb; ez az eset pedig akkor all fenn, ha
P=C.

~

[EN
'OO)\ICOLOO%
0 g il D f il

0/01 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213 141516 =

A minimum értéke 5-1 =5.

6. Egy Uzemegységhen nagy mennyiség(i disztargyat gyartanak, amelynek az el-
adasi ara 20 eurd. A korabbi évek tapasztalatai alapjan egy adott értékesitési id6-
szakban a termékeknek csak 40%-a fogy el, akcios arleszallitassal viszont aranyosan
egyre tobb terméket lehet eladni. Példaul 20 eurds eladasi ar esetén 60% marad meg,
mig ha ingyen adjak a termékeket, akkor mind elfogy. A két széls§ helyzet kozotti
arazasnal pedig jé kozelitéssel ardnyos a termék ara és a megmaradd mennyisége.

1000 termék eladasat vizsgaljuk.

a) Mennyi a bevétel 18 euro eladasi ar esetén? (3 pont)
b) Milyen eladési &r esetén lesz a bevétel a lehetd legnagyobb? (A valaszt tized
eurd pontossaggal adjuk meg.) (5 pont)

c) Az elkészilt disztargyakat kocka alaki konténerekben széllitjdk. Legyen egy
konténer alsé lapja A, fels6 lapja B, a kozottik lévé négy lap pedig sorban C,
D, E, F betiizési. A konténer mindegyik lapjat négy szin (piros, kék, zold, sarga)
valamelyikére festhetjik gy, hogy a kozos éllel csatlakozd lapok kiilénbdzd szinliek
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legyenek. (Nem sziikséges mindegyik szint felhasznalni.) Hanyféleképpen szinezhet6
egy konténer? (8 pont)

a) 20 eurds eladasi ar esetén 600 termék marad meg. 18 euré eladasi ar esetén a
megmaradd mennyiség % -600 = 540, az eladott termékek szdma 1000 — 540 = 460.

A bevétel ekkor 460 - 18 = 8280 euro.

b) Ha az eladési ar x eurd (ahol 0 < x < 20), akkor a megmaradé mennyiség
56 600 = 30x, az eladott termékek szama 1000 — 30x, a bevétel pedig B(x) =
= (1000 — 30X)X.

A B(x) fuggvény képe ,lefelé nyitott” parabola, amelynek zérushelyei 0 és
igy a maximumhelye x = 220 = 6,67.

B(16,6) = 8333,2 (eurd), B(16,7) =8333,3 (euro), igy 16,7 eurd eladasi ar esetén
lesz a bevétel a lehetd legnagyobb.

c) Két alapesetet kulonbodztetlink meg aszerint, hogy az A és a B lap azonos
szind vagy kulénb6zé.

I. eset: Az A és a B lap kiilénb6z6 szinl. Ekkor az A lapot 4-, a B lapot (téle
kulénb6z6 szinnel) 3-féleképpen szinezhetjuk. A négy C, D, E, F lapot a maradéek
2 szinnel felvaltva kell szinezni, a lehet6ségek szama 2. (Példaul C szinezése 2-féle
lehet, utana a befejezés egyértelm(i.)

A lehetséges szinezések szama 4 -3 - 2.

Il. eset: Az A és a B lap azonos szin(, 4-féleképpen szinezhetd. Ekkor a C,
D, E, F lapokat a maradék 3 szinnel kell kiszinezni, a szomszédséagi feltételnek
megfelelGen.

A C lap 3-féle, a D 2-féle szin( lehet.

Ha az E lap szine megegyezik a C szinével, akkor az utolso, F lap 2-féle lehet
(A-t6l és C (E)-t6l kulonboz6). Ez 4-3-2- 2 eset.

Mig ha az E lap szine kulénbozik C-t6l (és A-tol, D-t6l), akkor csak 1-féle lehet,
a maradék 4. szin. Ekkor az F lap is csak 1-féle lehet (C-t6l és E-tél kilonbozé,
megegyezik D szinével). Ekkor 4 - 3 -2 esetet kaptunk.

Az 6sszes megfeleld szinezés szdma 4-3-2+4-3-2-2+4-3-2=96.

100
3 1

7. Egy épuletrész alapja ABC derékszogli haromszdg alakd, amelyben: AC =
=8 méter, BC =6 méter és ACB [=190°. A C pontban az ABC sikra mer&legest
allitanak, s ezen veszik fel az épllet tetejének D pontjat, igy az épllet alakja az
ABCD héromszdg alapu gula. (A gula CA, CB és CD élei paronként merélegesek.)

a) Hogyan kell megvalasztani a CD magassagot, hogy az épilet ABD tetésikja
az ABC alappal 50°-0s sz6get zarjon be? (7 pont)

b) Az épilet D csuicsaba egy (pontszeriinek tekinthet) lampat helyeznek el, olyan
lampaerny6vel, amely a talajon a B sarkot még éppen megvilagitja, de a lampéatdl
tavolabbi pontokat mar nem. Az ABC haromszdg tertletének hany szazalékat vila-
gitja meg a lampa? (9 pont)

v
Megoldas. a) BA= 62+82=10. Az ABD és az ABC sikok ¢ hajlasszogét
az AB szakasz olyan E pontjaban kapjuk meg, amelyre DE és AB, valamint CE
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és AB merd8legesek. (Ekkor AB és a DEC sik is mer&legesek.) Legyen m(=CE)

. ) , , i o o, 10 6-8 .
az ABC haromszdg magassaga. A terilet ketfele felirdsabol = innen

2 27
m=4_8.

Jel6lje h = CD az éplletrész keresett magassagat, ekkor az EC D derékszdgi
haromszdgbdl tgy = %; innen h =4,8-tg50° =5,72.

Tehat a keresett magassag korilbeliil 5,72 méter.

b) A lampa az ABC sikon egy C kozeéppontu, C B =6 meter sugari kérlemezt
vilagit meg. Ez a kér az AB és AC szakaszokat az E, illetve G pontokban metszi
(lasd az abrat).

A korlemez és az ABC haromszdg kozos része két részbdl all: egyrészt a BCE
haromszdgbdl, méasrészt az ECG korcikkbdl.

G c
A y

B

Legyen EBC =13, ekkor tg8 = %, innen 8 =53,1°, és igy ECB [=ly = 180" —

—28=1738". Tehat tgcg = 2890738 =173 (m?).

Tovabba GCE [=190° — =16,2°, igy a GCE korcikk teriilete 22 .62 .7 =
= 5,1 (m?).

Valamint tagc = % =24 (m?). A korlemez és az ABC haromszog kozos részé-
nek teriilete 17,3+ 5,1 =224 m?, ami a teljes teriiletnek % = 0,933 része, azaz
93,3%-a.

8. a) Az x° — 322 + Az + B = 0 harmadfokd egyenletnek harom kiilénbz6 valds
gy6ke van. Tudjuk, hogy két gyok egymas ellentettje, valamint az egyik gyodk kétsze-
rese egy masik gyéknek. Hatarozzuk meg az A és B egyutthatdk, valamint a harom
gyok értékét. (7 pont)
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b) lgazoljuk, hogy a valés szamokon értelmezett F(x) = x3 — 6x? + 27 fuiggvény
gorbéje kdzéppontosan szimmetrikus az inflexids pontjara. (9 pont)

a) Ha a hadrom gyok a, —a és b, akkor az egyenlet gyoktényez6s alakja (x +a) -
-(x—a)-(x—b) =0, innen x3 —bx? —a’x + a%bh = 0. (Feltehetjiik, hogy a>0.)

Az egylitthatok egyeztetésébdl b = 3, tovabba A = —a? és B = 3a2. Két eset van:

I. Ha a=2b =6, akkor a harom gyok 6; —6 és 3; valamint A =—36 és B = 108.

Il. Haa= % =1,5, akkor a harom gydk 1,5; —1,5 és 3; valamint A =—2,25 és
B =6,75.

b) F¢x) = 3x% — 12x, fHx) = 6x — 12.

6x —12 =0, ha x =2, és ekkor y = f(2) = 11, vagyis P (2;11) az inflexi6s pont.
(Ez valdban inflexiés pont, mert a masodik derivéalt elGjelet valt x = 2-ben.)

A fliggvénygorbe kézéppontosan szimmetrikus P -re, ha minden valds z esetén a
gorbe A(2+z,f(2+2)) és B(2—z,f(2—2)) pontjai tikrdsek P -re. Ehhez elegendd
fQ2+2z)+f(2—2)

2

fQ+2)=Q+2)°2—6(2+2)2+27=23+12z+62% + 23— 24— 24z — 622 + 27,

igazolni, hogy

=11 teljesul minden z-re.

f2-2)=02—-2)°-6(02—2)2+27=23—122+62>— 73— 24+ 247 —62% + 27,

a kett§ Gsszege 16 + 12z — 48 — 1272 + 54 = 22.

gy fe+2)+12=2) =11 valdban teljesil, a flggvénygérbe kdzéppontosan

szimmetrikus az inflexioés pontra.

9. Egy er6sen Osszetett szam olyan pozitiv egész szdm, amelynek tébb (pozitiv)
osztoja van, mint barmelyik nala kisebb pozitiv egész szamnak. A kifejezés mar
Platon gordg filozdfusndl is megjelenik, aki szerint 5040 a varoslakok idealis szama,
mivel 5040-nek tobb osztdja van a ndala kisebb pozitiv egész szamoknal.

Az alabbi tablazat els6 soraban a pozitiv egész szamokat 1-t6l 15-ig, a szamok
alatt a (pozitiv) osztéik szamat soroltuk fel, tovabba az er6sen &sszetett szamok
pirossal szerepelnek.

112|3|4|5|6|7|8|9]10|11|12 |13 |14 |15
1122|132 |4(2|4|3|4 |1 |6 |2]|4]4

Tegyuk fel, hogy a pozitiv egész szamok primtényezds felbontadsaban a primté-
nyezéket monoton névekvé sorrendben soroljuk fel, példaul 12 =22.3, 60=122-3-5
vagy 840 =2%.3.5.7. (Ezek mind erfsen dsszetett szamok.)

a) Kezdddhet-e egy A er8sen Osszetett szam primtényez@s felbontasa példaul

22.3-7 modon? (3 pont)
b) Mutassuk meg, hogy egy C erésen Osszetett szam primtényezds felbontasa
nem kezd6dhet 22 - 32 .5 madon. (3 pont)

c) Leavitt: Az indiai hivatalnok (Eurépa, 2010) c. kényvben megemlitik, hogy
az indiai matematikus, Ramanudzsan 6746 328388800-ig kiszamitotta az erfsen
Osszetett szamokat. Viszont McMahon &rnagy talélt egyet, amelyet kihagyott a fel-
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soroldsbol, és megadta a 29331862500 szdmot. A torténet szerint: végil ,dtadja
Rdmdnudzsannak a céduldt, amire Rimdnudzsan megsebzett arckifejezéssel néz.”

Lehet-e erdsen dsszetett szdm a kényvben szerepld 29331862500 2 (4 pont)

d) 1-t6150-ig 8 darab erdsen dsszetett szdm van (a tdbldzatban szereplkin kiviil
ilyen szam még a 24, 36 és 48, rendre 8, 9, 10 osztéval.)

Az 1, 2, 3, ..., 50 szamok koziil véletlenszeriien kivdlasztunk 3 szamot eldszor
Luisszatevéssel” (a kivdlasztott szdmok kozott lehet ismétlédés), majd ,visszatevés
nélkil” (ekkor a kivdlasztott szdmok kézott nincs ismétlédés). Szamitsuk ki a két
esetben, mennyi annak a valdszinidsége, hogy a szamok kozott lesz erésen dsszetett
szdm. (6 pont)

a) Nem. Legyen A=22.3.7-N, és tekintsik a B =22-3-5-N szamot. A két
szamnak ugyanannyi oszt6ja van (ha A egy osztojaban szerepel a 7-es tényez6, azt
B-ben 5-dsre cserélhetjik), de B kisebb, mint A.

Megjegyzés. lgazolhato, hogy ha az er6sen 0sszetett szam primtényez6s felbonta-
saban k darab kiilonb6z8 prim szerepel, akkor ezek megegyeznek az elsé (legkisebb)
k darab primszammal.

b) Legyen C =22.3%. M, és tekintsik a D = 23.32. M szamot. A két szamnak
ugyanannyi osztdja van (a 2 és a 3 szerepe szimmetrikus), de D kisebb, mint C.

Megjegyzés. Igazolhatd, hogy az er6sen dsszetett szam primtényez@s felbontasa-
ban a kitevék sorozata nem ndévekvd (monoton csokkend).

¢) Nem lehet. A 00 végz6dés miatt a szdm oszthatd 100-zal; 293318625 oszthat6
25-tel, s6t 125-tel is: 293318625 = 125 -2346549; és az utdbbi tényezd oszthatd
még 3-mal is: 2346549 = 3-782183. Ezért 29331862500 primtényezds felbontasa
22.3.55(.782183) mddon kezdddik, és ez az el6z6 megjegyzés alapjan nem erdésen
Osszetett.

Megjegyzés. Sajtéhibardl lehet sz6, a wikipédian fellelhet6 a 293318625600 =
=26.34.52.72.11.13-17-19 szam, amely er6sen dsszetett.

d) Ha a kivalasztott szamok kozott lehet ismétlédés, akkor mindig 0,16 valdszi-
nliséggel valaszthatunk er@sen dsszetett szamot, és 0,84 val6szinlséggel nem ilyet.
0,84° annak a val6szinGsége, hogy egyik szam sem erdsen Gsszetett, igy — a komp-
lementer mddszert alkalmazva — a kérdezett valdszinGiség: 1 — 0,%50,4073.

Ha a kivalasztott szamok kozott nem lehet ismétlédés, akkor %anak a valé-

3
szin(ﬁgﬁ@ hogy egyik szam sem erdsen 0sszetett, és ekkor a kérdezett val6szinlség

1— £33620,4143.
3

Orosz Gyula
Budapest
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B. 5404. Az ABC hegyesszogl haromszog magassagainak talppontjai Ta Tg,
Tc, tovébbd a BC, CA, AB oldalak felez6pontjai rendre Fa, Fg és Fc. Jeldlje
r a beirt kor sugarat. Legyen Pa az AT szakasz azon pontja, amelyre APa =r.
Hasonlé médon kapjuk a Pg és Pc pontokat. Mutassuk meg, hogy az FAPa, FePg,
FcPc szakaszok egy pontban metszik egymast.

(6 pont) Javasolta: Kiss Géza, Csdmor

Matematika feladatok megoldasa

Megoldas. Harom megoldast adunk a feladatra. Mindegyikben azt fogjuk bizo-
nyitani, hogy az FaPa, FgPg, FcPc szakaszok az ABC haromszdg beirt kdrének
kdzéppontjaban metszik egymast.

1. megoldas. Hegyesszogl egyenlé szaru (vagy egyenl6 oldal() haromszdg esetén
az alaphoz tartozd megfelel6 szakasz mindenképpen atmegy a beirt kér kdzéppont-
jén, igy elegendd olyan esetet targyalnunk, amikor az oldal felez6pontja és a ma-
gassagvonal feladatban definialt pontja nem a belsd szogfelezére esnek. Legyenek
ezek az Fa és Pa pontok.

A
B/ E/ C/
p H
r
I
;
B T~ L  Fa E C

Legyen | a haromszog beirt kérének kozéppontja, BY Cpontok rendre az AB,
illetve az AC oldalakon ugy helyezkedjenek el, hogy BC [B'€"és B'Cérintse
a beirt kort. A beirt kor érintési pontjai BC, B'€Pegyeneseken rendre L és ET
A BC oldalt kivilrél érintd hozzairt kor érintési pontja BC-n legyen E, végul Fal
és ATa egyenesek metszéspontja pedig legyen P pont.
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Azt fogjuk megmutatni, hogy Fal egyenes atmegy a Pa ponton (vagyis P =
= Pa), igy FAPA atmegy | ponton.

Azzal az A kozéppontu kicsinyitéssel, amely BC-t B'€Mbe viszi, E-b6l meg-
kapjuk E™Mt. Tehat A, EY E egy egyenesen vannak.

Ismert, hogy a beirt kér és a hozzairt korék érintési pontjai milyen hosszu sza-
kaszokra bontjak az oldalakat, nevezetesen BL = EC =s —b, ennek kévetkezmé-
nyeként az F oldalfelezd pont felezi az LE szakaszt, LFA = FAE.

Az L, 1, EMegy egyenesen vannak (L, E érintési pontok és BC || B'CY, igy
LI =1E"Y

Egyrészt LFa =FAE, LI = 1EF ezért Fal || EEM(L-b6I kétszeres nagyitas), ez
egyben azt is jelenti, hogy P1 || AE"

Mésrészt AP || EH (mindkét egyenes merGleges BC-re).

Ezek alapjan AP I E paralelogramma, tehat AP = EH =r = APa.

Megmutattuk, hogy P =Pa, méasként fogalmazva FaPa atmegy a beirt kor
kdzéppontjan.

Logikai szimmetria alapjan FgPg és FcPc is illeszkedik a beirt kor kdzéppont-
jara, tehat egy pontban metszik egymast.

Hodossy Réka (Balassagyarmati Balassi B. Gimn., 12. 0.)

2. megoldas. Ismét azt fogjuk bizonyitani, hogy az Fa, I, Pa pontok egy egye-
nesre illeszkednek.

Az el6z6 megoldas jelolései mellett legyenek az oldalak hosszai a szokasos jelo-
lésekkel a, b, ¢, az ABC haromszdg tertilete t. Ismert, hogy a beirt kor r sugara
r = ;a5 tovabba az a oldalhoz tartoz6 magassag ATa = 2. A feltétel alapjan

szamolhaté ot ot 2t(b+0)

+c
PATA=ATaA—Fr=—— = .
ATA A a a+b+c a(a+b+c)

A beirt kor érintési pontjai az a oldalt LB = 2=2%¢ és L.C = 2= részekre osztjak.

Ha b =c, akkor a Pa, Fa és | pontok a BC felez6mer&legesére esnek.

A tovabbiakban belatjuk, hogy b # ¢ esetén FaALl < FATaAPA —Mindkét ha-
romszdg derékszog(, ezért a hasonlésdgukhoz elegendd megmutatni, hogy a meg-
felel6 befogoik aranya megegyezik.

Ha b >c, akkor a Ta és a L pontok az FAB szakaszon vannak, ha b <c, akkor
a Ta és az L pontok az FAC szakaszon vannak.

m2=b>-CTi=c?-BTZi=c*-(a—-CTa)’=c?*—a?+2a-CTao—CTZ.

Rendezés utan: 2 4 h2 2
a“+bh”—cC
CTa= .
A 2a
Ha b > c, akkor

_ _at+bh?-c2 a_b*-c?_ (b+c)b—c)
TAFA=CTa—FAC=——— 355 ~ 2a
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és b
LFa=CL—CFa= " ‘.

A befogék aranya a két haromszdgben

b—c (b—c)(b+c)

LI 2t 2t(b+c) TaPa
a+b+c a+b+c

megegyezik, tovabba FALI C=IFATAPA [=190°, ezért FaoLlI —GEATAPA A ha-
sonldsag alapjan TaFal C=ITaFaAPA CMagyis Fa, 1 és Pa egy egyenesre esnek.
Ha b <c, akkor az el6z6h6z hasonléan

c2—b? _(b+c)(c—b) _ _c—b
a 2 6s LFaA=CFa CL—T.

TAFA = FAC - CTA =

A befogék aranya
c—b (c—=h)(b+c)

LI 2t 2t(b+c) TAPA’
a+b+c a+b+c

A két haromszog derékszogl, FaALl C=IFATAPA [C=190°, ezért FALl —EFATAPA =1
Az el6z8 esetnek megfeleléen TaLl C=ITAFAPA gy ekkor is igaz, hogy Fa, | és
Pa egy egyenesre esnek. Mindegyik esetben teljesul, hogy az | pont az FAPa egye-
nesre esik. A Pg és Pc pontok esetében ugyanigy végezhet6 a bizonyités, tehat a
3 egyenes egymast ebben a pontban metszi.

Gyenes Karoly (Kecskeméti Banyai Julia Gimn., 11. 0.)

3. megoldas. Jeldljik ismét a beirt kér kozéppontjat 1-vel, a beirt kdr érintési
pontja az AC oldalon legyen H, tovabba messe az Fal félegyenes az AT magas-
sagvonalat az P pontban. Be fogjuk latni, hogy P = Pa.

Ismertnek tételezziik fel egyrészt, hogy az A-hoz tartozo bels6 szdgfelezé ésa BC
oldal felez6merd6legese a korulirt kérén, mégpedig a BC koriv Sa felez6pontjaban
metszik egymast. Masrészt szintén sokszor el6forduld tény, hogy ez az Sa pont
egyenld tavolsigra van a beirt kor kozéppontjatdl es a B, C csucsoktol. (Ld. pl. a
B5291. feladat megoldasaban szereplé lemmat: https://www._komal.hu/feladat?a=
feladat&f=B5291&1=hu).

Az AP CTEBAFal Cnlert az 1-nél 1évd szogeik csucsszogek, mig P Al (&3
FaSal valtoszogek. Az oldalak aranyara teljestl, hogy
AP _ FaSa

Al Sal

M

Szintén hasonldak az SAFAC és IHA haromszogek, mert H-nal és Fa-nal derékszo-
gek vannak, tovabba a HAI 83 FACSa [sAdgek a BSa, CSa egyenld korivekhez
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Sa

tartozo kerileti szogek, tehat szintén egyenlék. Az oldalak aranyanak egyenl&ségé-
bél itt:

FASA _ HI _r

SaC Al Al

©)

(1) és (2) Osszevetésébdl, felhasznélva, hogy Sal = SAC kapjuk, hogy

AP _FaSa _FaSa _HI _ r
Al Sal  SAC Al Al

Ezek szerint AP =r, tehat a P pont egybeesik az P ponttal.

Ezzel megmutattuk, hogy az FAP szakasz valoban atmegy a beirt kér kdzép-
pontjan. Az FgPg és FcPc szakaszokra ugyanigy végezhet6 el a bizonyitas; a
harom szakasz a beirt kér k6zéppontjaban metszi egymast.

Ali Richdrd (G6doll6i Torok Ignac Gimn., 11. évf.) dolgozata alapjan

Megjegyzés. A geometriai megoldasok mellett technikai jellegli megoldasok is
szép szammal szilettek. Ezek baricentrikus koordinatakat, komplex szamokat, il-
letve koordindtageometriai eszkézoket hasznaltak fel.

A feladatra 6sszesen 40 versenyz6 és csapat kilddtt megoldast. 6 pontos 24, 5 pontos
9 versenyzd dolgozata. 4, illetve 3 pontot kapott 1-1 versenyz6. 2 pontos 3, 0 pontos 2
tanul6 dolgozata.
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A K pontversenyben kit(izott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kdz6s pontverseny
9. osztalyosoknak

(844-848.) | i

K. 844 Egy focibajnoksagban 6t csapat kdrmérkdzést jatszik, mindenki minden-
kivel egyszer mérk6zik meg. A gy6zelemért 3, a dontetlenért 1, a vereségért 0 pont
jar. A bajnoksag végén négy csapat pontszama 1, 2, 5 és 7. Hany pontja lett az
otodik csapatnak?

K. 845 Az alabbi 3 x 3-as tablazatba irjuk be az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10 szamokat
ugy, hogy barmelyik két oldalszomszédos mez6n l1év6 szam 6sszege primszam legyen.
Hany megoldasa van a feladatnak? (Két megoldas kilénb6z6, ha van olyan szam,
amelynek méasok a szomszédai az egyik, illetve a mésik elrendezésben.)

K. 846 A LIGO cég Uj épitéjatéka csupa azonos épitéelemet tartalmaz. Az épi-
téelem négy egyberagasztott 2 cm éld kiskockabdl all. Legfeljebb hany épitéelemet
tartalmazhat az a készlet, amelyet egy 6 cm < 6 cm x 8 cm-es dobozba csomagoltak?

K/C. 847 Hany olyan nemiires részhalmaza van az {1;2;3;4;5;6;7;8;9} halmaz-
nak, amelyben a szamok szorzata paros és a szamok 0sszege is paros?

K/C. 848 Egy 10 egység sugar kérbe olyan ABCD trapézt irtunk, amelyben
az AB oldal a kor atmérdje, és az ABC [=175°. Szamitsuk ki az ABCD trapéz
teriletét.

L1

Bekuildési hataridé: 2025. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

L1
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A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(847-848., 1843-1847.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 847. A szbvegét lasd a K feladatoknal.
K/C. 848. A szovegét lasd a K feladatoknél.
Feladatok mindenkinek

C. 1843 Boglarka rajzolt egy téglalapot, amelynek az egyik oldala 75 cm, mig
a mésik 105 cm hossza lett. Ezt felosztotta 75105 = 7875 darab 1 cm oldald
négyzetre, majd megrajzolta a téglalap egyik atlojat. Hany kis négyzeten megy at
ez az 4tlg?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél, Gyér

C. 1844 Agi pirossal, Laci kékkel szinezgeti egy n x n-es (n > 1) fehér tablazat
mez6it, amely i-edik soranak j-edik mezGjét (i;j)-vel jeloljuk. Els6 lépésben Agi
pirosra festi a f6atlo (bal fels6tdl a jobb als6ig) mezdit. Ezutan felvaltva jonnek: ha
Laci (i;5)-t szinezi, akkor Agi (j;i)-t. Minden mez6t pontosan egyszer szineznek be.
A k-adik sort kilonlegesnek hivjuk, ha barmely kék (k;7) esetén létezik [, hogy (k;1)
és (1;7) is piros. Bizonyitsuk be, hogy a szinezgetés végeztével Agi talal kiilonleges
sort.

Javasolta: Paulovics Zoltan, Budapest

C. 1845 Ezékiel dsszeszorzott két egész szdmot. A két szam kozul az egyik 74-
gyel nagyobb volt, mint a masik. A szorzasnal hibazott, mert a szorzatban a tizesek
helyére véletlentl 3-mal kisebb szamjegyet irt, mint kellett volna. A szorzas ellen-
Grzésekor a kisebbik tényez6vel vald osztasnal hanyadosul pontosan 61-et kapott.
Mi lehetett a két sz&m?

Javasolta: Santa Gergely, Budapest
Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1846 A 11-gyel oszthaté 6tjegy(i palindromszamok hanyadrésze nem oszthato
121-gyel? (A palindromszam olyan pozitiv egész szam, amely visszafelé olvasva
megegyezik az eredetivel.)

Javasolta: Németh Léaszlo, Fonyéd

C. 1847 Az ABCD négyzet AD oldalan valasszuk ki ugy a P pontot, hogy
CPAIL=I105° legyen. A C'P egyenesre az A pontbdl bocsassunk merélegest, amely-
nek talppontjat jeldlje . Hatarozzuk meg az ABQ és az AC P haromszdgek terllete

aranyanak pontos erteket. Javasolta: Bir6 Balint, Eger
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L1

Bekiildési hataridd: 2025. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

L1

A B pontversenyben Kit(izott feladatok
(5438-5445.)

B. 5438 Hanyféle eredményt kaphatunk, ha 6sszeadunk két kiilonb6z6, n-jegyt
szamot, amelyeknek minden jegye 4-es vagy 7-es?

(3 pont) Javasolta: Sztranyédk Attila (Budapest)

B. 5439 Az ABCD téglalapra teljesill, hogy AD <AB < 2AD. Legyen O az
AB oldal azon pontja, amelyre OB = AD. Az O kozépponti OB sugari kor az
AD oldalt E pontban metszi. Mutassuk meg, hogy ABCD teriilete BE2/2.

(3 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)

B. 5440 Egy haromszog oldalait az oldalegyenesek mentén mindkét iranyban
meghosszabbitottuk, és mindegyik cstics utan felmértiik még a csticcsal szemkozti
oldal hosszat. Mutassuk meg, hogy az igy kapott hat pont egy korre illeszkedik.

(4 pont) Javasolta: Roka Sandor (Nyiregyhdza)

B. 5441 Egy héromszog szogei d, B és y. Mutassuk meg, hogy
B

. a . .
sm§ +sm§ +SII’I% > c0sd + cosf3 +cosy.

(4 pont) Javasolta: Hollé Gabor (Budapest)

B. 5442 Legyenek n, k és [hozitiv egész szamok. Jeldlje g(n,k, Ddazt, hogy
hanyféleképpen lehet egy n < k méretii tdblazatot az {1,2,..., [# 1} halmaz eleme-
ivel tigy kitolteni, hogy minden sorban és minden oszlopban balrél jobbra, illetve
fentrdl lefelé monoton néjenek a szdmok. Bizonyitsuk be, hogy g(n,k, D= g(k, C1h).

(5 pont) Javasolta: Gyenes Zoltan (Budapest)
B. 5443 Barmilyen pozitiv egész n-re jeldlje an az N-nél nem nagyobb pozitiv

egész teljes hatvanyok szamat. (Példaul ag =4.) Az n izgalmas”, ha an | n. Igazol-
juk, hogy végtelen sok izgalmas szam van.

(6 pont) Javasolta: Sztranydk Attila (Budapest)
B. 5444 Az ABCDEF huarhatszogben az AD és CF &atlok metszéspontja P, az

AE és a BF metszéspontja pedig Q. Mutassuk meg, hogy ha BC =CP és DP =
= DE, akkor PQ felezi a BQE szoget.

(6 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)
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B. 5445 Igaz-e, hogy ha egy pozitiv egészekbdl all6 végtelen szamtani sorozat
elemei kdzott van négyzetszam és kdbszam is, akkor a sorozatban hatodik hatvany
is van?

(6 pont) Javasolta: Roka Sandor (Nyiregyhaza)
L1

Bekdldési hatarid6: 2025. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

Ly

Az A pontversenyben Kitlzott nehezebb feladatok
(899-901.)

L =7 |

A. 899. A hires végtelen emeletes végtelen szallodanak (amelyben az emeletek
és minden emeleten a szobak is a pozitiv egész szamokkal vannak szamozva) to-
vabbra is nagyon jol megy a dolga, minden szobaban pontosan egy vendég lakik.
A szélloda minden emeletén le szeretné sz6nyegezni a folyosét, amihez be is szerzett
végtelen sok (természetesen a pozitiv egész szamokkal szamozott), de sajnos csak
véges hosszUsagu szényeget. Minden vendéget megkérdeztek, hogy mely szényegek
tetszenek neki, és mindenki le is adott egy végtelen listat azon sz6nyegekrdl, ame-
lyeket szivesen latna a sajat emeletén. Tudjuk, hogy barmely két vendéghez, akik
kiilénboz6 emeleten laknak, csak véges sok olyan szényeg talalhato, amely mindket-
téjuknek tetszik. Mutassuk meg, hogy el lehet osztani a szényegeket az emeletek
kdzott gy, hogy minden vendéghez csak véges sok olyan szényeg legyen, amely
tetszik neki, de nem arra az emeletre kerult, ahol & lakik.

Javasolta: Imolay Andras (Budapest)

A. 900. Egy teremben n lampa az 1, 2, ..., n szdmokkal van megszamozva.
A jaték elején ki lehet jeldlni az {1,2,...,n} halmaz k darab S, S, ..., Sk
részhalmazat. Minden 1 < ¢ < k egész szdmhoz tartozik egy felkapcsold és egy
lekapcsolé gomb, amellyel az S; halmaz elemeihez tartozd lampékat lehet fel-, illetve
lekapcsolni. Tetszbleges n pozitiv egész szam esetén hatarozzuk meg a legkisebb k-t,
amelyre meg lehet valasztani Ugy az Si, S2, ..., Sk halmazokat, hogy a ldmpak
teljesen lekapcsolt allapotabdl tetszéleges allapotba el lehessen jutni a kapcsolok
segitségével.
Javasolta: Z6lomy Krist6f (Budapest)

A. 901. Tikrozzik a nem egyenldé szard hegyesszogd ABC haromszoget az
Euler-egyenesére, igy kapjuk az A/B"Pharomszéget. Az ABC haromszog Feuer-
bach-kdrének egy pontja legyen P. Minden X pont esetén jeldlje p(X) az X pont
tukorképét P-re.

a) Legyen eap az az egyenes, amely atmegy az A pont BBTegyenesre vett
merdleges vetiiletén és a B pont AATegyenesre vett meréleges vetiiletén. Hasonléan
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definialjuk az egc, eca egyeneseket. Igazoljuk, hogy ez a hidrom egyenes egy K
pontban talalkozik.

b) Bizonyitsuk be, hogy két olyan valasztasa is van P-nek, amelyre az Ap(A’),
Bp(B’) és Cp(C’) egyenesek egy ponton mennek 4t, tovabbd a p(A)p(A’) n BC,
p(B)p(B’) nCA, p(C)p(C’) n AB és K pontok egy egyenesre esnek.

Javasolta: Ban-Szab6 Aron (Budapest)
L1

Bekildési hataridé: 2025. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

L1

Informatikabdl kitlizott feladatok
(651-654.)

I. 651. A sejtautomatdk olyan informatikai modellek, amelyekkel egyszer(i sza-
balyok alapjan folyamatokat, allapotok valtozasait tudjuk modellezni, leirni, szi-
mulalni.

Modelliinkben egy sejtautomata egymas melletti sejtekbol all és minden idSegy-
ség alatt az Osszes sejt allapota megvaltozhat. A sejtek két allapotot vehetnek fel a
modellben, ,F’-et és ,S"-et. Az egyes sejtek dllapotai valtoznak az idével — azaz a
lépésszammal — attol fliggben, hogy maga a sejt és a kozvetlen szomszédai milyen
allapotban vannak. Mindkét szélen egy-egy sejt kezdetben biztos ,,F” allapotban
van és késébb is az marad.

kornyezet
FIs[Fls[s[sTFITs[s[F][F[sS]F]
1
vizsgalt cella

| FlslF[sls[slIs[s]Is[F]F[]S]F]

:
eredmény

Készitstink programot i651 néven, amely M lépés utdan megadja, hogy ,,S” alla-
pot1 sejtbdl hany van.

A program standard bemenetének els¢ sordban a sejtautomata sejtjeinek N
szama (1 [CNICIA00) és a lépések M szama (1 [CMICIA00) taldlhats. A kévetkezd
sorban N darab betil (,F” vagy ,,S”) a sejtek kezddallapota van. Az ezt kovetd 8
sorban a szabdalyok kovetkeznek. Minden szabaly 3 betiibol és szokozzel elvilasztva
egy egybetiis eredménybdl &ll.
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A programmal a standard kimenetre irjuk ki, hogy M lépés utan hany ,S”
allapotu sejt van.

Példa (a / jel sortoérést jelent) Kimenet
13 3 5
FSFSSSFSSFFSF
FFFF/FFSS/FSFS/FSSF/SFFF/SFSS/SSFF/SSSS

Magyarazat: a sejtek allapota a 1épések utan
FSSFSFSFFFSSF, FFFSSSSFFSFFF, FFSFSSFFSSFFF.

Bekiildendd egy tomoritett i651.zip allomanyban a program forraskédja és rovid
dokumentéacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomény melyik fejlesztéi kornye-
zetben fordithato.

(10 pont)

I. 652. Dobodkockaval hatost dobni altalaban szerencsét jelent. Két kockat egy-
szerre feldobva mindkét kockdval hatost dobni még nagyobb szerencse. Altaldban N
kockat feldobva annak az esélye, hogy mindegyik hatos legyen, igen kevés. Persze,
ha kitartéan, djra és tjra megprobaljuk, akkor egy idé utan szerencsénk lehet, de
csak nagyon sok prébalkozas utan.

Inkabb kiséreljiik meg a csupa hatost elérni masként: el6szor dobjunk fel minden
kockat, majd csak azokkal a kockakkal dobjunk, amelyekkel az el6z6 dobas utan
nem hatost kaptunk. Ezt ismételjiik egészen addig, amig minden kockdn hatost
nem kapunk. Igy mér kevesebb szdmu dobésra van sziikség.

Vizsgaljuk meg a jelenséget program segitségével. Allapitsuk meg, hogy N kocka
esetén atlagosan hanyszor kell dobni, hogy végiil minden kocka hatost mutasson.
Egy dobas alatt az elsé esetben az Gsszes kocka, kés6ébb az 6sszes olyan kocka fel-
dobésat értjiik, amellyel nem hatost dobtunk kordbban. A program K alkalommal
végezze el a kisérletet, és adja meg, hogy dtlagosan hany dobasbdl all a dobassoro-
zat, amellyel végiil minden kocka hatost mutat.

A program standard bemenetének els6 sordban a kockak N szdma (10 [CNI100)
és a kisérletek K szdma (50 CKIC50 000) taldlhaté. A programmal a standard
kimenetre irja ki a dobassorozatok atlagos hosszat egy tizedesjegyre kerekitve.

Példa:

Bemenet | Kimenet
10 1000 | 16.7

Bekiildendd egy tomoritett 1652.zip dllomanyban a program forrdskodja és rovid
dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasallomany melyik fejlesztéi kornye-
zetben fordithato.

(10 pont)
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I. 653. Hajdandban az emberek sokat adtak a népi id6jarasi megfigyelésekre.
Persze nem volt id6jarasjelentés, és a mezdgazdasagi munkékat komolyan befolyéa-
solta az id@jaras. A rengeteg népi rigmusbdl, bolcsességb6l most négyet valasztot-
tunk, a tobbi elég nehezen mérhetd, a kdzel a tavasz, a zsdkban hoznak meleget,
a madarcsicsergés nehezen szamszer(isithetd, igy azokra szoritkoztunk, amelyek a
minimum hémérséklethez, napi csapadékmennyiséghez kétédnek. Igy esett a va-
lasztasunk az alabbiakra:

« Januar 18. Piroska napjan, ha fagy, negyven napig el nem hagy.
e Jinius 8. Ha Medard napjan esik, negyven napig esni fog.

* November 11. Marton napjan, ha a lad jégen jar, akkor Karacsonykor vizben
poroszkal.

« November 25. Ha Katalin kopog, Karacsony tocsog, ellenben, ha Katalin tocsog,

Karéacsony kopog.

1. Nyissunk egy ures tablazatkezeld munkafiizetet. Toltsik be egy tres mun-
kalapra az Al-es cellatdl kezdve az UTF-8 kddolasu, tabulatorokkal tagolt
met_adatok.txt f4jl tartalmat. A munkalap kapja a BP nevet. Munkankat
mentsik nepi_idojaras néven a tablazatkezel6 alapértelmezett formatuma-

ban.

A B C D 1
A\51 Datum Min. Hom.  Csapadék i
2 | 1901.01.01 9,2 1,9 ]
3 | 1901.01.02 -11,3 0 ;
4 | 1901.01.03 -10,8 0,8 {
5 | 19010104 12,4 0,2 i
6 | 1901.01.05 -15,5 0 ¢
7 | 1901.01.06 -13,8 2,3 !
8 | 1901.01.07 -6,9 14 )

i T I I T

5

2. Hozzunk létre négy Uj munkalapot Piroska jan. 18., Medard jan. 8., Marton
nov. 11., Katalin nov. 25. néven. A munkalapokra kertljenek a mintanak
megfelel6en az A2-es cellatdl kezdve fuiggblegesen lefelé az évszamok. Az Al-
es cellaba és a Bl-es celldba az adott névnap hoénapja és napja, A D1-es
és El-es celldk a vonatkozott datumok névnaphoz képesti eltolasat jelentik.
A B oszlopban fuggvény segitségével adjuk meg az adott évi datumot, majd
az adott napokhoz tartoz6 sorszamot.
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1 18 1 40
1501 1901.01.18 19 20 59
1502 1902.01.18 384 385 4245

1904 19040118 1114 1115 1154
1905 1905.01.18 1480 1481 1520
1906 1906.01.18 1845 1846 1885
1907 1907.01.18 2210 2211 22504
1908 1908.01.18 2575 2576 zﬁﬁ]j
180 ..., 1909 1909.0L48 . .. 294)0a% 2940 . . 2.2981

1503 1903.01.18 745 750 ?E‘EJ;

L= == B R = B W, B R T I S

3. Mind a négy munkalapon készitsik el a 125. sorban a mintan olvashato

szovegeket.
.]-.qu_.___ Y _—— = & .o _1_..-.@:_.'_ e - -
125 Piroska igaz 78 alkalommal {
126 Teljesil 0 alkalommal =
127 t
S B .‘ [— w_‘_,..-.ﬁ-...-...haltu-\_ . . .I_"'.__ . r‘__,..-l-\._“ ‘.)

4. Ellen6rizzik az id6jarési adatokat az adott napokra, periodusokra.

5. Allapitsuk meg, hogy melyik névnapra hany alkalommal teljesill a feltétel.
Katalinnal ez a szdm 120.

6. Hatarozzuk meg, hogy a fentiek kozil hanyszor teljestl a népi joslat.

7. Ezt a két értéket irjuk a négy munkalap D125-6s és D126-0s cellajaba.

Segédszamitasokat a négy névnapos munkalapon az E oszloptdl jobbra végez-
hetiink. A megoldasban sajat fliggvény vagy makrd nem hasznalhato.

Bekuldend6 egy tomoritett i653.zip allomanyban a tablazatkezel6 munkafiizet,
illetve egy révid dokumentéacié, amelyben szerepel a megoldasi modszer, a megol-
déskor alkalmazott tablazatkezel6 neve, verziészdma.

Az adatok forrasai:
https://www.met.hu/eghajlat/magyarorszag_eghajlata/eghajlati_adatsorok/Budapest/
adatok/napi_adatok/

Letolthetd fajl: met adatok.txt
(10 pont)
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I. 654. Ma mar szinte mindennapos, hogy a hiradéban sulyos, személyi sértiléses
vagy haldlos kozuti balesetekrdl tudositanak, neha tobbrdl is. Régebben kevesebb
ilyenrdl lehetett hallani, ennek az okait probaljuk feltdrni néhany 2001 és 2023
kozotti statisztikai adat alapjan. Szerencsére elég egy megnyugtaté pillantast vetni
a szamokra, és maris lathatjuk, hogy novekedésrél szé sincs, a baleseti halalozas
2023-ban a 2001-es szint nagyjabdl egyharmada, a 2023-as sérulések szama is kb.
a 75%-a a 2001-es adatnak. De sok érdekesség lapul az adatok 6sszefliggéseiben,
érdemes beledsnunk magunkat.

1. Nyissunk egy ures tablazatkezeld munkafiizetet. Toltsik be egy tres mun-
kalapra az Al-es cellatdl kezdve az UTF-8 kodolasu, tabulatorokkal tagolt
balesetek. txt fajl tartalmat. A munkalap kapja a balesetek nevet. Mun-
kankat mentsiik balesetek néven a tablazatkezel6 alapértelmezett formatu-
méban.

2. Forméazzuk meg az adatokat a mintak és a leiras szerint:

(a)
(b)

(©)
(d)
(e)

)
@

Egyesitsik az els6 sor mintakon lathatd cellait;

szegélyezzilk a munkalap adatokat vagy képleteket tartalmazoé cellait a
mintak szerint;

a munkalap bet(tipusa legyen Arial, az alap bet(iméret 11 pontos;
allitsunk be olyan oszlopszélességet, hogy minden adat lathaté legyen;
az els6 két sor szdvegét vastagitsuk és igazitsuk a mintak szerint (ha kell,
sortoréssel, elvilasztassal);

az elsd oszlop és az els6 két sor kapjon 15%-0s sotétsziirke arnyalatot;
az egész szamokat tartalmazo6 szamoszlopokban legyen ezres tagolas.

A B C D E F G H J K L M N 0 P Q R #

1
Elsé alkalommal forgalomba . KDZIEkEd.E.SI Személysériiléses kozlekedési SzJ

s . .| Személy- balesetben érintett . b&

helyezett jarmii L. |Gépjamd| " Ittasan . balesetek természete
Kozut |~ . | sérilléses személyek ',
- allomany | . . .| okozott

1| Ev hossza Hirn kozlekedési| . . i
Gl kora [év] bale'selek balesetek | meghalt |megsériilt| haladé | allé szilard A szem{

. : . szima . . R - : figyelmen | gyalogos | egyéb oot

uj hasznalt | dsszes személyek | személyek | jarmGvek |jarmiinek | targynak L " szl

n n PPN D kiviil eliitése | baleset . .

szama | szama |iitkozése | iitkozés | iitkozés : jarmi

2 hagyasa “
3| 2001 |2974173) 167834| 62904| 230738 30322 123 18 m 213 1239 24149 9417 686 1052, 3004 3922 o 14s
4| 2002 13141073 197293| 91484| 288717 30460 "7 19686 2 440| 1 429‘ 269078] 10180 739 2323 1834 3933 677] 15t
5| 2003 [3305452] 223988| 95724| 39712 3053 14 19978 2450| 1326‘ 26627 10513‘ GGB‘ 2508 2028 3664‘ 602f 156
6| 2004 |3370365| 2250983 B81496| 307479] 30638 109 20957 2909 1206] 28054 11125 583 2031 2251 atag 418l 16
7| 2005 |3456538] 241589| 53468| 295087] 30808 105 20717 2583 1278 27508 11196 479 2668 223 3663 5% 164

8| 2006 |3546004] 222741 32362] 265103 31058 103 200917 2173 1303 977 11344] 445 2719 2409 3491 5691 17
9| 2007 [3625368| 213706| 34494| 248200 31183 103 20635 2855 1232 2 452| il 105‘ 384 2612 2488‘ 3453 593 16§
10| 2008 |3685717| 194732 32584| 227318 31363 104 19174 234 996‘ 25369 10283 368 2407 2 200‘ 3267 649| 154
11| 2000 [3640115] 63262 23066 108348| 31377 108 17864 2274 0 nu o 0l 231 PR T I
12| 2010 |3608834| 61415) 27052] 88467 31628 13 16 308 1883} 40] 20917 8712 314] 1958 1 9!@ 2678 g99] 134
13| 2011 |3598242| 67366 43756| 1112 31698 19 16827 1645) 638 20172 8495 383 739 2578 2486] 1146] 13%
14| 2012 |3621736| 76293| 63651| 139944 31692 125 15174 1698] 605 18979 8005 3 682 2534 2% 1211 12d
15| 2013 |3690599| 81564| 83387| 164951 31760 130] 15691 1662] 591‘ 20090} 8332 382‘ 604 2677 2468‘ 1228| 124
16 2014 [3778002| 98812| 114005) 212817 31802 134 15847 1601 66 2014 8683 43 649 2468 20090 1113] 13¢
17| 2015 |3686341| 110584 142062| 252646 31925 137 16331 1577} 644 20899 8991 386 638 2829 2497 o90] 13}
18| 2016 |4022798| 133702 162888| 296590| 31986 139 16627 1592 607 21329 9 212‘ 412 676 2 729‘ 2562 1 046| 13%
19| 2017 J4211711| 154205 176996 | 331201 32006 141 16 489 1402 625 21451 9 290‘ 358‘ GHO‘ 2689‘ 2476 996| 13¢
20 2018 |4417848| 178058 182828| 360886 32070 142 16 951 1442 633 21999 9 284‘ 420‘ 647‘ 2 896‘ 2509 1 105| 141
21| 2019 |4625308| 202531| 182123) 304654 32204 144 16627 1396 602l 21508] 939 395 610] 2713 omgl 113 14¢
22| 2020 |4756537| 165115 151503| 316618 32396 147 13778 1361 4@ 17716] 7367 319 606 2653 1773 1080 11¢
23| 2021 |4885598| 161741 151736| 313476 32521 15,0] 14233 1224 544 18 599| 8081 312 542 2569 1795) 934 12§
24| 2022 |4980933| 149864 143301| 293165 32552 154 14 748‘ 1195) 537 19 546| 8142 312 593‘ 2600‘ 200 1065|120
25| 2023 |5080748| 150393 120897| 271290] 32626 158 14 452‘ 1 040] 472 18 746| 7838 385 559‘ 2 384‘ 2 094‘ 1192 12¢
2% |
21 \
gt T RV R ST WLl SR W SO L WU Ly S NP S S PR L S N WY TR af
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DRSS

flogos
tése

Személysériiléses kozuti kozlekedési Személysériiléses kozlekedasi
balesetek az okozok szerint [eset] balesetek oka

eavéb személy- | teher- alo eavéb ajarmi- |agyale-| az | ajarmi
O | it | szaliits | 2 95 | vezetsk | gosok | utasok |miiszaki

ATl g || T | e | | e | e

£ 3922 424 14279 2027 203 168 16235 203 35 82 122

13033 677] 15532 1816 2001 326 17317 1983 47 105 234

% 3664

602 15 085 1787 1885 299 17769 1885 49 105 168

1 3748

418] 16821 1980 1820 336 18785 1820 30 115 207

3663

4
s
b WIPC VPRI W S W T Y W

236 16 860 1920 1677 3200 18818] 1677 25 104 153

A0

102

P . T I P T P W

. Az A27-es cellaba irjuk be, hogy ,Véltozas aranya”, majd a 27-es sorban

jelenitsiik meg, hogy az adatoszlopok hany szazalékkal valtoztak 2001 és 2023
kozott (szazalék formatumban, két tizedes pontossaggal).

. Vizsgaljuk meg, mennyit valtozott az ittas vezetés kdvetkeztében elGidézett

sériiléses balesetek szdma. Szamitsuk ki az AB3:AB25 tartomany cellaiba az
adott évi ittas vezetés és az dsszes baleset aranyat. Figyeljik meg, hogy ez az
arany joval kevéshé csokken, mint az abszolut adatok.
(a) Készitslink Uj diagramlapra grafikont az ittas vezetés miatti balesetekrél
a minta szerint. A diagramlap neve Ittas legyen.
(b) Készitstink Uj diagramlapra grafikont az AB oszlop adatairél az el6z6
mintaja alapjan. A diagramlap neve Ittas2 legyen.

. Keressiik meg a covidos id6szak nyomait az adatokban!

(a) Szamitsuk ki az AC3:AD25 tartomany cellaiba, hogy az adott évben
hany szazaléka volt a haldlozasok, illetve a sérillések szdma 2001-hez
viszonyitva! Abrazoljuk az eredményt oszlopdiagramon Gj diagramlapon
a minta szerint. A diagramlap neve Covidl legyen.

(b) Abrazoljuk oszlopdiagramon a halado jarmivek (itkozése adatait a minta
szerint. A diagramlap neve Covid2 legyen.

Hogyan lehet akaratlanul is félrevezet6 egy diagram?

(a) Készitsiink 0 diagramlapra grafikont az Gthalézat hosszanak alakulasa-
rél a minta szerint. A diagramlap neve Kézuthossz legyen.

(b) Készitstink Uj diagramlapra redlis adatvaltozast mutaté grafikont az Gt-
halézat hosszanak alakulasardl tgy, hogy a fligg6leges tengely minimuma
0 legyen. A diagramlap kapja a Kdzithossz2 nevet.

Gépeljuk be az A30-as cellaba az ,.egy kilométerre juté jarmliszam 2001-
ben” szbveget, az A31-esbe pedig ezt: ,,egy kilométerre jutd jarmdszam 2023-
ban”. Az F30-as és F31-es celldkba szamitsuk ki ezek értékét. Szamitsuk Ki
a telitettséget jarmivenként 10 m-es hosszal és Utpalyanként atlagosan 2,3
forgalmi savval szamolva.

Hatérozzuk meg az AE4:AE25 tartomany cellaiba az évente a forgalombdl
kivont jarm(ivek szamat.
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9. A gépjarm(ivezet6k hibaja novekszik, ami az adatokon ranézésre nem latszik.
Tulsagosan megbizunk a sajat képességeinkben és a technika védelmében.
Szamitsuk ki az AF oszlop megfelel§ cellaiba, hogy az adott évi személyi
sériléses balesetek hany szazaléka szarmazott a gépjarmdvezet6k hibajabol.
Készitstink ebbdl Uj diagramlapra oszlopdiagramot linearis trenddel a minta
szerint. A diagramlap neve Vezet6hiba legyen.

10. A gyalogosok hibaja miatti balesetek aranya csdkken, holott egyre tébben
a telefonjukat nyomkodva kézlekednek, raadasul sokan fiilhallgatéval is ki-
zarjak a kilvilag ingereinek jo részét. Ez a csokkenés valoszindileg a jarmi-
vek egyre fejlettebb védelmi berendezéseinek kdszénhetd. Szamitsuk ki az
AG3:AG25 celldkba, hogy az adott évi személyi sériiléses balesetek hany sza-
zaléka szarmazott a gyalogosok hibajabol. Készitsiink ebbdl Gj diagramlapra
oszlopdiagramot linearis trenddel a minta szerint. A diagramlap neve Gyalo-
goshiba legyen.

Diagram mintak:

Ittassag miatti halesetek szama Az adatsorok minimuma a Covid jarvényra utal
500 LU
Al 10000%
o wn
2000
B0
1006
ORIlEY
1006
00
00
0,00
A dagibEiaiyaraenEag gy
e s e s e ey e AL A ARKAARAARAARAARTAATAA
EEE83ES88EE8c53E583ERE5 e 88 Whalalozas Wsérlés
L I B B O Y B B R SO YR | LI B DY BT A A U
& haladd jarmivek itkizésének adatsordnak 2020-as erds Hazai kizutak hossza [km]
visszaesese s (jhdli ndvekedése is a Covid jarvanyra utal £
12000
3600
M0ea
200
L)
60
[1054)
a1
4000
2000 060
a0
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Rvezetd hibdja miatt balesetek és ezek trendje Gyalogosok hibajabdl adddd balesetek éves ardnya

SELUS L200%

I L~ s

-

~1

200 B0

1 /

-1 o i I

B0 / 9 ) |
g883

HEUUS 4.00%

BE00% 200%

BAUUN 000

F I I O R I < I S < [ IR« R R I O T R < B
L T R T - T - T G %R G & ARA A A G W RRAANA AW N NN

A megoldésban sajat fliggvény vagy makro nem hasznalhato.

Beklldend6 egy tomdritett i654.zip dlloményban a tablazatkezel6 munkafizet,
illetve egy rovid dokumentéacid, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott tab-
lazatkezel6 neve, verziészama.

Az adatok forrasai:

https://www._ksh.hu/stadat_files/ege/hu/ege0061.html
https://www.ksh.hu/stadat_files/ege/hu/ege0063.html
https://www.ksh.hu/stadat_files/ege/hu/ege0064.html
https://www._ksh.hu/stadat_files/ege/hu/ege0065.html
https://www._ksh.hu/stadat_files/ege/hu/ege0066.html
https://www.ksh.hu/stadat_files/sza/hu/sza0022.html
https://www._ksh.hu/stadat_files/sza/hu/sza0023.html
https://www.ksh.hu/stadat_files/sza/hu/sza0026.html
https://www.ksh.hu/stadat_files/sza/hu/sza0039.html

Letolthetd fajl: balesetek.txt
(10 pont)
ok

Bekuldési hataridd: 2025. marcius 17.
Elektronikus munkafiizet: https://www._komal .hu/munkafuzet

*
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A Fo6ld sugaranak méreése egy tajképrdl

Szadmos elemi modszer létezik a Fold kozelitéleg gémb alakjanak bizonyitasa-
ra. Nézzilk meg a tengerpartrol, ahogy a tavolodé vitorlas térzse, majd vitorlaja
tlinik el, mikdzben a horizont ala sillyed. Vagy figyeljuk meg holdfogyatkozaskor
a Fold kér alaka arnyékat, ahogy Arisztotelész is tette. Vegylk észre, hogy észa-
kabbra utazva magasabban latjuk a Sarkcsillagot, és tobb csillag van, ami sosem
megy a horizont alg; és azt is, hogy nyugatabbra utazva kés6bb nyugszik a nap —
id6zonakra is emiatt van sziikségink.

Ha a gdmbség kérdésén tuljutunk, azt a kérdést is feltehetjik magunknak, hogy
mekkora ez a gémb. Erre els6ként Eratoszthenész adott valaszt a Nap delelési ma-
gassaganak, pontosabban az arnyékok hosszanak vizsgalataval, amelyek kilonb6zd
foldrajzi szélességeken kilonbdzének bizonyultak.

Cikkiinkben egy egyszer( alapokon nyugvo mérési modszert mutatunk a Fold
sugaranak meghatéarozédsara, amelyhez — foldrajzi adatok mellett — csupan egy
tajképre van sziikséglnk.

Horizontalis depresszio

Mi is a horizont? A csillagészatban a vizszintes
irdnyra, de koznapi értelemben talan leggyakrabban
a latohatarra vonatkozik: ahol egy nagy siksagon a
felszin és az égbolt ,,0sszeér”. Bar ez a két megkdze-
lités hasonl6 eredményre vezet, mégis van kilénbség
kozottik, ezért tisztdzzuk: a tovabbiakban a hori-
zont szdval a megfigyel6tél tekintett vizszintes irdny-
ra utalunk. De miért van kilonbség a horizont és
a latéhatar koézott?

Egy gdémbtdl tavolodva egyre kisebb és kisebb
sz0g alatt latjuk azt; ebb6l a szégbdl és a tavolsa-
gunkbal pedig a gdmb sugara meghatarozhato. Ez a 1. abra
Fold esetén is igaz: mig egy nagy siksagon allva a fel-
szin a horizonton (tehat vizszintes irdnyban) latszik véget érni, egy magas hegyr6l
mar bizonyos sz6ggel beladthatunk a horizont ald is — ezt nevezziik depresszidszig-
nek (8). Ahogy az 1. &brardl is latszik, egy matematikailag egyszerd problémaval
allunk szemben. A 9 depresszidszdg, a hegy hg magassaga, valamint a Fold R —
sugara kozott kénnyen kapcsolat teremthetd?!:

horizont

Rr—

cosd = @ho.

LA légkor fénytorésének hatasaival — annak bonyolultsaga, idGjarastol valé fiiggése miatt —
itt, és a tovabbiakban se foglalkozunk.
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Ebbdl — a Fold R—= 6370 km atlagos sugaranak ismeretében —|az kovetkezik,
hogy példaul egy ho = 1000 m magassagu hegyen allva 8 = arccos % =1,0°
depresszidszoggel l1atunk be a horizont ala.

Mindez azt is mutatja, hogy a Fold sugardnak megméréséhez nincs mas teen-
dénk, mint felmenniink egy siksag félé emelked6 magas hegyre jo latasi viszonyok
kozott, és megmeérni, hogy a horizontnal mennyivel van alacsonyabban a latéhatar.
1 fok kiilénbség mar szabad szemmel is kénnyen lathatd, Kistavcsével pedig jol mér-
het6. Azonban mig ez a modszer matematikailag egyszerd és szép, van egy jelentds
gyakorlati nehézsége: azt sajnos nem latjuk kdzvetlendl, hogy hol van a horizont.

Mérés tajképrol
A megoldashoz a fentiekhez hasonld elven alapuld, de dsszetettebb mddszert
hasznalunk: azt vizsgaljuk, hogy egyes hegycsucsok a horizonthoz képest milyen 8
depresszidszoggel latszanak; tébb hegycslcs segitségével pedig a horizont helyzete
is meghatarozhat6. A méréshez felhasznalunk egy tajképet, valamint egyes hegy-
csuicsok, hegygerincek tengerszint feletti magassagéat és a megfigyel6tél vett tavol-

sagat. Ezen mennyiségek elemi modszerek (pl. geodéziai mérétornyok, barométer)
segitségével meghatarozhatoak.

Egymas alatt latsz6 hegyek. Kezdjunk az egy-
szerdbb, két dimenzids problémaval, amikor néhany
hegycsucs éppen azonos irdnyban van, igy azok egy-
mas alatt latszanak, kilonb6z6 depresszidszogek-
nél. Egyel6re figyelmen kivil hagyva, hogy a hori-
zont helyét tovabbra se ismerjik, teremtsiink kap-
csolatot egy hegynek az észlelét6l a gdmb mentén
mért d tavolsaga, a h tengerszint feletti magassaga
és a ¥ depresszidszoge kozott a Fold R —sugara és
az észlel6 hg tengerszint feletti magassaga segitsé-
gével! Ebben a 2. abra segit.

2. 4bra A hegycsucs Fold kozéppontjabol tekintett ¢
szogtavolsaga a d tavolsaggal egyszer(ien kifejez-
hetd:

horizont

d

:R7:_1

¢

Lathato hegyek esetében d CRl—Hgy ¢ 1Az észlel§ tavolsdga a Fold kdzép-
pontjatdl R —Hhg, a hegycsucsé R —Hh. Vegylk a hegy folotti azon pontot, amely
épp a horizontunkon van, ennek a hegycsucs feletti magassaga legyen Ah. A 8 de-
presszidszog épp az ezen pont és a hegycsucs kdzotti szog, amelyet lefelé mérve
vesziink pozitivnak. A 2. abra alapjan:

ho
R+ho 1+g2 ho | 1
Rrhh+Ah=——=R © =R+ —+=-¢°
cos¢ '?—lqﬂ R.:.2¢ '
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ahol a kovetkezd kozelitéseket hasznaltuk: cosp =1 — %Lpz, ha ¢ [I, Walamint
Ao=1-zé (1+z)(l+y)=1+z+y, ha |r| (I8 |y| [CI_Ebbe ¢ fenti ki-

14X

fejezését behelyettesitve és rendezve:

d2
h=ho—Ah+ —.
0 2R1—
Mivel a hegyek magassaga a Fold sugaréndl sokkal kisebb, a hegycsucsok légvonal-
beli tavolsaga elsd kozelitésben d. Emellett ¢ is Kicsi, igy a két hegyen a ,,félfelé”
irdny csak kissé kiilonbézik egymastol. Végil ¢ is kicsi, igy a hegycsucs és a felette
kijel6lt pont magassagkiildnbsége elsd rendig kozelitve:

Ah=14d.

Ezt felhasznalva a cslics h magassaga:

d2
h=ho—90d+ —.
0 2R1—

Mivel a horizont magassagat a tajképen nem ismerjik, vezessik be az o szb-
geket, amelyeket ¥-val azonos irdnyban (lefelé), de egy tetsz6leges kezd8ponttdl
meérink (ez lehet példaul a legmagasabban latsz6 hegycsucs). A horizont helyzetét
igy a valasztott referenciaponthoz képest az (¥ = 0) = ag szfg irja le, amely egy-
elére ismeretlen. A fenti kifejezés ¥ = a — ag helyettesitéssel és kisebb atrendezéssel
a kovetkezd dsszefliggésre hozhato:

2
fld,h,a) =h+ad=hg+apd+ d—
2R
Vegyuk észre: ha az f(d, h,«) értékeket d fliggvényében abrazoljuk, egy parabolat
kapunk, amelynek illesztési paramétereivel hg, ag és R —kifejezhetd.

A meéreés elvégzéséhez szerencsére nincs szilkségiink szamos, éppen egymas mo-
gott elhelyezkedd hegycsucsra, hiszen mas felszinformék, példaul egymas felett 14t-
sz6 gerincek is megfelelek — bar ezek esetén jellemz&en nehezebb és pontatlanabb
a megfigyelt pont h magassaganak meghatarozasa.

A mddszert a gyakorlatban is kiprobaltuk a Nemzetkozi Csillagaszati és Aszt-
rofizikai Diakolimpia 2024-es magyar keretével az egyik felkészitd hétvégéjukon.
A mérést a diakok Piszkés-tet6rél, kamera nélkil, csupan egy kistavcsével végez-
ték, a Szitnya és az alatta latszd gerincek, vonulatok segitségével. Az észlel6hely
ho tengerszint feletti magassaganak ismeretében eggyel kevesebb szabad paraméte-
rink van, igy a probléma visszavezethetd egyenesillesztésre, az adatfeldolgozas igy
milliméterpapiron tortént, az egyenest ,,kézzel” illesztve. A ,,szemre” valo becslé-
sek miatt a sugarra nem tudtak realis becslést adni, de a Fold gorbiltségét igy is
sikeresen bizonyitottak.

Tajkép. Vizsgaljuk a mddszert altaldnosabban, imméar harom dimenziéban: ho-
gyan végezhetjik el a fenti mérést nem egymas mdogott, hanem tobb kilénbézd
iranyban elhelyezkedd hegycsicsok, azaz egy tajkép (3. dbra) segitségével? Ennek
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tobb fontos elénye is van: joval tébb adatpont all rendelkezéslinkre, azok kénnyeb-
ben beazonosithatéak, magassaguk is pontosabban meghatarozhat6, és nem kell
speciélis elrendezést keresni.

3. abra

A fénykép a Piszkés-tetdi csillagvizsgald teraszardl (kb. 920 m magassagbdl)
készuilt nyugati iranyba. A 4. abran bejeldlt cstcsok tavolsagat és magassagat?,
valamint az eredeti, vagatlan képen pixelben leolvashatd koordinatait (a kép bal
fels§ sarkatdl mérve) az 1. téblazathan gydjtottik ossze.

A fenti, kétdimenzids modszer szamolasai természetesen tovabbra is érvényesek
lennének, amennyiben a horizont a képen vizszintes lenne: ekkor az a szdgeket
nem egy tetszéleges ponttdl, hanem egy tetszéleges, vizszintes vonaltdl mérhetnénk.
Azonban a kép nem pontosan vizszintes, a horizontnak van valamekkora délésszdge!
Tehat az a szogeket egy, a fénykép alapvonalahoz képest ismeretlen € délésszdgd,
a val6sagban vizszintes egyenestdl kell mérni.

A horizontnak a vizszintestdl val6 aprd, egy fok alatti eltérései is hatalmas hibat
okoznak, hiszen egymastol tavol latszé hegyek kdzotti kicsiny latszélagos magassag-

Nagy-hegy
Tepke Szitnya
Szanda Csévanyos Agasvar gerinc

4, dbra

2 A magassagadatok a hegyek talajszinten mért magassagai, a képen viszont a fak koronaszint-
jét latjuk — kivéve a Szandat, ahol a k6banya miatt nincsenek a cstcson fak. A Fold sugaranak
meghatarozasa szempontjabdl csak a relativ magassagoknak van jelent6sége, igy az egyszer(iség
kedvéért a Szanda magassagat csokkentettilk 15 méterrel.
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csucs tavolsag (km) | magassag (m) | x (pixel) | y (pixel)
Szanda 35,82 490 516 1728
Cs6vanyos 70,34 938 767 1694
Nagy-hegy 28,46 467 1188 1728
Tepke 19,30 566 1188 1733
Agasvar 4,88 788 1188 1754
Szitnya 92,55 1009 2530 1671
gerinc 58,0 610 2530 1682
1. tablazat

kulénbségekbdl szamolunk. Az 5. abran lathatd, hogy ha ezzel nem foglalkoznank,
akkor az f(d) grafikon pontjai egyéltalan nem illeszkednének egy parabolara (és ha
mégis ,,rakényszeritenénk” egy illesztést, akkor abbol a Fold sugarara negativ ér-
ték adédna). Az optimalis délésszdég megkereséséhez a parabolaillesztés kilénbdzd
€ értékek esetén elvégezhetd, és az illesztések X2 értékeinek segitségével megvizs-
galhatd, hogy mikor a legjobb az illeszkedés®. Ez megadja a keresett & d6lésszoget,
ami a mérésnél hasznalt fénykép esetében € = 0,015 = 0,86°-nak adddott (6. &bra).

14 f (km) °
0,2
1,2
10 ﬁ 01
> d (km e(®)
0,8| T * T ( ) 0 T T
0 30 60 20 1,2 1,6

X2
I T T
0 0,4 0,8 )

5. abra 6. dbra

Ezutan ki tudunk jeldlni a képen egy tetsz6leges, ilyen délésszdgi egyenest a ho-
rizont kozelében, amitél az a szégeket mérjuk. Referenciaegyenesnek a képen leg-
magasabban 14tsz6 Szitnya csucsan at hdazott egyenest valasztottuk. Az o szégek
kiszdmolasahoz sziikség van egy szog-pixel kalibracidra is, ezt két (a képen arany-
lag tavol latsz6) cslcs vizszintes szdgtavolsaganak ismeretében lehet megkapni:
az Agasvar és Szitnya kozotti 1atoszog a kép készitésének helyérdl 24,7°, amibél
az arany s = 0,000321/pixel = 0,0184°/pixel. Ezeknek a paramétereknek a segitsé-
gével a 4. bran bejeldlt cstcsokra méar kiszdmolhatjuk az abrazolandé értékeket:
Xrel €S Yrel @ Szitnydhoz viszonyitott relativ koordinatak pixelben, a = s(yrel + €Xrel)
és f =h+ad, amelyeket a 2. tbldzatban foglaltunk dssze.

3Az illesztés josagat a x2 értéke mutatja: minél kisebb, annal jobban illeszkednek az egyes
mérési pontok az illesztett gorbére. A fegegszerlibb esetben, amikor az egyes mérési pontok hibaja
megegyezik, igy szamolhat6: x2 = i (i —f(x;))?, ahol y;j az i-edik mérési pont értéke, F(x;)
pedig az illesztett gorbe altal felvett érték ebben a pontban.
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cstcs d (km) | h(km) | Xrer | Yret | @ (°) a (rad) | f (km)
Szanda 35,82 0,490 | —2014 | 57 0,490 0,00855 0,796
Csévanyos 70,34 0,938 | —1763 | 23 | —0,065 | —0,00114 | 0,858
Nagy-hegy | 28,46 0,467 | —1342 | 57 0,676 0,01179 0,853

Tepke 19,30 0,566 | —1342 | 62 0,768 0,01340 0,825

Agasvér 4,88 0,788 | —1342 | 83 1,153 0,02013 0,886

Szitnya 92,55 1,009 0 0 0 0 1,009

gerinc 58,0 0,610 0 11 0,202 0,00353 0,815
2. tablazat

Az f=h+oad értékeket a d tévolsdg fiiggvényében Adbrazolva, majd a
pontokra parabolat illeszt-
1,0 f (km) ve megkapjuk a Fold R4
sugarat, a horizont Qg el-
tolasat a referenciaegyene-
stinkhoz képest, valamint az
észlelé hp tengerszint feletti
0,8+ magassagat.

0,94

Az illesztés a 7. dbrdin
07 ‘ ‘ lathatd, az illesztési para-

0 30 60 90 méterekre pedig a kovetkezd
7. abra értékeket kapjuk:

hg =915 m*5 m,
O = —0,0063 +0,0002 = —0,36° +0,01°,
R —= 6350 km *+ 150 km.

Lathato, hogy a Fold gorbiiltségét bizonyitottuk, és 6370 km-es atlagos sugarat
hibahatéron belil visszakaptuk. Az illesztés alapjan a horizont az 6nkényesen ki-
valasztott (€ szoggel elforgatott) egyenes felett 0,36°-kal van, amely szintén Ossz-
hangban van a valésigos adatok alapjan szamolt értékkel. Végiil hg értéke is redlis,
hiszen a fénykép néhany tiz méterrel Piszkés-teté 944 m magassagt csicsa alatt
késziilt.

A 8. dbrdn ap ismeretében berajzoltuk a téjképre a horizontot is (zold egyenes),
amely az &altalunk valasztott, a Szitnya csticsan athaladd, € szoggel elforgatott
referenciaegyenessel (szaggatott vonal) parhuzamos, és a szog-pixel kalibraciénak
megfelelGen 20 pixellel felette halad.

e _ sitnya
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A tajkép haszndlata a fent emlitetteken kiviil egy tovabbi igen lényeges el6nnyel
is jar a kétdimenzids vizsgalattal szemben. Ugyanis egy iranyban elhelyezkedd
felszinformékat vizsgdlva csak az ezen irdny menti gorbiletet mérjiik, azaz ez
alapjan bolygénk akar henger alakd is lehetne! A fenti, haromdimenzids vizsgalattal
azonban az adatpontokat szamos kiilonbo6z6, egymastol tavoli irdnyban vessziik
fel, igy azok a fenti médon valé illeszkedése bizonyitja: a gorbiileti sugar — ilyen
pontossdg mellett — minden irdnyban azonos, azaz a Fold, legalabb kozelitéleg,
goémb alaku.

Varga Véazsony, Veres Gabor, Vanko Péter
|7-‘ _IL

Meérési feladatok megoldasa \
| [ | |

M. 433. Prébaljunk kiilénbozd tdmegl kavicsokat vagy kdveket minél messzebb
dobni. Abrazoljuk a dobas atlagos tavolsagat a témeg filiggvényében. Mekkora tomeg(i
kavicsot lehet a legmesszebb hajitani?

(6 pont) IYPT feladat nyomén

Megoldés. A feladat annak megéllapitdsa, hogy milyen tomegii kavicsot lehet
a legmesszebbre eldobni. A mérést egy elhagyatott, kozel vizszintes utszakaszon
végeztem. A felhasznalt eszkozok: digitdlis konyhai mérleg (£0,5 g hiba), 1ézeres
tdvmérd (20 méteres méréstartomany), tablak, zsirkrétak és kavicsok.

Az tton 10 méterenként kis tablat helyeztem el, hogy koénnyebb legyen a té-
volsdgokat mérni. A megfelel§ kavics kivdlasztdsa utdn megmértem a tomegét,
zsirkrétaval megjeloltem, hogy konnyebb legyen megtaldlni, majd megprébéaltam
koriilbelil 45°-o0s szogben elhajitani. A segitém figyelte, hogy a kavics hol esett
le. A lézeres tavmérdvel megmértem ennek a pontnak a tavolsdgat a legkozelebbi
tablaig, és ebbél meghatiroztam a dobés tévolsdgat. Minden kaviccsal (lehetéség
szerint) 6t mérést végeztem.

Az eldobés erésségét nem lehet allandénak tartani. A mérés soran érezhetéen el-
faradtam, és ez csokkenthette a dobasok tavolsdgat. A nagyobb koévekbél gyakran
letort egy-egy kisebb darab, igy ezek tomegét mindig djra kellett mérni. A ki-
sebb kévek pedig kénnyen elvesztek leesés utén (ezért van ahol kevesebb mérés
van). A mérleg pontossiga miatt a legkisebb kavicstomeg, amivel mértem 2 g volt.
A legnagyobb k6, amelyet még eldobtam, tébb mint 3 kg-os volt: itt mér jelen-
tésen csokkent a hajitds tavolsdga. A kozvetleniil mért adatokat az 1. tablazatban
foglaltam Ossze. Az egyes tomegekhez tartoz6 hajitasi tavolsagokat atlagoltam, és
meghatdroztam az értékek szorasat. Ahol kis mértékben véltozott a tomeg, ott
a tomeget is atlagoltam, valamint kiszdmoltam a tomegek logaritmusat, hiszen a
tobb mint hirom nagysdgrend miatt célszerli a tomeget logaritmikusan dbrazolni.
Ezeket a szamitott értékeket a 2. tablazatban foglaltam ossze.
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m(g) | s(m) [m(g) |[s(m) || m(g) [s(m)| m() |s(m)
2 14,85 24 17,26 102 27,31 1689 | 10,59

2 15,09 23 16,29 102 24,58 1689 9,78

2 13,12 23 19,61 102 25,22 1739 | 12,05

2 11,98 23 18,07 102 24,92 1737 | 11,15

2 11,73 23 19,09 102 25,23 1787 9,54

4

4

4

15,46 45 29,73 393 | 21,70 || 1785 | 9,60
14,05 44 28,05 393 | 20,40 || 3064 | 6,15
12,39 42 27,31 393 | 20,00 || 3063 | 6,33
10 18,80 42 25,80 393 | 21,84 || 3063 | 5,83
10 20,01 42 24,15 393 | 22,65 || 3063 | 6,39

3063 5,07
1. téblazat
m(9) | lg(m/g) | s(m) | o, (m) || M (g) | lg(M/g) | s (M) | o, (M)
2 0,30 13,35 1,57 393 2,59 21,32 1,09
4 0,60 13,97 1,54 1689 3,23 10,19 0,86
10 1,10 19,41 0,86 1738 3,24 11,60 0,63
23 1,36 18,06 1,35 1786 3,25 9,57 0,04
43 1,63 27,02 2,13 3062 3,49 5,95 0,30
102 2,01 25,45 1,07
2. tablazat

A tablazat alapjan elkészitettem a hajitési tavolsagot a kavics tdmegének (pon-
tosabban a témeg logaritmusanak) fliggvényében abrazolé grafikont (lasd az abrat).
A mérési pontokra egy szabadkézi trendvonalat rajzolva leolvashat6, hogy a gor-
bének korilbelul 1,75 és 1,8 kdzdtt van a maximuma, ami alapjan a legmesszebb
elhajithato kavics tdmege: m,,; = 60 g. Az elérhet6 legnagyobb tavolsag pedig kicsit
tébb, mint 25 m.

s (m)
30-
20-
10
lg(m/g)
O T T T T
0 1 2 3 4
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A kisebb kavicsok esetében a légellenallas hatasa érvényesil fokozottan. A 1ég-
ellenallasbol szarmazé fékez6 er6 a kavics sugaranak négyzetével, mig a témege a
sugar kobével aranyos, igy a légellenallasbél szarmazé lassulas nagysaga a sugarral
forditottan aranyos. Harom nagysagrenddel kisebb témeg esetén ez egy nagysag-
renddel nagyobb lassulast okoz, igy a kis kavicsok sokkal hamarabb lefékez6dnek.
Az optimalisnal nagyobb kavicsok eldobasanal viszont az okozza a csokkenést, hogy
azokat csak kisebb sebességgel sikeril eldobni.

Hegedus Méark (Budapest, ELTE Apaczai Csere J. Gyak. Gimn., 10. évf.)

Megjegyzések. 1. Az eldobas optimalis szoge akkor 457, ha a talaj szintjér6l torténik,
és a légellenallas elhanyagolhato. Itt egyik feltétel sem teljesil, kiiléndsen kisebb kavicsok
esetén jelent8s a légellenallas hatasa. Azonban a konkrét adatok ismerete nélkil ezt
elzetesen nagyon nehéz megbecsiiini — az optimalis sz6g megallapitasa kilonbézd témegd
kavicsok esetében egy méasik mérési feladat lehetne —, igy a korulbelul 45°-os eldobési sz6g
jo valasztas lehet.

2. Az elérhetd tavolsagok és igy az optimalis kavicstomeg természetesen nagyon flig-
genek a kisérletet végz6 ember fizikai erejét6l és dobdtechnikajatol is.

11 dolgozat érkezett. Helyes 4 megoldas. Kicsit hianyos (5 pont) 4, hianyos (3—4 pont)
3 dolgozat.

I -]

Fizika gyakorlatok megoldasa

L |

G. 866. Egy kétszeresen meghajlitott vekony csé harom, elegendéen hosszu rész-
b6l &ll. A kozépsd rész vizszintes, az elsd rész 30°-os széget, a harmadik rész pedig
45°-0s szoget zar be a vizszintessel. A szakaszok ugyanabban a fligg6leges sikban
fekszenek, az egyes szakaszokat rovid, térésmentes hajlatok kotik dssze. A cs6 bal
oldali végén egy csap annyi leveg6t zar el a kulvilagtol, hogy a bal oldali csészakasz
aljan L hosszisagu higanyszal legyen nyugalmi allapotban. A csapot hirtelen kinyit-
juk, emiatt a higanyszal surlédasmentesnek tekinthet§ mozgasha kezd. Indulaskor a
higanyszal eleje a cs6 els6 és masodik szakaszanak talalkozasanal van.

A higanyszalnak maximalisan mekkora része keril be a csé harmadik szakaszaba?

30° 45°

(4 pont) Kozli: Baranyai Klara, Veresegyhaz
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Megoldas. A folyadéknak a 45°-os cs6ben is legfeljebb ugyanakkora lehet a
helyzeti energidja, mint a kezdeti allapotban.

A kezdeti allapotban a folyadék tomegkdzéppontja

h o Lsin30® _ L
T2 T

magasan lesz az asztal sikja felett. Helyzeti energiaja

2
En1 = mghy = LA[gh; :A@},

ahol m a higany témege, A a cs8 belsd keresztmetszete, [d higany s(ir(isége, és g
a nehézségi gyorsulas.

A tuloldali csé meredekebb, ezért a folyadékszalnak csak egy x hosszusagu da-
rabja fog a ferde részbe feljutni, a tébbi a vizszintes szakaszban marad. A vizszintes
rész az asztal sikjaban van, igy annak helyzeti energidja nulla, nem kell vele sza-
molnunk. Csak a ferde szarban Iévé folyadékszallal foglalkozunk: ennek a résznek
a toémegkozéppontja V.
hy = xsin45” _ 2x

T2 T 4
magasan lesz, helyzeti energiaja pedig
2x?
Enz = m'gh, = XA [gh, =Alg——,
ahol mt< m a ferde cs6be feljutd higany témege.
A két helyzeti energiat egyenl6vé téve:

2 \/§X2
A@%:A@#,

X = % =0,84L.

Lakatos Levente (Szekszardi Garay Janos Gimn., 9. évf.)

amibél

37 dolgozat érkezett. Helyes 17 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hianyos (1-2 pont)
10, hibas 4, nem értékelt 1 dolgozat.
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a) Egy R sugaru korré hajlitott, homogén témegeloszlasu, vékony rudat az egyik
pontjanal egy ékkel belulrél alatamasztunk. A kor alakd rud szabadon elfordulhat az
ék korll a sajat sikjaban.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5591. Harom kiilénhozd fizikai ingat készitiink.

b) Egy ugyanilyen sugarban meghajlitott radbol félkort vagunk ki, és azt a hossza-
nak felénél tamasztjuk ala.

c) Az el6z6 esethez hasonldan jarunk el, de csak egy viszonylag roévid, nyolcadkor
alakd korivet helyeziink a kdzepénél az ékre.

Mindharom ingat kicsit kitéritjik, és megmeérjik a lengéseik periédusidejét. Va-
jon melyik lengésidd lesz a leghosszabb, és melyik a legrévidebb?

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

Megoldas. Vizsgaljuk altalanosan a problémat:
helyezziink az ékre egy tetsz6leges nyilasszogl, R
sugaru korivvé hajlitott, m témeg(i, homogén rudat
(1. &bra).

Az O pontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyo-
matéka:

©o = mR?, - ’

\\Yo//
hiszen a rdd minden pontja R tavolsagra van a kér- 1 abra
iv kdzéppontjatdl. Azonban ugyanezt a mennyisé- '
get felirhatjuk a Steiner-tételt alkalmazva a tdmegkézéppontra vonatkoztatott te-

hetetlenségi nyomaték segitségével is:
Oo = O1kp + MR —d)?,
ahol d a tdmegkodzéppont tavolsaga az alatamasztasi ponttol. A két kifejezés dssze-

vetésébdl:
OTkp = mR2 - m(R - d)2
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A P pontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték szintén a Steiner-tétel alapjan,
majd Otkp Kifejezését behelyettesitve:

] (.
Op =Orkp+md?=m RZ2—(R—d)?+d?> =2mRd.

1 1 —1
T=2m —OP =27 2mRd =21 Z—R
mgd mgd g

Lathatjuk, hogy a kifejezés fliggetlen a koriv nyilasszégétél. Tehat mindharom inga
lengésideje ugyanakkora.

Beke Marton Csaba (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. Tébb megold6 kifejezte a rad témegét
a [onalmenti sdrdséggel a ¢ félnyilasszdég fliggvényé-
ben: m = 2¢pR [ Valamint tablazatbdél megkereste, vagy
integrélszamitéassal meghatérozta a koriv tomegkozép-
.-”" pontjanak helyét. Az 2. abra jeloléseit hasznalva:

1 @] I:II:I

1 sind
d= dm=— R(1—cosa —da R 1————

—¢

A tdmegkozéppontra vonatkozo tehetetlenségi nyomatékot ennek ismeretében az O
pontra vonatkozé tehetetlenségi nyomatékbdl a Steiner-tétellel, vagy kdzvetlendl integral-
szamitéssal lehet meghatéarozni:

] @1 [ C R
sin” ¢ ch osa 2 do=mR2 1_sm¢

2 ¢ 2¢ $?

Otkp = |"-2|—Kp dm= R 1+
—¢
Az aldtamasztasi pontra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomaték a Steiner-tétel ismételt
hasznalataval, vagy az el6z6 Iépés kihagyasaval, integralszamitassal is meghatarozhato:

1 [ |:_| 1 [ 1

2 2 sing 3 sing

Op = rpdm= 2Rsm— —dO(—ZmR 1-— =4¢R°1———

2 2 ¢ ¢
—¢

Mindezen szamitasokra azonban a feladat megoldasahoz nincs sziikség, mert a lengésid6
képletében d és Op kifejezéseinek behelyettesitése utan ¢ és m (illetve D s Kiesik:
L1 I L El I e 1

2mR2 1— S 4pR3[1 — Sine®
T=om 2P o Mzn RLLT % 5,0 R
mgd mgR 1—$ 2gpR2[1 — sine g

28 dolgozat érkezett. Helyes 6 megoldas. Kicsit hianyos (3-4 pont) 7, hianyos
(1-2 pont) 12, hibas 3 dolgozat.
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P. 5592. Egy elhanyagolhato tomegi,
nydjthatatlan kitél felfiggesztési pontjai az
abran ldthaté mddon egymdstdl L vizszin-
tes és H fiiggdleges tdavolsdgra helyezked-
nek el. Eqgy hideg téli napon a [3driségi Yh‘“‘”‘
hé d szélességben halmozddott fel a koté- L
len. A héréteg magassdga pedig zérus, il-
letve hmax értékek kozott linedrisan vdltozik a vizszintes koordindta fiigguényében.
A kialakult egyensulyi helyzetben a kitél érintdje jobb oldali végpontjdandl éppen viz-
szintes. Hatdrozzuk meg a kotélben ébredd legkisebb és legnagyobb hizéerdt!

(5 pont) Durer Verseny feladata nyoméan

Megoldas. A kotél minden pontjara igaz, |,
hogy az adott pontban ébred6 er6 irénya
megegyezik a kotél ebben a pontban hu-

zott erint6jének iranyaval. EbbGl kovetke- | ‘ } ;
zik, hogy az L pontban a k&télre vizszin- 0 xL Yer L

tes iranya er6 hat, amit jeldljink Fx-szel. 1. dbra
A kotélre a végpontokon kivil csak fliggé-
leges iranyu kulsé er6k hatnak, igy a kotélben ébredd erd vizszintes komponense
mindenhol Fy.

A kotél egy tetsz6leges P pontjaban, amely az origétol vizszintesen xL tavol-
sagra helyezkedik el (1. dbra), a kétélben ébredé er6 fiigg6leges komponense meg-
egyezik a P és az L pontok kozotti ho sulyaval:

1+x [gadihmaxL (1 —Xx?)

Fpy =GpL = Im‘hmale—(l_x): 2

Ebbdl l1athato, hogy a fligg6leges er6komponens az L ponttol a H pontig monoton
novekszik, és a H pontban (x = 0) lesz maximalis:

—

Fhy =GhL =

Az Fx er6 meghatarozasahoz irjuk
fel a forgatényomatékok egyensulyat a Fry
H pontra. Az ebben a pontban hat6 P
erék forgatényomatéka nulla, igy csak

az L pontban hat6 er6 és a héra hatd hmax £
nehézségi erd forgatonyomatékaval kell 0 l
szdmolnunk. A ho témegkdzéppontja- 0 ‘l’GHL L

nak vizszintes helyzetét nem befolya-
solja, ha a havat fiigg6leges irdnyban
képzeletben elmozditjuk, és az ives alakot egy L és hymax befogéju derékszogli héa-
romszdggé alakitjuk. A hdromsz6g tdmegkdzéppontja az origotdl vizszintes irdny-
ban %L tavolsagra van, és igy a hora haté nehézségi er6 hatasvonalat is ismerjik

2. abra
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mar (2. abra). Ez alapjan a forgatonyomaték-egyenlet:

2
FXH = GY|_||_§L7

amib6l
E _ «dihmaxL2
3H  3H
A feladat kérdéseire adott vélasz: a kotélben az L pontban lép fel minimalis
huzéeré:

Fy=GnL

dhmax L?
Foin=Fx = g9 73mHax )
és a H pontban pedig maximalis:
L1 —
dhmax L
Frnax = F>%+F|g|y= 296 Imax 2 6Fm[ax 9H2+4]2.

Ujpal Balint (Miskolci Herman O. Gimn., 12. évf.)

15 dolgozat érkezett. Helyes 6 megoldas. Kicsit hidnyos (4 pont) 4, hianyos (2-3 pont)
5 dolgozat.

P. 5595. Ket, kis nyilasszogli, f fokusztavolsagl homora tukrot tikrozd felllete-
ikkel szemben Ugy helyeziink el, hogy optikai tengelyeik egybeessenek, és egymastol
val6 tavolsaguk 2 legyen (lasd abra).

j ET ¥ A kozos optikai tengelyre hova helyezzikk a T,
; ; pontszeriinek tekinthetd fényforrast, hogy a beléle
% E indulé fénysugarak a két tikorrél valé visszavers-

dés utdn a T' ponton menjenek at?
(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

Megoldas. Megmutatjuk, hogy a leirds és az abra szerinti elrendezésben a T'
pontszerd fényforrast barhova tehetjik az optikai tengelyen, onnan a fénysugarak
a két tikroz6dés utan ugyanabba a T' pontba jutnak. A leképezési torvényt felirjuk
az els6 és a masodik tukrozddésre:

1 1 1
1 =+
) f 1k
1 1 1
2 =T+
@ fot2 k2

ahol ¢, és t, a targytavolsagok, k; és k, a képtavolsagok az elsé, illetve a masodik
tukortdl. Az els6 tukrozddéssel keletkezd kép lesz a masodik tukrozddés targya, de
annak targytavolsdgat mar a 2f tavolsagra levé masodik tukortdl kell mérni, igy:

©) to=2f — k1.

Ezutan két esetet kilonboztetiink meg, attol fuggbéen, hogy hova helyezzik a T
pontot.
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1. eset. Ha a targyat a fokuszpontba helyezziik, akkor a fénysugarak az els6
tikrozédés utan parhuzamosan haladnak az optikai tengellyel. Utdna a homoru
tukorrdl visszaverdd6 parhuzamos fénysugarak a fékuszpontba érkeznek, itt lesz a
kép helye. Ezt adja eredményl a leképezési torvény is: (1)-bél t; =T helyettesitéssel
k; = o0, igy (3) alapjan ty = —oo, és végil (2) alapjan ke = f, azaz a kép a kozos
fokuszba esik, ahol a T fényforras is van.

2. eset. Ha a té&rgyat nem a fokuszpontba helyezziik, hanem elé vagy moge,
akkor az (1) egyenletbdl:
1 1 ft;

1
—=-—-= [k =
ki f 4 Ty -

ezt a (3) egyenletbe behelyettesitve:

2fF(t; — F) —ft f(t, —2f
ty = 2f —k, = (1t1_)f 1_ (ti_f ),

majd (2) alapjan:
1

ko

o ouy—f _gy-2f-(y—f)_ 1
f(y—2fF)  f(,—2f)  2f—t,

= % [k =2f—t,.
A ko képtavolsagot a mésodik tukortdl szamitjuk, igy a kép valéban éppen a T
pontba esik, fliggetlendl a targy helyének megvalasztasatol.

Tehat azt kaptuk, hogy ha a két tiikdr kozé barhova is helyezziik a fényforrast az
optikai tengelyen, a masodik tikroz6dés utan a kép mindig ugyanoda esik, ahova
a targyat helyeztik. Ennek az érdekes eredménynek az lehet az oka, hogy a két
tukor éppen 2f tavolsagra van egymastol.

Blaskovics Adam, (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

Megjegyzések. 1. A feladat megoldasahoz nem sziikséges, de érdekes megnézniink a su-
garmeneteket, az els6 tikrdzédés utan keletkezd kdztes képet, és — bar a feladat szévegében
pontszer(i fényforras szerepel — kiszamitanunk a nagyitast is.

Ha t; > f, akkor az els§ kép valodi lenne, de a masik tiikdr mogeé esik, igy a masodik
leképzésnek egy virtudlis targya van (1. dbra).

1. dbra

Ha t; < ¥, akkor az els6 leképzésnél latszélagos kép keletkezik, ezt képezi le a méasodik
visszaverddés (2. dbra). A masodik leképzés utan viszont mindenképp valédi képet kapunk,
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és a végsd nagyitds minden esetben N = N3Ny = K& k2 = 1 Jesz, tehat a kép mérete

megegyezik a targyéval, de forditott allasu lesz. v

2. abra

t; = f esetében nem keletkezik az els6 tukroz&dés utan kép, a fokuszsikbdl induld
fénysugarak a tiikorrél parhuzamosan ver6dnek vissza, amelyeket a masik tikor ismét a
fékuszsikba gy(ijt, tehat ilyenkor is teljesil, hogy a fénysugarak kétszeres visszaver6dés
utédn a T ponton mennek at, és a 3. abrardl leolvashatd, hogy a nagyitas ekkor is N = —1.

3. abra

2. Még egyszeriibben megoldhatd a feladat, ha a leképzési torvény Newton-féle alakjat
hasznaljuk (lasd a G. 855. gyakorlatot a 2024. évi majusi szamaban és a megoldasat a
munkafiizetben). Ekkor a ,,fokuszontuli” targy- és képtavolsag x; =t—f, illetve xx =
=k —f, és ezekre teljesil az x,xi = 2 dsszefiiggés. Esetiinkben ez azt jelenti, hogy az x;
és X tavolsagokat a kozos fokuszponttdl kell mérni, és igy X¢2 = —Xx1, amibdl azonnal
Xk2 = —X¢1 kOvetkezik barmely x:; esetében.

29 dolgozat érkezett. Helyes Blaskovics Adam megoldasa. Kicsit hianyos (3 pont) 7,
hianyos (1-2 pont) 15, hibas 3, nem versenyszer(i 3 dolgozat.

P. 5597. Harom egyforma, m témeg( csillag minden pillanatban egy szaba-
lyos haromszoget alkot. Egy adott id&pillanatban a haromszég oldalhossza Lg, ekkor
mindharom csillag sebességének nagységa vo, a sebességvektorok irdnya pedig érinti
a haromszdg koré irhat6 kort. Hatarozzuk meg a pulzald ,,hdrmascsillag” periédus-
idejét!

(6 pont) Kézli: Vigh Maté, Biatorbagy

Megoldas. A testek valamilyen ellipszispalyan (esetleg kérpalyan) fognak mo-
zogni. Kepler I. térvénye szerint mindharom ellipszis egyik fokuszpontja a rendszer
tomegkdzéppontja (a haromszdg sulypontja) lesz. A feladat szerint a testek sebes-
ségvektora kezdetben érinti a haromszog kéré irhat6 kort, ez csak akkor lehetséges,
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ha a testek kezdetben az apszispontjaik valamelyikén helyezkednek el — hogy me-
lyiken, az a paraméterektdl fugg.

Mindegyik testre a két masik gravitacios ereje hat. A szimmetria miatt a tan-
gencialis komponensek kiejtik egymaést, a radiélis komponensek 6sszeadédnak. Ez
alapjan mindegyik csillagra

’ymz \/§7m2
F=2.—-c0s30° =
L L

erd hat a kdzds tdmegkdzéppont iranydba. Ezért a problémat leegyszerdsithetjik:
egyetlen m témeg( égitest mozgasat kell leirnunk, amely egy fiktiv, M témegd, rog-
zitett égitest (mint fokuszpont) kérul kering ellipszispalyan. Kezdetben a csillagok
tavolsaga a témegkdzépponttol

2 3 lﬂ
R=- —Lo==

3 2 0 37
és igy a fiktiv vonzécentrum altal kifejtett er6:
_ymM _ 3ymM

R? L3

Ezt dsszevetve a csillagra a masik két csillag altal kifejtett eredd erével, a fiktiv
vonzécentrum tdémegére

F

M=~k
3
adodik.
A vis-viva egyenletet felirva a kezd6allapotra:
A
2
=M ——==
Vo 0 R a )

majd ebbe M és R kifejezését behelyettesitve és rendezve megkapjuk az ellipszis-
palya a nagytengelyét:
a = -\‘/7 ,YmLO .

3(2ym — Lov3
Ismert, hogy az M tomegd vonzécentrum kordl ellipszispalyan mozg6 égitest ke-
ringeési ideje: —1
a3
M
Ebbe a és M kifejezését behelyettesitve és rendezve a pulzalé ,,harmascsillag”
keresett periodusideje:

T=2r

1 (-
ym L3

T=2r

2ym—Lovd  3ym’

Az eredmény helyességét szamitdgépes szimulacid elvégzésével is ellendriztik,
amelyet Euler-modszerrel, Python programozasi kdrnyezetben valdsitottunk meg.
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A szimulacionak 6t paramétere van, amin valtoztathatunk: a dt 1épéskoz, a y gra-
vitacios allandd, m, Lo és vo. A kiindulasi helyzet a feladatban leirtaknak megfe-
lel6. A szimulacidt szemléltetésképpen harom kiilonb6z6 paraméter-6sszeallitassal
elvégeztilk, ezek eredménye az dbran lathatd (a szines pontok a csillagok kezdeti
helyzetei, a fekete pont a tdmegkozéppont). A tdbldzatban a paraméterek és a sza-
mitott értékek Sl egységben értend6k. Mindegyik esetben megnéztiik az elméleti és
a szimulalt periddusidd kodzotti eltérést, amely néhany szazad szazaléknak adédott
— ezt a szimulacio kicsiny pontatlansaga okozta.

1 2. 3
szimulaciéo | m | Lo | vp y dt a b T AT/T
1. 1 1 1 | 105 | 0,577 0 3,63 | 0,030%
2. 1 1 1 (07| 1075 | 1,010 | 0,913 | 10,0 | 0,013%
3. 41 2 [13| 1 |10°5|1,000 | 0,988 | 4,13 | 0,026%

A Fizika Kézgdzra csapat: Illés Gergely Levente, Pdter Péter
(Pécsi Janus Pannonius Gimn., 12. évf.)

Megjegyzések. 1. A periédusidére csak akkor kapunk eredményt, ha Lovg < 2ym. Ez
a feltétel al ekvivalgng, hogy a > 0, azaz a csillagok ellipszispalyan mozognak, illetve

Emech =3 3mu§— ¥ <0, azaz a rendszer kotott.

2. A megoldés elején emlitésre kertilt, hogy a paraméterek értéke szabja meg, hogy
a kezdeti allapotban a csillagok a legkdzelebbi vagy a legtavolabbi helyzetben vannak-
e. Kénnyen belathat6, hogy ha Lov3 = ym, akkor a csillagok kérpalyan fognak mozogni
(els6 szimulacid). Ha a kezdeti sebességiik ennél nagyobb, akkor a mozgéas kezdetén tavo-
lodni fognak egymastél (masodik szimulacio), ha nagyobb, akkor pedig kdzeledni fognak
egymashoz (harmadik szimulacio).

3. A feladatban az elrendezés szimmetriaja biztositja, hogy a harom azonos témeg(
csillag a témegkdzéppont korlli keringés soran végig szabalyos haromszdget alkot. Ez
azonban, megfelel6 kezdeti feltételek mellett, kiilénbdzé tdmegek esetén is teljesul. Err6l
lehet olvasni A gravitacids tobbtestprobléma két specialis esete cim(i cikkben a KéMalL
2015. decemberi szdméaban (http://db.komal .hu/KomalHU/cikk.phtml?id=201736).

28 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldas. Kicsit hianyos (4-5 pont) 8, hianyos
(2-3 pont) 3, hibéas 10 dolgozat.

122 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/2



Fizikabol kittizott feladatok

M. 438. Adott szdma dominot allitsunk fel egy egyenes mentén, egymastol
azonos tavolsagra, majd lokjik meg az els6 domindt. Mennyi id6vel kés6bb dél
el az utols6 domin6? Hogyan fligg ez az id6 a domindk kozotti tavolsagtol?

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest

G. 877. Egy gépkocsi gumiabroncsanak mérete 205/55 R16. Uj koraban a bor-
dazott futofeliileten a profilmélység 8 mm, néhany év hasznalat utan ez a felére
kopik. A gumik kopésa miatt a gépkocsi sebességméréje tobbet vagy kevesebbet
mutat? Becslljik meg, hany szdzalékos az eltérés!

(3 pont)

G. 878. Vizszintes sinen, szorosan egymas mellett all két kiskocsi. Az egyik 100 g,
a masik 150 g tomeg(i. A kocsik a sinen sdrlédas nélkil mozoghatnak. A kisebb
toémegU kocsival megtoljuk a nagyobbat Ggy, hogy a kisebbikre 0,5 N er6t fejtiink
ki vizszintes irdnyban, az abra szerint.

F
a) Mekkora a kiskocsik kdzds gyorsulasa? 9(%5 mlMXM m2 M)

b) Mekkora nyoméerd Iép fel a kocsik kdzott?

¢) Mdédosul-e az el6z6 két kérdésre adott valasz, ha a nagyobb kocsira fejtiink
ki a masik felé iranyuld, ugyancsak 0,5 N nagysagu, vizszintes iranyu er6t?
(4 pont)

G. 879. Ugyanaz a repuil, ugyanolyan magasan, ugyanakkora sebességgel, tiszta
id6ben szall az égen. Vannak olyan napok, amikor nagyon hosszu csikot hiiz maga
utan, maskor rovidebbet, és olyan is van, amikor egyaltalan nem lathat6 csik a
repiil6 utan. Elsésorban mitdl fiigg, hogy képzédik-e csik, és hogy az milyen hossz(?
(3 pont)

G. 880. Vékony, 10 cm fokusztavolsagu

gydjtélencse optikai tengelyére egy L-alaku, 10 em
vilagité LED-szalagot allitottunk. Az L-alak 4cmT
4 cm-es hosszabbik szara meréleges az op- £
tikai tengelyre, révidebb, 2 cm hosszusagu
2cm 13 cm

szara pedig az optikai tengelyre illeszkedik
ugy, hogy végpontja a lencsétél — az abranak
megfelel6en — 13 cm tavolsagban van.

a) Vézlatosan szerkesszilk meg a lencse altal a LED-szalagrol alkotott képet!

b) Szamitsuk ki, milyen hosszi a LED-szalag képén az optikai tengellyel parhu-
zamos, illetve az optikai tengelyre mer6leges szakasz! Mekkora ezeknek a részeknek
a nagyitasa?

(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hodmezévasarhely
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P. 5625. Egy lovarddban a lovas 20 m sugari koron allandé, 5 m/s nagysigu
sebességgel jar korbe-korbe. A korben 4all a lovaszmester, a kor kézepétdl 10 m tavol-
sagra. Mikor véaltozik leglassabban, illetve leggyorsabban a lovas és a lovaszmester
kozotti tavolsag? Mekkora sebességgel valtozik a kozottiik 1év6 tavolsag ebben a
két esetben?

(5 pont) Kozli: Baranyai Klara, Veresegyhdz

P. 5626. Egy motoros all6 helyzetbdl indulva tgy halad egy korpalyan, hogy
sebességének nagysaga egyenletesen novekszik. Az indulastél szamitva mekkora
szoggel fordul el a palya mentén, mire gyorsuldsanak irdnya a kezdeti gyorsuldsanak
irdnyara el6szor lesz meréleges?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5627. Koénnyen gordiild, M tomegi kiskocsira egy [Thossziisdgti, m tomegl
fonalingat erdsitettiink. A rendszert nyugalmi allapotban vizszintes sikra helyezziik,
majd a kiskocsit kicsit meglokjiik. Mennyi id6 mulva lesz tjra ugyanekkora a
kiskocsi sebessége?

(5 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

P. 5628. Egy homogén rudnak tekinthetd ceruzat a radiros végével asztallapra
tamasztunk, és az eld6lését a hegyéhez erdsitett, a ceruzara merdleges cérnaszallal
akadélyozzuk meg.

a) Legalabb mekkora a radir és az asztallap kozotti tapadasi sirlédési egytitt-
hato, ha a ceruza nem csiiszik meg, amikor 15°-o0s szoget zar be a fiiggblegessel?

b) Mekkora surlédési egyiitthaté esetén ,fektethetd le” lassan a ceruza az asz-
talra anélkiil, hogy az als6 vége megcstiszna, ha a cérnaszal mindvégig merdleges a
ceruzara?

(5 pont) Kozli: Szentivanszki Soma, Budapest

P. 5629. Egy képzeletbeli naprendszer szinte pontos masa a mi Naprendszeriink-
nek, csak minden linearis méret feleakkora, mint a val6di rendszerben. A képze-
letbeli égitestek stlirtisége megegyezik a valédiak stirtiségével. Mekkora a mini f6ld
keringési ideje a képzeletbeli naprendszerben?

(4 pont) Példatari feladat nyoméan

P. 5630. Egy gazkeverék 7 g nitrogént és 20 g argont tartalmaz. Mekkora a
gazkeverék allandé térfogaton, illetve allandé nyomaéason vett fajh6je?
(4 pont) Példatari feladat nyoméan

P. 5631. Kozismert, hogy egy egyenletesen toltott, vékony, nagyon hosszu, egye-
nes szaltdl R tavolsagra mekkora az elektromos térerésség. Hasonlitsuk Ossze ezt a
térerGsséget egy R sugaru félkor kozéppontjaban 1étrejove térerdsséggel, feltételez-
ve, hogy a félkort egy ugyanolyan tulajdonsagi, ugyanolyan vonalmenti toltéssii-
riiségii szalbol készitettik!

(5 pont) Amerikai feladat nyoméan

124 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/2



P. 5632. Egy nagy méret(i fémlemez egyik oldalan egy @ és egy —@Q toltésd,
pontszer(inek tekinthetd golyocska van, egymastdl d, a lemeztdl d/2 tévolsagra.
Mekkora munkéval tudjuk a téltéseket

a) a lemez sikjaval parhuzamosan mozgatva egymastol nagyon messzire eltavo-
litani,

b) a lemezre mer6legesen mozgatva a lemeztdl nagyon messzire (azonos tévol-
sagra) elmozditani,

c) a lemeztél és egymastdl is nagyon messzire vinni?
(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

P. 5633. Széles, parhuzamos, homogén fénynyaldbbal optikai kisérletet végzink.
Ennek soran egy kicsiny kockat vilagitunk meg kilénb6z6 iranyokbdl, amelynek
felUlete

a) kormozott,
b) ezustozott.

Milyen irany vagy irdnyok esetén lesz a fénysugarak altal kifejtett er6 a lehet6
legnagyobb?

(Az egyszerlség kedvéert tekintsik a kormozott felszint tokéletes elnyel6nek, mig
az ezustozottet tokéletes visszaverének.)

(6 pont) Direr Verseny feladata nyoman
1

Bekiildési hataridd: 2025. marcius 17.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 93): K. 844. In a football cham-
pionship, 5 teams play a round-robin tournament, where everyone plays against everyone
once. A win earns 3 points, a draw earns 1 point, and a loss earns 0 points. At the end
of the tournament, the points of four teams are 1, 2, 5, and 7. How many points did the
5*" team have? K. 845. Fill in a 3 x 3 table with the numbers 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, and 10
such that the sum of any two adjacent cells (horizontally or vertically) is a prime number.
How many di [erknt solutions exist for this task? (Two solutions are considered di [erent if
there is a number that has di Lerknt neighbors in one arrangement compared to the other
one.) K. 846. The LIGO company’s new building toy consists of identical building blocks
(see figure on page 93). Each building block consists of four glued-together small cubes
with 2 cm edges. What is the maximum number of building blocks that can fit into a box
with dimensions 6 cm < 6 cm % 8 cm? K/C. 847. How many non-empty subsets of the set
{1,2,3,4,5,6,7,8,9} have the property that the product of its elements is even and also
the sum of its elements is even? K/C. 848. Trapezoid ABCD is inscribed in a circle with
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radius 10 such that AB is the diameter of the circle and CABC =75". Calculate the area
of trapezoid ABCD.

New exercises for practice — competition C (see page 94): Exercises up to grade 10:
K/C. 847. See the text at Exercises K. K/C. 848. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1843. Boglarka has drawn a rectangle with sides of lengths 75 cm and
105 cm. She divided the rectangle into 75- 105 = 7875 squares of area 1 cm?, and she also
drew one of the diagonals of the rectangle. How many small squares does the diagonal
cross? (Proposed by: Katalin Abigél Kozma, Gy6r) C. 1844. Agi uses red and Laci uses
blue to color the squares in an n > n white board. Let (i,J) denote the square in the
it row and j*' coloumn. In the first round Agi colors the squares in the main diagonal
(from the top left to the bottom right) red. Now they take turns: if Laci colors square
(i,j) blue, then Agi colors (j,i) red. They color every square exactly once. The k" row
is special if for every blue (k,J) there exists | such that both (k,I) and (1,J) is red. Prove
that after finishing the coloring Agi is guaranteed to find a special row. (Proposed by:
Zoltan Paulovics, Budapest) C. 1845. Ezekiel multiplied two integers together. One of the
factors was 74 greater than the other. He made a mistake during the multiplication, as
he accidentally wrote a digit that was 3 less than it should have been in the tens place
of the product. When checking the multiplication by dividing by the smaller factor, he
got exactly 61 as the quotient. What could the two numbers have been? (Proposed by:
Gergely Santa, Budapest)

Exercises upwards of grade 11: C. 1846. What ratio of the five-digit palindromes that
are divisible by 11 are not divisible by 121? (Palindromes are positive integers which have
the same value when read backwards.) (Proposed by: Laszl6 Németh, Fonydd) C. 1847. Let
point P be chosen on side AD of square ABCD such that [CP A =105°. Let Q be the
foot of the perpendicular from A to CP. Find the exact value of the ratio of the areas of
triangles ABQ and ACP. (Proposed by: Balint Biro, Eger)

New exercises — competition B (see page 95): B. 5438. How many di Lerent results can
we get by adding together two di Cerent n-digit numbers, if each digit in both numbers can
only be 4 or 7? (3 points) (Proposed by: Attila Sztranyak, Budapest) B. 5439. Rectangle
ABCD satisfies AD < AB < 2AD. Let point O be chosen on side AB satisfying OB = AD.
The circle with center O and radius OB intersects side AD at point E. Prove that the area
of rectangle ABCD equals BE2/2. (3 points) (Proposed by: Viktor Vigh, Sandorfalva)
B. 5440. We extended the sides of a triangle in both directions along the lines of the
sides, and at each vertex the length of the two extensions equals the length of the side
opposite the vertex. Prove the resulting six points are concyclic. (4 points) (Proposed by:
Sandor Réka, Nyiregyhaza) B. 5441. Let a, 3 and y denote the angles of a triangle. Prove
that sin g + sin % +sin¥ [cdsa+cosp +cosy. (4 points) (Proposed by: Gabor Holls,
Budapest) B. 5442. Let n, k and [Cdlenote positive integers, and let g(n, k, Dldenote the
number of ways that an n <k table can be filled with the elements of {1,2,..., F 1} such
that in each row from left to right and in each column from top to bottom the numbers
are monotonously increasing. Prove that g(n,k, DI= g(k, C1). (5 points) (Proposed by:
Zoltan Gyenes, Budapest) B. 5443. For an arbitrary positive integer n let a, denote
the number of positive perfect powers that are at most n (for example, ag =4). We
call n ‘interesting’, if an | n. Prove that there exists infinitely many interesting positive
integers. (6 points) (Proposed by: Attila Sztranyak, Budapest) B. 5444. In cyclic hexagon
ABCDEF let P denote the intersection of diagonals AD and CF, and let Q denote
the intersection of diagonals AE and BF. Prove that if BC =CP and DP =DE, then
P Q bisects angle BQE. (6 points) (Proposed by: Géza Kos, Budapest) B. 5445. Decide
whether the following statement is true: if an infinite arithmetic sequence of positive
integers includes both a perfect square and a perfect cube, then it also includes a perfect
6" power. (6 points) (Proposed by: Sandor Réka, Nyiregyhaza)
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New problems — competition A (see page 96): A. 899. The world famous infinite hotel
with infinitely many floors (where the floors and the rooms on each floor are numbered
with the positive integers) is full of guests: each room is occupied by exactly one guest.
The manager of the hotel wants to carpet the corridor on each floor, and an infinite set of
carpets of finite length (numbered with the positive integers) was obtained. Every guest
marked an infinite number of carpets that they liked. Luckily, any two guests living on a
di Cerent floor share only a finite number of carpets that they both like. Prove that the
carpets can be distributed among the floors in a way that for every guest there are only
finitely many carpets they like that are placed on floors di [erent from the one where the
guest is. (Proposed by: Andras Imolay, Budapest) A. 900. In a room, there are n lights
numbered with positive integers 1, 2, ..., n. At the beginning of the game subsets S;, S,
..., Sk of {1,2,...,n} can be chosen. For every integer 1 i T K]lthere is a button that
turns on the lights corresponding to the elements of S; and also a button that turns o[
all the lights corresponding to the elements of S;. For any positive integer n, determine
the smallest k for which it is possible to choose the sets Sy, So, ..., Sn in such a way that
allows any combination of the n lights to be turned on, starting from the state where all
the lights are o L_(Proposed by: Krist6f Zélomy, Budapest) A. 901. Let A™B "€ “denote the
reflection of scalene and acute triangle ABC across its Euler-line. Let P be an arbitrary
point of the nine-point circle of ABC. For every point X, let p(X) denote the reflection
of X across P. a) Let eag denote the line connecting the orthogonal projection of A to
line BB™and the orthogonal projection of B to line AA" Lines egc and eca are defined
analogously. Prove that these three lines are concurrent (and denote their intersection by
K). b) Prove that there are two choices of P such that lines Ap(AY, Bp(BY and Cp(CY
are concurrent, and the four points p(A)p(AY n BC, p(B)p(BY n CA, p(C)p(CH n AB,
and K are collinear. (Proposed by: Aron Ban-Szaho, Budapest)

Problems of the 2024 Kiirschak competition

1. The quadrilateral ABCD is divided into cyclic quadrilaterals with pairwise disjoint
interiors. None of the vertices of the cyclic quadrilaterals in the decomposition is an
interior point of a side of any cyclic quadrilateral in the decomposition or of a side of the
quadrilateral ABCD. Prove that ABCD is also a cyclic quadrilateral.

2. The ancient One-Dimensional Empire was located along a straight line. Initially,
there were no cities. A total of n di[erent point-like cities were founded one by one; from
the second onwards, each newly founded city and the nearest existing city (the older one,
if there were two) were declared sister cities. The surviving map of the empire shows the
cities and the distances between them, but not the order in which they were founded.
Historians have tried to deduce from the map that each city had at most 41 sister cities.
(a) For n=10°, give a map from which this deduction can be made. (b) Prove that for
n = 10'3, this conclusion cannot be drawn from any map.

3. Let p be a prime and H [{Q,1,...,p—1} a nonempty set. Suppose that for each
element a [CH there exist elements b, ¢ CH\ {a} such that b+ c— 2a is divisible by p.
Prove that p < 4%, where k denotes the cardinality of H.

Problems in Physics
(see page 123)

M. 438. Stand up a given number of dominoes along a straight line equidistant from
each other and knock the first domino. How much time will it take for the last domino to
fall? How does this time depend on the distance between the dominoes?

G. 877. The size of a car tyre is 205/55 R16. When new, the groove depth on the
tread area is 8 mm, but after a few years of use it will be halved. Will the reading on
the speedometer be higher or lower due to the wear of tyres? Estimate the percentage
dilerence. G. 878. Two trolleys are standing close together on a horizontal track. One
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weighs 100 g, the other 150 g. The trolleys can move on the track without friction. The
larger trolley is pushed by the smaller trolley such that a horizontal force of magnitude
0.5N is exerted on the smaller trolley, as shown in the figure. @) What is the common
acceleration of the trolleys? b) What is the normal force exerted between the trolleys? c)
Do the answers to the previous two questions change if the horizontal force of 0.5N is
exerted on the larger trolley towards the smaller trolley? G. 879. The same plane cruises
in clear weather at the same altitude and at the same speed. Some days it produces a
very long contrail, other days a shorter one, and some days there is no contrail at all.
What determines primarily whether a trail will form and how long it will be? G. 880. An
L-shaped luminous LED strip is mounted on the principal axis of a thin converging lens
of focal length 10 cm. The longer, 4 cm long leg of the L-shape is perpendicular to the
principal axis, and the shorter, 2 cm long leg is aligned with the principal axis such that its
end point is 13 cm away from the lens, as shown in the figure. a) Construct the schematic
image of the LED strip formed by the lens. b) Calculate the length of the two parts of the
image of the LED strip, the one which is parallel and the other which is perpendicular to
the principal axis of the lens. What is the magnification of these parts?

P. 5625. In a riding hall, the rider goes round in a circle of 20 m radius at a constant
speed of 5 m/s. The groom stands 10 m from the centre of the circle. When does the
distance between the rider and the groom change at the smallest and at the fastest rate?
In these two cases what are the rates at which the distance between them changes?
P. 5626. A motorcyclist starts from rest and travels in a circular path such that the speed
of the motorcyclist increases uniformly. What is the angle turned (with respect to the
initial position) until the direction of the acceleration of the motorcycle first becomes
perpendicular to the direction of the initial acceleration? P. 5627. A simple pendulum of
length Cand of mass m is attached to an easily rolling trolley of mass M. The system
is placed on a horizontal plane, and it is at rest initially. Then the trolley is given
a slight push. After how much time will the speed of the trolley be the same again?
P. 5628. A pencil, which can be regarded as a uniform rod, is placed on a table top and it
rests on its end with an eraser. A thread is attached to the tip of the pencil, perpendicular
to the pencil, to prevent it from falling. a) What is at least the coe [cieht of static friction
between the eraser and the table top if the pencil does not slip when it makes an angle
of 157 with the vertical? b) At what coe Lcieht of friction can the pencil be “laid down”
slowly on the table without the bottom end slipping, if the thread is perpendicular to the
pencil during the whole movement? P. 5629. An imaginary solar system is an almost exact
replica of our solar system, except that all the linear dimensions are half the size of the
real system. The density of the imaginary celestial bodies is the same as the density of
the real ones. What is the orbital period of the mini-Earth in the imaginary solar system?
P. 5630. A gas mixture contains 7 g nitrogen and 20 g argon. What is the specific heat
of the gas mixture at constant volume and constant pressure? P. 5631. The electric field
strength at a distance R from a uniformly charged, thin, very long, straight filament is
well known. Compare this field strength with the electric field strength at the centre of
a bent filament, having a shape of a semicircle of radius R. The filaments have the same
properties and the same linear charge density. P. 5632. On one side of a large metal plate,
there is a point-like ball of charge Q and another of charge —Q, at a distance of d from
each other and d/2 from the plate. How much work is needed a) to move the charges
parallel to the plane of the plate, and separate them very far from each other, b) to move
the charges perpendicular to the plate and carry them very far away from the plate (to
the same distance), c) to move the charges very far away from the plate and from each
other? P. 5633. We carry out an optical experiment with a wide, parallel, homogeneous
light beam. A small cube is illuminated from diCerent directions, the surface of which a)
is sooted, b) is silvered. In which direction or directions will the force exerted by the light
beam be the greatest? (For the sake of simplicity, consider the sooted surface as a perfect
absorber and the silvered one as perfect reflector.)
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Természettudomanyi Kar

Az ELTE Természettudomanyi Kara (TTK) minden felmérés
szerint az egyik legjobb egyetemi kar Magyarorszagon. A
képzések a természettudomanyok teljes spektrumat feldlelik:
matematika, bioldgia, fizika, foldrajz, foldtudomanyi, kémia,
kérnyezettan alapszakok (BSc) — ezeken belll kilonb6zé
szakiranyok (biofizikus, csillagasz, meteorolégus...) — kertil-
nek meghirdetésre. https://ttk.elte.hu/

Matematikai Intézet

A matematika alapszak (BSc) egyarant felkészit a kutatoi
életpalyara és a matematika kiilonb6z6 teriileteken térténé magas
szintl alkalmazasarais—kivalé karrierlehetéségeket nydjtva.

Az intézetben nagy hangsulyt helyeziink a tehetséggondozasra €s
arra, hogy a valaszthaté szintek és blokkok révén mindenki
megtalalja a neki megfelel6 kurzusokat.

Az intézetben altalanos- és kdzépiskolai tanarképzeést is folytatunk
osztatlan matematikatanari szakon. http://www.math.elte.hu/

Az ELTE TTK idén december 10-én tartja nyilt napjat: https:/ttk.elte.hu/nyiltnap_2024.
Haesetleg késén jutna el hozzad ez a hir,a program a fenti linken vissza is nézheté.
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