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O Ujabb bonyolult dsszegek és szorzatok, 1. rész

[~

A KéMal. 1994. decemberi és 1995. januari szimaban jelent meg a ,Mire j6
(idénként) a dolgok elbonyolitdsa?” cimi cikk. Ebben bemutattunk néhdny maéd-
szert bonyolult 6sszegek meghatarozasara. A triikkk” a legtébb esetben az volt,
hogy egy feladatot megoldottunk egyszeriien is és komplikdltan is, és a méasodik
modszerrel éppen a szoban forgd Osszeget kaptuk, amely persze megegyezett az
egyszerlien ad6édo6 eredménnyel.

Most néhany tjabb Osszeg és szorzat kiszamitdsa a cél. A feladatok dnmaguk-
ban is érdekesek, a megoldasukhoz alkalmazott mddszerek pedig szamos mas feladat
megoldésa soran is hatékony eszkozok lehetnek. Van, ahol alkalmazhaté az imént
jelzett ,elbonyolitas”, tobbek megolddsa viszont 4j eljardsokat igényel, amelyekhez
adunk néhany altalanos tippet. A részletes megolddsokat a kovetkez6 szdmban ko-
zoljiik, ugyanitt néhany Gjabb feladatot is bemutatunk. Addig érdemes a feladatok
megoldasaval prébalkozni, de mivel meglehet&sen nehéz problémékrél van sz, sen-
ki se keseredjen el, ha nem sikeriil megbirkéznia valamelyik feladattal. Prébéalkozni
mindenképpen érdemes, mert a sikertelen prébalkozasokbdl is rengeteget lehet ta-
nulni, no meg akkor tudunk egy megoldast igazan értékelni, ha el6tte mi magunk
is sokat dolgoztunk érte.

n

1. ]Z::O (?);3

v—1 | . u—1, .
u v
3. Z LJ + Z VJ, ahol u és v relativ prim, 1-nél nagyobb egész szamok,
v U
és |a] az a (alsd) egészrészét jelenti.

n—1 . n—1 .
. (T Jm
4. — ); — .
a) jlzll sin ( - ), b) _j|=|1 cos ( - )

Néhany eszkoz a feladatok megoldasahoz

Jj=1

(A) Generatorfiiggvényes modszer

Egy polinomokra (vagy végtelen sorokra) vonatkoz6 azonossdgban ésszehason-
litjuk 27 egyiitthatéjat. Példaul (1 +x)" T = (1+2)"(1 + ) bal oldalan ez ("jl),
a jobb oldalon pedig (;‘) + (jfl). Tehat (";H) = (?) + (jfl). Itt persze a kozvetlen
kombinatorikai meggondolas joval egyszeriibb, de sokszor ez a ,, generatorfiggvé-
nyes” modszer miikodik hatékonyan.
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(B) Geometria és/vagy komplex szamok.

Erdemes lehet egy dsszeget vagy szorzatot egy geometriai probléméhoz kapcsol-
ni, vagy pedig — ha valaki mar ismeri ket — komplex szdmokat igénybe venni,
esetleg a kettét kombindlni. Példaul sina a z = cosa + isina komplex szam kép-
zetes része; a k-adik egységgyokok, azaz az z¥ — 1 polinom (komplex) gyokei egy,
az egységkorbe irt origd kozéppontu szabalyos k-szog csicsai stb. A komplex szé-
mok alkalmazédsa akkor igazan hatékony, ha a szorzasukat is kihaszndljuk, enélkiil
a megoldasok elmondhatok vektorokkal is.

(C) Logikai szitaformula.

Egy N elemi H halmaz részhalmazai Hq, Hs, ..., H;. Jelolje N; a H; elem-
szdmat, N;; a H; N H; metszet elemszamat, Nyj, a H; N H; N Hy, elemszamat stb.
Ekkor az alabbi képlet megadja azon elemek szamat, amelyeket egyetlen H; sem
tartalmaz:

N—Ny—+—=N;+Nig+Nig+-+N14—Nigg— -+ (1) Nia_4.

(D) Osszegatrendezés.

Egy sok tagti Osszeget érdemes lehet tobbféleképpen csoportokra bontani és
elébb az egyes csoportokon beliili tagokat 6sszeadni, majd az igy kapott eredmé-
nyeket Osszegezni.

Freud Rébert

==

Rejtvények, ordoglakatok

Angol szoliter

L

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtor6t mu-
tatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonb6zé kirakos jatékok, topo-
légiai feladvanyok, ordoglakatok és a matematikat felhasznalé bilivészmutatvanyok.

|

Manapsdg szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a blivészmutatvianyok tritkkjeit mi talaljuk
ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiikk el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, dltalanositani, igyekezziink 1j feladatokat kitalalni.

Az 1n. szoliter az egyik legrégebbi logikai jaték, eredete bizonytalan, az els6
irdsos feljegyzés réla 1697-bol, XIV. Lajos, a Napkirdly idejébdl vald, ekkoriban
kétségkiviil népszert volt. 1710-ben Leibniz, a hires német matematikus cikkében
leirja a szabalyokat, és a feladvany els® ismert elemzését is. A jatéknak szdmos
valtozata van, a legelterjedtebb a kereszt alakd, négyzetracsos szerkezetli angol
tabla, amin 32 babu &ll, kdzépen egy tires helyet hagyva — ebben az irdsunkban
csak ezzel a valtozattal foglalkozunk.

Kiilénb6z6 — tobbnyire fabol késziilt — szoliter jatékok a mai napig kaphatok.

A képen egy kb. 40 éves, , TAKTIKA” néven arusitott valtozat lathat6. Egy 1épés-
ben egy babuval atugorhatunk egy vele szomszédos babut, feltéve hogy az atugrott
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babu mogotti hely tires. Az dtugrott babut ilyenkor le kell vegyiik a t4blardl. (Csak
vizszintesen vagy fliggélegesen ugorhatunk, atlésan nem.) A cél egyszerii: 1épések
sorozatéval vegyiik le egy kivételével az Gsszes béabut. (A soliter sz jelentése is az,
hogy magdban &l116, egyetlen darab.) Megkovetelhetjitk azt is, hogy a megmaradd
egyetlen babu a tdbla kozepén alljon, de elemzések kimutattak, hogy ez nem érdemi
megszoritas — minden megoldasnal az utolsé 1épésnél eldonthetjiik, hogy kozépen,
vagy valamelyik kiils6 él kozepén fejezziik-e be a jatékot, mas lehetéség nincs.

A képen lathaté verzio leginkdabb retro érdekesség, jatékra szinte alkalmatlan
a tulzottan slrin elhelyezett, rendre megszoruld, cstuszés, nehezen megfoghatd
babuk miatt. Szerencsére nagyon kénnyen készithetiink magunknak kényelmesen
hasznalhaté jatékot, akar babszemeket pakolgatva egy kézzel rajzolt négyzetracson.
S6t, egy sakk készletben is (legaldbb) 32 figura van, és a sakktdbla megfeleld részén
maéar prébéra is tehetjilk magunkat. Természetesen szamitégépen vagy telefonon is
jOl jatszhaté a szoliter, a keres6be a ,,peg solitaire” kifejezést érdemes irni, de azért
mindenkit biztatunk a fizikai kiprobaldsra.

Az angol szoliter megoldasa kimondottan nehéz, pusztan kitarté probalgatassal
— legyen az barmilyen mddszeres — csak nagyon nagy szerencsével fogunk a végére
érni. Valamilyen elérelatdst, intuiciot pedig csak igen hosszu gyakorlassal lehet ki-
alakitani. Néhdny prébakor utdn ezért célszerii megprébéalni kisebb részfeladatokra
bontani, és ismétl6d6é mintdkat keresni. Le tudunk venni néhédny babut gy, hogy
egyébként a tadblan semmi ne valtozzon?

J6 szérakozést!

Vigh Viktor
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Sherlock Holmes: A K. 819. esete
e 4
— Dr. Watson, sikeriilt mar megoldania a KoMaL K. 819.-es feladatat?

Emlékeztetsil:

K. 819. Kati a tabldra felirt 10 darab +1-et. Egyszerre meguvdltoztathatja tet-
szbleges 5 szdmnak az eldjelét (nevezzik ezt egy ,lépés”-nek). Ezt a vdltoztatdst az
aktudlisan a tablan levd szdmok kozil tetszdlegesen kivdlasztott 5 szammal akdr-
hanyszor megteheti. El tudja-e érni azt, hogy a tdbldin 9 darab +1 és 1 darab —1
szerepeljen? Ha igen, akkor mennyi az ehhez sziikséges minimadlis lépésszam?

— Hogyne, Mr. Holmes, elég volt hozza harom szellos sor.

+1 | +1|+1 | +1 | +1|-1|-1|-1]-1] -1
+1|+1|-1|-1}|—-1|+1|+1|-1|-1|-1
+1 | +1 | -1 | +1 | +1 | +1 | +1 | +1 | +1 | +1

— Ah4, mér ldtom! Ugyesen valaszolt a feladat egy részére.

— Ezt hogy érti?

— Bizonyitani kellett volna, hogy harom 1épés sziikséges is.

— De hat haromnal kevesebbel nyilvan nem lehet.

— Nyilvan. .. Persze, hiszen az els6 1épést kovetoen 5 darab —1-es van, és
egy lépésben a —1-ek szama =£5-tel, £3-mal vagy *1-gyel valtozhat — amelyek
mindegyike paratlan szam —, igy még legalabb két 1épésre sziikség van az ahitott
végallapothoz.

— Maér értem! Bizonyitanom kellett volna azt is, hogy haromnéal kevesebb 1épéssel
nem lehet elérni.

— HAat, bizony, mert On éppenséggel csak annyit bizonyitott, hogy a sziikséges
lépések szama legfeljebb harom. Semmilyen értéket nem adott a sziikséges 1épések
minimuméara. Na, de hadd kérdezzek még a feladattal kapcsolatban! Kiprébalta
mar példaul 8 darab +1-essel és feleannyi eléjelvaltassal is?

— Természetesen! Ezt a problémamegoldési stratégidt On mar belém nevelte
az évek alatt. S6t, 8, illetve 4 darab +1 esetén nem sikeriilt 4, illetve 2 el6jel
megvaltoztatdsaval elérnem, hogy pontosan egy darab —1 legyen, de 6 esetén 3
lépésben igen.

— Remek, Watson! Es t6bb +1-es esetére?

— Azokat az eseteket nem néztem, mert a 10 darabos feladatot sikeriilt megol-
danom.
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— Legalabbis részben. .. — dérmogte maga elé Holmes.
— Hogy mondta?

— Semmi, semmi, csak arra hivnam fel a figyelmét, hogy egy probléma megoldésa
utdn mast is lehet csindlni, mint elégedetten hatraddlni és tobbet nem foglalkozni
a kérdéssel. Erdemes elgondolkozni azon, hogy lehet-e dltaldanositani a feladatot!

— Teljesen igaza van, Mr. Holmes! — kidltott Watson, és kézben mar firkdlgatott
is a fiizetében. — De barhogyan igyekszem, 12 darab +1-esre és 6 elGjelvaltasra sem
sikeriil.

— Biztosan nem igyekszik eléggé — hunyoritott ra Holmes.

— Ne mosolyogjon rajtam... Szerintem ezt nem lehet!

— Bréavé, j6 nyomon jar, dr. Watson! Csak ne felejtsen el bizonyitani is!

— Bizonyitani? Hogyan lehetne azt bizonyitani, hogy nem lehetséges? Hacsak
nem prébalom végig az Osszes lehet&séget. . .

— Ha maga ennyire réér, csak batran! Tanulsdgos lenne, az biztos. Talan inkdbb
gondolja végig az el6z6 bizonyitéast!

— Az els6 1épést koveten 6 darab —1-es van — kezdte évatosan Watson — és egy
lépésben a —1-ek szdma ... +6-tal, +4-gyel vagy +2-vel valtozhat. ..

— Amelyek mindegyike ...

— Péros szdm! Megvan! Ha kezdetben nulla, azaz paros sok —1-es volt, és egy
lépésben csak paros szammal valtozhat a darabszamuk, akkor végiil nem kaphatunk
egy darabot belélik!

— S6t! Nemcsak egyet, hanem pératlan sokat sem kaphatunk.

— Jo, de a feladat azt kérdezte, hogy egy darab —1-es lehet-e a végéllapot.

— A feladat igen, de mi mar jé par lépéssel odébb vagyunk! Ne maradjon le,
Watson! Nem csak azt bizonyitotta, hogy 12 darab +1-es esetén nem kaphatunk
egy darab —1-est, hanem azt is, hogy harmat, 6t6t, hetet, kilencet és tizenegyet
sem kaphatunk!

— 0, valéban! — csodalkozott 14 sajat teljesitményére Watson.

— Sot!

— S6t micsoda? Még maéast is bebizonyitottam? — kérdezte szinte elképedve
Holmest.

— Inkabb gy mondandm, hogy a fentiek alapjan megfogalmazhatna egy sejtést.
Sikerrel jart (azaz néhdny lépésben elérte, hogy pontosan egy darab —1-es legyen
a sorban), amikor kezdetben 6, illetve 10 darab +1-essel indult. Ugye, ilyenkor egy
koérben 3, illetve 5 darab szam el6jelét valtoztatta meg. Ezzel szemben nem jart
sikerrel, amikor 4, 8, illetve 12 darab +1-es volt kiinduldsképpen. Vagyis amikor 2,
4, illetve 6 darab szam el6jelét kellett egy 1épésben megvaltoztatnia.

— Ertem mér! - kidltott fel ujjongva Watson. — Akkor van egy tételem: Kezdetben
2n darab +1-es van, egy lépésben n darabnak vdltoztatjuk meg az eldjelét, a cél, hogy
végil pontosan eqy darab —1-es legyen. Ha m pdratlan, akkor megfeleld lépésekkel
elérhetjiik a célt, ha n pdros, igy nem.
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— Kissé szerényebben, dr. Watson! Ez egyelére csak egy sejtés.

— Nem, nem, Holmes. En mér l4tom a bizonyitdst! A 12 darabra elmondott
gondolatmenete miikodik a paros n esetre: kezdetben nulla, azaz paros sok —1-es
volt, egy lépésben a —1-esek darabszama paros sokkal valtozhatott, igy végiil nem
kaphattunk paratlan sokat, példaul egy darabot.

A paratlan n esetre pedig miikodik a kezdetben adott konstrukciém altalanosi-
tasa: 3 lépésben elérhetd, hogy pontosan egy darab —1-es legyen.

Elegend6 csak a +1-esek szamat szamontartani. Az elsé 1épésben n darab +1

el6jelét valtoztatjuk meg, igy n darab +1 lesz.
1 -1

A masodikban = * darab +1-es és n
n—1

+ 5 =n- 1 darab +1-es lesz.

1
darab —1-es elGjelét, igy n — % +

A harmadikban n darab —1-es eléjelét valtoztatjuk meg, ezzel a +1-esek szama
n—14+n=2n—1 darab lesz.

— Bravé, valéban bebizonyitotta. .. az egyik felét.

— Ugyan, Holmes! Az ott adott alsé becslés, miszerint legaldbb 3 1épésre sziikség
van, itt is all.

— Egyetértek, ez valéban kénnyen lathaté. Igy mér teljes a bizonyitéas.

— S6t! Még tovabb is van! — folytatta atszellemiilten Watson. — A péros n-re

elmondottak nem csak akkor igazak, ha végiil pontosan egy darab —1-esnek kell
lennie, hanem barmely paratlan darabszam esetén is.

— Igazan sziporkazik ma este, dr. Watson!

— Kosz6nom, Mr. Holmes! — mondta Watson, mikozben elégedetten délt hatra
a fotelében.

— Nem emlékszik, mit mondtam par perce a hatradélésrél?
— Kikérem magamnak, igazdn sokat foglalkoztam a feladattal!

— Eppen, hogy csak elkezdtiink gondolkozni. .. — Kezdte volna Holmes a doktor
okitasat, amikor Mrs. Hudson nyitotta rajuk kissé hevesen a bejarati ajtot.

— Uraim! Az egész haz visszhangzik a +1-esektol és —1-esektél! Inkabb hall-
gassak meg, mi tortént velem ma délelott! Vonattal utaztam hazafelé a Cornwall-i
baratnémtol, amikor az ablakon kitekintve olyat lattam, amit még sosem.

— Es, mi volt az? — kérdezte udvarias érdekldést szinlelve Holmes.
— Megtudtam, hogy azon a vidéken feketék a birkak.
— Ezért kellett rank tornie!? — méltatlankodott Holmes.

— Egy egész nyaj fekete birkat latott Cornwall-ban? — kérdezte meglepetten
Watson.

— Bizony! Habar nem volt olyan nagy a ny4j. ..

— Mégis hany darab fekete juhot latott, Mrs. Hudson? — faggatta Holmes gyantt
fogva.

— Jo, jo, csak egyet. De attol még igaz, hogy ott feketék a birkak!
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— De legalabbis az egyik birka egyik fele... — pontositott Watson.

— ...inkdbb ugy fogalmaznék, hogy Mrs. Hudson az ablakon kitekintve vala-
minek latta egy részét, amit feketének tart — kezdte Holmes a szOrszalhasogatést,
de latva haziasszonydanak sotétiilé arckifejezését, gyorsan masra terelte a szdt. —
Kedves Mrs. Hudson, képzelje csak, mi is éppen fekete birkakrol beszélgettiink
dr. Watsonnal.

Watson tagra nyilt szemekkel meredt Holmesra, de nem volt ideje kézbevagni.

— Eppen azt meséltem a bardtomnak, hogy egy kedves juhdsz ismerésémmel
futottam Gssze a varosban, aki hosszasan magyarazott nekem a fekete birkany&-
jardl és az okos kutyajarol — folytatta Holmes. — Ez az okos kutya a pasztor egy
flittyentésére korbeszaladja a 20 fekete birkabdl allé nydjat, és olyan iigyesen ugat
ra 10 birkéara, hogy koziiliikk amelyik allt, az lefekeszik, és forditva, amelyik fekiidt,
az bizony feldll. A birkdk maguktél nem valtoztatjak meg a testhelyzetiiket, csak
folyamatosan esznek. Arra préobaltunk rajonni a doktorral, hogy legkevesebb hany
futtyentéssel tudja elérni a juhasz, hogy éppen 14 birka fekiidjon, ha kezdetben
mindegyik allt.

— O, valéban az én fekete birkdimrél beszélgettek? — kérdezte kissé elérzékenyiil-
ve a héaziasszony.

Dr. Watson még mindig débbenten bamult, de szeme mozgasdbol mar sejteni
lehetett, hogy megprébal analdgiat talalni a —1-esek és az ugatd kutya kozott.

— Bizony, lényegében errél. Es arra jutottunk, hogy 3 fiittyentés mindig elegendé.
Most viszont, miutan vasarolt még két birkat... — kezdte Holmes.

— Mar nem 10, hanem 11 birkdra ugat rd a kutya egy koérben, mindig a fele
nyajra — szélt kozbe Watson, prébélva visszakapcsolodni a beszélgetésbe.

— Igen, nyilvan. De ami izgalmasabb: most 3 fiittyentés nem célravezeto.

— Négyszer kell fiittyentenie? — kérdezte bizonytalanul Mrs. Hudson, aki nem
igazan értette, hogy pontosan mi térténik koriilotte.

— Nem jar messze az igazsdgtol, Mrs. Hudson! Biztos, hogy paros sok kell,
ahogyan a mai matekozasunk elején rajottem. De nincs sziikség négy fiittyentésre,
elég ketto is, és persze kell is.

— Maguk dtmatematizaltak az én birkdimat! Igazédn szemtelenség volt igy félre-
vezetni engem! — kidltotta Mrs. Hudson, és indulatosan becsapta maga mogott az
ajtot.

— Igaza van! Megyek, és bocsdnatot kérek téle! — tlint el gyorsan Watson is az
ajté mogott.

— Kar, hogy elszaladtak. A hatralévé esetre, amikor n paratlan és végiil pontosan
k darab —1-est szeretnénk kapni, szintén lett volna egy j6 torténetem — jegyezte
meg Holmes, és tovabb lapozott a KoMal-ban a B feladatokhoz.

Paulovics Zoltan
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1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az aldbbi egyenleteket:

Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire

I. rész

a) 9sin?x + 4sinz — 13 =0, (5 pont)
b) QVEF3TL 4 4. 3VetS =13, (7 pont)

2. A kishegyhati Toldy Ferenc Gimnéazium 11.b osztalyanak heti 5 testnevelés
orajat az alabbi elvek szerint kell elhelyezni az érarendben hétf6tél péntekig:

— egyik nap két éra, harom tovabbi napon egy-egy 6ra legyen.

—a dupla éra a 6. és 7. 6raba keriiljon.

— valamelyik nap legyen egy elsé éra.

— a maradék két éra tetszéleges helyen lehet az elsotél a hetedik éraig.

a) Hanyféle kiilonb6z6 mdédon helyezhetdk el az érak ilyen elvek szerint? (Nem
vesszilk figyelembe a tobbi tantargybdl ad6dé esetleges korldtozdsokat.) (6 pont)

Nagy Barnabds tanar ur tanitja a torténelmet. A kiévetkezé homapban az osz-
talynak Osszesen 8 tOrténelem Oraja lesz, mindegyiken 1-1 tanulé fog felelni. Aki
mar felelt, biztonsadgban érezheti magat, ebben a hénapban 6 méar nem fog széban
felelni. Azok, akik még nem feleltek, a kdvetkez6 éran mind egyenl6 valoszinliséggel
keriilnek sorra. A 30 fGs osztalyba 18 lany és 12 fiu jér.

b) Mennyi annak a val6szintisége, hogy ebben az iddszakban 3 lany és 5 fiu fog
felelni? (6 pont)

3. Egy haromszo6g oldalainak a hossza egy szamtani sorozat harom szomszédos
tagja. A haromszog egyik szoge 120°, a teriilete 50 cm?.

a) Hatdrozzuk meg a haromszog oldalainak a hosszat. (9 pont)

Egy kozépiskola 32 f6s 12.a osztalydban a probaérettségi dolgozat két geomet-
riapéldaja, a 3. és 7. feladat bizonyult a legnehezebbnek. Nyolcan nem tudtdk
megoldani egyiket sem. A 3. feladatot 17-en, a 7. feladatot 12-en oldottdk meg.

b) Hanyan oldottdk meg mindkét feladatot? (4 pont)

4. Egy négyszog csicsainak a koordinatai: A(—3;—1); B(4;—3); C(8;4); D(1;6).
a) Igazoljuk, hogy az ABC D négyszog paralelogramma. (4 pont)

b) Hatdrozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amely érinti mindkét ko-
ordindtatengelyt, kozéppontja az els6 siknegyedben van és dtmegy a (8;1) pon-
ton. (7 pont)

¢) Fogalmazzuk meg az aldbbi allitas megforditasat:
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Ha két kor kozéppontjanak tavolsiga egyenl6 a két kor sugardnak Osszegével,
akkor a két kor érinti egymast.

Dontsiik el, hogy igaz vagy hamis az eredeti allitas, illetve a megforditdsa. (3 pont)
II. rész
5. a) Oldjuk meg a kovetkezd egyenlStlenséget a valds szamok halmazan:

22 +3x—10

8. < 0. (7 pont)

Egy 40 centiméter hosszi, 5 centiméter széles fehér szalagot az abran lathatdé,
kék minta ismétlésével diszitenek.

Az alakzat hatérol6 vonalai az f(z) és g(x) médsodfoku fliggvények grafikonjai.
A koordinatatengely egységei a valosdgban 1 cm-nek felelnek meg.

g()

1 2 3 4 5 6 7/8\9 7~

_o| flz)
b) Adjuk meg az f(z) fuggvény hozzarendelési szabalyét. (4 pont)
¢) A szalag teriiletének hény szdzaléka kék szinii? (5 pont)

6. Egy hibas dobdkocka a tapasztalatok szerint nem egyenld eséllyel esik mind-
egyik lapjara. Az l-est 0,06 valosziniiséggel, a 2, 3, 4, 5 szamokat 0,18, a 6-ost 0,22
val6szintiséggel dobjuk ezzel a kockaval.

a) Mennyi a dobott szdm virhaté értéke, ha ezzel a kockdval dobunk? (2 pont)

Az asztalon van harom dobodkocka, két szabalyos és a fenti tulajdonsagi. A koc-
kak kiilsére nem kiilonboztetheték meg egymastél. Taldlomra, vagyis barmelyiket
egyenld valészintiséggel valasztva kivesziink egyet koziiliik, és egyszer dobunk a
kivalasztott kockaval.

b) Mennyi a valdsziniisége, hogy hatost dobunk? (3 pont)

¢) Ha hatost dobtunk, mennyi a valdsziniisége annak, hogy ezt a nem szabdlyos
kockaval dobtuk? (5 pont)
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Ugyes Gabor nyert a LOTTO-n 2 000 000 forintot. 2025. januar 1-én betette a
nyereményét a Bravé Bankba. Azzal szdmol, hogy az éves kamatléb a kovetkez6 3
évben 5% lesz.

d) Gébor a befizetett pénzt és kamatait harom egyenld részletben, 2025, 2026,
2027 év végén szeretné felvenni. Mekkora részletekben gondolkozhat, ha a banki
kamatldb elképzelése szerint alakul ezekben az években? A vélaszt 1000 forintra
kerekitve adjuk meg. (6 pont)

7. a) Oldjuk meg a val6s szdmpérok halmazan az aldbbi egyenletrendszert:
ry =16, log,y+6-log,z=5. (10 pont)
b) Hatdrozzuk meg az aldbbi szdm utolsé szdmjegyét:

20212022 420222023 4. 20232024, (6 pont)

8. Adott a valds szamok halmazan értelmezett f fiiggvény:
T R—=R, z = 2% — 622 + 9.
a) Adjuk meg az f fliggvény zérushelyeit. (8 pont)

b) Irjuk fel az érinté egyenletét az = = 2 abszcisszaji pontban. (5 pont)

A [0;4] intervallumon értelmezett g valds értékii fiiggvényt az alabbi hozzdren-
delési szabéllyal adjuk meg:

2 .52 —62"+9z
¢) Hatérozzuk meg a g fiiggvény maximumdanak helyét és értékét. (8 pont)

9. Egy ingatlankozvetit6 iroda egy 3 szobds lakast hirdet. A lakas alaprajzat
mutatja az abra:

E — el6szoba és kozlekedd
N B K — konyha
N — nappali
A — szoba
E B — szoba
| bt F — firdé
,_ A W - WC
K W F
|

a) Rajzoljuk meg azt a grafot, amelynek a pontjai a lakds helyiségeit abrazoljak:
E, K, N, A B, F, W, és két pont kozott akkor vezet él, ha a két helyiséget ajtd koti
Gssze. (2 pont)
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Az iroda egy 1j alkalmazottat szeretne felvenni. A jelentkezOk esetében harom
szempontra kiillonésen figyelnek: rendelkezik-e legalabb 5 éves gyakorlattal hasonld
munkakorben (GY), van-e angol nyelvvizsgaja (A), van-e fels6foku végzettsége (F).
A jelentkez6k koziil a kivant gyakorlattal 16-an rendelkeznek, angol nyelvvizsgija
van 25 palyazénak, felséfoki végzettsége 18 embernek van. A gyakorlattal rendel-
kez6k koziil nyolcan angol nyelvvizsgaval is rendelkeznek. Hét jelentkezének van
gyakorlata és felsofoku végzettsége is. A fels6foku végzettségiiek koziil tizenket-
tének van angol nyelvvizsgaja. Mindharom szempontnak 6ten felelnek meg. Nem
jelentkezett az allasra olyan ember, aki egyik feltételnek sem felel meg.

b) A fenti adatok alapjan {rjuk be az egyszinii részhalmazokba, hény elemiik
van. (5 pont)

¢) A cég logdja egy hiromszog, benne 3 egyenld sugari kor, amelyek az dbra
szerint érintik az oldalakat, illetve egymast.

D

A héromszog oldalai 8 cm, 5 cm, 5 cm hossziak. Hatdrozzuk meg a korok
sugarat. (9 pont)

Horvath Eszter
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Megoldasvazlatok a 2025./2. szam
matematika gyakorlo feladatsorahoz

1. FokuszPok 28 fonek tartott eldaddst a cicdkrol. Mind a 28-an értékelték az
eléaddst eqy hagyomdnyos 5-ds skdldn. Az eredményeket TortPapa az aldbbi doboz-
diagramon dbrdzolta:

0 1 2 3 4 5 6

a) Mi az egyes értékek gyakorisdgdinak legnagyobd, illetve legkisebb lehetséges

értéke? (5 pont)
b) Mi az értékelések dtlagdnak legnagyobd, illetve legkisebb lehetséges érté-
ke? (5 pont)

c) TortOkos fogadott TortMdzlival, hogy az A=1{0,1,2,...,9} szdmok kdézil
egyet véletlenszeriien sorsolva az prim lesz. Azt nem hallottuk, hogy TértMdzli mire
fogadott, de TortOkos megjegyezte, hogy fogaddsaik fiiggetlen események.

Adjunk meg egy olyan nem biztos és nem is lehetetlen eseményt, hogy ha Tort-
Madzli arra fogadott, akkor igaz TortOkos kijelentése. (3 pont)

Megoldas. a) A 28 elemet négy egyenld részre osztjik a kvartilisek, 1-es nincs.
Jelolje a minta nemcsdkkenden sorba rakott elemeit my,...,mog. Mivel a minimum
2 és Q1 = 2,5, ezért a minta els6 nyolc eleme: m; = ... =my; = 2,mg = 3. Mivel a
medidn Qo = 3, igy mg = ... =m15 = 3. A maximum 5, igy mog = 5, a minta elsd
15 és utols6 eleme csak ez lehet. Akkor tartalmazza a legtobb 3-ast a minta, ha
mig = ... =mg; = 3 és mivel Q3 =4, ezért ekkor mos = ... = mag = 5. Akkor lesz
a legkevesebb 3-as és 5-0s, és a legtobb 4-es a mintaban, ha mig =... = mor =
= 4,mog = 5. Osszefoglalva, az egyes értékelések és lehetséges el6forduldsaik: 1-es
0, 2-es 7, 3-as 8 — 14, 4-es 0 — 12, 5-6s 1 — 7 darab.

b) A legnagyobb atlagot akkor kapjuk, ha a legtobb 5-6st, majd a legtobb 4-est
tekintjiik a lehetd legkevesebb 3-assal. Visszafelé: mog =... =mo3 =5, Mo =... =
=myg =4, m5 =...=mg =3, a tobbi 2-es. Az atlag ekkor

6-5+7-4+8-3+7-2
28

~ 3,43.
A legkisebb atlaghoz a legtobb 3-ast vegyiik a mintaba: %{'33”'2 =3,25. (Ugyan-
ezt a minim4lis dtlagot kapjuk akkor is, ha valahdny (legfeljebb 6) 5-6s és ugyan-
annyi 3-as helyett 4-esek vannak a mintdban.)

¢) TortOkos az O ={2,3,5,7} eseményre fogadott, ennek az eseménynek a
valoszintisége po = %. TortMazli altal fogadott eseményt jelolje M, ) C M C A.
Mivel O és M fuggetlenek, igy po - py = % ‘15 = 15 = P(ON M) valamely 0 <y <
< & < 10 egészekre. Atalakitva 2z = 5y, ami x = 5, y = 2 esetén teljesiil, ha z, y eleme
a {1,2,3,4,5,6,7,8} halmaznak. Olyan esemény, amelyre |[M| =15 és |ONM|=2
példaul M = {0,1,2,3,4}: TortM&zli fogadhat az 5-nél kisebb szdmokra.
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2. a) Egy deltoidrdl tudjuk, hogy hirnégyszog, és a koré irt kor dtmérdje és
az oldalai hosszdnak mérdszama egész szam, a keriilete nem nagyobb 34 egység-
nél. Hatdrozzuk meg, hogy hdny nem hasonld, a feltételeknek megfeleld deltoid léte-
zik. (4 pont)

b) Egy tompaszogl hdromszog két oldala 20 cm, illetve 30 c¢m hosszi és a
harmadik oldala is egész hossziusdgi cm-ben mérve. Adjuk meg, hdny darab nem
eqybevigo, a feltételeknek megfeleld hdromszog létezik. (7 pont)

Megoldas. a) Ha egy deltoid hirnégyszog, akkor a szimmetriatengely atldja a
korilirt kor atmérdje. Thalész tétele miatt ez az atld két olyan egybevagd derékszo-
gl haromszogre bontja a deltoidot, amely befogbinak Gsszege a deltoid keriiletének
fele, tehat legfeljebb 17 egység. Ennyi lehet a pitagoraszi szamharmas két kisebb
szémanak osszege. Ilyen csak hdrom van: 3, 4 (5); 6, 8 (10) és 5, 12 (13). Mivel az
els6 kettonek megfelel6 deltoid hasonlo, igy két nem hasonlé megoldéas van.

b) Thalész és Pitagorasz tétele alapjan egy p < ¢ < r oldalhosszisdgi haromszog
pontosan akkor tompaszogii, ha p? 4+ ¢? < r2. Két eset van: a 30 cm-es oldal vagy
a leghosszabb a haromszog oldalai koziil, vagy nem.

A) Ha a leghosszabb oldal hossza 30 és az ismeretlen oldal hossza x cm, akkor
i) a haromszoég-egyenlétlenség alapjan 10 < x és i) 20% + 22 < 302, amibdl z <
<105 ~ 22,36. Innen 11 < x < 22, ami 12 darab megoldas.

B) Ha a haromszog leghosszabb oldaldnak hossza x cm, akkor 7) a hdromszog-
egyenldtlenséghél x < 20 + 30 = 50 és ii) 20% + 302 < 22, amibél 36,05 ~ 10/13 < .
Innen 37 < x <49, ami 13 darab megoldés.

Mivel a megoldasok ko6zott nincs két egybevagd, a valasz 12+ 13 = 25 darab
kiilénb6z6 haromszog.

3. a) Tekintsiik az o hegyesszog szinuszdnak és koszinuszdnak H harmonikus, G
meértani és A szamtani kozepét. Tudjuk, hogy

A-H 1
¢ R
Hany fokos az a s269? (7 pont)
b) A koordindta-rendszerben T téglalap csicsai A(1;0), B(4;0), C(4;2), D(1;2).
A T téglalap mely P(x;y) pontjaiban teljesil a
108, 710822  1og, 2+ log, 2

egyenlétlenség? (6 pont)
Megoldas. a) A feltételek alapjan 0° < o < 90°, igy 0 < sina, cosa < 1. Irjuk fel

veliik a kozepeket, majd alakitsuk at oket:

sina+4cosa | 2sinacosa

2 sina+cosa __ \/7_ sin 2« . 1
- =+/sinacosa = =—.
sinacosa 2 V8

Mindkét oldalt négyzetre emelve és 2-vel szorozva

1
sin2a = —.
V2
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A feltételek miatt 0° < 2 < 180°, igy 2y = 135° vagy 2a; = 45°. Ebbél
a1 =67,5°, ag = 22,5°,

és ellendrzéssel megmutathato, hogy ezek valéban megoldasok.

b) A feltételek alapjén 1<z <4 és 0 <y <2. A logaritmus azonossigaibdl
tudjuk, hogy log, 2 = —1—. Ezeket felhasznalva alakitsuk 4t az egyenl6tlenséget:

logy x *

log, x + <vy.

logy x

Mivel 1 < z, a logaritmusok pozitivak. Pozitiv szam és reciprokdnak Osszege leg-
alabb 2, de y < 2, igy ezekbdl az Osszeg és y = 2. Az Osszegre ez csak akkor telje-
siilhet, ha logy x = 1, azaz x = 2. Az egyenl8tlenség csak a P(2;2) pontban teljesiil,
amely a téglalap pontja.

4. a) Egy fagrdf négy csicsinak fokszdama 2, 3, 4 és 5, a tobbi pontja elséfokii.
Hany elséfoku pontja van a fanak? (Allitdsunkat igazoljuk.) Adjunk meg eqy ilyen
grdfot. (6 pont)

TortErdész kedvenc szérakozisanak hodolva az erdét jarja, de — mivel gondolatai
a szépséges Tortilla koril keringtek — figyelmetlenségbdl letért az ismert utakrol,
és a rengeteg egy sird és vardzslatos részébe tévedt. Itt egymdst nem keresztezd
utakon lehet tovabbhaladni. Minden 4t olyan ttszakaszokbol dll, amelyek 1-1-km-rel
tavolabb visznek az erdd egyenes, északi hatdrdtol, és vagy egy ujabdb uteldgazdshoz
jutunk, vagy FokuszPdok egqy csapddja vdrja az odatéveddt. TéortErdész az északi
kapun (amelynek felirata nem sok joval kecsegteti az ijedt vdndort) belépve rogton
eqy eldgazdsban taldlja magdt, és bizony nagy sziksége van TortPapa szerencsét
hozo bajitalanak felhérpintésére, ugyanis FokuszPok éhes macskdja, Szianyai tinik
fel mogotte, igy innentdl nem fordulhat vissza: egyetlen reménye, hogy mihamarabb
eléri az erdd déli hatdardt, ahol megmentik a felkutatdsdra indulé bardtas.

b) Ha 10 km-re jdr az északi hatdrtdl, akkor legaldbb hdny teldgazds van ebben
az erdében?

c) Ha ebben az erddben 650 eldgazds van, akkor legaldbb milyen tdvol van a déli
hatdr az északitol?

Megoldas. a) Jelolje a fa 1 foku pontjainak szdmét az n egész szam. Tudjuk,
hogy egy fanak eggyel kevesebb éle van, mint pontja. Tudjuk, hogy barmely grafban
a fokszadmok Osszegének fele az élek szamaval egyenld. A két ismeret alapjan

24+34+44+5+n

5 =n+4-—1.

Atalakitva 144 n = 2n+6, azaz n = 8. A fanak 8 elséfokt pontja van. Egy ilyen
graf:
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b) Mivel minden tutszakasz 1 km-rel esik tavolabbra az erdd északi hataratol

Az erd6 bejarata

Eszaki hatar

Elagazas

Csapda Csapda

és minden szakasz Uteldgazassal kezdédik (de nem feltétlentil ér véget azzal), ha
10 km-re jarunk az északi hatarol, akkor 10 uteldgazason mentiink keresztiil. Tehat
legalabb 10 ttelagazas van az erdében.

¢) Akkor jutunk a lehetd legkevésbé délre vive tithdlézathoz, ha a lehetd legtobb
eldgazas van az erd6 hataratél ugyanakkora tavolsagra, egy, az erdd északi hataraval
parhuzamos egyenesen. Ezek szdma minden szinten legfeljebb az el6zé szinten 1évé
eladgazésok szamanak kétszerese: 1, 2, 22, 23, .... Ebben az esetben ha k egyenesen
vannak csomépontok (vagyis legaldbb k — 1 km-re van a déli hatar az északitdl),
akkor a csomépontok maximalis szama:

042l 4924 4P =1 42444, 421 =9F 1,

Mivel 22 < 650 < 210 — 1, igy legfeljebb k = 10 egyenesen vannak csomépontok, tehét
ha 650 elagazas van az erdében, akkor az erdd déli hatara legalabb 9 km-re van az
északi hatartol.

II. rész

5. Nevezziink két kilonbézé pozitiv egész szdmot hasonlonak, ha ugyanannyi
szdmd prim és ugyanazokon a kitevékon szerepel a primfelbontdsukban. (Példdul
28 és 75 hasonlo, mert a felbontasaikban két primtényezé van, az eqyik az elsd,
a mdsik a mdsodik hatvdnyon: 28 =7-22 és 75 =3-52.) Tekintsiik az aldbbi igaz
allitast: ,Ha két egész szam hasonlo, akkor az osztoik szdma megegyezik.”

a) Irjuk fel az dllitds megforditdsdt, és adjuk meg az igazsdgtartalmdt. (Utobbit
indokoljuk. ) (3 pont)
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b) Bizonyitsuk be, hogy pontosan ot olyan, egymdssal nem egybevdgd, egész
oldalhosszu derékszdgii haromszég van, amelynek egyik befogoja 64 egység. Adjuk
is meg ezen hdromszdgek oldalhosszait. (6 pont)

c) Tekintsiik az dbran ldthatd egymdst kovetd, kék csigavonalban irt szamokat:

31—30—29—28—27—2|6

|
32 13—12—11—10 2|5

|
3|3 1|4 i|’> — % E:) 2|4
3|4 1|5 4:1 { 2;3 2|3
3|5 1:6 Ll) —6—7 22

| |
36 | 17—18—19—20—21

Ugy tiinik, hogy a pdratlan, illetve a pdros négyzetszimok egy-eqy ferde vonal
mentén tinnek fel a szamok kiézétt. Bizonyitsuk be, hogy ez a megfigyelés he-
lyes. (7 pont)

Megoldas. a) Az §llitds megforditdsa: ,Ha két egész szdm osztdinak szdma
megegyezik, akkor hasonlék” Az allitds hamis, példdul 12 = 22 -3 és 32 = 2° osztéi
széma egyarant (24 1)(1+1) =5+ 1 =6, de nem hasonlék.

b) Jelolje a derékszogli hdromszog mésik befogdjat, illetve atfogdjat p, illetve r.
Ekkor Pitagorasz tétele alapjan 642 +p? = r?, amibél 212 =r2 — p? = (r — p)(r + p).
Mivel 0 < p <r egészek, igy 0 <r—p<r+p is egészek. A lehetséges szorzatra
bontéasok miatt

r—p 1 2 4 8 16 32
r+p | 4096 | 2048 | 1024 | 512 | 256 | 128
r 2048,5 | 1025 | 514 | 260 | 136 | 80
D 2047,5 | 1023 | 510 | 252 | 120 | 48

Az elsé lehet6ség nem egész oldalhosszakra vezet, a tobbi 6t valodi megoldast ad.
Mivel nincs kozottiik két egybevagd, ezért valdoban 6t ilyen haromszog van. A meg-
oldésok: (64,1023,1025), (64,510,514), (64,252,260), (64,120,136) és (48,64,80).

¢) Alkalmazzunk teljes indukcidt.

1. Van olyan (2 x 2)-es négyzet, amely- 13 12 11 10 1312 11 10
nek a bal alsé sarkdban a 22 =4, illetve 1413 2|9 1413 219
olyan (3 x 3)-as, amelynek a jobb fels§ sar-

X L, 1514 (1] 8 514 1 8
kaban a 32 =9 szam all.
6 5 6 7 165 6 7
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2. Tegyiik most fel, hogy valamely (n x n)-es négyzet bal alsd
vagy jobb f6ls6 sarkdban az n? négyzetszam 4ll.

1 n

3. Kérdés: ha egy teljes kerettel bovitjik a négyzetet, a szom-
szédos sarokba milyen szdm kertil? A valaszhoz menjiink korbe
és szamoljuk meg, hanyat 1éplink a négy oldalon és a négy sa-
rokban: Osszesen 4n + 4-et. A szomszéd sarokba n?+4n+4 =
= (n+2)? keriil, ami paritastol fiiggetleniil bizonyitja allitasun-
kat (parosrdl paros, paratlanrdl paratlan négyzetszadmra lépiink).

6. TortErds dsszel minden nap 60 darab tizifdt hasogat fel. Nagyjdbol minden
tizedik hasdbot csak mdsodjdra sikeril felhasitania, a tobbit elsére — ezt ugy értel-
mezziik, hogy 0,9 valdszindséggel tud eqy hasdbot elsére hasitani. (Mdsodik probdl-
kozdsra mindig sikerrel jdr.) Egy probdlkozdshoz 1 percre van sziksége.

a) Mennyi a valdszindisége, hogy pontosan egy és negyed ordig hasogatja a 60
darab tizifat? (3 pont)

Masnap 14:58 perckor dll neki a hasogatdsnak, azonban 16:00-kor kezdddik a ked-
venc csapata, Torterhempton meccse, amelyet kozvetit a TorTV.

b) Szdmitsuk ki, hogy mekkora valdsziniiséggel marad le TortErés a kezdd-
rigasrol. (6 pont)

Kovetkezd nap TortErds nem érzi jol magat, felkeresi TortOrvost. TortOrvos egy
tesztet végez el rajta, hdtha TortErés is elkapta az erdei ndthdt. A teszt dobozdn
az dll, hogy , Beteg egyén esetén 99%-ban pozitiv eredményt ad, egészséges személy
esetén 98%-ban negativat.”

c) Hdny beteg van a 100 f&s faluban, ha a pozitiv tesztet produkdld lakosok 0,9-nél
nagyobb valdsziniséggel valéban betegek? (7 pont)

Megoldas. a) Ha 75 percig hasogat 60 hasédbot, akkor 15-nek kétszer fut neki
(egyenként 0,1 valészintliséggel), 45-6t elsdre elhasit (egyenként 0,9 valésziniiséggel).
Binomialis eloszlast kell felirnunk:

60
p= -0,9%.0,1'% ~ 0,00046.
45
b) 62 perc milva kezdddik a meccs. TortErds akkor marad le a kezdérigasrdl,

ha 2-nél t6bb hasidbot nem tud elsére széthasitani. Térjiink at a komplementer
eseményre, azaz 0, 1 vagy 2 hasdbbal nem bir elsére. A keresett valdsziniliség:

60 60
p=1— [0,960 + ( ) ) -0,9%9.0,1' + <2> ~0,958~0,12} ~0,947.

¢) Jelolje a népességben a beteg egyének szamét x, ekkor az egészségesek szd-
ma 100 — z. Vegyiik gy, hogy ToértOrvos mindenkit letesztelt: ekkor az x beteg
esetén x-0,99 pozitiv tesztet kapott és x-0,01 negativat. Az egészségesek koziil
(100 — x) - 0,02 {6 pozitiv eredményt mutatott és (100 —x) - 0,98 negativat. Tud-
juk, hogy a pozitiv tesztet mutatok, vagyis osszesen x -0,99 + (100 — z) - 0,02 6
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koziil legaldbb 0,9 val6szintiséggel valéban beteg valaki (szdmuk z -0,99). Felirva

egy egyenletben:
x-0,99

x-0,994 (100 — z) - 0,02

>0,9.

Osszevonva, rendezve 0,99z > 1,8 4 0,873z. Innen z > 15,38, vagyis legaldbb 16-an
betegek a 100 f6s faluban.

7. A koordindta-rendszer rdacspontjaira mindegyik csicsdval illeszkedd egyenld
szdrd hdromszdg alapjdt az F(—1;2) pont felezi, a korilirt korének a kozéppontja
0(3:4).

a) Mutassuk meg, hogy az A(—2;3), B(0;1), C(2;5) pontok dltal alkotott hdrom-
sz0g megfelel a feltételeknek. (3 pont)

b) Vegyiink fel egy olyan D pontot, amely az eléz8 A, B és C pontokkal egyiitt
eqy olyan hirtrapéz csiucsai, amelynek AC és BD az alapja. Mik lehetnek a D pont
koordindtai? (6 pont)

c) Van-e az ABC hdromszdg korilirt kérében olyan P pont, amely az y ten-
gelyen van és derékszégben ldtszik beldle az AC szakasz? Ha igen, adjuk meg a
koordindtdit. (7 pont)

Megoldas. a) ABC haromszogben F, koordinétaira x = QT -1l,y= 3+1 =2.
Egyenlo szart, mert az ﬁ 3;3) zﬁ 2; —2) skaldrszorzat 0, igy ﬁ 1 ﬁ To-
vabba d(OB) =d(0C) = %=

b) A kapott hurtrapéz koré kor irhatd, amely megegyezik az ABC hiromszog
korilirt korével.

-4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5T

Elbszor irjuk fel a B-n 4tmend, AC (4;2) irdnyvektori e egyenes egyenletét:

e:x—2y=—2.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/3 147



Majd irjuk fel az ABC haromszog koriilirt k& korének egyenletét:

oo LY (1050
3 Yy=3) T o

Tekintstk e és k egyenleteit mint egyenletrendszert. Ekkor e-b6él = = 2y — 2, amit
behelyettesitve k-ba (6y —7)% + (3y — 10)? = 50. Kifejtve, osszevonva és egyszerii-
sftve 5y? — 16y + 11 = 0 egyenletet kapjuk, megolddsai y; = 1 (B pont) és yo = 2,2
(D pont). Utébbibdl e = 2,4, azaz D(2,4;2,2).

¢) Jeloljon P(0;y) egy feltételeknek megfelel§ pontot. P rajta kell legyen az AC
koré mint dtmérd koré irt ke Thalész-kéron. E kor egyenlete 22 + (y — 4)2 = 5. ko és
az y tengely metszéspontjainak y koordinatai az x = 0 behelyettesitéssel kaphatbak
meg, ezek y; & 6,236 és yo ~ 1,764. Ezek koziil a P(0;6,235) nincs a k kor belsejében,
de a Q(0;1,764) igen, mert a k kor az y tengelyt a (0;1) és a (0;17/3) pontban metszi.

8. FokuszPok elbaddsa utin meghivia a kézonségét tdrsasozni, de nem taldlja a
dobokockdt. ,,Semmi baj — mondja TértUgyi — feldobunk hat érmét: amennyi leesve
irast mutat, annyit kell lépni.”

a) Valdban jol helyettesiti a kockadobdst a megadott pénzfeldobdsos mddszer?
A wvdlasz indokldsihoz hasonlitsuk dssze a kockadobds és a leirt pénzfeldobds dltal
meghatdrozott lépésszdm vdrhato értékét. (6 pont)

Némi tanakodds utdn 5, 10, 20, 50, 100 és 200 Ft-os érméket haszndlnak a dobo-
kocka helyettesitésére. TortPapa minden kor utdn felirja az adott dobds eredményeit
valamilyen sorrendben (mds jdtékosndl esetleg mdsképpen) és hogy mennyit lép (pl.
,OF, 1001, 10F, 20F, 200F, 501, lép 3-at”).

b) Hdnyféle kilonbozd jelsorozat keriilhet egy dobds esetén a papirra? (3 pont)

A tdrsasjaték nagyon egyszeri: 52 darab egymds utdn kévetkezd mezdbdl dllé
LHkigyon” kell végiglépegetni, mindig annyit lépve, amennyi irdst dobtak az érmékkel
(0-tol 6-ig). Koronként mindenki csak egyszer dob és lép. A célba lépni csak pontos
dobdssal lehet.

c) Legkordbban melyik korben érhet célba a nyertes? Mennyi a valdszinidsége,
hogy ebben a korben célba is ér? (7 pont)

Megoldas. a) Nyilvidn nem helyettesiti jol, hiszen lehet, hogy 0 darab irds lesz, 0-
t viszont nem lehet dobni egy szabdlyos dobdkockaval. De a dobasok varhaté értéke
sem azonos a két mddszer esetén. Hagyomanyos dobdkocka esetén minden dobés
valbszintisége p = %, a dobéasok — és igy a lépésszam — varhaté értéke My =1- % +
...+6- % =3,5. Ha érmét haszndlunk, akkor k € {0,1,...,6} 1épés valdsziniisége fiigg
k-tol: 6 érme (2)—féleképpen eshet az irds oldaldra (az érméket megkiilonboztetjiik).

6
Az Osszes lehetség szama 26 = 64, igy pp = %2. Tehat pénzfeldobas esetén a

lépésszém varhatd értéke (a binomiélis egyiitthatdk tulajdonsiga miatt)

6 6 6 .
Mp:(0+6)'(6%+(1+5)-(61%4-(24_4).%_‘_3_(6%:37

tehat a két varhato érték sem egyenld.
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b) Nem foglalkozunk azzal, hogy két jelsorozat esetleg ugyanazon érmék ugyan-
azon alldsait tartalmazza, csak magat a jelsorozatot figyeljiik. A papirra keriild
jelsorozatban az érmék 6!-féleképpen szerepelhetnek. Minden érme lehet fej vagy
iras, ezeket 26-féleképpen frhatjuk mogéjitk. A végén még szerepel, hogy mennyit
kell 1épni — azonban ez nem ad maés jelsorozatot, hiszen az irasok mar rogzitett
szédma keriil oda. Az eredmény 6!- 26 = 46 080.

¢) Egy koérben maximum hatot lépnek, azaz 9 kornél kevesebbel nem lehet
célba érni. 52 mezd 9 kor alatt csak kétféleképpen teljesithets: A) 8 hatos és 1
négyes, vagy B) 7 hatos és 2 6t6s dobdssal. Binomidlis eloszlassal kell szamolnunk,

a valdsziniiségeket az a) részben felirtuk:
8 1 7 2
() (L) (@ _ (@) (&
8) \ 26 26 ) B=\7)\ 26 96 |

Az eredmény p4 + pp =~ 0,000 000 000 000 079, ami tobb nagysdgrenddel kevesebb

//////

9. Tortilla eqyik kozmetikumdnak logdja fél kagylohéjra emlékeztet: alulrol a
g(x) = coszx figguény, felilrdl f(x) lefelé nyild, y-tengelyt parabolagérbe darabja
hatdrolja. Mindkét figgvényt a D = [—2,57;2,57] intervallumon értelmezzik. A két
gorbe D végpontjaiban egymdsba simul, mert f és g értékei és érintdi ezekben a
pontokban megegyeznek.

a) Bizonyitsuk be, hogy a parabola hozzdrendelési szabdlya
fl)=——z"+ —. (6 pont)

b) Hatdrozzuk meg a sik feliletre nyomtatott logé teriiletét, ha egqy egység
2 mm-nek felel meg a koordindta-rendszerben. (7 pont)

Tekintsiik a kévetkezd kijelentést:

wLegyen f értelmezve xg valamely I =]xg — §;x0 + [ kérnyezetében (6 > 0). Ha
f fiiggvény I-n xqg elétt negativ, utina pozitiv értékeket vesz fel, akkor xq-ban
zérushelye van.”

c) Igaz-e a kijelentés? (Vilaszunkat indokoljuk is meg.) (3 pont)

Megoldas. a) A feltételek alapjan mindkét fiiggvény paros. Ebbdl adédik, hogy
i) elég egy végpontban vizsgalni az érint6t, i) az f(x) fiiggvény y = ax? + b alakd,

—37 —2m —1m 0 17 2T 3r T
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ahol a <0 <b. A feltételek szerint g érint6je x = 2,5m-ben f-ével megegyezik.
Mivel ugyanazon pontban nézziik az érintét mindkét fiiggvény esetén, ezért ha
a meredekségiik megegyezik, akkor a két egyenes is azonos. Meredeksége

m=g'(2,5b7) = —sin2,5r = —1 = f/(2,57) = 2a(2,57),
innen kifejezve a = 7%' Tovabbé, mivel g(2,57) =0, igy

1
2 =0=——-(2 2 b
F(2,57) = 0= = (25m) +b,

amibél b-re 2 adédik. Valéban, f(z) = — a2 4+ 2T

b) A teriilet minél egyszeriibb meghatirozasiahoz érdemes megfigyelni, hogy a
cosz fiiggvénynek harom ,huplija” (z tengely egyik oldaldra es6 zart, Osszefiig-
g6 alakzata) esik D-n az z-tengely 6lé — ezeket levonjuk — és két ,hupli” esik az
z-tengely ald — ezeket hozzdadjuk — a parabola x tengely feletti teriiletéhez. A fiigg-
vények parossiga miatt elegendo a kovetkezd integralokat felirni a parabola és egy
,hupli” teriiletéhez:

0
3 2
_q. _(2,5m) n 5m(2,5m) ol = 25 ~ 41123
157 4
/2
Th=2- / (cosz)dx =2- [sin:r]g/2 =2[1-0]=2.
0

A kordbban leirtak alapjan a fél kagylé teriilete Ty, =T, — T} ~ 39,123 egység a
koordinata-rendszerben. Tudjuk, hogy 1 hosszegység d. = 2 mm, ezért 1 teriilet-
egység t, =4 mm?. Innen a logd teriilete vizszintes feliileten

T ~ 39,123 -4 = 156,49 mm?.

¢) A kijelentés hamis. Ugyanis nincs a feltételek kozott, hogy a fiiggvény foly-
tonos, akar f(xzg) =3 is lehet. S&t, még xo jobb és bal oldali hatdrértéke sem
biztos, hogy 0, vagy akar csak egyenld, esetleg nem is 1étezik hatarérték. .. Példaul

a feltételeknek megfelel az el6jelfiiggvény egy moédositott valtozata az I =]—1;1]
intervallumon:
1, ha 0 < z;
f(z) =43, ha z = 0;
—1, haz<0.

Trembeczki Csaba
Kaposvar

150 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/3



Matematika C gyakorlatok megoldasa

C. 1837. Mar az okori gorégok is tudtak, hogy a m~ 3,1416 egészen jol kézelithetd

a z ~ 3,1429 torttel. Hany olyan pozitiv egész szamokbdl dllé (a;b) szdmpdr van,
amelyekre 1 <b <100 és az § tizedes tort alakja gy kezdédik, hogy 3,147

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy6r)

1. megoldas. Azokat a 0 < a és 1 < b < 100 egész szdmokat keressiik, amelyekre
3,14 < % <315, vagyis 3,14b<a < 3,15b.

A megoldds sordn megszdmoljuk azokat az egész koordindtaju (a;b) pontokat a
derékszogli koordinatarendszerben, amelyek kielégitik a fenti feltételeket. Ezek a
pontok éppen a P(314;100), az O(0;0) és a Q(315;100) pontok altal meghata-
rozott haromszog belsejében vannak, vagy az OP oldalra illeszkednek (de a maé-
sik két oldalra nem). Mivel a P pont koordindtdinak legnagyobb kozos osztdja
(314;100) = 2, ezért az OP oldalon a végpontokon kiviil csak egyetlen olyan belsé
pont van, amelynek koordindtai egész szdmok: Py (157;50). Nyilvdn a PQ oldalon a
végpontokon kiviil nincs olyan pont, amelynek mindkét koordinataja egész, hiszen
a végpontok elsé koordindtai egymast kovetd egész szamok. A @ pont koordinatéi-
nak legnagyobb ké6zos osztdja (315;100) = 5, ezért az OQ oldalon 4 belsé pont van,
amelynek mindkét koordindtaja egész szam. Most alkalmazzuk a Pick-tételt, amely
egy racssokszog teriiletét adja meg a belsejében és az oldalain taldlhato racspontok
szamabol:

K

ahol B a racssokszog belsejében, K pedig a hataran taldlhaté racspontok szamat

jeloli. Esetiinkben a POQ haromszog teriilete:

(315—314) - 100
2

A haromszog keriiletén 1évé racspontok szaméanak osszege: K =3+1+04+4=38,

igy a bels6 rdcspontok szama:

T= = 50 teriiletegység.

K
B:T—5+1:50—4+1:47.
Ezeken kiviil még a P, pont is megfeleld, igy Osszesen 47 + 1 = 48 darab racspontot
talaltunk, azaz 48 olyan szampar van, amely kielégiti a feladat feltételeit.
2. megoldas. A megoldas soran azokat a 0 <a és 1 < b < 100 egész szamokat
keressiik, amelyekre
(1) 314b < 100a < 315b.

315b-nél kisebb, de 314b-nél nem kisebb szdm pontosan b darab van. Mivel b < 100,
ezért b darab egymast koveto egész szam kozott legfeljebb egy oszthatd 100-zal,
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vagyis lehet egyenl6 100a-val. Azaz barmely b-re legfeljebb egy megfelel6 a 1étezik,
amelyre minden egyenlGtlenségiink igaz. Latjuk, hogy a feladat szévegében is sze-
repl6 b =7 a legkisebb olyan b, amelyhez van megfeleld a, ezért sejthetjiik, hogy a
feladat megoldasaban fontos szerepe lesz.

Ha valamely b-hez van olyan a, amelyre teljestil az (1) egyenlétlenség, akkor
b’ = b+ 7-re is van ilyen o/, hiszen a

(2) 314(b+7) < 100d’ < 315(b+7)

egyenl6tlenségek akkor és csak teljesiilnek, ha teljesiilnek azok is, amelyeket gy
kapunk, hogy minden oldalbdl kivonunk 300(b+ 7)-et, majd még 100-at, akkor azt
kapjuk, hogy

14b —2 < 100a” < 15b4+ 5,

ami nyilvan igaz, hiszen a (2)-nek eleget tevé b+ 7 darab szdm koziil pontosan
egy oszthaté 100-zal. Az el6z6ek alapjan elegendd megvizsgdlni, hogy mely 7-es
maradéktl b-knél hol kezdédik ez a periodikussag.

Legyen b="T7Tk+n. Ekkor 0< k<14 és0<n<6 (n,k€Z).

I. eset, ha n = 1. Ekkor az egyenlStlenség: 14(7k +1) < 100a” < 15(7k +1). Ha
kivonunk 100k-t (igy a” helyett a’-t {rva), akkor 14 — 2k < 100a’ < 15+ 5k. Konnyen
lathatd, hogy 100a’ =0, igy 14 — 2k <0, azaz 7 < k < 14. Azaz ha b T-es osztdsi
maradéka 1, akkor 14 —7+1=28 j6 b van.

II. eset, ha n = 2. Hasonléan eljirva s rendezve az egyenl6tlenséget, akkor
28 — 2k <€ 100a’ < 20 + 5k. Itt is lathatd, hogy 100a’ = 0, kapva: 28 — 2k < 0. In-
nen 14 < k < 14 lenne, de 14 -7+ 2 =100, és b ennél kisebb, tehat nincs ilyen b.

II1. eset, amikor n = 3. Innentdl egészen a hatos esetig k < 13, hiszen b < 100. Az
ismert médszert elvégezve azt kapjuk, hogy —2k + 42 < 100a’ < 45 + 5k. Egyszer(i
belatni, hogy 100a’ = 100, igy 100 < 5k + 45. Innen kapjuk, hogy 12 < k < 13, azaz
2 darab megfelel$ b van itt.

IV. eset, ha n = 4. Ilyenkor —2k + 56 < 100a’ < 60 + 5k, ahonnan 100a’ = 100,
majd igy kapjuk, hogy 100 < 60 + 5k, amit rendezve 9 < k < 13. Avagy itt 5 darab
megfelel6 b talalhato.

V. eset, n=>5. Ez esetben —2k + 70 < 100a’ < 75+ 5k, és 100a’ = 100, azaz
100 < 75 + 5k, amelybdl 6 < k < 13, ezzel kapva, hogy ilyenkor 8 j6 b van.

VI. eset, amikor n = 6. Megkapjuk, hogy —2k + 84 < 100a’ < 90 + 5k, és megint
100a’ = 100. 100 < 90 + 5k, amibdl 3 < k < 13, jelentve, hogy 11 jé b van.

VII. eset, ha n = 0. Trivialis eset, ekkor csak a % tortet bovitjik. 14 megfelel§
b szerepel itt, hiszen ennyi 100-nal kisebb, pozitiv t6bbszordse van a 7-nek.

Mindent egybevetve Osszesen 8 +0+2+5+ 8+ 11+ 14 =48, ami azt jelenti,
hogy ennyi (a;b) szdmpér 1étezik.

Farkas Andrds (Jaszberény, Lehel Vezér Gimn., 11. o.)

Osszesen 42 dolgozat érkezett. 5 pontos 4, 4 pontos 2, 3 pontos 11, 2 pontos 6 dolgozat.
1 pontot 11, 0 pontot 8 versenyzé kapott.
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B. 5413. Legyen az ABC nem szabdlyos haromszog magassagpontja M, stly-
pontja S, beirt korének kozéppontja I. Mutassuk meg, hogy M1S5< > 90°.

(6 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Séndorfalva)

Matematika feladatok megoldasa

1. megoldas. Legyen O a ko-
rilirt kor koézéppontja, R a ko-
rilirt kor sugara, r a beirt kor
sugara és F az ABC harom-
sz6g Feuerbach-korének kozép-
pontja (1. dbra). Mivel ABC nem
egyenld oldali haromszog, M, I,
S, O és F mind kiilénb6z6 pon-
tok.

Kozismert, hogy M, F, S és
O az Euler-egyenesen helyezked-
nek el, tovibba F' az OM szakasz

felez6pontja, és m = 25%. Ez alapjan: 1. dbra

Dl—oF-10 & 13-li+li

Ebbél adédéan
IM IS = é(ﬂ?—@)@ﬁﬁ@) - é(uF? —10?).

Mivel a Feuerbach-kort a beirt kor beliilrol érinti a T' Feuerbach-pontban, ezért
IF=TF—TI=R/2—r, hiszen a Feuerbach-kér sugara R/2. Tovibba az Euler-
formula szerint 10? = R? — 2Rr, igy:

ﬁ-ﬁzi(zl-W—(R?—er)) =

1 1 2
= 5(32 —4Rr +4r* — R+ 2Rr) = gr(—2R+4r) = —gr(R —2r) <0,
ahol az utolsé egyenlOtlenség kovetkezik a sugaregyenlGtlenségbdl, ami szerint R >
> 2r nem egyenl6 oldalt haromszogek esetén.

Ezért IM -1S-cos(MIS<) <0, tehdt cos(MI1S<) <0, ami azt jelenti, hogy
MIS< > 90°. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Diaconescu Tashi (Kolozsvar, Spark Generation, 11. évf.)
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1. megjegyzés. Az O-t vonatkoztasi pontnak valasztva, az O—z>4, O? és O? vekto-
rokkal, valamint a haromszog oldalainak hosszaval OS, OM és 5? vektorok mind-
egyike kifejezheto. Ezutan a megolddshoz hasonléan felirhato m : I? skalarszorzat,
amir6l tobb kiilonbo6z (dltaldban hosszadalmas) szdmoldssal megmutathat6, hogy
negativ. Az allitds megjelent A. P. Guinand: Triangles from centres out, JCMN 30,
pp. 3127-32 cikkében, ott a szerz6 ezt az utat kovette, trigonometrikus Osszefliggé-
seket hasznalva.

2. megoldas. Haszndljuk a ha-
romszogre a szokasos jeloléseket,
és eloszor tegyiik fel, hogy a ha-
romszog nem egyenld szard. Be-
latjuk, hogy M és S pontokat a
haromszognek pontosan a hegyes
szogekhez tartozo belsé szogfele-
z6i valasztjék el (2. dbra). Tekint-
siik az A hegyesszogli csucsbdl
indul6 sulyvonalat, szogfelezijét
és magassagat, ezek talppontjai a

C szemkozti oldalon legyenek rend-

re Ky, Fa és Ty. Tudjuk, hogy

2. dbra ekkor S az AK 4 szakaszon, mig

M az AT, szakaszon van. Feltehet8, hogy b > ¢ (és igy 8 > ), ekkor a szogfelezd-

tétel miatt CK4 < CFy, valamint CATs< > CAF << = «/2 miatt CFy < CTa,

azaz a talppontok T4, F4, K4 sorrendben helyezkednek el a BC' egyenesen. Ebbél

adddik, hogy a szogfelezd az AT és AK 4 nyilt szakaszokat elvdlasztja, kovetke-
zésképpen az S és M pontokat is, ahogyan allitottuk.

o

A FA KA

Ha A-nél derékszog van, akkor
A= M, és a magassagpont illesz-
kedik a szogfelezdre.

Végiil ha A-nal tompaszog van
(3. dbra), akkor minden érvényes
marad, de M nem az AT, sza-
kaszra esik, hanem annak A-n tu-
li meghosszabbitasara, ezért M
és S a szogfelez6 egyazon oldalan
fekszik.

3. dbra Foglalkozzunk el6szor azzal az
esettel, amikor ABC hiromszog hegyesszogli (4. dbra). A harom szogfelez6 I-ben
metszi egymast, és a sikot hat szogtartomanyra osztjak az abra szerint. Egyszerti
sz0gszamolasbdl kapjuk, hogy a szogtartoményok méretei («+ 3)/2, (B+7)/2,
illetve (v + «)/2, kovetkezésképpen mindegyik hegyesszogli tartomédny. A fentiek
miatt S és M szitkségképpen két dtellenes (I-re szimmetrikus) szogtartomany
belsejébe esik, és mivel ezek hegyesszogliek, igy STM < tompaszog.
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4. dbra

Most tegyiik fel, hogy A-nal derék- vagy tompaszog van, valamint az altala-
nossdg megszoritasa nélkiil, hogy b > ¢ (5. dbra). A kompaktabb indoklas kedvéért
illessziink egy koordinata-rendszert az abrankra gy, hogy az origé T4 pont legyen,
C az x-tengely, M pedig az y-tengely pozitiv felére essen. Jeloljiik a koordindtakat
a szokésos médon: M (zar,ynr), I(xr1,y1), és S(xs,ys). Vegyiik észre, hogy a fentiek
miatt S benne van az F4CI haromszogben, M pedig legalabb olyan tavol van BC
oldaltél, mint A, {gy yas > yr > ys. Szintén az S € Ty CIA tartalmazisbol és b > ¢
feltételbdl kovetkezik, hogy xp < x5 < xg. Eszerint IM vektor a masodik sikne-
gyedbe esik, mig 1.5 vektor a negyedikbe. Kaptuk ismét, hogy M IS< tompaszog.

5. dbra

Végiil hatravan az egyenlo szara eset. Ilyenkor M, I és S pontok mind illesz-
kednek a szimmetriatengelyre, mégpedig a megoldas elején leirtak miatt M, I, S
sorrendben, igy ekkor MI1S< = 180°.

Minden esetet megvizsgaltunk, ezzel a bizonyitas teljes.
Molndr Istvin Addm (Miskolc, Féldes F. Gimn., 12 évf.) és
Ali Richdrd (Godolls, Torok Igndc Gimn., 11. évif.) dolgozata alapjdn

2. megjegyzés. A bizonyitas lényegében azon alapszik, hogy a stlyvonal, a szogfe-
lez6 és a magassagvonal mindig ilyen sorrendben kévetkeznek. De a teljes megoldas
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koriiltekintd diszkusszidt kovetel, a legtobb versenyzo leirasaban is kisebb-nagyobb
hianyossag maradt.

3. megoldas. Ez az indoklas az elsé megoldéds egy varidnsa, de kiilon kiemelésre
érdemes. El6szor felelevenitiink egy jol ismert allitast. Legyenek X és Y kiilonboz6
pontok, valamint A > 1 valds. Vilagos, hogy az XY egyenesen pontosan kett6 olyan
P pont van, amire PX = \- PY, jelolje ezeket P; és Ps.

Tétel. Azon P pontok mértani helye a sikon, amelyekre PX = \- PY teljesiil,
éppen a Py Py szakasz Thalész-kore (6. dbra).

X PP wpé Py

6. dbra

A fenti tétel jol ismert, a mértani helyet az XY szakasz \ ardnya Apolloniusz-
korének nevezziik. Ha X > A, akkor a \'-hoz tartoz6 Pj és Pj pontok mindegyike a
Py P, szakasz belsejébe esik, ezért a \'-hoz tartozd Apolléniusz-kor a A-hoz tartozd
Apolloniusz-kor belsejében van. Ebbdl addodik a kovetkezo allitas.

Allitas. Azon P pontok mértani helye a sikon, amelyekre PX > A- PY teljesiil,
éppen a P P, szakasz Thalész-korének belseje.

Ratériink a feladat megoldédsara. A jeloléseket megtartva felhasznaljuk az elsd
megoldas néhdny eredményét. A feladat dllitasa ekvivalens azzal, hogy I az M S
szakasz Thalész-korének belsejébe esik. Vegyiik észre, hogy az elsé megolddsban
leirtak miatt M S Thalész-kore éppen az OF szakasz A = 2 ardnyu Apolloniusz-kore.
Igy az elérebocsajtott allitasunk szerint elég lenne megmutatni, hogy 10 > 21 F. Ezt
négyzetre emelve és rendezve a vele ekvivalens 41F? — IO? < 0 egyenlétlenséghez
jutunk, amit leggyorsabban az elsé megoldasban leirt médon igazolhatunk a beirt
és koritlirt korok sugaraival szdmolva. Ezzel az allitast belattuk.

Prohdszka Bulcst (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., 11. évf.)

3. megjegyzés. Prohaszka Bulcst megjegyzi, hogy M 1S szdg akkor keriil kozel
90°-hoz, ha ABC héaromszogben van 180°-hoz kozeli szog. Ha ABC haromszog
majdnem szabdlyos, akkor M IS kozel van az egyenesszoghoz.

A feladatra Osszesen 28 versenyz6 és 1 csapat kiildott megoldast. 6 pontos Ali Richard,
Bencze Matyés, Bui Thuy-Trang Nikolett, Diaconescu Tashi, Holl6 Martin, Kovacs Be-
nedek Noel, Prohédszka Bulest, Sha Jingyuan és Virdg Léndrd Déniel; 5 pontos Aravin
Peter, Molnér Lili, Varga 511 Vivien és Zhai Yu Fan dolgozata. 4 pontos 5 megoldas, 3
pontot kapott 2 versenyzé. 2 pontos 3, 1 pontos 1, 0 pontos 4 tanulé dolgozata, 1 dolgozat
nem értékelhetd.
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A K pontversenyben kittizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(849-853.) | 3

K. 849. Legaldabb hany gyufat kell elvenni ahhoz, hogy az abrdn semmilyen
méretli négyzet ne maradjon?

K. 850. A tanar felirt a tablara egy kétjegyii pozitiv primszamot és egy 0-t6l
kiillonbo6zé szamjegyet. Sanyi, Kati és Joli egy-egy haromjegyli szamot hozott 1étre
a felirt szdmokbdl. Sanyi a felirt kétjegyli primszam végére irta a megadott szam-
jegyet, Kati a kétjegy(i prim két szamjegye kozé, Joli pedig a primszam elejére. Igy
Sanyi haromjegy(i szama 45-tel tobb lett, mint Katié, és 225-tel tobb, mint Jolié.
Melyik primszamot, és melyik szdamjegyet irta fel a tandr a tablara?

K. 851. Daraboljuk fel az abran lathatd 6t egybevagd négyzetbdl allé alakzatot
hérom részre két vagdssal gy, hogy ha a darabokat megfeleléen Osszeillesztjiik,
akkor egy olyan téglalapot kapjunk, amelynek az egyik oldala kétszer olyan hosszi,
mint a masik.

K. 852. Harom szomszédos pozitiv primszam négyzetdsszege olyan szam, amely-
ben a szamjegyek Gsszege 11. Melyik lehet ez a harom primszam?
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K. 853. Egy szabalyos hatszog alapu egyenes hasab alaplapjanak élhossza a, ma-
gassaga b. Tekintsiik az Osszes alap- és oldallap minden atléja hosszainak 6sszegét.
Milyen a: b ardny esetén lesz ez az dsszeg 12(av/3+ 3b)?

Javasolta: Roka Bdlint, Budapest

*

Bekiildési hatarid6: 2025. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

B A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
J (852-853., 1848-1852.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 852. A szovegét ldsd a K feladatoknal.
K/C. 853. A szévegét ldsd a K feladatoknal.
Feladatok mindenkinek

C. 1848. Az a,, szamsorozatot a kovetkezdképpen definidljuk: aq = 1; as = 2, és
minden n pozitiv egész szamra

2 2
On42 = Op + 0y g

Mi az utols6 szamjegye a sorozat 2025. tagjanak?

ausztral versenyfeladat

C. 1849. Az ABCD konvex négyszog AB oldalanak negyedelépontjai az A
ponttdl a B felé haladva rendre Nj, Na, N3, a DC oldal negyedel6pontjai a D
ponttoél a C felé haladva rendre My, My, Ms3.

Hosszabbitsuk meg az AB oldalt a B ponton til az AB oldal hosszdnak negyed-
részével, igy kapjuk az N4 pontot. Hasonloképpen hosszabbitsuk meg a DC' oldalt
a C ponton til a DC oldal hosszanak negyedrészével, igy az M, pontot kapjuk.

Hatérozzuk meg az ABCD négyszog teriiletét, ha tudjuk, hogy az AN1M;D,
illetve BNy4M4C négyszogek teriilete 8, illetve 10 teriiletegység.

Biro Balint, Eger

2

C. 1850. Mutassuk meg, hogy ha az a, b, ¢ pozitiv szdmokra abc® = 2—2 =16
teljestl, akkor a + 4b > 16.

Javasolta: Czett Mdtyds, Budapest
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Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1851. Egy haromszog C csticsabdl induld bels6 szogfelezo az AB oldalt a D
pontban metszi. Mekkordk a haromszog oldalai, ha AD =15, DB =20 és CD =

Javasolta: Németh Ldszlé, Fonyod

C. 1852. Oldjuk meg a valds szamharmasok halmazan az

logs (22 + x) = logs(12 — y)
log; (22 +y) = logs(12 — 2)
logs (22 + z) =logs(12 — x)

egyenletrendszert.

Javasolta: Bencze Mihdly, Brassé

*

Bekiildési hatarid6: 2025. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A B pontversenyben kittizott feladatok
(5446-5453.)

B. 5446. Mekkora lehet ¢, ha egybevagdsag erejéig pontosan haromféle harom-
sz0g létezik, amelynek egyik oldala egységnyi, egy masik oldala ¢ hossz, és vala-
melyik szoge 60 fokos?

(3 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)

B. 5447. Az z, y, z pozitiv valds szamok Gsszege 2025. Hatarozzuk meg
2? +y?+ 22 +20x+ 2y + 52

lehetséges legkisebb értékét.
(8 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budakaldsz)

B. 5448. Van két egybevago, szabalyos n-szog alapu gulank. Mindkét gila ol-
dallapjaira felirjuk véletlenszerti sorrendben az 1, 2, ..., n szamokat. Milyen n-ek
esetén lehetlink biztosak benne, hogy a két gulat dssze tudjuk gy ragasztani az
alaplapjuk mentén, hogy a kapott 2n-lapi kettés gula legalabb két élére teljesiil,
hogy mindkét oldaldn ugyanaz a szam all?

(4 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budakaldsz)
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B. 5449. Adjuk meg azon (a,b) pozitiv egész szdmparokat, amelyekre teljesiil,
hogy a% = 2b% — 1.

(4 pont) Javasolta: Firedi Erik (Budapest)

B. 5450. Nevezziik az n pozitiv egész szam blokk-osztojinak az olyan d pozitiv
egész szdmot, amelyre teljesiil, hogy d < n, valamint d és 5 relativ prim egészek.
Jelolje B(n) az n szdm blokk-oszt6inak 6sszegét. Adjuk meg az Osszes olyan pozitiv
egész szamot, amelynek nincs négy kiillonboz6 primosztdja, és B(n) = 2n.

(5 pont) Javasolta: Csizmazia Norbert (Harkdny)

B. 5451. Az ABCD konvex négyszogben BAC'<t=2CAD<, ADB<=2DBA<
és CBD< = 30°. Mekkora lehet a DC'A<?

(5 pont) Kovdcs Béla (Szatmarnémeti) 6tletébol

B. 5452. Az F fokuszpontu paraboldn kijeloltik a Py, P», ..., P, pontokat
(n > 3) tgy, hogy

360°
PFP,q=P,FPyq=...= P,FP <= .

Bizonyitsuk be, hogy az F P, ..., FP, tavolsigok harmonikus kdzepe a parabola
paraméterével egyenlo.

(6 pont) Javasolta: Holld Gdbor (Budapest)

B. 5453. Egy konvex polidéder lapjai az ABCD, ABFE, BCGF, CDHG,
ADHE és EFGH négyszogek az dbra szerint. Az A, illetve a G csticsbdl induld
élek paronként merolegesek egymasra. Igazoljuk, hogy

G

[ABCD)? + [ABFE)*> + [ADHE)? = [BCGF)* + [CDHG)? 4+ [EFGH]>.

([XYZW] az XY ZW négyszog teriiletét jeloli.)
(6 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)
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A. 902. Az ABC héromszog belsejében 1évé D pont olyan, hogy a BC'D harom-
sz0g szabdlyos. Legyen E a D pont izogonélis konjugaltja. Jelolje P azt a pontot
az AB félegyenesen, amelyre |AP|=|BE|. Hasonlban, jelolje Q azt a pontot az
AC félegyenesen, amelyre |AQ| = |CE|. Mutassuk meg, hogy az AD egyenes felezi
a PQ szakaszt.

Az A pontversenyben kitiizott nehezebb feladatok
(902-904.)

Javasolta: Bdn-Szabé Aron (Budapest)

A. 903. Legyen

a=1-—
S T
2&2 -

2&3—f

irraciondlis szdm, ahol az aq, a9, ... egylitthatok pozitiv egészek, és koziiliik végtelen
sok nagyobb 1-nél. Bizonyitsuk be, hogy barmely pozitiv egész N-re az [a], [2a],
..+, [Na] szdmok kozott legalabb annyi paros van, mint paratlan.
|x] az x szdm alsé egész részét jeldli.

Javasolta: Kds Géza (Budapest)

A. 904. Legyen n pozitiv egész szam. Egy 2n oldali szabélyos sokszog egyik cst-
csaban il Luca, a lusta bolha. Luca minden ugrasa soran kivalasztja a sokszognek
valamelyik szimmetriatengelyét, majd annak atugrik a tuloldalara tgy, hogy tiikro-
7i magat arra a tengelyre. Jelolje P(n) azt, hogy hény kiilonb6z8 médon tud Luca
2n egymas utani ugrast végrehajtani agy, hogy utja végén visszatérjen kezdeti hely-
zetébe és kozben ne tikrozze magdt ugyanarra a tengelyre kétszer. (Eléfordulhat,
hogy Luca helyben ugrik egyet, ez is ugrdsnak mindésiil.)

a) Hatdrozzuk meg P(n) értékét, ha n péaratlan.

b) Igazoljuk, hogy ha n péros, akkor
n 2d
P(n)=(n-1)!-n!- Z (gp(d) . (d))’
d|n,deN

ahol ¢(k) a k-nél kisebb, k-hoz relativ prim pozitiv egészek szdmét jeloli.
Javasolta: Csikvdri Péter és Nagy Kartal (Budapest)
ES

Bekiildési hatarid6: 2025. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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‘ Informatikabol kitiizott feladatok

(655-658.)

1. 655. 1-t61 kezdve N-ig egyesével felirjuk az egész szdmokat egyméas mellé, majd
DB alkalommal végrehajtjuk a sorozaton az alabbi miiveletet, amelyet az E, V, C
szamharmas ad meg. A miivelet harom fazisa a kévetkezo:

o asorozat E-t6] V sorszdmig terjedd szamait (a hatdrokat is beleértve) kivagjuk
a sorozatbdl — a sorozat ezen részén iires helyek maradnak;

e a kivagott részt a sorozat C sorszamot kovetd részétdl beillesztjiik, és a
(C+ 1)-edik és utdna jovd elemeket hatrabb toljuk;

e az elso fazisban tiresen maradt helyeket feltoltjiik gy, hogy a sorozat tovabbi
szamait elére toljuk. A sorozat igy ismét N helyet foglal.

Példaul: az 1 2 3 4 5 6 sorozat a 2 3 5 mivelet hatdsara az 1 4 5 2 3 6 sorozatta
alakul, majd ezt kévetéen a 3 5 1 miivelet hatdsara az 1 5 2 3 4 6 sorozat adodik.

Készitsiink programot 655 néven, amely megadja, hogy a sorozat elsé DB szamu
tagja hova keriilt a miiveletek elvégzése utan, valamint az elsé DB helyre mely
szamok keriiltek.

A program standard bemenetének elsé sordban a sorozat legnagyobb értéke, N
(1 <N <1000) és a miiveletek DB (1 < DB < 100) szdma taldlhatd. A kévetkez& DB
sorban a miiveleteket megad6 E, V és C (LK E VN, 0SC<E vagy V< C<XN)
szamok szerepelnek egy-egy szokozzel elvilasztva. Ha C = 0, akkor a mozgatott
szakasz az els6 szam elé keriil.

A programmal a standard kimenetre irjunk ki két sort. Az els6 sorba azokat a
sorszamokat, amelyek megadjak, hogy a sorozat els6 DB tagja melyik poziciéba
keriilt a miveletek elvégzése utdn, majd a mésodik sorba azokat a szamokat,
amelyek az els6 DB sorszamu helyre keriiltek.

Példa:
Bemenet Kimenet
50 4 4 14 15 4
2 8 11 23 24 1 4
7 10 1
22 26 5
168

Magyarazat: a sorozat elsé 30 szama az egyes miveletek utan

1|2 3 4 5 6 7 8|9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
1 9101112 3 4 5 6 7 8 121314151617181920212223242526272829

2324 1 4 5 6 7222526910112 3 8 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 27 28 29
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Bekiildendé egy tomoritett ¢655. zip allomanyban a program forraskédja és rovid
dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejlesztéi kérnye-
zetben fordithaté.

(10 pont)

1. 656. Néhany specialis egész egylitthatés polinom- vagy polinomszerii fiiggvény
(hagyoméanyos polinom tagok és abszolit értékes kifejezések keveréke) képes arra,
hogy meglehetosen sok x természetes szam helyen a fliggvény értéke prim legyen.
Most egy specidlis fiiggvényhalmazt vizsgdlunk. Ezek az £(x) = x? — x + k alaktak,
ahol legyen k < 400 természetes szam.

1. Nyissunk meg egy iires tablazatkezel6 munkafiizetet. Készitsiik el az alapada-

tok beviteli teriiletét (1 <k <399 és 0 < x < 399) és az eredmény kijelzbjét
a minta szerint.

A B C D E F G H I J K L j.’
1 Kx+k| kK 7 3‘ 5 ?‘ 9‘ 11‘ 13‘ 15‘ 1?‘ 19!;
2 X 1(x) 4
3 0 1 3 5 7 of 11] 18] 18] 17 9]k
4 1 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19/}
5 2 3 5 7| 9 11 13 15 17 19 21}
6 3 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25/
7 4 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31}
8 L2 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39«
9w 8l |31 38 .. 8, 371 3o 4 43 45, 47l 49t

2. A munkalap neve legyen adatok.

A cellak igazitasa, szegélyezése és kitoltészine kovesse a mintat.

4. Szamitsuk ki a C3:GT402 tartomanyban az adott figgvény adott x-hez tar-
tozo6 helyettesitési értékét.

5. Hozzunk létre primek néven egy 1ij munkalapot. T6ltsiik be erre a munkalapra
az Al cellatdl kezdve az UTF8 kddolast primek160000-ig.txt tartalmat.

6. Hozzuk létre az eredmények munkalapot és ezen a minta szerinti tablazatot.

@

A B C 5] E F G H 1 ) K L i
il ;
2 Atizletobb primet generalo k erték i
3| [ = S 5 | 8 | 7 8 | 9 10 b
4| B | | | | | b
; @
6 | Az altaluk generalt primel szama !
7 ‘ 1 2 3 4 | s 6 T | 8 9 10 !
8| db ]
5| i
10 Ez az altaluk generalt fOggvenyertekek szézalekaban ‘;
11 [ s 3 | a4 5 | 8 | 7 - 10 G
12 % | | | | | | 3
13 i
14 AD-tél folyamatosan a legtobb primet add dobogds k értiiékek és a primel szdma il 2 3 ‘:‘
15 i k ¢
16 aprimek szima i
17

TR i i i <l o R e e R
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7. A celldk igazitdsa, egyesitése, szegélyezése és kitoltOszine itt is kévesse a
mintat.
8. Toltstik ki a tabldzatot a megfelel§ adatokkal. A szazalékértékek két tizedes-
jeggyel jelenjenek meg.
9. A dokumentaciéban irjunk vilaszt arra, hogy miért csak paratlan k értékekkel
prébalkozunk.
10. A munkafiizetet mentsiik primgener néven.

Segédszamitasokat csak az adatok munkalapon a GU oszloptdl kezdve, illetve
a 403. sortol kezdve végezhetiink. A megoldasban sajat fiiggvény vagy makré nem
hasznalhaté.

Bekiildend6 egy tomoritett i656.zip dllomanyban a tablazatkezelé munkafiizet,
illetve egy rovid dokumentacio, amelyben részletesen szerepel a 9. feladatra adott
valasz és a megoldaskor alkalmazott tablazatkezel6 neve, verziészama.

Letolthetd allomany: primek160000-ig.txt
(10 pont)

I. 657. Legyen a sik négy, kiilonb6z6 a-koordindtaju pontja P(pg;py), Q(dz;4y),
R(ry;ry) és S(sz;sy). Szamitsuk ki a négy pont koziil az els6 kettdn, az els6 harmon,
illetve a négy ponton atmend legfeljebb elsé-, masod-, illetve harmadfokd polinom
egyitthatoit.

1. Nyissunk meg egy iires tabldzatkezel6 munkafiizetet. Készitsiik el az alapada-

tok beviteli teriiletét és az eredmény kijelz6jét a minta szerint.

| A B C | b |3
1 |Pontok: X y f,
2 P P(; i
3 Q Qi) ¢
4 | R| R(;) i
5 S| TH I |
6 !
7 |Polinomok: g
8 az elsé két ponton atmend: |:| ¢
9|
10 az elsé harom ponton atmend: |:| )
11 i
12 |a négy ponton atmené: { ‘ ‘;
13| E

B e 7 . e -
Y Caly o b - A i

2. A munkalap betiitipusa Arial legyen, a betliméret 11 pont.

A cellak igazitasa, szegélyezése, kitoltOszine kovesse a mintat.

4. A D2:D5 tartoményban a pontok koordinatainak begépelése utan jelenjenek
meg a koordinaték is, ahogy az a tovabbi mintakon latszik.

w
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5. Ha mind a nyolc cella a feltételeknek megfelel6 szamadatot tartalmaz, kez-
dédhet a polinomok generalédsa.

(a) A C8 celldban megjelend polinomnak akkor kell helyesnek lennie, ha a
B2:C3 tartoméany mind a négy cellaja tartalmaz a feltételeknek megfeleld
értéket.

(b) A C10 celldban megjelend polinomnak akkor kell helyesnek lennie, ha a
B2:C4 tartomany mind a hat celldja tartalmaz a feltételeknek megfelelé
értéket.

(¢) A C12 celldban megjelend polinomnak akkor kell helyesnek lennie, ha a
B2:C5 tartoméany mind a nyolc celldja tartalmaz a feltételeknek megfe-
lel6 értéket.

_ A B C D E¢

1 |Pontok: X y ;

z 8 0 4 P(0:4) :

= Q 1 2 Q(1;2) :
4| R 2 6 R(2:6) )

5 s 3 22 $(3;22) $

6 | Q

7 |Polinomok: }

8 az elsd két ponton atmend: i

9 | {

10 az els6 harom ponton atmené: §

11 b

12 a négy ponton atmené: {

13 ;.‘

B I T P P S s S WP L SRR S

6. Persze a pontok specialis elhelyezkedése miatt kijohet olyan eredmény, hogy
nincs els6fokt, masodfoki, esetleg harmadfokt polinom sem.

_ A _ B ¢ D P
1 Pontok: X y ;
2 P -2 2 P(-2;2) ¢
3 Q 0 2 Q0;2) ¢
4 R 3 2 R(3;2) H
5 S 7 2 S(7:2) ;-,
6 {
7 Polinomok: ¢
8 az elso két ponton atmend: 2 j
9 3
10 az elsé harom ponton atmené: E i
11 j,f
12 a négy ponton atmend: |:| §
13 5
ST SN TERR R T PO SIR e e RPN S S S Y LW

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/3 165



_ A B C D E
1 |Pontok: X y
20 P 3 12 P(3;12)
3 Q 1 8 Q(1;8)
4 | R -2 2 R(-2;2)
5 S -5 -4 S(-5;-4)
6

7 Polinomok:

8 |az elsd két ponton dtmend:

9

10 az elsd harom ponton atmend:
11

12 |a négy ponton atmeno: 2x+6

13

b R UG U SRR DRGNP O G S e s ey

L B B B e s AP e B N i, e e g o B, g

7. A polinomok kovessék a hagyomanyos matematikai leirds szabdlyait. Nem
szabdlyos leirdsa a polinomoknak példaul: —1x2 + 47, vagy +0x3 +1x+0,
vagy 0x2 + —1.

8. Segitségiil még annyit, hogy

(a) egy m-edfoku polinomnak maximum n zérushelye van, tovibba
(b) torzstényezds felbontds nem csak a masodfoki polinomoknél 1étezik.

Segédszamitasokat a 14. sortdl kezdve végezhetiink. A megoldasban sajat fiige-
vény vagy makré nem hasznélhatoé.

Bekiildendd egy tomoritett i657.zip alloményban a tablazatkezel6 munkafiizet,
illetve egy révid dokumentacid, amelyben részletesen szerepel a megoldasi mddszer,
a megoldaskor alkalmazott tablazatkezel6 neve, verziészama.

(10 pont)

I. 658. A 2024/25-0s eurdpai futball idény leghiresebb ligdinak eredményeit
dolgozzuk fel a feladatban. Az adatbéazis csak azokat a jatékosokat tartalmazza,
akik legaldbb 15 mérkozést jatszottak.

Tablak:

liga (kod, nev, orszag)

kod A liga azonositéja (szdm), elsddleges kulcs
nev A liga neve (széveg)
orszag A liga orszdga (szoveg)

poszt (kod, leiras)
kod A poszt azonositéja (szdm), els6dleges kules

leiras A poszt vagy posztok leirdsa (szoveg), példaul kozéppalyds — védd
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Jjatekos (azon, nev, nemzet, posztkod, ligakod, szul, meccs, gol, golpassz, kulcspassz,
sarga, piros)

azon A jatékos azonositdja (szdm), elsédleges kulcs
nev A jatékos neve (széveg)
nemzet A jatékos nemzetisége (szoveg)

posztkod A jatékos posztjdnak azonositdja (szam), idegen kulcs a poszt tdblé-
ban

ligakod A jatékos ligdjanak azonositdja (szdm), idegen kulcs a liga tdbldban

szul A jatékos sziiletési éve (szam)
meccs A jatékos altal jatszott meccsek szdma az idényben (szam)
gol A jatékos szerzett gdljainak szdma (szam)

golpassz A jatékos altal adott gélpasszok szama (szdm)

kulespassz A jatékos dltal adott kulesfontossagi ataddsok szdma (szam)

sarga A jatékos altal kapott sarga lapok szdma (szédm)
piTos A jatékos altal kapott piros lapok szdma (szdm)
n O focistak poszt n 'D. focistak jatekos . n O focistak liga .
2 kod : int(11) | 2 azon :int(11) 4 kod : int(11)
& poszt : varchar(30) ¢ Jatekos : varchar(30) i liga : varchar(20)
1 nemzet : char(3) 5 orszag : char(3)

# posztk : int(11)

# ligak : int(11)

# szul : smallint(6)

# mecces : tinyint(4)

# gol : smallint(6)

# golpassz : smallint(6)

# kulcspassz : smallint(6)
# sarga : tinyint(4)

# piros : tinyint(4)

Az adatbézist és a tabldkat létrehozé, és az adatokat a tablaba beszurd SQL-
parancsokat a focistak_forras.sql allomany tartalmazza. Futtassa le a parancs-
fajlt és a tovabbiakban a létrehozott adatbazisban dolgozzon. Oldja meg az alabbi
feladatokat, és a megoldasokat adé SQL parancsokat a focistak.sql nevi szoveges
allomanyba mentse el.
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. Lekérdezés segitségével irassuk ki a magyar nemzetiségi focistak nevét, vala-

mint a ligdk megnevezését, ahol jatszanak. (1magyar)

Adjuk meg, hogy hany kapus jatszik az adatbazisban szerepl6 olasz ligdban.
(2kapus)

Adjuk meg az els6 25 leggdlerdsebb jatékost a Bundesligiban. A lekérdezés
listazza ki a neviiket, életkorukat 2025-ben, valamint azt, hogy hany gélt
rugtak. (3golerosek)

Irassuk ki azokat a francia ligdban jatszo, francia nemzetiségli focistakat,
akik tobb gélpasszt adtak, mint ahany sajat golt 16ttek. A lista tartalmazza
a neviket, a posztot vagy posztokat, valamint a sajat 16tt gélok és az atadasok
szaméat. (4franciapassz)

Készitsiink lekérdezést, amely meghatarozza, hogy melyik ligdban mennyi az
egy védbjatékosra jutd sarga lapok atlagos szdma. Az eredményt az Osszes
védd poszton is jatsz6 focista adatai alapjén adjuk meg. (5vedosarga)

Meglehetdsen ritka, hogy egy csatart piros lappal kidllitanak, mert stlyos
szabalytalansagot vét. Adjuk meg, hogy hany ilyen eset tortént, illetve hany
csatar poszton is jatszé jatékost érintett ez az egyes ligakban. A lekérdezés
tartalmazza a ligdk nevét, a piros lapok és az azt kapd jatékosok szamat.
(6piros)

Vannak jatékosok, akik kulcsfontossagi ataddsokkal, de még nem gélpasszal
teszik eredményessé csapatukat. Adjuk meg azokat a ,,véd6” vagy ,k6zéppé-
lyds — véd6” poszton jatszo focistakat az angol ligdban, akiknek legalabb 5
ilyen atadésa volt. A lista tartalmazza a jatékosok nevét dbécésorrendben.
(7kulcs5)

Bekiildend6 egy tomoritett i657.zip allomanyban a focistak.sql széveges allo-
many, amely tartalmazza a feladatok megoldasat adé SQL parancsokat.

Az adatok forrdsa: https://www.kaggle.com/datasets/hubertsidorowicz/football-
players-stats-2024-2025/data

(10 pont)
2
Bekiildési hatarid6: 2025. aprilis 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
ok
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M. 436. Vizsgdljuk egy pingponglabda pattogdsait hangfeldolgozé program vagy
telefonos alkalmazds segitségével legaldbb hdrom kilonbozd szildrd felileten (fa,
tiveg, jardlap stb.). Mérjik meg a pattogdsokra jellemzd iitkozési szdmot!

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy

Mérési feladatok megoldasa

I. megoldas. Az ejtés kezdémagassaganak meghatéaro-
zésa érdekében elkészitettem az 1. dbrdan lathatd elren-
dezést: LEGO-bdl épitettem egy tartéfalat, majd ahhoz
csipeszekkel hozzaerdsitettem a képen lathatd derékszog-
mérot és a derékszogll vonalzét. Ezen felépités segitségé-
vel egy meghatarozott magassaghol leejtettem a ping-
ponglabdat és a pattandsok hangjat okostelefonnal rog-
zitettem. A hangfijlokat szamitogépen Audacity alkal-
mazasban megnyitottam, amely abrazolta a hangerét az
id6 fuggvényében. Amint a 2. dbrdn lathatd, lepattands-
kor a hangeré hirtelen megnd, igy leolvashatd az egyes
lepattandsok idépontja.

Két ilyen egymast kdvetd idépont kiillonbsége megad-
ja a két lepattanas kozotti fiiggéleges hajitas ¢ idejét. Két
itkozés kozott a labda mozgasa ¢ hajitasi ideji fliggole-
ges hajitassal modellezhetd, melynek kezdd- és becsapé-
dasi sebessége:

t
1 = g—
(1) v 92a

ahol g a nehézségi gyorsulas. Egy lepattandshoz tartozo k itk6zési szam az titkozést
koveté hajitds kiinduldsi sebességének (vq) és az litkozést megel6z6 becsapdddsi
sebesség (v1) hanyadosa. Jeloljik az {itkozést megel6z8 hajitds idejét ¢1-gyel, az
iitkozést kovetét pedig to-vel, igy az (1) egyenlet behelyettesitésével az titkozési

e e B A S8 A dadadiiioc

2. dbra
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szamra a kovetkezd egyenletet kapjuk:

(2)

U1

V2

k=

[Ny

g

=

g

ol

A mérés soran harom kiilonbozd kornyezetet vizsgaltam: fa jardlap, kGcsempe és
iiveglap. Minden feliilet esetén tobb kiilonb6zé meghatarozott kezdémagassaghdl
ejtettem le a pingponglabdét. A hangfelvételeket elemezve meghatiroztam az egy-
mast kovetd titkozések kozotti hajitasi idoket.

Eloszor a fa jardlap feliiletét vizs-
galtam, a pingponglabdat h =80 cm
magassaghbdl inditottam. Az 1. tdbld-

s | 9o T [
1 938

2 1598 660

3 2145 547 0,829
4 2610 465 0,850
5 3010 400 0,860
6 3359 349 0,873

zat masodik oszlopa az elsé hat itko-
zés idépontjat tartalmazza a hangfelvé-
tel kezdetéhez viszonyitva. A harmadik
oszlopban a szomszédos idépontok kii-
16nbségébdl szamitott hajitasi idok ta-
lalhatok. A negyedik oszlopban pedig a
(2) egyenlet alapjan a szomszédos haji-

1. tablazat
itkozési szamok talalhatéak meg. A hangfelvételt mindaddig elemeztem, amig az
itkozések még elkiilonithet6ek voltak egymastél, a kapott k ttkozési szamokat a
3. dbrdn az itkozés n sorszaméanak fiiggvényében abrazoltam.

k
1,00

0,95

090 555 %e%e o ¢*°
¢

0,850
0,80
0,75 1

0,70 +

0,65

tasi id6k hanyadosaként meghatarozott

O OO0 0000

0

10

20 30 40
8. dbra

Az abrdrel leolvashatd, hogy kezdetben az titkozési szam névekszik, ezt kévetGen
allandosul, végil a szorasa egyre nagyobb lesz. A kezdeti novekvés a légellenéllas
miatt alakul ki, mivel kezdetben hosszabb hajitasi idok és nagyobb sebességek miatt
ez jelentésen fékezi a labdat. A hajitdsi magassagok csokkenésével ez a hatéds egyre
csokken, és a mért iitkozési szam egy érték koriil allanddsul. Az id6 elérehaladtaval
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a hajitasi idok egyre rovidiilnek, igy azok mérése egyre pontatlanabb, ezaltal az
litkozési szam szordsa egyre nagyobb. Ezek alapjan a legpontosabb eredményt,
akkor kapjuk, ha az allandésult érték koriili kis szorassal rendelkezd pontokat
atlagoljuk. Az dbrdn ezek a pontok fekete szinliek, az atlagukat piros vonal jel6li,
ennek értéke k = 0,900. Lathatd, hogy a huszadik titk6zés utan az {itk6zési szamok
szérasa jelent6s, ezért a kovetkezokben csak az els6 hisz litkozést vettem figyelembe.

Ezen a feliileten tovabbi kilenc mérést végeztem kiilonb6zé h kezdémagassagok-
kal, az igy kapott titkozési szamok az titkozés sorszamanak fiiggvényében a 4. dbrdn
lathatok. Az atlag szamitasakor figyelembe vett pontok fekete szintiek, az atlagot
a diagramokon piros vonal jel6li.

IOO—k h=280cm IOO—k h=80cm IOO—k h="T70cm

0,95 - 0,95 - 0,95 -

0901 seseey 090 eeeen  ses 000 s eeg ooy

o © O e® 099 0e2®
0,854 00 o oo 0,85 o° 0,854 °
’ OOO © on ’ ° © n ’ o0 °© n

0,80 T T 0,80 T T 0,80 T T
0 10 20 0 10 20 0 10 20

1,00 k h=60cm 1.00 k h=50cm 1.00 ] k h=40cm

0,95 - 0,95 - 0,95 -

0,90 - o* 0,90 - . e 0,90 —goge rerese?® s
s e ¢ =5 2% eee  ** &

085 00 0 0 085 (0T 0,85 4o

0,80 4 : = 0,80 : =080 : —=
0 10 20 0 10 20 0 10 20

100—k h=30cm IOO—k h=20cm IOO—k h=10cm

b ° o Y b b
0,95 - vesesete®etates ()95 .. 0,95 -
00

0,90 - o 0,90 + geu — M X 0,90 - *9%0 0%,°,

0,85 0854 *®e° 0,85 fee e

0,80 . 2 080 . 2 0,80 . -z
0 10 20 0 10 20 0 10 20

4. abra

A mérést megismételtem ké- és iivegfeliileten, mindkét esetben harom kiilon-
b6z6 kezdémagassédggal. Ezeken a felilleteken az elsé 30 iitkozést értékeltem. Az
eredményeket az el6z6khoz hasonléan az 5. dbra (k6) és a 6. dbra (iiveg) mutatja.

A kilonboz6 feliileteken és kiilonboz6 kezdémagassdggal mért eredményeket
a 2. tabldzat foglalja Gssze. Az utolsé oszlopban az egyes feliileteken mért értékek
atlaga és szérasa lathato.

A kisérletben két kiilonbozé anyag kozotti kolesonhatést vizsgaltuk, viszont
irodalmi értéket az litkozési szamra csak egy-egy anyagra talaltam. Pingponglabda
esetében ez k = 0,8', de az nem deriil ki, hogy ezt milyen kériilmények kozt mérték.

Ihttps://www.netfizika.hu/tudas/node/9582
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l,OO—k h=280cm l,OO—k h=60cm I,OO—k h=40cm
. 4OA_,.~.:'~£_ hd —';*ﬁw'...—..
0,95 00300&00.. 0,95 4 oo 0,95 d)dfoooo
0,90 s 0,90 4 0,90 -
n n n
0,85 . . . 0,85 . . 0,85 . . ;
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
5. dbra
1,00 k h=80cm 1,00 ] k h=60cm 1,00 k h=40cm
0,95 4 dDOOOO%. 0,95+ o 0,95 e,
& o £
0,90 - 0,90 P 0,90
n n n
0,85 T . T 0,85 T T T 0,85 T T T
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
6. dbra
felillet | A (cm) | k& ksul felilet | A (cm)| k ksu
80 10,900 80 10,965
80 10,893 ') 60 0,964 | 0,965+0,001
80 0,889 40 | 0,966
70 10,908 80 0,964
60 0,882 iiveg 60 0,962 |0,963+0,001
f 0,899 + 0,023
1 50 logr3| ’ 40 {0,963
40 0,895
30 0,958
20 |0,896
10 10,892

2. tablazat

Hibaforrasok. A labda nem egy helyen pattogott, igy adédhat hiba a feliiletek
inhomogenitasabdl, annak ellenére, hogy mindhidrom esetben iigyeltem a tiszta,
vizszintes és sima felszinre. A szoftverrel milliszekundumos pontossidggal tudtam
leolvasni az {itkozések idépontjat, ami az iitkozések stirtisodésével egyre nagyobb
szorashoz vezetett az litk6zési szamban. A pingponglabda inhomogenitasaibdl is
adodnak eltérések, feltételezhetd, hogy a forrasztas mentén rugalmas tulajdonsagai
eltérnek.

Fiilép Magdaléna (Pécsi LeSwey Klara Gimn., 10. évf.)
II. megoldas. Az (n — 1)-edik és n-edik titkozés kozott eltelt id6 legyen At,,. Az
I. megoldés (2) kifejezése alapjan:

Aty

,Z{j =
Atn717
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és igy a Ati-gyel kezd6do sorozat n-edik eleme:

3)

At, = k" LAt

Ha abrazoljuk az In At,, (n) fliggvényt, és a pontokra egyenest illesztiink, akkor (3)

szerint:

InAt, =In (k" 'Aty) = (n—1)Ink+InAt; = nlnk+ (In Aty —Ink),

tehat az illesztett egyenes meredeksége Ink lesz.

A At,, sorozat elemeit a kévetkez6képp hatdrozom meg: a pingponglabdat 0,5 m
magasrol egy vizszintes felilletre ejtem, és hangfelvételt készitek a labda pattogé-
sarol. A hangfijlt Audacity szoftverrel elemezve 0,01 s pontossaggal leolvastam az
egyes Utkozések t,, idopontjat, majd ebbdl a At,, =t,, —t,_1 idokozoket.

Négy kiilonboz6 felilleten mértem: jardlap, parketta, asztalteritd, szényeg. Az
iitkozések idépontjat és az egyes idéintervallumok logaritmusat a 3. tabldzat tar-
talmazza. Minden id6adat mésodpercben van megadva. Az 1. iitk6zés id6pontja az
alkalmazas inditasatél mért id6, amely igy csak a kovetkez6 idGintervallum megha-
tarozdsahoz sziikséges. A t,, id6ket addig mértem, amig At,, > 0,07 s, mert azutan

jarélap parketta terito szényeg
n tn InAt, tn InAt,, tn InAt, tn InAt,
1 10,54 0,68 1,22 0,75
2104 | -069 | 168 | —0,60 | 1,78 | —0,58 | 1,11 | —1,02
3 1149 | —-0,79 | 1,68 | —0,71 | 2,24 | —0,78 | 1,32 | —1,56
41192 | -0,84 | 2,68 | —0,87 | 2,64 | —0,92 | 1,43 | —2,20
51232 -092 | 268 | —0,97 | 2,98 | —1,08
6 | 262 | —099 | 268 | —1,11 | 3,27 | —1,24
7 1305 | —-1,02 | 368 | —1,17 | 3,52 | —1,39
8 | 338 | —1,11 | 3,68 | —1,35 | 3,73 | —1,56
9 | 3,70 | —1,14 | 3,68 | —1,43 | 3,90 | —1,77
10 | 4,00 | —1,20 | 3,68 | —1,51 | 4,03 | —2,04
11 | 428 | —1,27 | 4,68 | —1,61 | 4,12 | —2,41
12 | 456 | —1,27 | 468 | —1,66 | 4,19 | —2,66
13| 4,82 | —1,35 | 4,68 | —1,83
14 | 5,06 | —1,43 | 4,68 | —1,97
15| 5,30 | —1,43 | 4,68 | —2,12
16 | 5,563 | —1,47 | 4,68 | —2,30
17| 5,75 | —1,51 | 4,68 | —2,41
18 | 5,95 | —1,61 | 4,68 | —2,53
19 | 6,16 | —1,56 | 5,68 | —2,66
20 | 6,35 | —1,66 | 5,68 | —2,66
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a mérési hiba til naggyd vélik. Ezutan abrézoljuk az lnAt,(n) figgvényt, és az
egyes mérési sorozatokra egyenest illesztiink (7. dbra). Az illesztett egyenesek m

Ink
04 + jardlap

+ parketta
+ asztalterits
+ szényeg

— 1 -

— 2 |

n
-3 T T T T T
0 4 8 12 16 20

7. dbra
meredekségébdl az iitkozési allandé meghatarozhato:
k=em.

A leolvasott meredekségeket és titkozési allanddkat, valamint a hibdkat a 4. tabldzat
tartalmazza. A hibdkat m esetében a ,kézi” egyenesillesztésnél a ,,még elfogadhatd”
illesztett egyenesek minimdlis és maximélis meredeksége adja. A k iitk6zési dllando
hibaja pedig mar ebbdl szdmolhatd. A szoftver lehetévé teszi az ezredméasodperces
idémérést is, de egyéb hibaforrdsok (elsdsorban a légellendllds, valamint a feltiletek
egyenetlensége) ezt feleslegessé teszi.

feliilet m k
jarélap —0,0455 40,0068 | 0,956 + 0,006
parketta —0,124 + 0,009 0,883 + 0,008
asztalterito —0,197+ 0,020 0,82+0,16
szonyeg —0,66 + 0,06 0,52+0,30

4. tabldzat

Hegediis Mdrk (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 10. évf.)

16 dolgozat érkezett. Helyes 4 megoldas. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 5, hidnyos (2-3 pont)
5, hibas 2 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

P. 5604. Egy laposelem tresjardsi fesziltsége Uy = 4,5 V, belsd ellendlldsa Ry, =
=1,5 Q. Van két egyforma izzélampdnk, amelyek I(U) karakterisztikdja az dbréan
lathato.

0,3

0,2

0,1

U(v)

0 T T T T T
0 1 2 3 4 5H

a) Hogyan fiigg a telep kapocsfesziiltsége a terheld dramtol? Abrdzoljuk a telep
I(U) karakterisztikdjdat!
b) Egy izz6t rakapcesolunk a telepre. Hatdrozzuk meg az izzora esd fesziiltséget és
az izzoén dtfolys dramot (az dn. munkapontot) az I(U) grafikon segitségével!
c) A két izzot
i) pdrhuzamosan,
ii) sorba
kapcsoljuk, és igy kotjik rd a telepre. Készitsiik el a pdrhuzamosan, illetve a sor-
ba kapcsolt izz0k (egyiittes) I(U) karakterisztikdjdt, majd hatdrozzuk meg mindkét

esetben az uj munkapontot. Ezutdn hatdrozzuk meg mindkét esetben az egy izzora
esé fesziltséget és az izzom atfolyd dramot!
(5 pont) Kozli: Vanko Péter, Budapest
Megoldas. a) A belsé ellendllason Uy, = Ry fesziiltség esik, {gy a kapocsfesziilt-
ség U = Uy — Rpl. Ez alapjan a telep arama a kapocsfesziiltség fiiggvényében
Upy—U
Ry,
Ez egy linearis fuggvénykapcsolat, amelyet legegyszeriibben a tengelymetszetei
alapjan lehet abrazolni. Ha I =0, a kapocsfesziltség megegyezik az Uy =4,5 V

I =
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iresjarati fesziiltséggel, ha U = 0, akkor pedig a telepen

U
L=="=3A
Ry,
nagysagu, ugynevezett rovidzdrdsi daram folyik. A grafikon az 1. dbran lathato.
(A grafikont fliggbleges irdnyban osszenyomtuk, hogy a teljes karakterisztika kiférjen.)

1(A)
34,
2,
1,
Up U(V)
0 T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5

1. dbra

b) Rajzoljuk a telep és az izzd karakterisztikdjét kozos grafikonba (2. dbra).
A munkapont (M) a két gorbe metszéspontja, amelynek koordinatéi a grafikonrdl
leolvashatdk: Uy = 4,14 V és I} =~ 0,240 A.

I(A) !

0,3

| M
0,2+ :
0,1 |

: U (V)
0 T T T T ' T
0 1 2 3 4 b)

2. dbra

¢) i) Parhuzamos kapcsolds esetén a két izzén ugyanakkora fesziiltség esik, és
mivel az izzék egyformak, ugyanakkora aram is folyik. A parhuzamosan kapcsolt
izzdékon egy adott fesziiltségen egyiittesen kétszer akkora aram folyik, mint egy
izzén. A parhuzamosan kapcsolt izzok ered6 karakterisztikdjat tehét az eredeti
karakterisztika fiiggdleges kétszeresére nyujtasaval kaphatjuk meg. Ezt grafikusan
is megszerkeszthetjiikk (3. dbra), majd a b) részhez hasonléan megszerkeszthetjik
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a munkapontot (Mpy). Ennek koordindtai: U, ~ 3,80 V és I, ~ 0,462 A, amibél
egyetlen izz6 fesziiltsége és drama ebben az esetben:

I
Ut =Up~380V & I =7 ~0.231 A.

8. dbra

i1) Soros kapcsolds esetén a két izzén ugyanakkora dram folyik keresztiil, és
az izzok egyformasdga miatt ugyanakkora fesziiltség is esik. Igy egyiittesen a két
izzén kétszer akkora fesziiltségnek kell esnie, mint egy izzén ahhoz, hogy ugyan-
akkora aram folyjon rajtuk. A sorosan kapcsolt izzék egyiittes karakterisztikajat
az eredeti karakterisztika vizszintes nytjtdsaval kaphatjuk meg (4. dbra). Az M

7o

munkapontot az eléz8khoz hasonléan leolvasva Ug = 4,24 V és I, ~ 0,176 A, amibél

0,31

0,2 -

0,1 -
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egyetlen izz6 fesziiltsége és drama ebben az esetben:
U,
Uq = ?S ~212V és I =1,~0,176 A.
Fekete Licia (Budapest V. Ker. E6tvos J. Gimn., 12. évf.) dolgozata alapjin

Megjegyzés. Tobb megoldb egy gyokfiiggvénnyel kozelitette a feladatban megadott
karakterisztikdt. Az origén és a gorbe végpontjan dtmend gyokfuggvény egyenlete (SI
egységekben):

0,25 N
I(U) = \/Rﬁ ~0,118VU.
Az 5. dbrdn 1athatd, hogy a fiiggvény (z6ld gorbe) ardnylag jol kozeliti a karakterisztikét
(piros gorbe), de nem egyezik meg vele. A legfontosabb elvi eltérés az, hogy a gyokfigg-
vény érintGje az origéban fliggbleges, ami azt jelentené, hogy az izz6 ellenéllasa szoba-
hémérsékleten nulla. A valdsdgban az izzé ellenallasa szobahémérsékleten koriilbeliil egy
nagysagrenddel kisebb, mint az {izemi hémérsékleten. Tehat valéban kicsi, de természe-
tesen nem nulla. Ennek megfeleléen a karakterisztika az origébdl nagyon meredeken, de
nem fligg6legesen indul.

1(A)
0,3+
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ‘
0,2+ :
|
|
0,1+ |
|
A |
! U (v
0 \ \ \ \ 1 \ @)
0 1 2 3 4 5

5. dbra

12 dolgozat érkezett. Helyes 4 megoldds. Kicsit hidnyos (34 pont) 7, hibds 1 dolgozat.

P. 5615. Egy Uy =4V fesziiltségt idealis telep, egqy R=0,5 Q2 ellendlldsi fogyasz-
td, eqy kapcsold és két diirisztor (D) felhaszndldsdval az a) dbran ldthatd kapcsoldst
allitjuk 6ssze. A diirisztor egy olyan dramkéri elem, amely eqgy L =1 H induktivitdsi
idedlis tekercs és eqy memlinedris r ellendllds soros kapcsoldsabdl dll. Az ellendllds
U,(Ip) karakterisztikdjat a b) dbra mutatja.

a) Mekkordk lehetnek staciondrius (azaz iddben dllandd) esetben a mellékdgak-
ban folyé dramok?

Segitség: Ldsd a P. 5604. feladatot és annak megolddsdat a munkafiizetben.

b) A t =0 pillanatban bekapcsoljuk a kapcsoldt. Vizoljuk fel a diirisztorokon
atfolys daramokat az idd fiigguényében. Mekkordk lesznek ezek az dramok hosszabb
idd utan?

Segitség: Tegyiik fel, hogy ekdzben a szimmetria miatt a két dirisztoron azonos
aram folyik.
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R Uy (V)
[ 1 4%
| I |
3%
U = D D 2
1 —
K In(A)
7 0 \ \ \ \
0 1 2 3 4
a) b)

c) Az egyensilyi dllapotban egy kis zavar keletkezik: az egyik dirisztor drama
egy nagyon kicsit lecsokken, a mdsiké pedig ugyanennyivel megnd. Vdzoljuk fel a két
diirisztor dramdt ezutdn az idé fligguényében. Mekkordk lesznek az egyes diirisztorok
dramai hosszabb idé utdn? Mit dllithatunk az a) kérdésben megadott staciondrius
megoldasok stabilitdsarol?

Segitség: Felhaszndlhatjuk, hogy ha a kis zavar az elsé egyensilyi dllapothoz
képest szimmetrikus, akkor a két diirisztor dramdnak dsszege dllandé marad.

(6 pont) Diirer Verseny feladata nyoman

I. megoldas. Legyen I és Is az egyes diirisztorokon atfoly6é dram. Ekkor a két
huroktorvény alapjan a rendszert leird differencidlegyenlet-rendszer:

Uo=U,(I1) + LI + R(I; + I»),
Uo = U,(Iy) + LIy + R(I, + I).
A mértékegységeket itt és a tovabbiakban mindenhol elhagyva, SI-ben:
. 1
L =4-U,(;)— §(I1 + 1),
. 1
I,=4-U, (1) — 5(11 + D).

Kozelitsiik az U, fiiggvényt polinommal, hogy egyszertibben kezelhessiik az egyen-
leteinket. Lathat6, hogy ha a (2,2) pont lenne az origd, a fliggvény paratlan lenne,
igy z-nek csak paratlan hatvanyai szerepelnének benne, és a konstans is 0 len-
ne. Ebben a koordindta-rendszerben az f(z) = az?® + bx fiiggvénnyel prébalkozunk.
Tudjuk, hogy f(1)=0 és f(2) =2, ezekbdl a+b=0 és 8a+2b=2, innen pedig
a=1éb=—1 Ebbdl

UT(I)—Q:%((I—Z)S—(I—2)).

Ez a fiiggvény vonalvastagsagon beliil megegyezik a feladatban megadott gorbével.
U,-be valé behelyettesités utan az egyenleteink:

L=2- % (IL—2)*— (I -2)) - %(-71 + 1),
=23 (-2~ (L,~2) ~ 5(I + 1),

Abréazolhatjuk a rendszer meredekségmezejét (1. dbra), ez alapjan lathatjuk, hogy
csak a balrél jobbra lejt6 f6atléon lesznek stacionarius pontok.
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S O Y S P s R T S0 B Az U, fuggvény alakja célszeriivé te-
A E NS SN E S N szi az y; = I[1 — 2 és yo = Is — 2 helyet-
s N P LT P e ,,/', '/,,"f/ tesitéseket, igy az egyenletek szebb ala-
3{= - =~ - / , . v ¢ » » » | kuak lesznek:
= B I IR S -~ Vox 1 1
- SR R AT W o Y — 3
" ¥ ] & Fod n=—201 —y1) = 5w +u2),
i | & 208 P B e 3 2
T 5, /Iy~ g W e AT 1 1
. 3
24 o o os # bo@n B O Seke e | y2:—7(y2—y2)_7(y1+y2).
P A = / 7 3 2
S WA A AL N ] s Az a) részben a staciondrius megol-
1 7/’"/"/" : " - . 5% B W ingr il (iésokat keressiink. Ekkor 71 =y = 0.
Tt B ol B of B R B Ao Osszeadva a két egyenletet:
A 4 A A Y N (O S S R ) X X
AL AL ALY XS 1ty =0=
AAL L LA NN 1 1
O T T T _ = 3 o - 3 _ _
0 1 2 3 4 =5 —y) - 5 —y2) — (W + ),
1. dbra

1 1
g(yi’ —y)+y = —g(yS’ —y2) — Ya.

Ez az egyenlet f(y1) = —f(y=2) alaku, ahol f(y) = %y?’ + %y Ez a fliggvény szigortian
monoton névekvd (f'(y) =y?+ 2 > 0), ezért barmilyen értékii is az egyenlet jobb
oldala (nevezetesen —f(y2)), pontosan egy helyen veszi fel azt az értéket. Mivel
fly) =—f(—y), az egyetlen megoldés: y; = —ys.

Ezt kihasznalva irjuk fel g, — g7 kifejezését:

. . 1 1 1, . 1
Yo—y1=0= g(y:f —u)+ 5(@11 +y2) — g(yé —Y2) — §(y1 +12),

1

1
g(y? —y1) — g(yg —y2) =0.

Felhasznalva, hogy yo = —y1:
1 1
W —y) + (W — ) =0,

3 3
yi — 1 =0.
Az egyenletnek y; = 0 megoldasa, leosztva y;-gyel:
2
Y1 — 1= Oa

amibodl y; = +1 a maésik két megoldés. Visszatérve y-okrél I-kre a harom stacioné-
rius megoldds: {I1,I>} = {1,3},{2,2},{3,1}.

Oldjuk meg a differencidlegyenletet a szimmetrikus, y; = yo esetre. Lathato,
hogy ha y1 (t) = y2(t), akkor g1 (t) = 92(t), {gy ha kezdetben teljesiil, akkor a tovib-
biakban is teljesiilni fog a feltétel. Igy az egyenletiink (az alsé indexet elhagyva):

) 1,4 1 1,

e — —_ = —_ 2

] 3( Y) 2(y+y) 3y(y+),
_y _ 1
y(y>+2) 3

A bal oldal §(t) - f(y(t)) alak, és a lancszabély alapjan F(y(t)) =4(t) - F'(y), vagyis
csak y szerint kell integralni f(y)-t, hogy megkapjuk az integral értékét. Parcidlisan
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tortekre bontva:

majd integralva:

1 1 1
“Iny—-In(y*+2)=—-t+C
5y — 7 In(y"+2) = -5t +C,

4
Iny® —In(y* +2) = —gt +4C,

Ebbol: 5
y==* cest—1’
ahol a ¢ integralasi dllandé és az el6jel a kezdeti feltételektdl flige. Megmutathato,
hogy béarmilyen kezdeti dllapotra taldlunk megfelel§ c-t, kivéve y(0) = O-ra, arrdl
viszont mar tudjuk, hogy egy stacionarius pont. Kénnyen lathaté tovabba, hogy
tligloy(t) =0

A feladat b) része ennek a differencidlegyenletnek a megoldédsa az Iy = I, =0
kezdeti feltételekkel. Ekkor y(0) = —2, ahonnan a megfelel$ konstans érték ¢ = 3,
és az el6jel negativ. A megoldasfiggvény:

2 2
Yy=— E = - )
%%t—l V/3edt —2
ahonnan az dramok nagysaga az id6 fliggvényében(2. dbra):
2
I(t)=2— = .
3est —2
Az dram értéke (mint az Gsszes ebbe a fliiggvénycsalddba tartozo fiiggvényé) 2-be
tart.

I(A)
2_ ;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;
1_
t(s)

0 T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6

2. dbra
¢) Most oldjuk meg az egyenletet az antiszimmetrikus y; = —y2 esetben. Az

el6z6 esethez hasonléan belathatd, hogy ez a tulajdonsag is id6ben megmarad.
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A differencidlegyenlet és a megoldasa az el6z6hoz hasonldan:
. 1,4 1
=30 —y) -5 —n),
1 1

vi—y 3
(1 2 1 _ 1
A0 2y%_1 " - 37

2
In(y? —1) —Iny? = —§t+C7

/ 1 1
. ceit —1 v n=F ceit —1

Konnyen leolvashatd, hogy vy, és yo koziil az egyik a +1, a masik a —1 értékhez
fog tartani, amelyek a kordbban megtalalt két stacionarius megoldasnak felelnek
meg. Meg kell jegyezni azonban, hogy az y1(0) = —1, az y1(0) =0 és az y;(0) =1
kezdofeltételekhez tartozé megoldast nem irja le ez az alak, de azokrél mar tudjuk,
hogy konstans lesz az dramerdsség. A megoldds azt is megmutatja, hogy a {0,0}
stacionarius megoldas nem stabil, hiszen barmilyen koézel is legyen hozza a kezd6-
allapot, (amig az rajta van az y; = —ys egyenesen) mégse oda jut el végiil. Erdekes
viszont, hogy az y; = y2 egyenesen minden a (0,0) pontba jut (a szimmetrikus eset
alapjan), tehét ez az allapot ebben az irdnyban stabil.

Véazolhatjuk, hogy mi torténik, ha az dramerdsség +0,01 A-rel valtozik a {2,2}
egyenstlyi helyzethez képest (3. dbra). Az egyik gorbe I1-et, a masik I>-t 4brdzolja
— azt, hogy melyik melyiket, az hatarozza meg, hogy a kezdeti pillanatban melyiket
milyen irdnyban téritjik ki az egyensulyi helyzetbol.

1(A)
3, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
2
1, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
t(s)
0 T T T T
0 5 10 15 20

3. dbra

A staciondrius pontok stabilitdsiat ugy lehet vizsgalni, hogy vessziik az egyen-
letrendszer Jacobi-matrixat az egyes pontokban, és megvizsgaljuk a sajatértékek
valés részeinek eléjelét. A Jacobi-matrix:

991 Oy 21 _1
_ | 9y1 Oy2 | _ Y1~ % 2
J= = ,
992 0y2 1 21
8y1 8y2 2 y2 6

182 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/3



amely a (0,0) pontban:

1 _ 1
J0,0)=| ¢ ?
_1_1
276
A sajatérték meghatarozasa:
1 1
5~ 2
det(J(0,0) = AI) = =0,
1 1y
2 6
2 2
1 1
“A—=| —(=] =0
(2-5) -(3) -
1 1
A= ==+=
+6 2’
1 2
A==, Ao=-—=.
1=3 A2 3

Azt 1atjuk, hogy az egyik pozitiv, a masik pedig negativ, és ez egybevag azzal, amit
kordbban mar lattunk: az egyik irdnyban stabil ez az egyensilyi pont, a masikban
pedig instabil.
Hasonléan megkeresve a J(1,—1) mdtrix sajatértékeit, azt kapjuk, hogy
5 2

A= 3 Ao = 3
Tehat mindkettd negativ, igy ez az egyensilyi dllapot stabil. A (—1,1) pontra
a szimmetria miatt ugyanez teljesiil. Tehdt Aramokra visszatérve a {2,2} egyensulyi
allapot instabil (nyeregpont), a mésik kett6 pedig stabil.

Egy program, amely kiirja az aramerésségek valtozasat az id6 fiiggvényében
tetsz6leges kiindulbhelyzetbdl: https://ide.usaco.guide/0ExCXx06ENWs7_hXDR6

Fajszi Karsa (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

II. megoldas. A feladat nem kérte az id6fiiggvények egzakt meghatarozasat
és az U,.(I) figgvény analitikus megaddsdt sem. A koévetkez6kben megmutatjuk
a stacionarius dllapotok grafikus szerkesztését, valamint az idéfliggvények kozelito,
numerikus meghatarozasat.

a) A két parhuzamosan kapcsolt diirisztor teljes U(I) karakterisztikajit azokon
a fesziiltségeken, amelyekhez csak egy lehetséges dramérték tartozik, a megadott
karakterisztika vizszintesen kétszeresére nyujtasaval kaphatjuk meg, a P. 5604. fel-
adat megolddséhoz hasonléan. Ahol tobb (két vagy hérom) lehetséges dramérték
tartozik egy fesziiltséghez, ott ezek tetszéleges kombindcidja (akér hat kiillonbozé
érték) lehet az eredd dram, igy ezen a tartomdnyon a vizszintesen kétszeresére meg-
nyujtott gérbén kiviil Gjabb dgak jelennek meg. Ezek jellegzetes pontjait grafikus
Osszeadassal szerkeszthetjiikk meg. A szerkesztés négy kiillonbo6zo esetben a 4. dbrdn
lathat6 (a jobb lathat6sdg miatt a rajz nagyitott és fiiggbleges irdnyban meg van
nyujtva).

A legalsé (fekete) pontndl a fesziiltséghez csak egy dramérték tartozik, igy a péar-
huzamosan kapcsolt diirisztorok karakterisztikdjan csak egy pont keletkezik, amelynek
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4. dbra

aramértéke az eredeti karakterisztikan 1évé dramérték kétszerese. Ezt a pontot megkap-
juk a karakterisztika nyujtasaval is.

A kovetkez6 esetben a fesziiltség éppen a karakterisztika lokdlis minimumahoz tartozé
érték, ezt két killonbozd dramértéknél veszi fel (kék pottyok). A parhuzamos kapcsolds
arama lehet mindkett8 dupldja (ezeket adja meg a teljes grafikon vizszintes irdnyd nyajté-
sa), de lehet a két dramérték Osszege is (1+2). Ugyanigy jarhatndnk el a karakterisztika
lokalis maximumanal is.

A harmadik eset a karakterisztika kozéppontjdhoz tartozo fesziiltségérték: itt az eredeti
karakterisztikdn hirom lehetséges dramérték van (lila pottyok). Ezekb8l barmely kettd
Osszege lehet a parhuzamos kapcsolds drama. A nytujtdssal is megkaphaté 1+ 1, 242 és
3 + 3 pontokon kiviil megkapjuk az 142, 1+ 3 és 2+ 3 pontokat is — de ezek koziil az
1+ 3 egybeesik a 2+ 2 ponttal, igy itt 6t lehetséges érték van.

A negyedik (narancs) esetben nincs ilyen egybeesés, ott mind a hat dramérték kiillonbo-
z06. De erre a szerkesztésre mar a grafikon megrajzoldsahoz nincs is sziikség: ha a masodik
eset szerkesztését megismételjiik a lokalis maximumnal is, akkor a harmadik eset pont-
jaival egylitt mdr megkapjuk a ,kis 4g” minden fontos pontjat (eldgazés, keresztezés,
szélsbértékek), amely alapjan mar a teljes karakterisztika felvdzolhato.

U (V)
47

3

5. dbra

A végeredmény az 5. dbrdn lathatd, amelybe mér berajzoltuk a telep és az R
ellenéllas egytittes U(I) karakterisztikdjat is. A két gorbe — esetiinkben egyetlen —
metszéspontja adja meg a parhuzamos kapcsolas stacionarius munkapontjat: a di-
risztorokon Up =2 V fesziiltség esik, és dsszesen I, =4 A dram folyik. (Staciondrius
allapotban a tekercsek fesziiltsége nulla, a diirisztor teljes fesziiltsége megegyezik
a karakterisztikdrdl leolvashatéval.)
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Visszatérve egyetlen diirisztor karakteriszti- U (V)

kéjara (6. dbra) 14thatd, hogy ez két kiilonbozé 4-
modon valésulhat meg: vagy mindkét diiriszto- 5
ron [; = I, =2 A 4ram folyik, vagy pedig az
egyiken I; =1 A és a masikon I, =3 A. 2
b) Bekapcsolaskor sehol sem folyik Aram, 1
a kiils6 és a diirisztorokban 1évé belsé ellenalla- 0 I(A)
son se esik fesziltség, a teljes Uy =4 V telepfe- 0 1 9 3 4‘1

sziiltség a diirisztorokban 1évo tekercsekre esik.
Mivel Uy, = LI, a tekercsek (és igy a diirisztor)
drama, valamint a kiils6 ellenéllas 21 drama is noni fog. Ezzel valtozik a kiilsé és
belsd ellenélldsokon a fesziiltség is: a kiils6 ellendlldson linedrisan (Ur = 2RI), a bel-
s6 ellenélldsokon a megadott nemlinedris karakterisztika szerint. A tekercsekre igy
kisebb fesziiltség jut, az dram ndvekedése lassul, de folytatodik mindaddig, amig
a tekercsre es6 fesziiltség pozitiv, azaz a kiils6 és belsé ellenallasokon es6 fesziiltség
nem éri el a telep fesziiltségét. Szimmetrikus esetben ez az I =2 A és Up =2 V
allapotban kovetkezik be, amikor Ur = 2RI =2 V és Up +Ugr =Uy =4 V. Tehét
hosszabb id6 utdn a diirisztorok drama Iy = I, =2 A. Ez alapjan felvdzolhatunk
egy, a 2. abrdhoz hasonlo6 idofliggést.

6. dabra

¢) Jeloljiik a b) részben kialakult egyensilyi dramot és fesziiltséget Io-lal és Upg-
lal. A hirtelen kis zavar hatasdra Iy < Iy < I, de ekdzben I} + I = 21y, és igy Ug
és Up = Uy — Ugr &lland6 marad. Az 1. dirisztorban 1évé ellendllason a kicsit le-
csOkkent aram miatt U,y > Upq fesziiltség esik, az ebben 1évé tekercs fesziiltsége
igy negativ lesz, és ennek a diirisztornak az arama emiatt tovabb fog csokkenni.
A 2. diirisztorban épp forditva, a kicsit megndtt dram miatt U,o < Upg, a tekercs
fesziiltsége pozitivva valik, és igy ennek a diirisztornak az drama tovabb fog noni.
(A karakterisztika kozéppontos szimmetridja miatt a valtozdsok ellentétes elGje-
liek, de azonos nagysigiak lesznek, {gy az Osszdram valéban nem véltozik.) Az
aramok igy kezdetben egyre gyorsulva valtoznak.

Amikor az egyes diirisztorokban 1évé ellenédllasokon esé fesziiltség eléri a lokélis
széls6értékeket (Iy ~ 1,4 A, illetve Iy =~ 2,6 A), akkor a fesziiltségek valtozdsi irdnya
megfordul, a tekercseken esé fesziiltségek elojele megmarad, de nagysaguk csokken-
ni kezd, és igy az dramok egyre lassabban valtoznak. A folyamat akkor ér véget,
amikor I;1 =1 A és Iy =3 A lesz. Gondolatmenetiink alapjan ismét felvdzolhatunk
egy, a 3. dbrdhoz hasonlo id6fliggést.

Lathattuk, hogy az azonos aramt egyenstly instabil, hiszen egy kis zavar hatdsa-
ra egyre gyorsulva tavolodtak attdl az értéktdl az aramok. A rendszer az drammen-
tes allapotbdl elOszor mégis oda tart, mert ez az allapot a szimmetrikus tengely
mentén stabil, csak az aszimmetrikus irdnyban instabil (mint egy nyeregfeliilet).
Ugyanakkor az antiszimmetrikus allapot stabil, amit a kovetkezdképp lathatunk
be: ha pl. I; kicsit megnd, akkor az 1. diirisztor bels6 ellendllasan is megnd az
aram, a tekercsen negativ fesziiltség lesz, ami az dramot csOkkenti, visszaviszi az
egyensilyi értékre. Ellentétes irdnyt valtozasnél (és a mdsik diirisztoron is) hason-
l6an negativ visszacsatolas alakul ki, ami stabilitast eredményez.
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Megjegyzések. 1. A tényleges gorbék numerikus médszerekkel is megrajzolhatdk. (Errél
lasd lapunk 2024. novemberi szamaban Cséka Péter és Seprddi Barnabds: Fizika problé-
mdk megolddsa numerikus mddszerrel cimii cikkét.) Ehhez a grafikusan megadott karak-
terisztikdra az I. megoldasban megadott harmadfokd polinom illeszthet6. A numerikus
megoldashoz a kévetkez6 Osszefiiggéseket irhatjuk fel:

Al = % [Uo —R(I1 + I) — (lff’ —2I7 + 511)] At,

3 3
AL = L {Uo —R(I + 1) - (113 —2I7 + EJQ)} At,
L 3 3
I;(0) =0,
12(0) = 0.

Ezt lefuttatva a folyamat a szimmetrikus (de instabil) egyensilyi dllapothoz tart, amelybél
csak egy kis (antiszimmetrikus) zavar hatdsara billen ki a rendszer. Az ezutdn kezd6dé
mésodik szakasz id6beli lefutdsa fiigg a kis zavar nagysdgatél (minél nagyobb a zavar,
anndl gyorsabban torténik).

2. Ha a rendszerbe beépitiink egy kicsiny véletlen zajt (és az nem til nagy), a folyamat
elsé része meglep6 médon ugyanigy végbemegy, a rendszer elészor (jé kozelitéssel) megdl-
lapodik az instabil egyenstlyban, majd (a véletlen zaj amplitiddjitol — és a véletlentdl —
fiiggd id8 utdn) elkezd onnan tavolodni, hogy aztan végleg (j6 kozelitéssel) megéllapodjon
a stabil allapotban. Természetesen ilyenkor véletlenszerlien egyik vagy mdsik diirisztor
arama csokken, illetve né.

7 dolgozat érkezett. Helyes Fajszi Karsa megolddsa. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 3,
hidnyos (2-3 pont) 3 dolgozat.

Fizikabdl kittlizott feladatok

M. 439. Mérjiik meg egy AA-s ceruzaelem iiresjarasi fesziiltségét és belso ellen-
allasat! Hogyan valtoznak ezek az értékek az elem meriilése soran?

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest

G. 881. Egy hosszi futészalag 2 m széles és 0,5 m/s nagysigu, dllandd sebes-
séggel mozog. Egy taviranyitasos jatékautd tgy jut el a futészalag egyik szélétol
a masikig, hogy a futdszalaghoz képest nyugalmi helyzetbdl indul, a futészalaghoz
képest mindig a szalagra meréleges iranyban mozog, egyenletesen gyorsul a futo-

szalag kozepéig, ahol a szalaghoz képest 1 m/s sebességet ér el, majd ugyanolyan
modon egyenletesen lassul, és végiil a szalaghoz képest nullara csdkken a sebessége.

a) A futészalag mennyivel viszi el6bbre a kisautét az dtkelése kozben?
b) Rajzoljuk meg vézlatosan a kisauté palyajat a talajhoz képest!

(4 pont)
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G. 882. Az dbrdn lathato rendszer egyen- »
sulyban van, a ko6zéps6 kotél vizszintes hely- !
zetl.

a) Milliméterpapiron, vonalzéval és szdg- ‘
mérovel torténd szerkesztéssel hatarozzuk
meg a kotélszarakban hatdé harom erdt, va-
lamint az ismeretlen 1 szoget!

b) Becsiiljik meg, hogy a szerkesztés se- 40N 50 N
gitségével a kérdéses adatokat hany szazalé-
kos hibaval kaptuk meg!

(4 pont)

G. 883. Az dbrdn lathaté aramkorben egy R R
Ry, Dbelsd ellendllasti, Uy elektromotoros erejii A4 — — B
. , . 112 . p L — —
telep és négy R nagysagu ellendllds talalhato.
Up=45V, R,=3Q, R=10 Q. Ry,

—>| | R R
a) Mekkora a nyillal jel6lt ellendllds teljesit- == ¢,
ménye? T

b) Mekkora az Uap fesziiltség?
(3 pont) Kozli: Veres Dénes, Szolnok

G. 884. Egy r sugard, 1,5 térésmutatéju iivegbol ké-
szilt félgombre az dbra szerinti A pontban fénysugarat
ejtink. A megtort fénysugar a félgomb siklapjat a kozép-
ponttdl y tavolsaghban éri el.

a) Mekkora beesési szog esetén lesz y a sugér felével a
egyenl?

b) Milyen szinfi a fénysugdr, ha a fény hullimhossza
az iivegben 400nm?

(3 pont)

P. 5634. Egy rajztabla és egy rajta nyugvé konyv kozott a surlédasi egyiittha-
t6 p. A rajztébla egyik szélét lassan emeljiik.

a) Mekkora a hajlasszog esetén csiiszik meg a konyv?
b) Mekkora a tabla 2« hajldsszogii helyzetében a lecsiisz6 konyv gyorsuldsa?

¢) Mekkora az a legkisebb vizszintes gyorsulds, amivel a 2« hajlasszogi tablat
elére kellene tolni ahhoz, hogy a konyv ne cstisszon meg?

A cstszési és a tapadasi surlédasi egyiitthatot tekintsiik egyenlének. Az ered-
ményeket u és g segitségével adjuk meg.

(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz
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P. 5635. A nyujtén az éridskor bemutatasanal a torndsz éppen atbillen a felsd
fliggbleges helyzetén. Amikor alulra ér, az acélriud lathatéan meghajlik. Modellez-
zik a tornaszt egy vékony, silyos, homogén ruddal, ami vizszintes tengely koriil
forog. Ha a rid a felsé allasabol az alséba ér, akkor a stlyanak hanyszorosaval hiz-
za a tengelyt? (A sarldéddst, kozegellendlldst, a tengely behajlasat a rid hosszéhoz
képest hanyagoljuk el.)

(4 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

P. 5636. Egy {irszonda a Fold v = 30 km/s-os keringési sebességével ellentétes
irdnyban, a Foldhoz képest nv sebességgel (n < 1) eltavolodott a Foldtél. Tovabbi
mozgasat — jo kozelitéssel — csak a Nap gravitacios tere hatarozza meg.

a) Mekkora az {irszonda palydjanak nagytengelye és a numerikus excentricitasa?

b) Mekkora lehet n, hogy a szonda maradvanyai eljussanak a Nap felszinéig?

(Lasd még a Mesterséges égitestek mozgdsdval kapcsolatos problémdk és felada-
tok c. cikket a honlapon.)

(5 pont) Almdr ITvdn feladata nyoman

P. 5637. Egy hiitélada belsd terének hékapacitdsa 4 -10° %, hoémérsékletét a
20 °C-os szobdban (—18+1) °C-on szeretnénk tartani. A hiitégép motorja akkor
kapcsol be, ha a bels6é tér hémérséklete eléri a —17°C hémérsékletet. A motor
15 perces tizemideje utdn a belsé tér hémérséklete ismét eléri a —19 °C hémér-
sékletet. Legaldbb mekkora a gép motorjanak teljesitménye? (Tegyiik fel, hogy a
hiit6gép forditott korfolyamattal idedlis Carnot-gépként miikodik.)

(4 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest
P. 5638. Egy magaban all6 semleges fémgomb kdzéppontjatol d tavolsigra, kiviil

1évé @) pontszerii toltést 2d tavolsagra tavolitjuk. Mennyit valtozik a fémgoémb
potencialja ekézben?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs
R P. 5639. A mellékelt kapcsolasi rajznak megfeleléen
—1 Osszeallitott aramkorben a fesziiltségforras elektromoto-
ros ereje 6 V, belso ellenédllasanak nagysaga 2 2. Az idea-
b’#lﬂi‘ lis tekercs 6nindukcids egytitthatdja 1,5 H, az R ellenallas
K \ pedig 1000 €2 nagységu. Kezdetben a kapcsold zarva van.
{ |—|: a) Mekkora toltés dramlik 4t az R ellendlldson a kap-
Ry, U csold kinyitasa utén?
b) Mennyi hé fejlédik az R ellendllason ezalatt?
(5 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny nyoman, Hodmezovasarhely

P. 5640. A Kanéri-szigetek legnagyobb varosidban, Las Palmasban talalhaté
egy Eurépaban egyediildllé kiallitdas, amely a Fold vizeinek él6vilagat mutatja
be. A kiallitas egyik attrakcidéja egy 400 kobméteres, fliggbleges, henger alaki
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tengeri akvarium, melynek karbantartasat buvarok végzik. Vizszintesen kérbenézve
az akvarium faldnak hanyad részén lat ki az a buvar, aki az R sugart henger
szimmetriatengelyétél d tavolsdgra van? A tengerviz toérésmutatdja n.

(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Herceghalom

P. 5641. A pozitiv toltésii pionok M = 139,57 NiZV (nyugalmi) tomegi instabil
részecskék. A bomlasuk soran leggyakrabban egy m = 105,66 MY témegii miion és
egy nulla (vagy elhanyagolhatéan kicsi) tomegli neutriné keletkezik.

Az egyik bomlasnal egy elhanyagolhatéan kicsiny impulzust, allénak tekintheté
miion keletkezett. Mekkora volt a bomlas el6tt a pion mozgési energidja és a
sebessége?

(5 pont) Kozli: Gndadig Péter, Vacduka

P. 5642. Newton mar 1679-ben felvetette, hogy a Fold forgasat egy mechanikai
kisérlettel is bizonyitani lehetne gy, hogy megmérjiik egy szabadon es6 kicsiny go-
lyénak a fliggdlegestdl valod, keleti irdnyt eltériilését. Hooke, aki Newton idejében a
Royal Society titkara és kivalo kisérletez6 volt, 1680-ban végzett is ilyen méréseket.

Egy kell6en gazdag és ambiciézus egyenlitéi orszagban modern eszkozokkel meg
akarjak ismételni a csaknem 350 évvel korabbi kisérletet. A tervek szerint egy
200 m magas, fliggdleges, légritkitott cs6ben (vakuumtoronyban) fognak kicsiny
acélgolydkat viaszlemezre ejteni.

Hatéarozzuk meg az eltériilés nagysagat ugy, hogy a szamolést

a) inerciarendszerben,

b) a Folddel egyiitt forgs (gyorsuld) koordindta-rendszerben
végezziik el!

(6 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves
ok

Bekiildési hataridé: 2025. aprilis 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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New exercises for practice — competition K (see page 157): K. 849. Find the smallest
number of matches that can be removed in the figure such that no square remains. (See
figure on page 157) K. 850. The teacher has written a two-digit positive prime number
and a non-zero digit on the blackboard. Each one of Sanyi, Kati, and Joli has created
a three-digit number from the numbers on the blackboard. Sanyi has written the digit
behind the prime number written on the blackboard, Kati has written the digit between
the digits of the given prime number, and Joli has written the digit in front of the given
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Problems in Mathematics
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prime number. Sanyi’s number was 45 more than Kati’s number and 225 more than Joli’s
number. Find the prime number and the digit chosen by the teacher. K. 851. Divide the
shape on the figure (consisting of five congruent squares, see figure on page 157) into three
parts with two cuts such that the pieces can be combined together to form a rectangle
in which one side is twice as long as the other. K. 852. The sum of the digits of the sum
of the squares of three consecutive positive prime numbers is 11. What can be the three
prime numbers? K. 853. The length of the sides of the bases of a regular hexagon based
right prism is a, and the length of its height is b. Let’s add together the lengths of all the
diagonals of all the bases and all the joining faces of the prism. For what value of § will
the sum equal 12(av/3 4 3b)? (Proposed by: Bdlint Réka, Budapest)

New exercises for practice — competition C (see page 158): Exercises up to grade 10:
K/C. 852. See the text at Exercises K. K/C. 853. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1848. The sequence a.,, is defined in the following way: a1 = 1, a2 = 2,
and for all positive integers n, ani2 = a2 + afH_l. Find the last digit of the 2025" member
of the sequence. (Australian competition problem) C. 1849. Let N1, N» and N3 be the
quadrisection points on side AB of convex quadrilateral ABCD going from A to B. Let
M, My and Ms be the quadrisection points on side DC' going from D to C. Point Ny is
obtained by extending side AB beyond point B with the quarter of the length of side AB.
Similarly, point My is obtained by extending side DC beyond point C' with the quarter
of the length of side DC'. Determine the area of quadrilateral ABCD if it’s given that
the area of quadrilateral AN My D is 8 units and the area of quadrilateral BN4MyC' is
10 units. (Proposed by: Bdlint Bird, Eger) C. 1850. Prove that if positive numbers a, b,
and ¢ satisfy abc® = z—z =16, then a +4b > 16. (Proposed by: Mdtyds Czett, Budapest)
Exercises upwards of grade 11: C. 1851. The interior angle bisector at vertex C' of triangle
ABC intersects side AB at D. Find the lengths of the sides of the triangle if AD =15,
DB =20, and CD = f.=12v/2. (Proposed by: Ldszlé Németh, Fony6d) C. 1852. Solve the
follwing systen of equations on the set of triples of real numbers: log; (22 + z) = log4 (12 —
—y), logs (224 y) =log; (12— z), logs (224 z) =log; (12 — z). (Proposed by: Mihdly Bencze,
Brasov)

New exercises — competition B (see page 159): B. 5446. What can be the value of ¢, if
up to congruence there are exactly three triangles with a side of unit length, another side
of length ¢ and an angle of 60 degrees? (3 points) (Proposed by: Bdlint Hujter, Budapest)
B. 5447. The sum of positive real numbers z, y and z is 2025. Find the smallest possible
value of 2% + 32 + 22 420z 4 2y + 52. (3 points) (Proposed by: Mdrton Lovas, Budakalisz)
B. 5448. We have two congruent regular n-gon based pyramids. On the lateral faces of
both pyramids, the numbers 1, 2, ..., n are written in a random order. For which values
of n is it guaranteed that the bases of the pyramids can always be glued together in such
a way that at least two edges of the resulting bipyramid satisfy the property that the
two numbers on either side of the edges are equal to each other? (4 points) (Proposed
by: Mdrton Lovas, Budakaldsz) B. 5449. Find all pairs of positive integers (a,b) satisfying
a® =2b%> — 1. (4 points) (Proposed by: Erik Fiiredi, Budapest) B. 5450. Let positive integer
d be called a block-divisor of positive integer n if d | n and moreover, d and % are coprimes.
Let B(n) denote the sum of the block-divisors of n. Find all positive integers n such that n
has at most three distinct prime factors and B(n) = 2n. (5 points) (Proposed by: Norbert
Csizmazia, Harkény) B. 5451. Convex quadrilateral ABC'D satisfies properties ZBAC =
=2/CAD, /ADB =2/DBA, and ZCBD = 30°. What can be the measure of ZDCA?
(5 points) (Based on the idea of Béla Kovdcs, Szatmarnémeti) B. 5452. For positive integer
n > 3 let points P1, P», ..., P, be chosen on a parabola with focus F' such that /P, F P> =
=/PFP3=... = /P, FP, = 360° Pprove that the harmonic mean of the distances FP,

n

190 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/3



..., FP, eaquals the parameter of the parabola. (6 points) (Proposed by: Gdbor Holld,
Budapest) B. 5453. The faces of a convex polyhedron are quadrilaterals ABCD, ABFE,
CDHG, ADHE and EFGH according to the diagram. The edges from points A and G,
respectively are pairwise perpendicular. Prove that [ABCD]? + [ABFE]* + [ADHE)* =
= [BCGF)? + [CDHG)? + [EFGH)?, where [XY ZW] denotes the area of quadrilateral
XY ZW. (See figure on page 160) (6 points) (Proposed by: Géza Kds, Budapest)

New problems — competition A (see page 161): A. 902. In triangle ABC, interior point
D is chosen such that triangle BC'D is equilateral. Let E be the isogonal conjugate of
point D with respect to triangle ABC'. Define point P on the ray AB such that AP = BE.
Similarly, define point @ on the ray AC such that AQ = C'E. Prove that line AD bisects
segment PQ. (Proposed by: Aron Bdn-Szabé, Budapest) A. 903. Let the irrational number

a=1———21  where coefficients a1, az, ... are positive integers, infinitely many

2a1— Cy P ——
2a3— L
of which are greater than 1. Prove that for every positive integer N at least half of the
numbers |«, |[2a],...,|Na]| are even. |z| denotes the floor function of x, which is the
greatest integer less than or equal to x. (Proposed by: Géza Kds, Budapest) A. 904. Let n
be a given positive integer. Luca, the lazy flea sits on one of the vertices of a regular 2n-
gon. For each jump, Luca picks an axis of symmetry of the polygon, and reflects herself
on the chosen axis of symmetry. Let P(n) denote the number of different ways Luca can
make 2n jumps such that she returns to her original position in the end, and does not
pick the same axis twice. (It is possible that Luca’s jump does not change her position,
however, it still counts as a jump.) a) Find the value of P(n) if n is odd. b) Prove that
if n is even, then P(n) = (n—1)!-n!. Zdln,deN <¢ (%) . (Qdd)), where (k) denotes the
number of positive integers not greater than k& that are coprime to k. (Proposed by: Péter

Csikvdri and Kartal Nagy, Budapest)

Problems in Physics
(see page 186)

M. 439. Measure the emf and the internal resistance of an AA battery. How do these
values change during the discharge of the battery? G. 881. A long 2 m wide conveyor belt
moves at a constant speed of 0.5 m/s. A remote-controlled toy car travels from one end of
the conveyor to the other such that it starts from rest, relative to the conveyor belt, moves
perpendicular to the conveyor belt. It accelerates uniformly until it reaches the middle
of the conveyor belt, where it has a speed of 1 m/s relative to the belt, then decelerates
uniformly in the same way, and finally its speed relative to the conveyor belt decreases to
zero. a) How much does the conveyor belt carry the car forward as it crosses? b) Draw a
sketch of the path of the toy car relative to the ground. G. 882. The system shown in the
figure is in equilibrium, the rope in the middle is horizontal. a) On graph paper construct
the forces with a ruler and a protractor to determine the tension exerted in the ropes and
the value of the unknown angle . b) Estimate the percentage error of the constructed
quantities. G. 883. The circuit shown in the figure contains a battery of internal resistance
Ry, and of electromotive force of Uy, and four resistors each of resistance R. Uy =4.5 V,
Ry, =3Q, R=10. a) What is the power of the resistor marked with the arrow? ) What
is the voltage Uap? G. 884. A glass hemisphere of radius r and of refractive index 1.5 is
illuminated by a light ray at point A as shown in the figure. The refracted light ray reaches
the plane part of the hemisphere at a distance y from the centre. a) For which angle of
incidence will y be equal to half of the radius? ) What is the colour of the light ray if the
wavelength of the light in the glass is 400 nm? P. 5634. The coeflicient of friction between
a drawing board and a book resting on it is . One edge of the drawing board is slowly
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raised. a) At which angle of inclination a will the book begin to slip? ) What is the
acceleration of the sliding book when the angle of inclination of the board is 2a? ¢) What
is the minimum horizontal acceleration at which the board with an angle of inclination of
2a should be pushed in order to prevent the book from sliding? Consider the coefficients
of dynamic and static friction to be equal. Give the results in terms of p and g. P. 5635. A
gymnast, performing a giant on a high bar, is just tipping over the vertical position at the
top. When he reaches the bottom, the steel bar is visibly bent. Let us model the gymnast
with a thin, heavy, uniform beam rotating around a horizontal axis (the steel bar). When
the beam reaches the bottom from its top position, by what factor of its weight does
it pull the bar? (Neglect friction, air resistance, and bending of the bar with respect to
the length of the beam.) P. 5636. A space probe has moved away from the Earth in the
opposite direction to the Earth’s orbital velocity v & 30 km/s, at a speed of nv relative to
the Earth (n < 1). Its further motion is only governed — to a good approximation — by the
gravitational field of the Sun. a) What is the major axis and the numerical eccentricity of
the orbit of the space probe? b) What can be n in order for the remnants of the probe to
reach the surface of the Sun? (See also the article entitled Problems and ezercises related
to the motion of artificial celestial bodies on the website.) P. 5637. The heat capacity of the
interior of a freezer is 4 - 105%, and we want to keep the temperature inside the freezer at
(=18 +£1) °C. The freezer is in a room of temperature 20 °C. The refrigerator motor will
start when the temperature inside reaches —17 °C. After the motor has been running for
15 minutes, the temperature in the interior of the refrigerator reaches —19 °C again. At
least what is the power of the freezer’s motor? (Assume that the refrigerator is operating
as an ideal Carnot heat pump, which is a reversed Carnot cycle.) P. 5638. A point charge
Q@ on the outside of a neutral metal sphere, at a distance of d from the centre of the
sphere, is moved to a distance of 2d. How much does the potential of the metal sphere
change during this process? P. 5639. In the circuit assembled according to the attached
circuit diagram, the voltage supply has an electromotive force of 6 V and an internal
resistance of 2Q2. The inductance of the ideal coil is 1.5 H and the resistance of resistor
R is 1000€. Initially, the switch is closed. a) How much charge flows through resistor
R after the switch is opened? b) How much heat is dissipated in resistor R during this
time? P. 5640. In Las Palmas, the largest city in the Canary Islands, there is a unique
exhibition in Europe that shows the world’s aquatic life. One of the attractions of the
exhibition is a 400 cubic metre vertical cylindrical marine aquarium, which is serviced
by divers. Looking horizontally around the aquarium, how much of the aquarium wall
is visible to a diver at a distance d from the axis of symmetry of the cylinder of radius
R? The refractive index of the water is n. P. 5641. Positively charged pions are unstable
particles with a (rest) mass of M = 139.572¢"_ Their decay most often results in a muon of

mass m = 105.66 Niév and a neutrino of mass zero (or negligibly small). One of the decays
produced a muon with negligibly small momentum, which can be considered stationary.
What was the kinetic energy and speed of the pion before the decay? P. 5642. As early as
1679, Newton suggested that the rotation of the Earth could be proved by a mechanical
experiment such that the eastward deflection of a small ball in free fall is measured.
Hooke, who was secretary of the Royal Society in Newton’s time and also an excellent
experimenter, made such measurements in 1680. In a sufficiently wealthy and ambitious
equatorial country, the experiment, which was proposed almost 350 years ago, was to be
repeated by modern equipment. The plan is to drop tiny steel balls onto a wax plate in a
200 m high vertical tube, from which air was sucked out (in a vacuum tower). Determine
the magnitude of the deflection by calculating a) in an inertial frame of reference, b) in
the coordinate system rotating (accelerating) with the Earth.
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ERICSSON-DiJ 2025

Felhivas dijazandé matematika, fizika, digitalis kultira tanarok ajanlasara
Beérkezési hataridd: 2025. aprilis 8., kedd
Az Ericsson Magyarorszag 2025-ben 9 kivalo pedagoégust dijaz
osszesen 4 500 000 forinttal.

Az Ericsson Magyarorszag Kutatas-Fejlesztési Igazgatosaga altal 1999-ben alapitott dijat altalanos-,
vagy kozépiskolakban fizikat vagy matematikat vagy — 2024-t61 — digitalis kultarat oktat6 pedagogusok
nyerhetik el. Az elismerés azért jott létre, hogy tamogassa, méltassa és erGsitse a magyarorszagi,
vilagviszonylatban is kiemelked6 matematikai, természettudomanyos és informatikai alapképzést. Az
Ericsson Magyarorszag elkotelezte magat a hazai oktatas fejlesztése mellett; vallalasanak fontos része
ez a difj. Tébb mint 2000 munkatarsival nemcsak a telekommunikacios ipar egyik legnagyobb
munkaltatéja, hanem az 1600 f6s Kutatas-Fejlesztési Kozpontja révén az orszag egyik vezetd
telekommunikacios és informatikai kutatasi k6zpontja is.

Az ERICSSON-DIJAKAT 2025-ben két kategoriaban itélik oda:

1. ,,Ericsson a matematika, a fizika és a digitalis kultira népszerisitéséért” dij

Egy matematikat, egy fizikat és egy digitalis kulturat (informatikat) tanité pedagégus
(altalanos vagy kézépiskolai) részére egyenként 500 000 forinttal jaré dij.

Azok kaphatjak, akik iskolajukban és azon kiviil évek 6ta a legtébbet tesznek tantargyuk
irdnti érdeklédés felkeltéséért és megszerettetéséért. Elen jarnak az innovativ médszerek
kidolgozasaban és népszeriisitésében. A dijazottak lendiletes, kezdeményezd
egyeéniséglikkel vagy ujtechnologiék bevezetésével vonzova teszik szaktargyukat.

2. ,Ericsson a matematika, fizika és digitalis kultura tehetségeinek
gondozasaért” dij

Két matematikat, két fizikat és két digitalis kulturat (informatikat) tanit6 pedagogus
(altalanos vagy kozépiskolai) részére egyenként 500 000 forinttal jaré dij.

Azok kaphatjak, akiknek tanitvanyai 2015 6ta szaktargyuk jelentésebb orszagos vagy
nemzetkdzi versenyein eredményesen szerepeltek. Munkak6zésségiikben meghatarozé
a szereplik tanitvanyaik tehetséggondozasaban.

Adijakat a MATFUND Ko6zépiskolai Matematikai és Fizikai Alapitvany itéli oda a Bolyai
Janos Matematikai Tarsulat, az E6tvos Lorand Fizikai Tarsulat és a Neumann Janos
Szamitégéptudomanyi Tarsasag Ericsson-dij bizottsagainak ajanlasa alapjan.

Palyazatok csak a kiilénb6z6 kategoriak elektronikus Palyazati adatlapjain nyujthatok be.

A palyazati adatlapok 2025. aprilis 8., kedd éjfélig (23:59)
lesznek elérhetéek a https://lwww.komal.hu/ericssondij/
weboldalon.

Az ajanlasrdl és az odaitélés feltételeirdl ugyanezen az oldalon
lehet részletesebb informaciokat talalni.

Kérdés esetén a kévetkez6 e-mail cimre irhatnak:
matfund@komal.hu.
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Felhivas -
Ericsson-dij 2025

Matematika, fizika és digitalis
kultura tandarok szadmara,
tantdrgyankent 3, 0sszesen 9
pedagogus dijazasa fejenkent
500 000 Ft-tal.

Ajanlja kolleggjat, tanardt az alabbi
kategoridkban:

- Ericsson a matematika, fizika és
digitalis kultura népszerdsitéseért

- Ericsson a matematika, fizika és
digitdlis kultura tehetseg-
gondozasaert

Palydzatok bekuldési hatarideje:
2025. aprilis 8.

A pdlyazati felhivas es az drlapok
elérhetdek: www.komal.hu/ericssondij
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