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O Ujabb bonyolult dsszegek és szorzatok, 1. rész

[~

A KéMal. 1994. decemberi és 1995. januari szimaban jelent meg a ,Mire j6
(idénként) a dolgok elbonyolitdsa?” cimi cikk. Ebben bemutattunk néhdny maéd-
szert bonyolult 6sszegek meghatarozasara. A triikkk” a legtébb esetben az volt,
hogy egy feladatot megoldottunk egyszeriien is és komplikdltan is, és a méasodik
modszerrel éppen a szoban forgd Osszeget kaptuk, amely persze megegyezett az
egyszerlien ad6édo6 eredménnyel.

Most néhany tjabb Osszeg és szorzat kiszamitdsa a cél. A feladatok dnmaguk-
ban is érdekesek, a megoldasukhoz alkalmazott mddszerek pedig szamos mas feladat
megoldésa soran is hatékony eszkozok lehetnek. Van, ahol alkalmazhaté az imént
jelzett ,elbonyolitas”, tobbek megolddsa viszont 4j eljardsokat igényel, amelyekhez
adunk néhany altalanos tippet. A részletes megolddsokat a kovetkez6 szdmban ko-
zoljiik, ugyanitt néhany Gjabb feladatot is bemutatunk. Addig érdemes a feladatok
megoldasaval prébalkozni, de mivel meglehet&sen nehéz problémékrél van sz, sen-
ki se keseredjen el, ha nem sikeriil megbirkéznia valamelyik feladattal. Prébéalkozni
mindenképpen érdemes, mert a sikertelen prébalkozasokbdl is rengeteget lehet ta-
nulni, no meg akkor tudunk egy megoldast igazan értékelni, ha el6tte mi magunk
is sokat dolgoztunk érte.

1 J
=0 7
2 (—1)1 L
J

E%F'rf—%‘j

~— , ahol u és v relativ prim, 1-nél nagyobb egész szamok,
=1 7j=1
és |af az « (alsé) egészrészét jelenti.
0 ﬂ:I:' 1
4. a) sin — ; b)
n

n
i=t i=t

Néhany eszkoz a feladatok megoldasahoz

(A) Generatorfiiggvényes modszer
Egy polinomokra (vagy végtelen sorokra) vonatkozé azonossdgban Gssze

litjuk 27 egyutthatOJeII:I__Elellgia[ull__(_ll ) _I_Ef JI,»:TI_)__I <|]__I+ Elbal oldaldn ez ";lrr,_—l

a jobb oldalon pedig ;‘ + . Tehat i1 . Itt persze a kozvetlen
kombinatorikai meggondolas Joval egyszerubb de sokszor ez a ,generatorfiggvé-
nyes” modszer miikodik hatékonyan.
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(B) Geometria és/vagy komplex szamok.

Erdemes lehet egy dsszeget vagy szorzatot egy geometriai problémahoz kapcsol-
ni, vagy pedig — ha valaki mar ismeri 6ket — komplex szamokat igénybe venni,
esetleg a kett6t kombinalni. Példaul sina a z = cosa + isina komplex szam kép-
zetes része; a k-adik egységgyokok, azaz az 2* — 1 polinom (komplex) gyokei egy,
az egységkorbe irt origd kozéppontl szabalyos k-szdg csucsai stb. A komplex sza-
mok alkalmazésa akkor igazan hatékony, ha a szorzasukat is kihasznaljuk, enélkil
a megoldasok elmondhatok vektorokkal is.

(C) Logikai szitaformula.

Egy N eleml H halmaz részhalmazai H,, Ho, ..., H;. Jeldlje N; a H; elem-
szamat, N,; a H; N H; metszet elemszamat, N,;, a H; N H; N H;, elemszamat stb.
Ekkor az aldbbi képlet megadja azon elemek szdmét, amelyeket egyetlen H; sem
tartalmaz:

N—Ny—-—N;+Nip+Nig+-+ N1, — Nigg— -+ (=1)'Nip_4.

(D) Osszegatrendezés.

Egy sok tagu osszeget érdemes lehet tobbféleképpen csoportokra bontani és
elébb az egyes csoportokon belili tagokat 0sszeadni, majd az igy kapott eredmé-
nyeket ¢sszegezni.

Freud Rébert

[ |

Rejtvények, ordoglakatok

Angol szoliter

L

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtor6t mu-
tatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonb6zé kirakos jatékok, topo-
légiai feladvanyok, ordoglakatok és a matematikat felhasznalé bilivészmutatvanyok.

|

Manapsdg szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a blivészmutatvianyok tritkkjeit mi talaljuk
ki, és a szitkséges kellékeket is mi tervezziitk meg és készitjik el. Prébéljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, dltalanositani, igyekezziink 1j feladatokat kitalalni.

Az un. szoliter az egyik legrégebbi logikai jaték, eredete bizonytalan, az els6
irésos feljegyzés réla 1697-bél, XIV. Lajos, a Napkiraly idejéb6l valo, ekkoriban
kétségkivil népszer(i volt. 1710-ben Leibniz, a hires német matematikus cikkében
leirja a szabalyokat, és a feladvany els6é ismert elemzését is. A jatéknak szamos
valtozata van, a legelterjedtebb a kereszt alakl, négyzetracsos szerkezet(i angol
tabla, amin 32 babu all, kdzépen egy Ures helyet hagyva — ebben az irasunkban
csak ezzel a valtozattal foglalkozunk.

Kilénbozé — tébbnyire fabdl készllt — szoliter jatékok a mai napig kaphaték.

A Kképen egy kb. 40 éves, ,, TAKTIKA” néven arusitott valtozat lathatd. Egy 1épés-
ben egy babuval atugorhatunk egy vele szomszédos babut, feltéve hogy az atugrott
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babu mogotti hely dres. Az atugrott babut ilyenkor le kell vegytik a tablarél. (Csak
vizszintesen vagy fuggélegesen ugorhatunk, atlésan nem.) A cél egyszerd: Iépések
sorozataval vegyuk le egy kivételével az dsszes babut. (A soliter szo jelentése is az,
hogy magaban all6, egyetlen darab.) Megkdvetelhetjik azt is, hogy a megmaradd
egyetlen babu a tabla kézepén alljon, de elemzések kimutattak, hogy ez nem érdemi
megszoritas — minden megoldasnal az utolsé Iépésnél elddnthetjik, hogy kozépen,
vagy valamelyik kuils6 él kbzepén fejezziik-e be a jatékot, méas lehetdség nincs.

A képen lathaté verzi6 leginkabb retro érdekesség, jatékra szinte alkalmatlan
a tulzottan s(ir(in elhelyezett, rendre megszoruld, cslszés, nehezen megfoghatd
babuk miatt. Szerencsére nagyon konnyen készithetiink magunknak kényelmesen
hasznalhato jatékot, akar babszemeket pakolgatva egy kézzel rajzolt négyzetracson.
S6t, egy sakk készletben is (legalabb) 32 figura van, és a sakktabla megfeleld részén
mar prébara is tehetjik magunkat. Természetesen szamitdgépen vagy telefonon is
jol jatszhat6 a szoliter, a keresébe a ,,peg solitaire” kifejezést érdemes irni, de azért
mindenkit biztatunk a fizikai kiprobalasra.

Az angol szoliter megoldasa kimondottan nehéz, pusztan kitart6 prdébalgatassal
— legyen az barmilyen modszeres — csak nagyon nagy szerencsével fogunk a végére
érni. Valamilyen el@relatast, intuiciot pedig csak igen hosszu gyakorlassal lehet ki-
alakitani. Néhany prébakor utan ezért célszerd megprébalni kisebb részfeladatokra
bontani, és ismétl6dé mintakat keresni. Le tudunk venni néhany babut Ugy, hogy
egyébként a tablan semmi ne valtozzon?

Jo szbérakozast!

Vigh Viktor
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Sherlock Holmes: A K. 819. esete

e
— Dr. Watson, sikeriilt mar megoldania a KoMaL K. 819.-es feladatat?

Emlékeztetsil:

K. 819. Kati a tdbldara felirt 10 darab +1-et. Egyszerre megudltoztathatja tet-
szbleges 5 szdmnak az eldjelét (nevezzik ezt egy ,lépés”-nek). Ezt a vdltoztatdst az
aktudlisan a tdblan levé szdmok kézil tetszdlegesen kivdlasztott 5 szdmmal akdr-
hdanyszor megteheti. El tudja-e érni azt, hogy a tdblin 9 darab +1 és 1 darab —1
szerepeljen? Ha igen, akkor mennyi az ehhez sziikséges minimadlis lépésszam?

— Hogyne, Mr. Holmes, elég volt hozza harom szellos sor.

+1 | +1|+1|+1|+1|—-1|-1|-1|-1]|-1
+1|+1|-1|—-1|—-1|+1|+1|-1]|-1]|-1
+1 | +1 | -1 |+1|+1|+1|+1]|+1 ]| +1]| +1

— Ah4, mér ldtom! Ugyesen valaszolt a feladat egy részére.

— Ezt hogy érti?

— Bizonyitani kellett volna, hogy harom 1épés sziikséges is.

— De hat haromnal kevesebbel nyilvan nem lehet.

— Nyilvan. .. Persze, hiszen az els6 1épést kovetoen 5 darab —l-es van, és
egy lépésben a —l-ek szama =%5-tel, £3-mal vagy *l-gyel valtozhat — amelyek
mindegyike paratlan szam —, igy még legalabb két 1épésre sziikség van az ahitott
végallapothoz.

— Maér értem! Bizonyitanom kellett volna azt is, hogy haromnéal kevesebb 1épéssel
nem lehet elérni.

— HAat, bizony, mert On éppenséggel csak annyit bizonyitott, hogy a sziikséges
lépések szama legfeljebb harom. Semmilyen értéket nem adott a sziikséges 1épések
minimuméara. Na, de hadd kérdezzek még a feladattal kapcsolatban! Kiprébalta
mar példaul 8 darab +1-essel és feleannyi eléjelvaltassal is?

— Természetesen! Ezt a problémamegoldési stratégidt On mar belém nevelte
az évek alatt. S6t, 8, illetve 4 darab +1 esetén nem sikeriilt 4, illetve 2 el6jel
megvaltoztatdsaval elérnem, hogy pontosan egy darab —1 legyen, de 6 esetén 3
lépésben igen.

— Remek, Watson! Es t6bb +1-es esetére?

— Azokat az eseteket nem néztem, mert a 10 darabos feladatot sikeriilt megol-
danom.
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— Legalabbis részben. .. — dérmogte maga elé Holmes.
— Hogy mondta?

— Semmi, semmi, csak arra hivnam fel a figyelmét, hogy egy probléma megoldésa
utdn mast is lehet csindlni, mint elégedetten hatraddlni és tobbet nem foglalkozni
a kérdéssel. Erdemes elgondolkozni azon, hogy lehet-e dltaldanositani a feladatot!

— Teljesen igaza van, Mr. Holmes! — kidltott Watson, és kézben mar firkdlgatott
is a fiizetében. — De barhogyan igyekszem, 12 darab +1-esre és 6 elGjelvaltasra sem
sikeriil.

— Biztosan nem igyekszik eléggé — hunyoritott ra Holmes.

— Ne mosolyogjon rajtam... Szerintem ezt nem lehet!

— Bréavé, j6 nyomon jar, dr. Watson! Csak ne felejtsen el bizonyitani is!

— Bizonyitani? Hogyan lehetne azt bizonyitani, hogy nem lehetséges? Hacsak
nem prébalom végig az Osszes lehet&séget. . .

— Ha maga ennyire réér, csak batran! Tanulsdgos lenne, az biztos. Talan inkdbb
gondolja végig az el6z6 bizonyitéast!

— Az els6 1épést kovetSen 6 darab —1-es van — kezdte évatosan Watson — és egy
lépésben a —1-ek szama ... £6-tal, +4-gyel vagy +2-vel valtozhat. ..

— Amelyek mindegyike ...

— Péros szdm! Megvan! Ha kezdetben nulla, azaz paros sok —1-es volt, és egy
lépésben csak paros szammal valtozhat a darabszamuk, akkor végiil nem kaphatunk
egy darabot belélik!

— S6t! Nemcsak egyet, hanem pératlan sokat sem kaphatunk.

— Jo, de a feladat azt kérdezte, hogy egy darab —1l-es lehet-e a végéllapot.

— A feladat igen, de mi mar jé par lépéssel odébb vagyunk! Ne maradjon le,
Watson! Nem csak azt bizonyitotta, hogy 12 darab +1-es esetén nem kaphatunk
egy darab —l-est, hanem azt is, hogy harmat, 6tot, hetet, kilencet és tizenegyet
sem kaphatunk!

— 0, valéban! — csodalkozott 14 sajat teljesitményére Watson.

— Sot!

— S6t micsoda? Még maéast is bebizonyitottam? — kérdezte szinte elképedve
Holmest.

— Inkabb gy mondandm, hogy a fentiek alapjan megfogalmazhatna egy sejtést.
Sikerrel jart (azaz néhdny lépésben elérte, hogy pontosan egy darab —1l-es legyen
a sorban), amikor kezdetben 6, illetve 10 darab +1-essel indult. Ugye, ilyenkor egy
koérben 3, illetve 5 darab szam el6jelét valtoztatta meg. Ezzel szemben nem jart
sikerrel, amikor 4, 8, illetve 12 darab +1-es volt kiinduldsképpen. Vagyis amikor 2,
4, illetve 6 darab szam el6jelét kellett egy 1épésben megvaltoztatnia.

— Ertem mér! - kidltott fel ujjongva Watson. — Akkor van egy tételem: Kezdetben
2n darab +1-es van, egy lépésben n darabnak vdltoztatjuk meg az eldjelét, a cél, hogy
végil pontosan eqy darab —1-es legyen. Ha m pdratlan, akkor megfeleld lépésekkel
elérhetjiik a célt, ha n pdros, igy nem.
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— Kissé szerényebben, dr. Watson! Ez egyel6re csak egy sejtés.

— Nem, nem, Holmes. En méar latom a bizonyitast! A 12 darabra elmondott
gondolatmenete mikddik a paros n esetre: kezdetben nulla, azaz paros sok —1-es
volt, egy lépésben a —1-esek darabszama péaros sokkal valtozhatott, igy végul nem
kaphattunk péaratlan sokat, példaul egy darabot.

A paratlan n esetre pedig mikddik a kezdetben adott konstrukciom altalanosi-
tasa: 3 lépésben elérhetd, hogy pontosan egy darab —1-es legyen.

Elegend6 csak a +1-esek szaméat szdmontartani. Az els6 lépésben n darab +1
el§jelét valtoztatjuk meg, igy n darab +1 lesz.

n+1 n+1

. , n—1 P
A mésodikban darab +1-es és ”T darab —1-es eljelét, igy n— 5 +

n—1

+ =n—1 darab +1-es lesz.

A harmadikban n darab —1-es el6jelét valtoztatjuk meg, ezzel a +1-esek szama
n—14+n=2n—1 darab lesz.

— Bravo, valéban bebizonyitotta. .. az egyik felét.

— Ugyan, Holmes! Az ott adott alsé becslés, miszerint legalabb 3 Iépésre sziikség
van, itt is all.

— Egyetértek, ez valoban kénnyen lathatd. Igy mar teljes a bizonyitas.

— S6t! Még tovabb is van! — folytatta atszellemilten Watson. — A paros n-re
elmondottak nem csak akkor igazak, ha végul pontosan egy darab —1-esnek kell
lennie, hanem barmely paratlan darabszam esetén is.

— lgazan sziporkazik ma este, dr. Watson!

— Kdszdndm, Mr. Holmes! — mondta Watson, mik6zben elégedetten délt hatra
a fotelében.

— Nem emlékszik, mit mondtam par perce a hatradélésrél?
- Kikérem magamnak, igazan sokat foglalkoztam a feladattal!

— Eppen, hogy csak elkezdtiink gondolkozni. .. — Kezdte volna Holmes a doktor
okitasat, amikor Mrs. Hudson nyitotta rajuk kissé hevesen a bejarati ajtot.

— Uraim! Az egész haz visszhangzik a +1-esekt6l és —1-esektdl! Inkabb hall-
gassak meg, mi tortént velem ma délel6tt! Vonattal utaztam hazafelé a Cornwall-i
baratnémt6l, amikor az ablakon kitekintve olyat lattam, amit még sosem.

— Es, mi volt az? — kérdezte udvarias érdeklédést szinlelve Holmes.
— Megtudtam, hogy azon a vidéken feketék a birkak.
— Ezért kellett rank tornie!? — méltatlankodott Holmes.

— Egy egész nyaj fekete birkat latott Cornwall-ban? - kérdezte meglepetten
Watson.

— Bizony! Habar nem volt olyan nagy a nya;j. ..

— Mégis hany darab fekete juhot latott, Mrs. Hudson? — faggatta Holmes gyanut
fogva.

—Jo, jo, csak egyet. De attdl még igaz, hogy ott feketék a birkak!
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— De legalabbis az egyik birka egyik fele... — pontositott Watson.

— ...inkdbb ugy fogalmaznék, hogy Mrs. Hudson az ablakon kitekintve vala-
minek latta egy részét, amit feketének tart — kezdte Holmes a szOrszalhasogatést,
de latva haziasszonydanak sotétiilé arckifejezését, gyorsan masra terelte a szdt. —
Kedves Mrs. Hudson, képzelje csak, mi is éppen fekete birkakrol beszélgettiink
dr. Watsonnal.

Watson tagra nyilt szemekkel meredt Holmesra, de nem volt ideje kézbevagni.

— Eppen azt meséltem a bardtomnak, hogy egy kedves juhdsz ismerésémmel
futottam Gssze a varosban, aki hosszasan magyarazott nekem a fekete birkany&-
jardl és az okos kutyajarol — folytatta Holmes. — Ez az okos kutya a pasztor egy
flittyentésére korbeszaladja a 20 fekete birkabdl allé nydjat, és olyan iigyesen ugat
ra 10 birkéara, hogy koziiliikk amelyik allt, az lefekeszik, és forditva, amelyik fekiidt,
az bizony feldll. A birkdk maguktél nem valtoztatjak meg a testhelyzetiiket, csak
folyamatosan esznek. Arra préobaltunk rajonni a doktorral, hogy legkevesebb hany
futtyentéssel tudja elérni a juhasz, hogy éppen 14 birka fekiidjon, ha kezdetben
mindegyik allt.

— O, valéban az én fekete birkdimrél beszélgettek? — kérdezte kissé elérzékenyiil-
ve a héaziasszony.

Dr. Watson még mindig débbenten bamult, de szeme mozgasdbol mar sejteni
lehetett, hogy megprébal analdgiat talalni a —1-esek és az ugatd kutya kozott.

— Bizony, lényegében errél. Es arra jutottunk, hogy 3 fiittyentés mindig elegendé.
Most viszont, miutan vasarolt még két birkat... — kezdte Holmes.

— Mar nem 10, hanem 11 birkdra ugat rd a kutya egy koérben, mindig a fele
nyajra — szélt kozbe Watson, prébélva visszakapcsolodni a beszélgetésbe.

— Igen, nyilvan. De ami izgalmasabb: most 3 fiittyentés nem célravezeto.

— Négyszer kell fiittyentenie? — kérdezte bizonytalanul Mrs. Hudson, aki nem
igazan értette, hogy pontosan mi térténik koriilotte.

— Nem jar messze az igazsdgtol, Mrs. Hudson! Biztos, hogy paros sok kell,
ahogyan a mai matekozasunk elején rajottem. De nincs sziikség négy fiittyentésre,
elég ketto is, és persze kell is.

— Maguk dtmatematizaltak az én birkdimat! Igazédn szemtelenség volt igy félre-
vezetni engem! — kidltotta Mrs. Hudson, és indulatosan becsapta maga mogott az
ajtot.

— Igaza van! Megyek, és bocsdnatot kérek téle! — tlint el gyorsan Watson is az
ajté mogott.

— Kar, hogy elszaladtak. A hatralévé esetre, amikor n paratlan és végiil pontosan
k darab —1-est szeretnénk kapni, szintén lett volna egy j6 torténetem — jegyezte
meg Holmes, és tovabb lapozott a KoMal-ban a B feladatokhoz.

Paulovics Zoltan
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Gyakorlé feladatsor | |
emelt szint(i matematika érettségire | |

l. rész

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az aldbbi egyenleteket:
a) 93in2x + 4sinx\7 13=0, (5 pont)
b) 9 X*3+144.3 X+¥3 =13, (7 pont)

2. A kishegyhati Toldy Ferenc Gimnéazium 11.b osztalyanak heti 5 testnevelés
orajat az alabbi elvek szerint kell elhelyezni az érarendben hétf6tél péntekig:

— egyik nap két éra, harom tovabbi napon egy-egy 6ra legyen.

— a dupla éra a 6. és 7. éraba keriiljon.

— valamelyik nap legyen egy elsé éra.

— a maradék két éra tetszdleges helyen lehet az els6t6l a hetedik oraig.

a) Hényféle kiilonb6z6 médon helyezheték el az 6rék ilyen elvek szerint? (Nem
vessziik figyelembe a tobbi tantdrgybdl adédé esetleges korldtozasokat.) (6 pont)

Nagy Barnabds tanar ur tanitja a torténelmet. A kiévetkezé homapban az osz-
talynak Osszesen 8 tOrténelem oOraja lesz, mindegyiken 1-1 tanulé fog felelni. Aki
mar felelt, biztonsadgban érezheti magat, ebben a hénapban 6 méar nem fog széban
felelni. Azok, akik még nem feleltek, a kdvetkez6 éran mind egyenl6 valoszinliséggel
keriilnek sorra. A 30 f6s osztdlyba 18 lany és 12 fin jar.

b) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy ebben az idészakban 3 lany és 5 fiu fog
felelni? (6 pont)

3. Egy haromszo6g oldalainak a hossza egy szamtani sorozat harom szomszédos
tagja. A haromszog egyik szoge 1207, a teriilete 50 cm?.

a) Hatarozzuk meg a haromszog oldalainak a hosszat. (9 pont)

Egy kozépiskola 32 f6s 12.a osztalydban a probaérettségi dolgozat két geomet-
riapéldaja, a 3. és 7. feladat bizonyult a legnehezebbnek. Nyolcan nem tudtdk
megoldani egyiket sem. A 3. feladatot 17-en, a 7. feladatot 12-en oldottdk meg.

b) Hanyan oldottdk meg mindkét feladatot? (4 pont)

4. Egy négyszog csticsainak a koordinatéi: A(—3;—1); B(4;—3); C(8;4); D(1;6).
a) Igazoljuk, hogy az ABC D négyszog paralelogramma. (4 pont)

b) Hatdrozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amely érinti mindkét ko-
ordindtatengelyt, kozéppontja az elsé siknegyedben van és atmegy a (8;1) pon-
ton. (7 pont)

¢) Fogalmazzuk meg az alabbi allitds megforditasat:
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Ha két kor kdzéppontjanak tavolsaga egyenl6 a két kor sugaranak osszegével,
akkor a két kor érinti egymast.

Dontsik el, hogy igaz vagy hamis az eredeti allitas, illetve a megforditasa. (3 pont)
1. rész
5. @) Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenl6tlenséget a valés szamok halmazan:

22 +3z—10

gy <0. (7 pont)

Egy 40 centiméter hosszl, 5 centiméter széles fehér szalagot az abran lathato,
kék minta ismétlésével diszitenek.

Az alakzat hatarold vonalai az f(x) és g(x) masodfoka fuggvények grafikonjai.
A koordinatatengely egységei a valdsdgban 1 cm-nek felelnek meg.

2 g(x)
1

ol fX)
b) Adjuk meg az f(x) flggvény hozzarendelési szabalyat. (4 pont)
c) A szalag teriiletének hany szazaléka kék szin(? (5 pont)

6. Egy hibas dobdkocka a tapasztalatok szerint nem egyenld eséllyel esik mind-
egyik lapjara. Az 1-est 0,06 val6szinGséggel, a 2, 3, 4, 5 szamokat 0,18, a 6-ost 0,22
valésziniséggel dobjuk ezzel a kockaval.

a) Mennyi a dobott szam varhato értéke, ha ezzel a kockaval dobunk? (2 pont)

Az asztalon van hdrom dobdkocka, két szabalyos és a fenti tulajdonsagu. A koc-
kak kilsére nem kilonboztethet6k meg egymastél. Talalomra, vagyis barmelyiket
egyenl6 valdszinlséggel valasztva kivesziink egyet kozuliik, és egyszer dobunk a
kivalasztott kockaval.

b) Mennyi a val6szinisége, hogy hatost dobunk? (3 pont)
¢) Ha hatost dobtunk, mennyi a val6szinlisége annak, hogy ezt a nem szabalyos
kockéaval dobtuk? (5 pont)
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Ugyes Gabor nyert a LOTTO-n 2 000 000 forintot. 2025. januar 1-én betette a
nyereményét a Bravé Bankba. Azzal szdmol, hogy az éves kamatlab a kdvetkezd 3
évben 5% lesz.

d) Géabor a befizetett pénzt és kamatait harom egyenl§ részletben, 2025, 2026,
2027 év végén szeretné felvenni. Mekkora részletekben gondolkozhat, ha a banki
kamatlab elképzelése szerint alakul ezekben az években? A valaszt 1000 forintra
kerekitve adjuk meg. (6 pont)

7. a) Oldjuk meg a val6s szamparok halmazén az aldbbi egyenletrendszert:

ry =16, log,y+6-log,z=>5. (10 pont)

b) Hatérozzuk meg az aldbbi szdm utolsé szamjegyét:

20212022 + 20222023 4 20232024, (6 pont)

8. Adott a val6s szamok halmazén értelmezett f fuggvény:
iR S R, x 0 23 —6x2 +9z.
a) Adjuk meg az f flggvény zérushelyeit. (8 pont)

b) Irjuk fel az érintd egyenletét az = = 2 abszcisszaju pontban. (5 pont)

A [0;4] intervallumon értelmezett ¢ val6s értékd fuggvényt az alabbi hozzaren-
delési szabéllyal adjuk meg:

T [ 0 5X3—6X2+9X.
¢) Hatarozzuk meg a g figgvény maximumanak helyét és értékét. (8 pont)

9. Egy ingatlankozvetit6 iroda egy 3 szobas lakast hirdet. A lakas alaprajzat
mutatja az abra:

E - el6szoba és kozlekedd
N B K — konyha
N — nappali
A - szoba
E B - szoba
[ < F — furdg
I_ A W -WC
K W F
|

a) Rajzoljuk meg azt a grafot, amelynek a pontjai a lakas helyiségeit abrazoljak:
E, K, N, A, B, F, W, és két pont kdzott akkor vezet él, ha a két helyiséget ajtd koti
dssze. (2 pont)
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Az iroda egy Uj alkalmazottat szeretne felvenni. A jelentkez6k esetében harom
szempontra kulonosen figyelnek: rendelkezik-e legalabb 5 éves gyakorlattal hasonlo
munkakdrben (GY), van-e angol nyelvvizsgaja (A), van-e fels6fokl végzettsége (F).
A jelentkezdk kozll a kivant gyakorlattal 16-an rendelkeznek, angol nyelvvizsgaja
van 25 pélyazénak, felséfoka végzettsége 18 embernek van. A gyakorlattal rendel-
kez6k kozul nyolcan angol nyelvvizsgaval is rendelkeznek. Hét jelentkez6nek van
gyakorlata és fels6foku végzettsege is. A fels6foka végzettséglek kozul tizenket-
tének van angol nyelvvizsgdja. Mindharom szempontnak oten felelnek meg. Nem
jelentkezett az allasra olyan ember, aki egyik feltételnek sem felel meg.

b) A fenti adatok alapjan irjuk be az egyszind részhalmazokba, hany elemik
van. (5 pont)

¢) A cég logdja egy haromszdg, benne 3 egyenl6 sugard kor, amelyek az dbra
szerint érintik az oldalakat, illetve egymast.

D

A haromszdg oldalai 8 cm, 5 cm, 5 cm hosszlak. Hatarozzuk meg a kérok
sugarat. (9 pont)

Horvath Eszter
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Megoldasvazlatok a 2025./2. szam
matematika gyakorlo feladatsorahoz

1. FokuszPok 28 fonek tartott eldaddst a cicdkrol. Mind a 28-an értékelték az
eléaddst eqy hagyomdnyos 5-ds skdldn. Az eredményeket TortPapa az aldbbi doboz-
diagramon dbrdzolta:

0 1 2 3 4 5 6

a) Mi az egyes értékek gyakorisigdnak legnagyobb, illetve legkisebb lehetséges

értéke? (5 pont)
b) Mi az értékelések dtlaginak legnagyobb, illetve legkisebb lehetséges érté-
ke? (5 pont)

c) TortOkos fogadott TortMdzlival, hogy az A=1{0,1,2,...,9} szdmok kdézil
egyet véletlenszeriien sorsolva az prim lesz. Azt nem hallottuk, hogy TértMdzli mire
fogadott, de TortOkos megjegyezte, hogy fogaddsaik fiiggetlen események.

Adjunk meg egy olyan nem biztos és nem is lehetetlen eseményt, hogy ha Tort-
Mazli arra fogadott, akkor igaz TortOkos kijelentése. (3 pont)

Megoldas. a) A 28 elemet négy egyenl részre osztjak a kvartilisek, 1-es nincs.
Jel6lje a minta nemcsokkenden sorba rakott elemeit my,...,mog. Mivel a minimum
2 és Q1 = 2,5, ezért a minta els6é nyolc eleme: m; = ... =m7; =2,mg = 3. Mivel a
median Q, = 3, igy mg = ... =m15 = 3. A maximum 5, igy msg = 5, a minta els6
15 és utolso eleme csak ez lehet. Akkor tartalmazza a legtobb 3-ast a minta, ha
mig = ... =mg; = 3 65 mivel Q3 =4, ezért ekkor mos = ... = mag = 5. Akkor lesz
a legkevesebb 3-as és 5-8s, és a legtébb 4-es a mintaban, ha mig=... = maor =
= 4,mog = 5. Osszefoglalva, az egyes értékelések és lehetséges el6fordulasaik: 1-es
0, 2-es 7, 3-as 8 — 14, 4-es 0 — 12, 5-0s 1 — 7 darab.

b) A legnagyobb atlagot akkor kapjuk, ha a legtobb 5-0st, majd a legtébb 4-est
tekintjik a lehet6 legkevesebb 3-assal. Visszafelé: mog = ... =mo3 =5, mos =... =
=myig =4, mi5 =... =mg =3, a tobbi 2-es. Az atlag ekkor

6-5+7-4+8-347-2
28

~ 3,43.

A legkisebb atlaghoz a legtobb 3-ast vegyiik a mintaba: Z5+1L3+7:2 — 3 95 (Ugyan-
ezt a minimalis atlagot kapjuk akkor is, ha valahany (legfeljebb 6) 5-0s és ugyan-
annyi 3-as helyett 4-esek vannak a mintaban.)

¢) TortOkos az O ={2,3,5,7} eseményre fogadott, ennek az eseménynek a
val6szinlsége po = %. TortMazli altal fogadott eseményt jeldlje M, § c M C A.
Mivel O és M fuggetlenek, igy po - pm = 15 - 15 = 35 = p(ON M) valamely 0 < y <
< x < 10 egészekre. Atalakitva 2z = 5y, ami x = 5, y = 2 esetén teljesil, ha z, i eleme
a {1,2,3,4,5,6,7,8} halmaznak. Olyan esemény, amelyre |M|=5 és |[ONM| =2
példaul M ={0,1,2,3,4}: ToértMazli fogadhat az 5-nél kisebb szdmokra.
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2. a) Egy deltoidrdl tudjuk, hogy hurnégyszdg, és a koré irt kor atmérdje és
az oldalai hosszdnak mérdszama egész szam, a kerllete nem nagyobb 34 egység-
nél. Hatarozzuk meg, hogy hany nem hasonl6, a feltételeknek megfeleld deltoid léte-
zik. (4 pont)

b) Egy tompaszogl haromszdg két oldala 20 cm, illetve 30 cm hosszi és a
harmadik oldala is egész hosszisagl cm-ben mérve. Adjuk meg, hany darab nem
egybevago, a feltételeknek megfelel§ haromszog létezik. (7 pont)

Megoldas. a) Ha egy deltoid hlrnégyszdg, akkor a szimmetriatengely atloja a
korulirt kér atmérdje. Thalész tétele miatt ez az atlé két olyan egybevagéd derékszo-
gl haromszégre bontja a deltoidot, amely befogdinak 6sszege a deltoid kertletének
fele, tehat legfeljebb 17 egység. Ennyi lehet a pitagoraszi szamharmas két kisebb
szdménak dsszege. llyen csak hadrom van: 3, 4 (5); 6, 8 (10) és 5, 12 (13). Mivel az
elsé kett6nek megfelel6 deltoid hasonld, igy két nem hasonlé megoldas van.

b) Thalész és Pitagorasz tétele alapjan egy p [g I r dldalhosszisadgu hdromszog
pontosan akkor tompaszogd, ha p? + ¢? < r?. Két eset van: a 30 cm-es oldal vagy
a leghosszabb a haromszdg oldalai kozil, vagy nem.

A) Ha a leghosszabb oldal hossza 30 és az ismeretlen oldal hossza = cm, akkor
i) a hdromszog-egyenl6tlenség alapjan 10 < x és ii) 202 + 22 < 30%, amibél z <
<10 5=22,36. Innen 11 123, ami 12 darab megoldas.

B) Ha a haromsz6g leghosszabb oldalanak hossza = cm, akkor i) a haggmszog-
egyenl6tlenségbdl = < 20 + 30 = 50 és ii) 202 + 302 < 22, amib6l 36,05=10 13 < x.
Innen 37 144, ami 13 darab megoldas.

Mivel a megoldasok kozott nincs két egybevagd, a vélasz 12 + 13 = 25 darab
kulénb6z6 haromszog.

3. @) Tekintsik az o hegyesszdg szinuszanak és koszinuszanak H harmonikus, G
mértani és A szdmtani kdzepét. Tudjuk, hogy

A-H
o
Hany fokos az « sz6g? (7 pont)
b) A koordinata-rendszerben 7' téglalap cstcsai A(1;0), B(4;0), C(4;2), D(1;2).
A T téglalap mely P(x;y) pontjaiban teljesul a
log, x +log, 2

Yy
egyenl6tlenség? (6 pont)

Llog, z - log,, 2

Megoldas. a) A feltételek alapjan 0° < a < 90°, igy 0 < sina,cosa < 1. Irjuk fel
veliik a kdzepeket, majd alakitsuk at 6ket:

sina+cosa | 2sinacosa V. |:12>
2/ sina+cosa _ \ i Smia
N———— = SInoacosx = = —=.
sinacos 2 8

Mindkeét oldalt négyzetre emelve és 2-vel szorozva

sin2a = Jv%
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A feltételek miatt 0° < 2ar < 1807, igy 2cr; = 135° vagy 2a; = 45°. Ebbél
a1 =67,57, ag =22,57,

és ellendrzéssel megmutathato, hogy ezek valéban megoldasok.

b) A feltételek alapjén 1<z [41és 0 <y [CZ1A logaritmus azonossigaibdl
tudjuk, hogy log, 2 = @. Ezeket felhasznédlva alakitsuk at az egyenl6tlenséget:

log, x +

=

log, =

Mivel 1 < z, a logaritmusok pozitivak. Pozitiv szam és reciprokdnak Osszege leg-
alabb 2, de y [Zligy ezekbdl az Osszeg és y = 2. Az Osszegre ez csak akkor telje-
siilhet, ha log, x =1, azaz © = 2. Az egyenl6tlenség csak a P(2;2) pontban teljesiil,
amely a téglalap pontja.

4. a) Egy fagrdf négy csicsinak fokszdama 2, 3, 4 és 5, a tobbi pontja elséfokii.
Hany elséfoku pontja van a fanak? (Allitdsunkat igazoljuk.) Adjunk meg egy ilyen
grdfot. (6 pont)

TortErdész kedvenc szérakozisanak hodolva az erdét jarja, de — mivel gondolatai
a szépséges Tortilla koril keringtek — figyelmetlenségbdl letért az ismert utakrol,
és a rengeteg egy sird és vardzslatos részébe tévedt. Itt egymdst nem keresztezd
utakon lehet tovabbhaladni. Minden ut olyan tszakaszokbdl dll, amelyek 1-1-km-rel
tavolabb visznek az erdd egyenes, északi hatdrdtol, és vagy egy ujabdb uteldgazdshoz
jutunk, vagy FokuszPdok egqy csapddja vdrja az odatéveddt. TéortErdész az északi
kapun (amelynek felirata nem sok joval kecsegteti az ijedt vdndort) belépve rogton
eqy eldgazdsban taldlja magdt, és bizony nagy sziksége van TortPapa szerencsét
hozo bajitalanak felhérpintésére, ugyanis FokuszPok éhes macskdja, Szianyai tinik
fel mogotte, igy innentdl nem fordulhat vissza: egyetlen reménye, hogy mihamarabb
eléri az erdd déli hatdardt, ahol megmentik a felkutatdsdra indulé bardtas.

b) Ha 10 km-re jdr az északi hatdrtdl, akkor legaldbb hdny teldgazds van ebben
az erdében?

c) Ha ebben az erddben 650 eldgazds van, akkor legaldbb milyen tdvol van a déli
hatdr az északitol?

Megoldas. a) Jelolje a fa 1 foku pontjainak szdmét az n egész szam. Tudjuk,
hogy egy fanak eggyel kevesebb éle van, mint pontja. Tudjuk, hogy barmely grafban
a fokszadmok Osszegének fele az élek szamaval egyenld. A két ismeret alapjan

+3+4+5+
Egigggigﬁ:n+4_1

Atalakitva 14 +n =2n +6, azaz n =8. A fdnak 8 elséfokt pontja van. Egy ilyen
graf:
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b) Mivel minden Gtszakasz 1 km-rel esik tavolabbra az erd6 északi hataratdl

Az erd6 bejarata

Eszaki hatar——

Elagazas

Csapda Csapda

és minden szakasz Uteldgazéssal kezdédik (de nem feltétlentl ér véget azzal), ha
10 km-re jarunk az északi hatarol, akkor 10 Gteldgazason mentiink keresztiil. Tehat
legalabb 10 uteldgazés van az erdében.

¢) Akkor jutunk a lehetd legkevésbé délre vivg athalézathoz, ha a lehetd legtébb
elagazas van az erd6 hataratol ugyanakkora tavolsagra, egy, az erdé északi hataraval
parhuzamos egyenesen. Ezek szama minden szinten legfeljebb az el6z6 szinten 1év6
elagazasok szamanak kétszerese: 1, 2, 22, 23, .... Ebben az esetben ha k egyenesen
vannak csomépontok (vagyis legalabb k — 1 km-re van a déli hatar az északitol),
akkor a csomépontok maximalis szama:

4ol 4924 42k l=142444.. 42k 1=9F_1,

Mivel 2° <650 <210 — 1, igy legfeljebb k = 10 egyenesen vannak csomoépontok, tehat
ha 650 elagazas van az erd6ben, akkor az erd6 déli hatara legaldbb 9 km-re van az
északi hatartol.

Il. rész

5. Nevezziink két kiilonbézé pozitiv egész szdmot hasonlonak, ha ugyanannyi
szdmd prim és ugyanazokon a kitevékon szerepel a primfelbontdsukban. (Példdul
28 és 75 hasonlo, mert a felbontasaikban két primtényezé van, az eqyik az elsd,
a mdsik a mdsodik hatvdnyon: 28 =7-22 és 75 =3-5%.) Tekintsiik az aldbbi igaz
allitast: ,Ha két egész szam hasonlo, akkor az osztoik szdma megegyezik.”

a) Irjuk fel az dllitds megforditdsdt, és adjuk meqg az igazsdgtartalmdt. (Utobbit
indokoljuk. ) (3 pont)
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b) Bizonyitsuk be, hogy pontosan 6t olyan, egymassal nem egybevagd, egész
oldalhosszU derékszdgli haromszég van, amelynek egyik befogdja 64 egység. Adjuk
is meg ezen haromszogek oldalhosszait. (6 pont)

c) Tekintstk az abran lathatd egymaést kovetd, kék csigavonalban irt szamokat:

31—30—29—28—27—2|6

|
32 13—12—11—10 2|5

|
3|3 1|4 i|’> — % S:) 2|4
3|4 1|5 4:1 { 2;3 2|3
3|5 1:6 Ll) —6—7 22

| |
36 | 17—18—19—20—21

Ugy tlinik, hogy a paratlan, illetve a paros négyzetszamok egy-egy ferde vonal
mentén tlnnek fel a szamok koézétt. Bizonyitsuk be, hogy ez a megfigyelés he-
lyes. (7 pont)

Megoldas. a) Az Allitds megforditdsa: ,Ha két egész szam osztoéinak szama
megegyezik, akkor hasonlék” Az allitds hamis, példdul 12 =22 .3 és 32 = 2° osztéi
szama, egyarant (2+1)(1+1) =5+1 =26, de nem hasonlék.

b) Jelolje a derékszogli haromszog mésik befogdjat, illetve atfogdjat p, illetve r.
Ekkor Pitagorasz tétele alapjan 642 +p? =r? amibél 212 =r2 —p2? = (r —p)(r +p).
Mivel 0 <p <r egészek, igy O<r—p<r+p is egészek. A lehetséges szorzatra
bontéasok miatt

r—p 1 2 4 8 16 | 32
r+p | 4096 | 2048 | 1024 | 512 | 256 | 128
r 2048,5 | 1025 | 514 | 260 | 136 | 80
p 20475 | 1023 | 510 | 252 | 120 | 48

Az elsé lehet6ség nem egész oldalhosszakra vezet, a tobbi 6t valodi megoldast ad.
Mivel nincs kozottiik két egybevagd, ezért valdoban 6t ilyen haromszog van. A meg-
oldésok: (64,1023,1025), (64,510,514), (64,252,260), (64,120,136) és (48,64, 80).

¢) Alkalmazzunk teljes indukciét.

1. Van olyan (2 < 2)-es négyzet, amely- 13 12 11 10 13 12 11 10
nek a bal alsé sarkdban a 22 =4, illetve 14| 3 2| 9 14,3 2|9
olyan (3 % 3)-as, amelynek a jobb felsd sar-

’ 1 4|1 15/4 1 8
kiban a 32 = 9 szém 4. sla]1]s
6 5 6 7 16/5 6 7
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2. Tegyiik most fel, hogy valamely (N> n)-es négyzet bal alsd
vagy jobb folsé sarkdban az n? négyzetszam all.

n
1]

3. Kérdés: ha egy teljes kerettel bovitjik a négyzetet, a szom-
szédos sarokba milyen szdm kertil? A valaszhoz menjiink korbe
és szamoljuk meg, hanyat 1éplink a négy oldalon és a négy sa-
rokban: Osszesen 4N+ 4-et. A szomszéd sarokba n? 4 4n+4 =
= (n+2)? keriil, ami paritastél fiiggetleniil bizonyitja allitdsun-
kat (parosrdl paros, paratlanrdl paratlan négyzetszadmra lépiink).

6. TortErds dsszel minden nap 60 darab tizifdt hasogat fel. Nagyjdbol minden
tizedik hasdbot csak mdsodjdra sikeril felhasitania, a tobbit elsére — ezt ugy értel-
mezziik, hogy 0,9 valdszindséggel tud eqy hasdbot elsére hasitani. (Mdsodik probdl-
kozdsra mindig sikerrel jdr.) Egy probdlkozdshoz 1 percre van sziksége.

a) Mennyi a valdszindisége, hogy pontosan egy és negyed ordig hasogatja a 60
darab tizifat? (3 pont)

Masnap 14:58 perckor dll neki a hasogatdsnak, azonban 16:00-kor kezdddik a ked-
venc csapata, Torterhempton meccse, amelyet kozvetit a TorTV.

b) Szdmitsuk ki, hogy mekkora valdsziniiséggel marad le TortErés a kezdd-
rigasrol. (6 pont)

Kovetkezd nap TortErds nem érzi jol magat, felkeresi TortOrvost. TortOrvos egy
tesztet végez el rajta, hdtha TortErés is elkapta az erdei ndthdt. A teszt dobozdn
az dll, hogy , Beteg egyén esetén 99%-ban pozitiv eredményt ad, egészséges személy
esetén 98%-ban negativat.”

c) Hdny beteg van a 100 f&s faluban, ha a pozitiv tesztet produkdld lakosok 0,9-nél
nagyobb valdsziniséggel valéban betegek? (7 pont)

Megoldas. a) Ha 75 percig hasogat 60 hasibot, akkor 15-nek kétszer fut neki
(egyenként 0,1 valészintliséggel), 45-6t elsdre elhasit (egyenként 0,9 valésziniiséggel).
Binomialis eloszlast kell felirnunk:

60
p= -0,9%.0,1%° = 0,00046.
45
b) 62 perc milva kezdddik a meccs. TortErds akkor marad le a kezdérigasrdl,

ha 2-nél t6bb hasidbot nem tud elsére széthasitani. Térjiink at a komplementer
eseményre, azaz 0, 1 vagy 2 hasdbbal nem bir elsére. A keresett valdsziniliség:

60 60
p=1-— [0,96°+ ( 1) -0,9°°.0,1% + <2> -0,958-0,12} =(,947.

¢) Jelolje a népességben a beteg egyének szamét X, ekkor az egészségesek szd-
ma 100 — X. Vegyiik gy, hogy ToértOrvos mindenkit letesztelt: ekkor az X beteg
esetén X-0,99 pozitiv tesztet kapott és X-0,01 negativat. Az egészségesek koziil
(100 —x) - 0,02 {6 pozitiv eredményt mutatott és (100 —X) - 0,98 negativat. Tud-
juk, hogy a pozitiv tesztet mutatok, vagyis Osszesen X - 0,99 + (100 —X) - 0,02 6

146 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/3



koziil legaldbb 0,9 val6szintiséggel valéban beteg valaki (szdmuk X-0,99). Felirva

egy egyenletben:
x-0,99

X 0,99 + (100 — x) - 0,02

>0,9.

Osszevonva, rendezve 0,99x > 1,8 4+ 0,873x. Innen X > 15,38, vagyis legaldbb 16-an
betegek a 100 f6s faluban.

7. A koordindta-rendszer rdcspontjaira mindegyik csicsdval illeszkedd egyenld
szdrd hdromszdg alapjdt az F(—1;2) pont felezi, a korilirt korének a kozéppontja

0 (3:10)
a) Mutassuk meg, hogy az A(—2;3), B(0;1), C(2;5) pontok dltal alkotott hdrom-
sz0g megfelel a feltételeknek. (3 pont)

b) Vegyiink fel egy olyan D pontot, amely az eléz8 A, B és C pontokkal egyiitt
egy olyan hiurtrapéz csucsai, amelynek AC és BD az alapja. Mik lehetnek a D pont
koordindtai? (6 pont)

c) Van-e az ABC hdromszdg korilirt kérében olyan P pont, amely az 'y ten-
gelyen van és derékszogben ldtszik beldle az AC szakasz? Ha igen, adjuk meg a
koordindtdit. (7 pont)

Megoldas. a) ABC hiromszogben F¢ koordinataira X = _22+0 1,y= ﬂ =2.
Egyenl$ szard, mert az FC§£3;3) -A§(2;— 2) skalarszorzat 0, igy Fc 6 IIB To-
vabba d(OB) =d(0OC) = 2.2

b) A kapott hurtrapéz koré kor irhatd, amely megegyezik az ABC haromszog
korilirt korével.

-4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 X

Elbszor irjuk fel a B-n 4tmend, AC (4;2) irdnyvektori e egyenes egyenletét:

e: X—2y=-—2.
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Majd irjuk fel az ABC haromszog korulirt k korének egyenletét:

Yy 10)° 80
3 Yy=3) ~ 9"

Tekintsik e és k egyenleteit mint egyenletrendszert. Ekkor e-b8l x =2y — 2, amit
behelyettesitve k-ba (6y — 7)? + (3y — 10)?2 = 50. Kifejtve, dsszevonva és egyszer(-
sitve 5y? — 16y + 11 = 0 egyenletet kapjuk, megoldasai y; = 1 (B pont) és y, = 2,2
(D pont). Utébbibdl x, = 2,4, azaz D(2,4;2,2).

c) Jel6ljon P (0;y) egy feltételeknek megfelel6 pontot. P rajta kell legyen az AC
koré mint a&tméré koré irt ko, Thalész-koron. E kor egyenlete x2 + (y —4)2 = 5. ky és
az y tengely metszéspontjainak y koordinatai az x = 0 behelyettesitéssel kaphatdak
meg, ezek y1 ~ 6,236 és y, ~ 1,764. Ezek kdzul a P (0;6,235) nincs a k kor belsejében,
de a Q(0;1,764) igen, mert a k kor az y tengelyt a (0;1) és a (0;17/3) pontban metszi.

8. FOkuszPok el6adasa utan meghivja a kdzonségét tarsasozni, de nem talalja a
dobdkockat. ,,Semmi baj — mondja TortUgyi — feldobunk hat érmét: amennyi leesve
irast mutat, annyit kell 1épni.”

a) Valoban jol helyettesiti a kockadobast a megadott pénzfeldobasos mddszer?
A valasz indoklasahoz hasonlitsuk 6ssze a kockadobas és a leirt pénzfeldobas altal
meghatarozott 1épésszam varhatd értékét. (6 pont)

Némi tanakodas utan 5, 10, 20, 50, 100 és 200 Ft-os érméket hasznalnak a dobo-
kocka helyettesitésére. TortPapa minden kor utan felirja az adott dobas eredményeit
valamilyen sorrendben (mas jatékosnal esetleg méasképpen) és hogy mennyit Iép (pl.
,»oF, 1001, 10F, 20F, 200F, 501, Iép 3-at”).

b) Hanyféle kilonbdzé jelsorozat keruilhet egy dobas esetén a papirra? (3 pont)

A tarsasjaték nagyon egyszer(i: 52 darab egymas utan kovetkez6 mez&h6l allé
,.kigyon” kell végiglépegetni, mindig annyit Iépve, amennyi irast dobtak az érmékkel
(0-tél 6-ig). Kordnként mindenki csak egyszer dob és lép. A célba Iépni csak pontos
dobéssal lehet.

c) Legkorabban melyik koérben érhet célba a nyertes? Mennyi a valdszin(sége,
hogy ebben a kérben célba is ér? (7 pont)

Megoldas. a) Nyilvan nem helyettesiti jol, hiszen lehet, hogy 0 darab iras lesz, 0-
t viszont nem lehet dobni egy szabéalyos dobokockaval. De a dobasok varhato értéke
sem azonos a két modszer esetén. Hagyomanyos dobokocka esetén minden dobas
valdszin(isége p = % a dobasok — és igy a Iépésszam — varhat6 értéke My =1 - % +
...+6- % =3,5. Ha érmét hasznalunk, akkor k € {0,1,...,6} 1épés valészinlisége fligg
k-tdl: 6 érme (2)-fé|eképpen eshet az iras oldalara (az érméket megkiilonboztetjik).

6
Az 0Gsszes lehetGség szama 26 = 64, igy pi = (6%). Tehat pénzfeldobas esetén a

Iépésszam varhato értéke (a binomialis egyltthatok tulajdonsaga miatt)

6 6 6 6
Mp:(0+6)'%+(1+5)-%+(2+4).(6%+3,(6%:3,

tehat a két varhatd érték sem egyenld.
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b) Nem foglalkozunk azzal, hogy két jelsorozat esetleg ugyanazon érmék ugyan-
azon alldsait tartalmazza, csak magat a jelsorozatot figyeljiik. A papirra keriild
jelsorozatban az érmék 6!-féleképpen szerepelhetnek. Minden érme lehet fej vagy
iras, ezeket 28-féleképpen irhatjuk mogéjitk. A végén még szerepel, hogy mennyit
kell 1épni — azonban ez nem ad maés jelsorozatot, hiszen az irasok mar rogzitett
széma keriil oda. Az eredmény 6! - 28 = 46 080.

¢) Egy koérben maximum hatot lépnek, azaz 9 kornél kevesebbel nem lehet
célba érni. 52 mezd 9 kor alatt csak kétféleképpen teljesithets: A) 8 hatos és 1
négyes, vagy B) 7 hatos és 2 6t6s dobdssal. Binomidlis eloszlassal kell szamolnunk,

a valdsziniiségeket az a) részben felirtuk:
-9 & 4 -9 & 5

Pa= g 6 26 PBT 7 6 26

Az eredmény p4 + pg ~ 0,000 000 000 000 079, ami tobb nagysigrenddel kevesebb

//////

9. Tortilla eqyik kozmetikumdnak logdja fél kagylohéjra emlékeztet: alulrol a
g(x) =cosx figguény, felilrél f(x) lefelé nyild, y-tengelyd parabolagorbe darabja
hatdrolja. Mindkét figguényt a D =[—2,5m;2,57] intervallumon értelmezzik. A két
gorbe D végpontjaiban egymdsba simul, mert f és g értékei és érintdi ezekben a
pontokban megegyeznek.

a) Bizonyitsuk be, hogy a parabola hozzdrendelési szabdlya

1 57

f(@)= —gﬂﬁz T (6 pont)

b) Hatdrozzuk meg a sik feliletre nyomtatott logé teriiletét, ha egqy egység
2 mm-nek felel meg a koordindta-rendszerben. (7 pont)

Tekintsiik a kévetkezd kijelentést:

,Legyen f értelmezve xg valamely I =]xg — ;20 + [ kornyezetében (6 > 0). Ha
f fiiggvény I-n xo elétt negativ, utina pozitiv értékeket vesz fel, akkor xq-ban
zérushelye van.”

c) Igaz-e a kijelentés? (Vilaszunkat indokoljuk is meg.) (3 pont)

Megoldas. a) A feltételek alapjan mindkét fiiggvény péros. Ebbdl adddik, hogy
i) elég egy végpontban vizsgalni az érintét, i) az f(x) fiiggvény y = az? + b alakq,

—3n —2m —1In 0 1n 21 3m X
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ahol a<0<b. A feltételek szerint g érint6je X = 2,5M-ben F-ével megegyezik.
Mivel ugyanazon pontban nézziik az érintét mindkét fiiggvény esetén, ezért ha
a meredekségiik megegyezik, akkor a két egyenes is azonos. Meredeksége

m = g2,5m) = —sin2,5n1 = —1 = £{2,5m) = 2a(2,5n),

innen kifejezve a = 7$' Tovabba, mivel g(2,5m) =0, igy
1 2
f(2,5m)=0= = (2,5m)° +b,

amibdl b-re %" adodik. Valoban, f(X) = —%X2 + %".

b) A teriilet minél egyszeriibb meghatarozasahoz érdemes megfigyelni, hogy a
cosX fliggvénynek hdrom ,huplija” (X tengely egyik oldaldra esd zart, Osszefiig-
g6 alakzata) esik D-n az X-tengely 6lé — ezeket levonjuk — és két ,hupli” esik az
X-tengely ald — ezeket hozzdadjuk — a parabola X tengely feletti teriiletéhez. A fiigg-
vények parossiga miatt elegendo a kovetkezd integralokat felirni a parabola és egy
,hupli” teriiletéhez:

o | [ T . I Godn
T =2 1X2+5T[ dx = 2 X +5nx
b= i > —2. _ 2 4202 =
5m 4 15n 4
?:](2 5m)3  5m(2,5m) H 2512
=2. - + ' -0 = ~ 41,123,
15m 4 6
72
Th=2- (cosx)dx=2-[sinx]}’*> =2[1—0] = 2.
0

A korabban leirtak alapjan a fél kagylo teriilete Ty = Tp — T ~ 39,123 egység a
koordinédta-rendszerben. Tudjuk, hogy 1 hosszegység de =2 mm, ezért 1 teriilet-
egység te =4 mm?. Innen a logd teriilete vizszintes feliileten

T ~ 39,123 -4 = 156,49 mm?.
¢) A kijelentés hamis. Ugyanis nincs a feltételek kozott, hogy a fliggvény foly-
tonos, akar F(Xg) =3 is lehet. S6t, még Xg jobb és bal oldali hatirértéke sem

biztos, hogy 0, vagy akar csak egyenld, esetleg nem is 1étezik hatarérték. .. Példaul
a feltételeknek megfelel az eléjelfiiggvény egy modositott valtozata az | =]—1;1]

intervallumon: —1
B hao<x
fx) = % ha x =0;
—1, ha x<0.

Trembeczki Csaba
Kaposvar
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Matematika C gyakorlatok megoldasa

C. 1837. Mar az okori gorégok is tudtak, hogy a T=3,1416 egészen jol kézelithetd

a z = 3,1429 torttel. Hany olyan pozitiv egész szdmokbdl dllé (a;b) szdmpdr van,
amelyekre 1 <b <100 és az § tizedes tort alakja gy kezdddik, hogy 3,147

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy6r)

1. megoldéas. Azokat a 0 <a és 1 <b <100 egész szamokat keressiik, amelyekre

3,14 I:%K 3,15,  vagyis 3,14b [Cak 3,15h.

A megoldds sordn megszdmoljuk azokat az egész koordinataju (a;b) pontokat a
derékszogli koordinatarendszerben, amelyek kielégitik a fenti feltételeket. Ezek a
pontok éppen a P (314;100), az O(0;0) és a Q(315;100) pontok altal meghata-
rozott haromszog belsejében vannak, vagy az OP oldalra illeszkednek (de a maé-
sik két oldalra nem). Mivel a P pont koordinatdinak legnagyobb kozos osztdja
(314;100) = 2, ezért az OP oldalon a végpontokon kiviil csak egyetlen olyan belsd
pont van, amelynek koordindtai egész szdmok: P1(157;50). Nyilvdn a P Q oldalon a
végpontokon kiviil nincs olyan pont, amelynek mindkét koordinataja egész, hiszen
a végpontok elsé koordindtai egymast kovetd egész szamok. A Q pont koordinatéi-
nak legnagyobb ké6zos osztdja (315;100) = 5, ezért az OQ oldalon 4 belsé pont van,
amelynek mindkét koordindtaja egész szam. Most alkalmazzuk a Pick-tételt, amely
egy racssokszog teriiletét adja meg a belsejében és az oldalain taldlhato racspontok
szamabol:

K
T=B+—-—1,
3

ahol B a racssokszog belsejében, K pedig a hataran taldlhato racspontok szamat

jeloli. Esetiinkben a P OQ haromszog teriilete:

(315—314) - 100
2

A héromszog keriiletén 1év6 racspontok szamanak Osszege: K =3+14+0+4 =28,

igy a bels6 rdcspontok szama:

T= = 50 teriiletegység.

B:T—§+1:50—4+1:47.

Ezeken kiviil még a Py pont is megfeleld, igy sszesen 47 + 1 = 48 darab racspontot
talaltunk, azaz 48 olyan szampar van, amely kielégiti a feladat feltételeit.

2. megoldas. A megoldds sordn azokat a 0 <a és 1 <b <100 egész szdmokat
keressiik, amelyekre
(1) 314b [T00a < 315b.

315b-nél kisebb, de 314b-nél nem kisebb szdm pontosan b darab van. Mivel b < 100,
ezért b darab egymaést kovets egész szam kozott legfeljebb egy oszthaté 100-zal,
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vagyis lehet egyenlé 100a-val. Azaz barmely b-re legfeljebb egy megfelel§ o létezik,
amelyre minden egyenl6tlenségiink igaz. Latjuk, hogy a feladat szovegében is sze-
replé b =7 a legkisebb olyan b, amelyhez van megfelel6 a, ezért sejthetjik, hogy a
feladat megoldasaban fontos szerepe lesz.

Ha valamely b-hez van olyan a, amelyre teljesiil az (1) egyenl6tlenség, akkor
b’ =b+7-re is van ilyen o', hiszen a

) 314(b+7) < 100d’ < 315(b+7)

egyenl6tlenségek akkor és csak teljestilnek, ha teljestilnek azok is, amelyeket ugy
kapunk, hogy minden oldalbdl kivonunk 300(b + 7)-et, majd még 100-at, akkor azt
kapjuk, hogy

14b—2 < 100a” < 15b+5,

ami nyilvan igaz, hiszen a (2)-nek eleget tevé b+ 7 darab szam kézil pontosan
egy oszthatd 100-zal. Az el6z6ek alapjan elegendd megvizsgalni, hogy mely 7-es
maradékua b-knél hol kezdddik ez a periodikussag.

Legyen b=7k+n. Ekkor 0 < k<14 és0<n <6 (n,k 2.

I. eset, ha n = 1. Ekkor az egyenl6tlenség: 14(7k + 1) < 100a” < 15(7k +1). Ha
kivonunk 100k-t (igy a” helyett o’-t irva), akkor 14 — 2k < 100a’ < 15+ 5k. Kdnnyen
lathatd, hogy 100a’ =0, igy 14 —2k <0, azaz 7 < k < 14. Azaz ha b 7-es osztasi
maradéka 1, akkor 14—7+1=28 jé b van.

Il. eset, ha n =2. Hasonl6an eljarva s rendezve az egyenl8tlenséget, akkor
28 — 2k < 100a’ < 20+ 5k. Itt is lathato, hogy 100a’ =0, kapva: 28 —2k < 0. In-
nen 14 < k < 14 lenne, de 14 -7+ 2 =100, és b ennél kisebb, tehat nincs ilyen b.

I11. eset, amikor n = 3. Innentdl egészen a hatos esetig k < 13, hiszen b < 100. Az
ismert modszert elvégezve azt kapjuk, hogy —2k + 42 < 100a’ < 45 + 5k. Egyszerl(
belatni, hogy 100a’ =100, igy 100 < 5k +45. Innen kapjuk, hogy 12 < k < 13, azaz
2 darab megfelel6 b van itt.

IV. eset, ha n = 4. llyenkor —2k + 56 < 100a’ < 60 + 5k, ahonnan 100’ = 100,
majd igy kapjuk, hogy 100 < 60 + 5k, amit rendezve 9 < k£ < 13. Avagy itt 5 darab
megfeleld b taldlhato.

V. eset, n =5. Ez esetben —2k + 70 < 100a’ < 75+ 5k, és 1004’ = 100, azaz
100 < 75+ 5k, amelybdl 6 < k < 13, ezzel kapva, hogy ilyenkor 8 j6 b van.

VI. eset, amikor n = 6. Megkapjuk, hogy —2k +84 < 100a’ < 90 + 5k, és megint
100a’ = 100. 100 < 90 + 5k, amib6l 3 < k < 13, jelentve, hogy 11 j6 b van.

VII. eset, ha n = 0. Trivialis eset, ekkor csak a % tortet bévitjuk. 14 megfeleld
b szerepel itt, hiszen ennyi 100-nél kisebb, pozitiv tébbszérdse van a 7-nek.

Mindent egybevetve §sszesen 8 +0+2+5+8+ 11+ 14 =48, ami azt jelenti,
hogy ennyi (a;b) szampar létezik.

Farkas Andrds (Jaszberény, Lehel Vezér Gimn., 11. 0.)

Osszesen 42 dolgozat érkezett. 5 pontos 4, 4 pontos 2, 3 pontos 11, 2 pontos 6 dolgozat.
1 pontot 11, 0 pontot 8 versenyzé kapott.
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B. 5413. Legyen az ABC nem szabalyos haromszdg magassagpontja M, suly-
pontja S, beirt kdrének kézéppontja 1. Mutassuk meg, hogy M I1S< > 90°.

(6 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)

Matematika feladatok megoldasa

1. megoldas. Legyen O a ko-
ralirt kér koézéppontja, R a ko-
rillirt kor sugara, r a beirt kor
sugara és F az ABC harom-
sz0g Feuerbach-kérének kdzép-
pontja (1. 4bra). Mivel ABC nem
egyenld oldald haromszég, M, 1,
S, O és F mind kulénb6z6 pon-
tok.

Kozismert, hogy M, F, S és
O az Euler-egyenesen helyezked-
nek el, tovabba F az OM szakasz

felezGpontja, és MS = 2S0. Ez alapjan: 1. dbra

AF—10 b IS=

2
|

Ebb6l adodoan

— 1
IM .

52!

ol
I
TV

—10)(2IF +10) = %(4IF2— 102).

Mivel a Feuerbach-kért a beirt kér belllrél érinti a T Feuerbach-pontban, ezért
IF=TF—TI1 =R/2—r, hiszen a Feuerbach-kor sugara R/2. Tovabba az Euler-
formula szerint 10?2 = R2 — 2R, igy:

m.%:;(4-W—(R2—2Rr)) =

1 1 2
= g(R2 —4Rr+4r? —R? 4+ 2Rr) = 3T(72R+4r) = —2r(R—2r) <0,

ahol az utols6 egyenlétlenség kovetkezik a sugaregyenl6tlenségbdl, ami szerint R >
> 2r nem egyenld oldali haromszdgek esetén.

Ezért IM - 1S - cos(MI1S<) <0, tehat cos(MIS<) <0, ami azt jelenti, hogy
MI1S< > 90°. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Diaconescu Tashi (Kolozsvar, Spark Generation, 11. évf.)
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1. megjegyzés. Az O-t vonatkoztdsi pontnak vélasztva, az O—z>4, O? és O? vekto-
rokkal, valamint a haromszog oldalainak hosszaval OS, OM és 5? vektorok mind-
egyike kifejezheto. Ezutan a megolddshoz hasonléan felirhato m : I? skalarszorzat,
amirél tobb kiilonboz6 (dltaldban hosszadalmas) szamoldssal megmutathatd, hogy
negativ. Az allitds megjelent A. P. Guinand: Triangles from centres out, JCMN 30,
pp. 3127-32 cikkében, ott a szerz6 ezt az utat kovette, trigonometrikus Osszefliggé-
seket hasznalva.

2. megoldés. Hasznéljuk a hé-
romszogre a szokasos jeloléseket,
és eloszor tegyiik fel, hogy a ha-
romszog nem egyenld szard. Be-
latjuk, hogy M és S pontokat a
haromszognek pontosan a hegyes
szogekhez tartozo belsé szogfele-
z6i valasztjdk el (2. abra). Tekint-
siik az A hegyesszogli csucsbdl
indul6 sulyvonalat, szogfelezijét
és magassagat, ezek talppontjai a

C szemkozti oldalon legyenek rend-

re Ka, Fa és Ta. Tudjuk, hogy

2. dbra ekkor S az AKa szakaszon, mig

M az ATp szakaszon van. Feltehet8, hogy b > ¢ (és igy 8 > ), ekkor a szogfelezd-

tétel miatt CKa < CFEa, valamint CATa CSICAFA [=la/2 miatt CFa < CTx,

azaz a talppontok Ta, Fa, Ka sorrendben helyezkednek el a BC' egyenesen. Ebbél

adddik, hogy a szogfelezd az ATp és AKa nyilt szakaszokat elvdlasztja, kovetke-
zésképpen az S és M pontokat is, ahogyan allitottuk.

o

A FA KA

M Ha A-nél derékszog van, akkor
A= M, és a magassagpont illesz-
kedik a szogfelezdre.

Végiil ha A-nal tompaszog van
(3. &bra), akkor minden érvényes
marad, de M nem az ATa sza-
kaszra esik, hanem annak A-n tu-

B T li meghosszabbitasira, ezért M
Al FA KA s .. . [
C és S a szogfelez6 egyazon oldalan
fekszik.
3. dbra Foglalkozzunk el6szor azzal az

esettel, amikor ABC hiromszog hegyesszogli (4. dbra). A harom szogfelez6 I-ben
metszi egymast, és a sikot hat szogtartomanyra osztjak az abra szerint. Egyszerti
sz0gszamolasbdl kapjuk, hogy a szogtartoményok méretei («+ 3)/2, (B+7)/2,
illetve (v + «)/2, kovetkezésképpen mindegyik hegyesszogli tartomédny. A fentiek
miatt S és M szitkségképpen két dtellenes (I-re szimmetrikus) szogtartomany
belsejébe esik, és mivel ezek hegyesszogliek, igy SIM [Tdmpaszog.
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4. dbra

Most tegyiik fel, hogy A-nal derék- vagy tompaszog van, valamint az altala-
nossdg megszoritasa nélkiil, hogy b > ¢ (5. abra). A kompaktabb indoklas kedvéért
illessziink egy koordinata-rendszert az abrankra gy, hogy az origd Ta pont legyen,
C az x-tengely, M pedig az y-tengely pozitiv felére essen. Jeloljiik a koordindtakat
a szokésos médon: M (zm,ym ), I(z1,11), és S(xs,ys). Vegyiik észre, hogy a fentiek
miatt S benne van az FaoCTI haromszogben, M pedig legalabb olyan tavol van BC
oldaltél, mint A, igy ym > y1 > ys. Szintén az S € TACIA tartalmazisbol és b > ¢
feltételbdl kovetkezik, hogy xm <z < xs. Eszerint IM vektor a masodik sikne-
gyedbe esik, mig 1.5 vektor a negyedikbe. Kaptuk ismét, hogy M IS< tompaszog.

5. dbra

Végiil hitravan az egyenlo szart eset. Ilyenkor M, I és S pontok mind illesz-
kednek a szimmetriatengelyre, mégpedig a megoldas elején leirtak miatt M, I, S
sorrendben, igy ekkor MI1S< = 180°.

Minden esetet megvizsgaltunk, ezzel a bizonyitas teljes.
Molnar Istvan Adam (Miskolc, Foldes F. Gimn., 12 évf.) és
Ali Richard (Godolls, Torok Igndc Gimn., 11. évf.) dolgozata alapjan

2. megjegyzés. A bizonyitas lényegében azon alapszik, hogy a stilyvonal, a szogfe-
lez6 és a magassagvonal mindig ilyen sorrendben kévetkeznek. De a teljes megoldas
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koriiltekintd diszkusszidt kovetel, a legtobb versenyzo leirasaban is kisebb-nagyobb
hianyossag maradt.

3. megoldas. Ez az indoklas az elsé megoldéds egy varidnsa, de kiilon kiemelésre
érdemes. El6szor felelevenitiink egy jol ismert allitast. Legyenek X és Y kiilonboz6
pontok, valamint A > 1 valds. Vildgos, hogy az XY egyenesen pontosan ketté olyan
P pont van, amire PX =A-PY, jelolje ezeket Py és Ps.

Tétel. Azon P pontok mértani helye a sikon, amelyekre PX =A-PY teljesiil,
éppen a P1P2 szakasz Thalész-kore (6. dbra).

X PP w P P>

6. dbra

A fenti tétel jol ismert, a mértani helyet az XY szakasz A ardnyd Apolldniusz-
korének nevezzitk. Ha AB> A, akkor a A=héz tartozé P{Pés P pontok mindegyike a
PP, szakasz belsejébe esik, ezért a APhoz tartozé Apolléniusz-kér a A-hoz tartozé
Apolloniusz-kor belsejében van. Ebbdl addodik a kovetkezo allitas.

Allitas. Azon P pontok mértani helye a sikon, amelyekre PX > X-PY teljesiil,
éppen a PP, szakasz Thalész-korének belseje.

Ratériink a feladat megoldédsara. A jeloléseket megtartva felhasznaljuk az elsd
megoldas néhany eredményét. A feladat allitdsa ekvivalens azzal, hogy | az MS
szakasz Thalész-korének belsejébe esik. Vegyiik észre, hogy az elsé megolddsban
leirtak miatt M S Thalész-kore éppen az OF szakasz A = 2 aranyt Apolléniusz-kore.
Igy az elérebocsajtott allitasunk szerint elég lenne megmutatni, hogy 10 > 21F. Ezt
négyzetre emelve és rendezve a vele ekvivalens 41F2 — 102 < 0 egyenlétlenséghez
jutunk, amit leggyorsabban az elsé megoldasban leirt médon igazolhatunk a beirt
és koritlirt korok sugaraival szdmolva. Ezzel az allitast belattuk.

Prohdszka Bulcst (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., 11. évf.)

3. megjegyzés. Prohaszka Bulcst megjegyzi, hogy M IS szog akkor keriil kozel
90°-hoz, ha ABC haromszogben van 180°-hoz kozeli szog. Ha ABC haromszog
majdnem szabalyos, akkor M IS kozel van az egyenesszoghoz.

A feladatra 6sszesen 28 versenyz6 és 1 csapat kulddtt megoldast. 6 pontos Ali Richard,
Bencze Matyés, Bui Thuy-Trang Nikolett, Diaconescu Tashi, Holl6 Martin, Kovacs Be-
nedek Noel, Prohaszka Bulcsu, Sha Jingyuan és Virag Lénard Déniel; 5 pontos Aravin
Peter, Molnar Lili, Varga 511 Vivien és Zhai Yu Fan dolgozata. 4 pontos 5 megoldas, 3
pontot kapott 2 versenyz6. 2 pontos 3, 1 pontos 1, 0 pontos 4 tanulé dolgozata, 1 dolgozat
nem értékelhetd.
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A K pontversenyben kit(izott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kdz6s pontverseny
9. osztalyosoknak

(849-853.) E H

K. 849. Legalabb hany gyufat kell elvenni ahhoz, hogy az abran semmilyen
méretli négyzet ne maradjon?

K. 850. A tanar felirt a tablira egy kétjegyii pozitiv primszamot és egy 0-t6l
kiillonbo6zé szamjegyet. Sanyi, Kati és Joli egy-egy haromjegyli szamot hozott 1étre
a felirt szdmokbdl. Sanyi a felirt kétjegyli primszam végére irta a megadott szam-
jegyet, Kati a kétjegy(i prim két szamjegye kozé, Joli pedig a primszam elejére. Igy
Sanyi haromjegy(i szama 45-tel tobb lett, mint Katié, és 225-tel tobb, mint Jolié.
Melyik primszamot, és melyik szdamjegyet irta fel a tandr a tablara?

K. 851. Daraboljuk fel az dbran lathaté 6t egybevagd négyzetbdl allo alakzatot
hérom részre két vagdssal gy, hogy ha a darabokat megfeleléen Osszeillesztjiik,
akkor egy olyan téglalapot kapjunk, amelynek az egyik oldala kétszer olyan hosszi,
mint a masik.

K. 852. Harom szomszédos pozitiv primszam négyzetdsszege olyan szam, amely-
ben a szamjegyek Gsszege 11. Melyik lehet ez a harom primszam?
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K. 853. Egy szabalyos hatszdg alapu egyenes hasab alaplapjanak élhossza a, ma-
gasséga b. Tekintsik az 6sszes alap- és oldallap minden atléja hosszainak 6sszegét.
Milyen a: b arany esetén lesz ez az Gsszeg 12(av/3 + 3b)?

Javasolta: Réka Bélint, Budapest
1

Bekiildési hatarid6: 2025. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(852-853., 1848-1852.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 852. A szdvegét lasd a K feladatoknal.
K/C. 853. A szovegét lasd a K feladatoknal.
Feladatok mindenkinek

C. 1848. Az a, szdmsorozatot a kdvetkez8képpen definialjuk: a; = 1; ap = 2, és
minden n pozitiv egész szamra

2 2
an+2 - an + an+1.

Mi az utolsé szamjegye a sorozat 2025. tagjanak?
ausztral versenyfeladat

C. 1849. Az ABCD konvex négyszdg AB oldaldnak negyedel6pontjai az A
ponttol a B felé haladva rendre N1, N, N3, a DC oldal negyedelépontjai a D
ponttél a C felé haladva rendre My, My, Ms.

Hosszabbitsuk meg az AB oldalt a B ponton til az AB oldal hosszanak negyed-
részével, igy kapjuk az N4 pontot. Hasonléképpen hosszabbitsuk meg a DC oldalt
a C ponton tul a DC oldal hosszdnak negyedrészével, igy az M4 pontot kapjuk.

Hatarozzuk meg az ABCD négyszog teriletét, ha tudjuk, hogy az AN;M;D,
illetve BN4M4C négyszdgek tertilete 8, illetve 10 tertiletegység.

Bir6 Balint, Eger

C. 1850. Mutassuk meg, hogy ha az a, b, ¢ pozitiv szamokra abc® = 2—2 =16
teljesul, akkor a+ 4b > 16.

Javasolta: Czett Matyéas, Budapest
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Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1851. Egy haromszdg C csucsdbol induld belsd szgfelezé az AB oldalt a D
pontban metszi. Mekkorak a haromszog oldalai, ha AD =15, DB =20 és CD =
=f,=12 2?

Javasolta: Németh Laszlo, Fonyéd

C. 1852. Oldjuk meg a val6s szamharmasok halmazan az

logs (22 + x) = logs(12 — y)

log; (22 +y) = logs (12— 2)

logs (22 + z) =logs(12 — x)
egyenletrendszert.

Javasolta: Bencze Mihaly, Brassé

*

Bekildési hataridd: 2025. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

*

A B pontversenyben kit(izott feladatok
(5446-5453.)

B. 5446. Mekkora lehet ¢, ha egybevagésag erejéig pontosan haromféle harom-
sz0g letezik, amelynek egyik oldala egységnyi, egy masik oldala ¢ hosszu, és vala-
melyik szége 60 fokos?

(3 pont) Javasolta: Hujter Balint (Budapest)
B. 5447. Az z, y, =z pozitiv valds szdmok dsszege 2025. Hatarozzuk meg
2? +y?+ 22 +20x+ 2y + 52

lehetséges legkisebb értékét.
(3 pont) Javasolta: Lovas Méarton (Budakalasz)

B. 5448. Van két egybevag6, szabéalyos n-szog alapu gulank. Mindkét gula ol-
dallapjaira felirjuk véletlenszer(i sorrendben az 1, 2, ..., n szamokat. Milyen n-ek
esetén lehetlink biztosak benne, hogy a két gulat dssze tudjuk Ggy ragasztani az
alaplapjuk mentén, hogy a kapott 2n-lapu kettds gula legalabb két élére teljesul,
hogy mindkét oldalan ugyanaz a szam all?

(4 pont) Javasolta: Lovas Marton (Budakalasz)
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B. 5449. Adjuk meg azon (a,b) pozitiv egész szampéarokat, amelyekre teljesul,
hogy a® =2b% — 1.

(4 pont) Javasolta: Firedi Erik (Budapest)

B. 5450. Nevezziik az n pozitiv egész szam blokk-osztéjanak az olyan d pozitiv
egész szamot, amelyre teljesil, hogy d < n, valamint d és § relativ prim egészek.
Jelélje B(n) az n szdm blokk-osztdinak dsszegét. Adjuk meg az §sszes olyan pozitiv
egész szamot, amelynek nincs négy kiilonbéz6 primosztéja, és B(n) = 2n.

(5 pont) Javasolta: Csizmazia Norbert (Harkéany)
B. 5451. Az ABCD konvex négyszégben BAC< =2CAD<, ADB<=2DBA<

és CBD< = 30°. Mekkora lehet a DC A<?

(5 pont) Kovacs Béla (Szatmarnémeti) otletébdl

B. 5452. Az F fékuszpontu parabolan kijeloltik a P, P, ..., P, pontokat
(n > 3) Ugy, hogy

P FPy(=P,FP3<(=...= P,FP <= 360 }
n
Bizonyitsuk be, hogy az F P, ..., F P, tavolsagok harmonikus kézepe a parabola
paraméterével egyenld.
(6 pont) Javasolta: Hollé Gabor (Budapest)

B. 5453. Egy konvex polidéder lapjai az ABCD, ABFFE, BCGF, CDHG,
ADHFE és EFGH négyszogek az abra szerint. Az A, illetve a G csucsbol indulo
élek paronként merélegesek egymasra. Igazoljuk, hogy

G

[ABCD]? +[ABFE) +[ADHE)? = [BCGF]* +[CDHG)* + [EFGH]>.

(XY ZW] az XY ZW négyszog teruletét jeldli.)
(6 pont) Javasolta: Kés Géza (Budapest)
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| < |

Az A pontversenyben kitiizott nehezebb feladatok
(902-904.)

| |

A. 902. Az ABC haromszdg belsejében 1évé D pont olyan, hogy a BCD harom-
szdg szabdlyos. Legyen E a D pont izogondlis konjugéltja. Jelélje P azt a pontot
az AB félegyenesen, amelyre |AP| = |BE]|. Hasonléan, jel6lje Q azt a pontot az
AC félegyenesen, amelyre |AQ| = |CE|. Mutassuk meg, hogy az AD egyenes felezi
a P Q szakaszt. .

Javasolta: Bdn-Szabé Aron (Budapest)

A. 903. Legyen

a=1-

2a; —
2
2az3 — —

irracionalis szdm, ahol az a;, ay, ... egyUtthatdk pozitiv egészek, és kozullk végtelen
sok nagyobb 1-nél. Bizonyitsuk be, hogy barmely pozitiv egész N-re az [a], [20d],
..., [Na] szamok kozott legaldbb annyi paros van, mint paratlan.
[X] az X szdm alsé egész részét jelili.

Javasolta: Kos Géza (Budapest)

A. 904. Legyen n pozitiv egész szam. Egy 2n oldalu szabalyos sokszdg egyik csu-
csaban Ul Luca, a lusta bolha. Luca minden ugrasa soran kivalasztja a sokszégnek
valamelyik szimmetriatengelyét, majd annak atugrik a tuloldalara ugy, hogy tikro-
zi magét arra a tengelyre. Jeldlje P (n) azt, hogy hany kilénb$z6 médon tud Luca
2n egymas utani ugrast végrehajtani Ugy, hogy Utja végén visszatérjen kezdeti hely-
zetébe és kdzben ne tikrozze magéat ugyanarra a tengelyre kétszer. (El6fordulhat,
hogy Luca helyben ugrik egyet, ez is ugrasnak minésdl.)

a) Hatarozzuk meg P (n) értékét, ha n paratlan.

b) lgazoljuk, hogy ha n péros, akkor
S,
o0
d d '’

d|n,deN

Pn)=mn-1)!-n!

ahol ¢(k) a k-nal kisebb, k-hoz relativ prim pozitiv egészek szamat jel6li.
Javasolta: Csikvdri Péter és Nagy Kartal (Budapest)
1

Bekiildési hatarid6: 2025. aprilis 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet
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‘ Informatikabdl kitlizott feladatok

(655-658.)

l. 655. 1-t6l kezdve N-ig egyesével felirjuk az egész szamokat egymas mellé, majd
DB alkalommal végrehajtjuk a sorozaton az alabbi miiveletet, amelyet az E, V, C
szamharmas ad meg. A miivelet harom fazisa a kévetkezo:

o asorozat E-t6] V sorszdmig terjedd szamait (a hatdrokat is beleértve) kivagjuk
a sorozatbdl — a sorozat ezen részén iires helyek maradnak;

e a kivagott részt a sorozat C sorszamot kovetd részétdl beillesztjiik, és a
(C+ 1)-edik és utdna jovo elemeket hétrabb toljuk;

e az elso fazisban tiresen maradt helyeket feltoltjiik gy, hogy a sorozat tovabbi
szamait elére toljuk. A sorozat igy ismét N helyet foglal.

Példaul: az 1 2 3 4 5 6 sorozat a 2 3 5 mivelet hatdsara az 1 4 5 2 3 6 sorozatta
alakul, majd ezt kévetéen a 3 5 1 miivelet hatdsara az 1 5 2 3 4 6 sorozat adodik.

Készitsiink programot i655 néven, amely megadja, hogy a sorozat elsé DB szamu
tagja hova keriilt a miiveletek elvégzése utan, valamint az elsé DB helyre mely
szamok keriiltek.

A program standard bemenetének elsé sordban a sorozat legnagyobb értéke, N
(1 <N <1000) és a miiveletek DB (1 < DB < 100) szdma taldlhatd. A kévetkez& DB
sorban a miiveleteket megad6 E, V és C (LK E VN, 0SC<E vagy V< C<XN)
szamok szerepelnek egy-egy szokozzel elvilasztva. Ha C =0, akkor a mozgatott
szakasz az els6 szam elé keriil.

A programmal a standard kimenetre irjunk ki két sort. Az els6 sorba azokat a
sorszamokat, amelyek megadjak, hogy a sorozat els6 DB tagja melyik poziciéba
keriilt a miveletek elvégzése utdn, majd a mésodik sorba azokat a szamokat,
amelyek az els6 DB sorszamu helyre keriiltek.

Példa:
Bemenet Kimenet
50 4 4 14 15 4
2 8 11 23 24 1 4
7 10 1
22 26 5
168

Magyarazat: a sorozat elsé 30 szama az egyes miveletek utan

1|2 3 4567 8|9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
1 910112 3 4 5 6 7 8 121314151617181920212223242526272829

23241 4 5 6 72225269 1011 2 3 8 1213 14 1516 17 18 19 20 21 27 28 29
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Bekiildendd egy tomoritett 1655.zip dllomanyban a program forrdskodja és rovid
dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejlesztéi kérnye-
zetben fordithaté.

(10 pont)

I. 656. Néhany specidlis egész egyiitthatds polinom- vagy polinomszeri fliggvény
(hagyoméanyos polinom tagok és abszolit értékes kifejezések keveréke) képes arra,
hogy meglehetosen sok x természetes szam helyen a fliggvény értéke prim legyen.
Most egy specidlis fiiggvényhalmazt vizsgdlunk. Ezek az £(x) = x? — x + k alaktak,
ahol legyen k < 400 természetes szam.

1. Nyissunk meg egy iires tablazatkezel6 munkafiizetet. Készitsiik el az alapada-
tok beviteli teriiletét (1 <k <399 és 0 < x < 399) és az eredmény kijelzbjét
a minta szerint.

A B C D E F G H I J K L j.’
1 Kx+k| kK 7 3‘ 5 ?‘ 9‘ 11‘ 13‘ 15‘ 1?‘ 19!;
2 X 1(x) 4
3 0 1 3 5 7 of 11] 18] 18] 17 9]k
4 1 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19/}
5 2 3 5 7| 9 11 13 15 17 19 21}
6 3 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25/
7 4 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31}
8 L2 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39«
9w 8l |31 38 .. 8, 371 3o 4 43 45, 47l 49t

2. A munkalap neve legyen adatok.

A cellak igazitasa, szegélyezése és kitoltészine kovesse a mintat.

4. Szamitsuk ki a C3:GT402 tartomanyban az adott figgvény adott x-hez tar-
tozo6 helyettesitési értékét.

5. Hozzunk létre primek néven egy 1ij munkalapot. T6ltsiik be erre a munkalapra
az Al cellatol kezdve az UTF8 kbdolast primek160000-ig.txt tartalmat.

6. Hozzuk létre az eredmények munkalapot és ezen a minta szerinti tdbldzatot.

@

A B C 5] E F G H 1 ) K L i
il ;
2 Atizletobb primet generalo k erték i
3| [ = S 5 | 8 | 7 8 | 9 10 b
4| B | | | | | b
; @
6 | Az altaluk generalt primel szama !
7 ‘ 1 2 3 4 | s 6 T | 8 9 10 !
8| db ]
5| i
10 Ez az altaluk generalt fOggvenyertekek szézalekaban ‘;
11 [ s 3 | a4 5 | 8 | 7 - 10 G
12 % | | | | | | 3
13 i
14 AD-tél folyamatosan a legtobb primet add dobogds k értiiékek és a primel szdma il 2 3 ‘:‘
15 i k ¢
16 aprimek szima i
17

TR i i i <l o R e e R
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7. A celldk igazitdsa, egyesitése, szegélyezése és kitdltészine itt is kdvesse a
mintat.
8. Toltsiik ki a tablazatot a megfelel6 adatokkal. A szdzalékértékek két tizedes-
jeggyel jelenjenek meg.
9. A dokumentéaciéban irjunk valaszt arra, hogy miért csak paratlan k értékekkel
prébalkozunk.
10. A munkafiizetet mentsik primgener néven.

Segédszamitasokat csak az adatok munkalapon a GU oszloptdl kezdve, illetve
a 403. sortdl kezdve végezhetiink. A megoldasban sajat fuggvény vagy makré nem
hasznélhato.

Bekuldend6 egy téméritett i656.zip allomanyban a tablazatkezeld munkafuzet,
illetve egy rovid dokumentécié, amelyben részletesen szerepel a 9. feladatra adott
valasz és a megoldaskor alkalmazott tablazatkezel§ neve, verziészama.

Letolthetd allomany: primek160000-ig.txt
(10 pont)

I. 657. Legyen a sik négy, kilénbdz6 x-koordinataju pontja P (p.;p,), Q(dz;4dy),
R(rz;ry) és S(s.;s,). Szamitsuk ki a négy pont kézil az els6 kettén, az els6é harmon,
illetve a négy ponton atmend legfeljebb els6-, masod-, illetve harmadfok( polinom
egyltthatoit.

1. Nyissunk meg egy Ures tablazatkezel6 munkafiizetet. Készitsik el az alapada-

tok beviteli tertiletét és az eredmény kijelz6jét a minta szerint.

_ A B C . D
1 |Pontok: X y
2 P| PG
3 Q Q()
4 | R R(;)
5 S| S()
6

7 :Polinomok:

8 az elsé két ponton atmend: |:|

9
10 az elsé harom ponton atmend: |:|
11

12 |a négy ponton atmené: ‘ ‘
13

e et s

M A A M A SR M s e R e S B Aol

i
>

R T G e P e v U I R

2. A munkalap bet(tipusa Arial legyen, a betiméret 11 pont.

3. A celldk igazitésa, szegélyezése, kitdlt6szine kdvesse a mintat.

4. A D2:D5 tartomanyban a pontok koordinatainak begépelése utan jelenjenek
meg a koordinatak is, ahogy az a tovabbi mintakon latszik.
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5. Ha mind a nyolc cella a feltételeknek megfelel6 szamadatot tartalmaz, kez-
dédhet a polinomok generalésa.

(@) A C8 celldban megjelend polinomnak akkor kell helyesnek lennie, ha a
B2:C3 tartomany mind a négy cellaja tartalmaz a feltételeknek megfelel§
értéket.

(b) A C10 cellaban megjelend polinomnak akkor kell helyesnek lennie, ha a
B2:C4 tartoméany mind a hat cellaja tartalmaz a feltételeknek megfeleld
értéket.

(c) A C12 celldban megjelend polinomnak akkor kell helyesnek lennie, ha a
B2:C5 tartomany mind a nyolc cellaja tartalmaz a feltételeknek megfe-

lel§ értéket.

_ A B C D E¢

1 |Pontok: X y ;
2 P 0 4 P(0:4)
3 Q 1 2 Q(1:2)
‘4 R 2 6 R(2;6)
5 s 3 22 S(322) %
6 }
7 |Polinomok: }
8 |az elsd két ponton atmené: i
9 {
10 az els6 harom ponton atmené: §
11 g
12 a négy ponton atmené: {
13 {
B I T P P S SIS S WP LS L SR S

6. Persze a pontok speciélis elhelyezkedése miatt kijohet olyan eredmény, hogy
nincs elséfokd, masodfokd, esetleg harmadfok( polinom sem.

[ A B C D 2
1 Pontok: X y '§
2 P -2 2 P(-2;2) ¢
3 Q 0 2 Q0;2) ¢
4 R 3 2 R(3;2) :
5 S 7 2 S(7:2) ;
6 {
7 Polinomok: ¢
8 az elso két ponton atmené: 2 ;
9 o
10 az elsé harom ponton dtmend: |:| i
11 ﬁ
12 a négy ponton atmend: |:| g
13 \
ST SN TER R T PP SIR e i SRR S T W e W
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_ A B C D E
1 |Pontok: X y
20 P 3 12 P(3;12)
3 Q 1 8 Q(1;8)
4 | R -2 2 R(-2;2)
5 S -5 -4 S(-5;-4)
6

7 Polinomok:

8 |az elsd két ponton dtmend:

9

10 az elsd harom ponton atmend:
11

12 |a négy ponton atmeno: 2x+6

13

b R UG U SRR DRGNP O G S e s ey

L B B B e s AP e B N i, e e g o B, g

7. A polinomok kovessék a hagyomanyos matematikai leirds szabdlyait. Nem
szabalyos leirdsa a polinomoknak példdul: —1x? + +7, vagy +0x° + 1x+0,
vagy 0x? + —1.

8. Segitségiil még annyit, hogy

(a) egy m-edfoku polinomnak maximum n zérushelye van, tovibba
(b) torzstényezds felbontds nem csak a masodfoki polinomoknél 1étezik.

Segédszamitasokat a 14. sortdl kezdve végezhetiink. A megoldasban sajat fiige-
vény vagy makré nem hasznélhatoé.

Bekiildendd egy tomoritett i657.zip alloményban a tablazatkezel6 munkafiizet,
illetve egy révid dokumentacid, amelyben részletesen szerepel a megoldasi mddszer,
a megoldaskor alkalmazott tablazatkezel6 neve, verziészama.

(10 pont)

I. 658. A 2024/25-0s eurdpai futball idény leghiresebb ligdinak eredményeit
dolgozzuk fel a feladatban. Az adatbéazis csak azokat a jatékosokat tartalmazza,
akik legaldbb 15 mérkozést jatszottak.

Tablak:

liga (kod, nev, orszag)

kod A liga azonositéja (szdm), elsddleges kulcs
nev A liga neve (széveg)
orszag A liga orszdga (szoveg)

poszt (kod, leiras)
kod A poszt azonositéja (szdm), els6dleges kules

leiras A poszt vagy posztok leirdsa (szoveg), példaul kozéppalyds — védd
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jatekos (azon, nev, nemzet, posztkod, ligakod, szul, meccs, gol, golpassz, kulcspassz,
sarga, piros)

azon A jatékos azonositoja (szam), els6dleges kulcs
nev A jatékos neve (szoveq)
nemzet A jatékos nemzetisége (szdveg)

posztkod A jatékos posztjanak azonositéja (szam), idegen kulcs a poszt tabla-
ban

ligakod A j&tékos ligdjanak azonositdja (szam), idegen kulcs a liga tablaban
szul A jatékos sziletési éve (szam)

meccs A jatékos altal jatszott meccsek szama az idényben (szam)

gol A jatékos szerzett goljainak szdma (szam)

golpassz A jatékos altal adott golpasszok szdma (szam)

kulcspassz A jatékos altal adott kulcsfontossagu atadasok szdma (szam)

sarga A jatékos altal kapott sarga lapok szama (szam)
piTos A jatékos altal kapott piros lapok szama (szam)
n & focistak poszt n £ focistak jatekos n O focistak liga
2 kod : int(11) '\ 2 azon :int(11) 4 kod : int(11)
3 poszt : varchar(30) ) ¢ jatekos : varchar(30) 5 liga : varchar(20)
\ @ nemzet : char(3) 5 orszag : char(3)

# posztk : int(11)

# ligak : int(11)

# szul : smallint(6)

# meccs : tinyint(4)

# gol : smallint(6)

# golpassz : smallint(6)

# kulcspassz : smallint(6)
# sarga : tinyint(4)

# piros : tinyint(4)

Az adatbazist és a tablakat létrehozé, és az adatokat a tablaba besziro SQL-
parancsokat a focistak forras.sql llomany tartalmazza. Futtassa le a parancs-
fajlt és a tovabbiakban a Iétrehozott adatbazisban dolgozzon. Oldja meg az alabbi
feladatokat, és a megoldasokat add SQL parancsokat a focistak.sql nevid szdveges
allomanyba mentse el.
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. Lekérdezés segitségével irassuk ki a magyar nemzetiség(i focistak nevét, vala-

mint a lighk megnevezését, ahol jatszanak. (1magyar)

Adjuk meg, hogy hany kapus jatszik az adatbazisban szereplé olasz ligdban.
(2kapus)

Adjuk meg az elsé 25 legg6ler6sebb jatékost a Bundesligaban. A lekérdezés
listdzza ki a neviket, életkorukat 2025-ben, valamint azt, hogy hany gélt
ragtak. (3golerosek)

irassuk ki azokat a francia ligaban jatszé, francia nemzetiség(i focistakat,
akik tobb gdélpasszt adtak, mint ahany sajat gélt I6ttek. A lista tartalmazza
a neviket, a posztot vagy posztokat, valamint a sajat 16tt golok és az atadasok
szamat. (4franciapassz)

Készitstink lekérdezést, amely meghatarozza, hogy melyik ligaban mennyi az
egy veddjatékosra jutd sarga lapok atlagos szama. Az eredményt az 0sszes
védd poszton is jatszd focista adatai alapjan adjuk meg. (5vedosarga)

Meglehet8sen ritka, hogy egy csatart piros lappal kiallitanak, mert sulyos
szabalytalansagot vét. Adjuk meg, hogy hany ilyen eset tortént, illetve hany
csatar poszton is jatszé jatékost érintett ez az egyes ligakban. A lekérdezés
tartalmazza a ligdk nevét, a piros lapok és az azt kap6 jatékosok szamat.
(6piros)

Vannak jatékosok, akik kulcsfontossagu atadasokkal, de még nem golpasszal
teszik eredményessé csapatukat. Adjuk meg azokat a ,,véd6” vagy ,,k6zéppa-
lyds — védd” poszton jatszo focistdkat az angol ligiban, akiknek legaldbb 5
ilyen atadésa volt. A lista tartalmazza a jatékosok nevét abécésorrendben.
(7kulcs5)

Bekuldend6 egy témoritett i657.zip allomanyban a focistak.sql szdveges allo-
many, amely tartalmazza a feladatok megoldéasat ad6 SQL parancsokat.

Az adatok forrésa: https://www.kaggle.com/datasets/hubertsidorowicz/football-
players-stats-2024-2025/data

(10 pont)

168

*

Bekildési hataridg: 2025. aprilis 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

*
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Y

Mérési feladatok megoldasa Q Q

M. 436. Vizsgdljuk egy pingponglabda pattogdsait hangfeldolgozd program vagy
telefonos alkalmazds segitségével legaldbb hdrom kilonbozd szildrd felileten (fa,
tiveg, jardlap stb.). Mérjik meg a pattogdsokra jellemzd iitkozési szdmot!

(6 pont) Kozli: Vigh Madté, Biatorbagy

I. megoldas. Az ejtés kezd6magassaganak meghatéaro-
zasa érdekében elkészitettem az 1. dbrdn lathatd elren-
dezést: LEGO-bdl épitettem egy tartéfalat, majd ahhoz
csipeszekkel hozzaer@sitettem a képen lathaté derékszog-
mérdt és a derékszogl vonalzét. Ezen felépités segitsége-
vel egy meghatarozott magassaghbol leejtettem a ping-
ponglabdat és a pattanasok hangjat okostelefonnal rég-
zitettem. A hangfajlokat szdmitégépen Audacity alkal-
mazasban megnyitottam, amely abrazolta a hanger6t az
id6 fliggvényében. Amint a 2. dbrdn lathato, lepattanéas-
kor a hangerd hirtelen megné, igy leolvashaté az egyes
lepattanasok idépontja.

Két ilyen egymast kdvetd idépont kilénbsége megad-
ja a két lepattanéas kozotti fliggbleges hajitas ¢ idejét. Két
Utkdzés kozott a labda mozgésa ¢ hajitasi idej( flggéle-
ges hajitassal modellezhet8, melynek kezd6- és becsapo-
dési sebessége:

t
1 ==
1) v gzv

ahol g a nehézségi gyorsulas. Egy lepattanashoz tartozd k Utkodzési szdm az Utkozést
kdvetd hajitas kiindulasi sebességének (v2) és az Utkdzést megel6z6 becsapddasi
sebesség (v1) hanyadosa. Jeldljik az itk6zést megel6z6 hajitas idejét t;-gyel, az
Utkozést kovetdt pedig to-vel, igy az (1) egyenlet behelyettesitésével az Utkdzési

R S S S i

2. dbra
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szamra a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

@

k=

U1

vy _ g

[Ny

_ta
t

wolet

g

A mérés soran harom kiilénb6zd kdrnyezetet vizsgaltam: fa jarélap, kécsempe és
Uveglap. Minden felllet esetén tobb kilénb6z6 meghatarozott kezdémagassaghbol
ejtettem le a pingponglabdat. A hangfelvételeket elemezve meghataroztam az egy-
mast koévetd Utkozések kozotti hajitasi iddket.

El6szor a fa jardlap fellletét vizs-

galtam, a pingponglabdat » =80 cm
magassagbdl inditottam. Az 1. tdbld-

S el ECE R
1 938
2 1598 660
3 2145 547 0,829
4 2610 465 0,850
5 3010 400 | 0,860
6 3359 349 0,873

zat masodik oszlopa az els6é hat tko-
zés id6pontjat tartalmazza a hangfelvé-
tel kezdetéhez viszonyitva. A harmadik
oszlopban a szomszédos id6pontok ku-
I6nbségébdl szamitott hajitasi idék ta-
lalhatdk. A negyedik oszlopban pedig a
(2) egyenlet alapjan a szomszédos haji-

1. tabldzat
Utkozési szamok taldlhatéak meg. A hangfelvételt mindaddig elemeztem, amig az
Utkdzések még elkilonithetéek voltak egymastol, a kapott & Gtkdzési szamokat a
3. dbrdn az Utkdzés n sorszdméanak fuggvényében abrézoltam.

k
1,00

0,95

0,90 15— ®s0s g ¢
O

0,850
0,80
0,75

0,70+

0,65

tasi idék hanyadosaként meghatarozott

O OO0 0000

0

20 20 40
3. dbra

Az dbrdrdl leolvashatd, hogy kezdetben az titkdzési szam novekszik, ezt kévetden
allandosul, végll a szérasa egyre nagyobb lesz. A kezdeti névekvés a légellenallas
miatt alakul ki, mivel kezdetben hosszabb hajitasi id6k és nagyobb sebességek miatt
ez jelent8sen fékezi a labdat. A hajitasi magassagok csokkenésével ez a hatés egyre
csokken, és a mért Utkozési szdm egy érték korll allandoésul. Az id6 elérehaladtéval
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a hajitasi idok egyre rovidiilnek, igy azok mérése egyre pontatlanabb, ezaltal az
litkozési szam szordsa egyre nagyobb. Ezek alapjan a legpontosabb eredményt,
akkor kapjuk, ha az allandésult érték koriili kis szorassal rendelkezd pontokat
atlagoljuk. Az dbrdn ezek a pontok fekete szinliek, az atlagukat piros vonal jel6li,
ennek értéke k =0,900. Lathatd, hogy a huszadik titkozés utan az titkozési szamok
szérasa jelent6s, ezért a kovetkezokben csak az els6 hisz litkozést vettem figyelembe.

FEzen a feliileten tovabbi kilenc mérést végeztem kiilonbozé h kezdémagassiagok-
kal, az igy kapott titkozési szamok az titkozés sorszamanak fiiggvényében a 4. dbrdn
lathatok. Az atlag szamitasakor figyelembe vett pontok fekete szintiek, az atlagot
a diagramokon piros vonal jel6li.

1,00 k h=80cm 1.00 k h=80cm 1.00 ] k h=70cm
0,95 - 0,95 4 0,95 4
0901 seseey 090 eeeen  ses 000 s eeg ooy
e o ° e® o%% oém
0,85 o000 o oo 0,85 -0 o o 0,85 -
oo® © on n °° °
0,80 | | 0,80 | | 0,80 | |
0 10 20 0 10 20 0 10 20
l,OO—k h=60cm 1,00 k h=50cm 1,00 k h=40cm
0,95 - 0,95 - 0,95 -
L] Y ( ]
0,90 o e |. o 0,90 + . o e ° 0,90 _?O.T..“':o—.'.—.
0,850,000 o 085 % ® ®, ° 0,85 o
0© ° n n n
0,80 | | 0,80 | | 0,80 | |
0 10 20 0 10 20 0 10 20
1,00 k h=30cm 1.00 4 k h=20cm 1.00 ] k h=10cm
o LI
0,05 -~ jwwevstete®esates (95 - .. 0,95 -
0,90 - o 0,90 -go . %, 0,90 0% o o
.o o.... o -0—'.—.—0—.—0—0—.. %
0,85 0,85 d 0,85
n n n
0,80 ' : 0,80 ' : 0,80 ' :
0 10 20 0 10 20 0 10 20
4. abra

A mérést megismételtem ké- és iivegfeliileten, mindkét esetben harom kiilon-
b6z6 kezdémagassédggal. Ezeken a felilleteken az elsé 30 iitkozést értékeltem. Az
eredményeket az el6z6khoz hasonléan az 5. dbra (k6) és a 6. dbra (iiveg) mutatja.

A kilonboz6 feliileteken és kiilonboz6 kezdémagassdggal mért eredményeket
a 2. tabldzat foglalja Gssze. Az utolsé oszlopban az egyes feliileteken mért értékek
atlaga és szérasa lathato.

A kisérletben két kiilonbozé anyag kozotti kolesonhatést vizsgaltuk, viszont
irodalmi értéket az litkozési szamra csak egy-egy anyagra talaltam. Pingponglabda
esetében ez k = 0,8, de az nem deriil ki, hogy ezt milyen koriilmények kozt mérték.

Ihttps://www.netfizika.hu/tudas/node/9582
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l,OO—k h=280cm 1,00—k h=60cm 1,00—k h:40(:m'
° ° . .0
0,95 1 L%t 0,95+ oo % * 0,95 wocpo""o" e
090 ¢ 0,90 4 0,90 -
n n n
0,85 . . . 0,85 . . : 0,85 : : |
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
5. ébra
1.00 ] k  h=80cm 100 ] Kk h=60cm 1.00 ] k  h=40cm
.o .o X >
0,95 cp°°°°°°°" e 0,95 - m%@o"#""' ot 095 aiomee, ¢
OOO ODO dDO
0,90 -’ 0,90 0,90
0,85 % ogs — 2 085 — 2
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
6. dbra
felilet |h (cm) | Kk Ksi1 felilet |h (cm)| k Kstl
80 0,900 80 0,965
80 0,893 ké 60 0,964 | 0,965+0,001
80 0,889 40 0,966
70 0,908 80 0,964
60 0,882 uveg 60 0,962 | 0,963+0,001
fa 0,899 +0,023
50 0,873 40 0,963
40 0,895
30 0,958
20 0,896
10 0,892
2. tablazat

Hibaforrasok. A labda nem egy helyen pattogott, igy adédhat hiba a felliletek
inhomogenitasabol, annak ellenére, hogy mindharom esetben Ugyeltem a tiszta,
vizszintes és sima felszinre. A szoftverrel milliszekundumos pontossaggal tudtam
leolvasni az Utkdzések id6pontjat, ami az Utkozések slrlsddésével egyre nagyobb
szorashoz vezetett az Utkdzési szdmban. A pingponglabda inhomogenitésaibol is
adddnak eltérések, feltételezhetd, hogy a forrasztas mentén rugalmas tulajdonsagai
eltérnek.

Fulép Magdaléna (Pécsi Lebwey Klara Gimn., 10. évf.)

I1. megoldés. Az (n— 1)-edik és n-edik Utkdzés kozott eltelt idd legyen At,,. Az
I. megoldas (2) kifejezése alapjan:

At,
Atn -1 ,

k =
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és igy a At;-gyel kezd6dé sorozat n-edik eleme:
©) Ot, = K" A

Ha &brazoljuk az InAt,, (n) flggvényt, és a pontokra egyenest illesztiink, akkor (3)
szerint;

] ]
InAt, =In " 7'At; = —1)Ink+InAt; =nink+ (InAt; —Ink),

tehat az illesztett egyenes meredeksége Ink lesz.

A At, sorozat elemeit a kdvetkez6képp hatarozom meg: a pingponglabdat 0,5 m
magasrél egy vizszintes fellletre ejtem, és hangfelvételt készitek a labda pattoga-
sarél. A hangfajlt Audacity szoftverrel elemezve 0,01 s pontossaggal leolvastam az
egyes Utkozések t,, id6pontjat, majd ebbél a At,, = t,, — t,,—1 id6kozoket.

Négy kilonbozd felileten mértem: jardlap, parketta, asztalteritd, szényeg. Az
Utkdzések id6pontjat és az egyes idintervallumok logaritmusat a 3. tdbldzat tar-
talmazza. Minden id6éadat méasodpercben van megadva. Az 1. itkdzés id6pontja az
alkalmazas inditasatol mért id6, amely igy csak a kovetkezd idintervallum megha-
tarozasahoz sziikséges. A t,, id6ket addig mértem, amig At,, > 0,07 s, mert azutan

jarolap parketta teritd szényeg
n tn InAt, tn InAt,, tn InAt, tn InAt,,
1 |054 0,68 1,22 0,75
2 | 104 | —-0,69 | 1,68 | —060 | 1,78 | —0,58 | 1,11 | —1,02
31149 -0,79 | 1,68 | —0,71 | 2,24 | —0,78 | 1,32 | —1,56
4 1192 | -0,84 | 268 | —0,87 | 2,64 | —092 | 1,43 | —2,20
5123 | -092 |268| —097 | 2,98 | —1,08
6 | 262 | —099 | 268 | —1,11 | 3,27 | —1,24
7 |305| -102|368 | —117 | 3,52 | —1,39
8 [338 | —1,11 | 3,68 | —1,35 | 3,73 | —1,56
9 | 370 | —1,14 | 3,68 | —143 | 3,90 | —1,77
10 | 4,00 | —1,20 | 3,68 | —1,51 | 4,03 | —2,04
11| 428 | —1,27 | 468 | —1,61 | 4,12 | —2,41
12 | 456 | —1,27 | 468 | —1,66 | 4,19 | —2,66
131|482 | —-1,35 | 468 | —1,83
14 | 5,06 | —1,43 | 4,68 | —1,97
15| 530 | —143 | 4,68 | —2,12
16 | 5563 | —1,47 | 4,68 | —2,30
17 | 5,75 | —151 | 4,68 | —2,41
18 | 595 | —1,61 | 4,68 | —2,53
19| 6,16 | —1,56 | 5,68 | —2,66
20 | 6,35 | —1,66 | 5,68 | —2,66

3. tablazat
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a mérési hiba tal naggya valik. Ezutan abrazoljuk az InAt,(n) fliggvényt, és az
egyes mérési sorozatokra egyenest illesztlink (7. dbra). Az illesztett egyenesek m

Ink
04 + jarolap

+ parketta
+ asztalteritd
+ sz6ényeg

— 1 -

— 2 _

n
-3 T T T T T
0 4 8 12 16 20

7. &bra
meredekségébdl az Gtkdzési allandé meghatarozhatd:
kE=e™.

A leolvasott meredekségeket és Utkozési allandokat, valamint a hibakat a 4. tabldzat
tartalmazza. A hib&kat m esetében a ,,kézi” egyenesillesztésnél a ,,még elfogadhat6”
illesztett egyenesek minimalis és maximalis meredeksége adja. A k Utkozési allando
hibaja pedig mar ebbdl szdmolhatd. A szoftver lehet6vé teszi az ezredmasodperces
idémérést is, de egyéb hibaforrasok (els6sorban a légellenallas, valamint a fellletek
egyenetlensége) ezt feleslegessé teszi.

felilet m k

jarélap —0,0455 +0,0068 | 0,956 + 0,006

parketta —0,124+0,009 0,883 +£0,008

asztalteritd —0,197 £0,020 0,82+0,16

sz6nyeg —0,66 +=0,06 0,52+0,30
4. tablazat

Hegediis Mdrk (Budapest, ELTE Apaczai Csere J. Gyak. Gimn., 10. évf.)

16 dolgozat érkezett. Helyes 4 megoldas. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 5, hidnyos (2-3 pont)
5, hibas 2 dolgozat.
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P. 5604. Egy laposelem tiresjdrasi fesziiltsége Ug = 4,5 V, belsd ellendlldsa Ry =
=1,5 Q. Van két egyforma izzélampdnk, amelyek 1(U) karakterisztikdja az dbréan
ldthatd.

Fizika feladatok megoldasa

0,3 e

0,2+

0,1

U (V)

O T T T T T
0 1 2 3 4 5

a) Hogyan fiigg a telep kapocsfesziiltsége a terheld dramtol? Abrdzoljuk a telep
1(U) karakterisztikdjat!

b) Egy izz6t rakapcesolunk a telepre. Hatdrozzuk meg az izzora esd fesziiltséget és
az izzoén dtfolys dramot (az dn. munkapontot) az 1(U) grafikon segitségével!
c) A két izzot
i) pdrhuzamosan,
ii) sorba
kapcsoljuk, és igy kotjik rd a telepre. Készitsiik el a pdrhuzamosan, illetve a sor-
ba kapcsolt izz0k (egyiittes) 1 (U) karakterisztikdjdt, majd hatdrozzuk meg mindkét
esetben az uj munkapontot. Ezutdn hatdrozzuk meg mindkét esetben az egy izzora
esé fesziltséget és az izzom atfolyd dramot!
(5 pont) Kozli: Vanko Péter, Budapest

Megoldas. a) A belsé ellendlldson Up = Rpl fesziiltség esik, igy a kapocsfesziilt-
ség U =Ug—Rpl. Ez alapjdn a telep arama a kapocsfesziiltség fiiggvényében
[ — Up—U
=R
Ez egy linearis fuggvénykapcsolat, amelyet legegyszeriibben a tengelymetszetei
alapjan lehet abrazolni. Ha 1 =0, a kapocsfesziltség megegyezik az Ug=4,5 V
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iiresjarati fesziiltséggel, ha U = 0, akkor pedig a telepen

Uo
IL=—=3A
Ry
nagysagu, ugynevezett rovidzdrdsi daram folyik. A grafikon az 1. dbran lathato.
(A grafikont fligg6leges irdnyban dsszenyomtuk, hogy a teljes karakterisztika kiférjen.)

I(A)
3R

r

Uy U (V)

1. dbra

b) Rajzoljuk a telep és az izzd karakterisztikdjét kozos grafikonba (2. dbra).
A munkapont (M) a két gorbe metszéspontja, amelynek koordinatéi a grafikonrél
leolvashatdk: U; =4,14 V és 11 = 0,240 A.

I (A) |
0,3
| M
0,2 :
0,11 |
| U (v
0 T T T T ' \( )
0 1 2 3 4 5

2. dbra

¢) i) Parhuzamos kapcsolds esetén a két izzén ugyanakkora fesziiltség esik, és
mivel az izzék egyformak, ugyanakkora aram is folyik. A parhuzamosan kapcsolt
izzdékon egy adott fesziiltségen egyiittesen kétszer akkora aram folyik, mint egy
izzén. A parhuzamosan kapcsolt izzok ered6 karakterisztikdjat tehét az eredeti
karakterisztika fiiggdleges kétszeresére nyujtasaval kaphatjuk meg. Ezt grafikusan
is megszerkeszthetjiikk (3. dbra), majd a b) részhez hasonléan megszerkeszthetjik
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a munkapontot (M;). Ennek koordinatai: U, ~ 3,80 V és I, ~ 0,462 A, amibdl
egyetlen izzé fesziiltsége és arama ebben az esetben:

) [
Upi =Up =380V és Iy = ~0,231 A,

3. 4bra

i1) Soros kapcsolas esetén a két izzon ugyanakkora &ram folyik keresztil, és
az izzok egyformasaga miatt ugyanakkora fesziiltség is esik. Igy egyiittesen a két
izzon kétszer akkora feszliltségnek kell esnie, mint egy izzon ahhoz, hogy ugyan-
akkora aram folyjon rajtuk. A sorosan kapcsolt izzok egylttes karakterisztikajat
az eredeti karakterisztika vizszintes nyudjtaséval kaphatjuk meg (4. dbra). Az Mg
munkapontot az el6z6khoz hasonléan leolvasva Ug =~ 4,24 V és I3~ 0,176 A, amibdl

0,3

0,2+ T

0,1+ e

777777
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egyetlen izz6 fesziiltsége és drama ebben az esetben:
u
Ust = 75 ~2,12V és lg=1s~0,176 A.
Fekete Lucia (Budapest V. Ker. E6tvos J. Gimn., 12. évf.) dolgozata alapjan

Megjegyzés. Tobb megold6 egy gydkflggvénnyel kozelitette a feladatban megadott
karakterisztikat. Az origbn és a gorbe végpontjan atmend gyokflggvény egyenlete (SI
egységekben):

I(U)=~= U=0.118 U.

Az 5. dbran lathato, hogy a fuggvény (zold gorbe) aranylag jol kozeliti a karakterisztikéat
(piros gorbe), de nem egyezik meg vele. A legfontosabb elvi eltérés az, hogy a gyokfiigg-
vény érint6je az origbban fiiggbleges, ami azt jelentené, hogy az izzé ellenallasa szoba-
hémérsékleten nulla. A valésagban az izz6 ellenallasa szobahémérsékleten korilbelll egy
nagysagrenddel kisebb, mint az Gzemi hémérsékleten. Tehat valéban kicsi, de természe-
tesen nem nulla. Ennek megfeleléen a karakterisztika az origéb6l nagyon meredeken, de
nem fuggélegesen indul.

1 (A)
0,3
o ‘
0,2 |
|
|
0,1 |
|
B |
LUV
0 T T T T } T
0 1 2 3 4 5

5. abra

12 dolgozat érkezett. Helyes 4 megoldas. Kicsit hidnyos (3—-4 pont) 7, hibéas 1 dolgozat.

P. 5615. Egy Up =4 V feszlltségd idealis telep, egy R = 0,5 Q ellendllasi fogyasz-
td, egy kapcsolo és két diirisztor (D) felhasznélasaval az a) abran lathat6 kapcsolast
allitjuk ossze. A dirisztor egy olyan aramkori elem, amely egy L = 1 H induktivitasu
idedlis tekercs és egy nemlinearis r ellenallas soros kapcsolasabol all. Az ellenallas
U, (Ip) karakterisztikgjat a b) abra mutatja.

a) Mekkorék lehetnek stacionarius (azaz id6ben &llandd) esetben a mellékéagak-
ban foly6 aramok?

Segitség: Lasd a P. 5604. feladatot és annak megoldasat a munkafiizetben.

b) A t=0 pillanatban bekapcsoljuk a kapcsoldt. Vazoljuk fel a dirisztorokon
atfolyé aramokat az idd fiiggvényében. Mekkorak lesznek ezek az aramok hosszabb
id6 utan?

Segitség: Tegylk fel, hogy ekdzben a szimmetria miatt a két dirisztoron azonos
aram folyik.
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R
— 4%Ur V)
| I |
3%
Jo = D D 24
1%
K In(A)
7 0 \ \ \ \
0 1 2 3 4
a) b)

c) Az egyensilyi dllapotban egy kis zavar keletkezik: az egyik dirisztor drama
egy nagyon kicsit lecsokken, a mdsiké pedig ugyanennyivel megnd. Vdzoljuk fel a két
diirisztor dramdt ezutdn az idé fligguényében. Mekkordk lesznek az egyes diirisztorok
dramai hosszabb idé utdn? Mit dllithatunk az a) kérdésben megadott staciondrius
megoldasok stabilitdsarol?

Segitség: Felhaszndlhatjuk, hogy ha a kis zavar az elsé egyensilyi dllapothoz
képest szimmetrikus, akkor a két diirisztor dramdnak dsszege dllandé marad.

(6 pont) Diirer Verseny feladata nyoman

I. megoldas. Legyen |y és ls az egyes diirisztorokon atfolyé dram. Ekkor a két
huroktorvény alapjan a rendszert leird differencidlegyenlet-rendszer:

Up=U, (1) + LI +R(Iy + 1),
Uo =U,(I2) + LIz +R(I; + 1y).
A mértékegységeket itt és a tovabbiakban mindenhol elhagyva, SI-ben:

iy =4=U, ()= S (L +1),

Iy :4—ur(|2)—%(|1+ ).

Kozelitsiik az U, fiiggvényt polinommal, hogy egyszertibben kezelhessiik az egyen-
leteinket. Lathat6, hogy ha a (2,2) pont lenne az origd, a fliggvény paratlan lenne,
igy X-nek csak paratlan hatvanyai szerepelnének benne, és a konstans is 0 len-
ne. Ebben a koordindta-rendszerben az f(x) = ax® + bx fiiggvénnyel prébalkozunk.
Tudjuk, hogy f(1) =0 és f(2) =2, ezekbdl a+b =0 és 8a+2b =2, innen pedig

1 1 ”
a=gz¢és b:—g. Ebbdl

UT(I)—Q:%((I —92)P—(1-2).

Ez a fiiggvény vonalvastagsagon beliil megegyezik a feladatban megadott gorbével.
U,-be valé behelyettesités utan az egyenleteink:

. 1 1
I, :2—§ (1 =2)° = (1, —2)) —§(|1+|2),
1

i = 2= 2 (1= 2)° = (1= 2)) = S (1 + 1)

Abréazolhatjuk a rendszer meredekségmezejét (1. dbra), ez alapjan lathatjuk, hogy
csak a balrél jobbra lejt6 f6atléon lesznek stacionarius pontok.
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S O Y S P s R T S0 B Az U, fuggvény alakja célszeriivé te-
XA bk R bR A szi az Y1 = I — 2 és yo = Iy — 2 helyet-
e RN PUPLT D /',,/,, '/,"// tesitéseket, igy az egyenletek szebb ala-
EY Ea . v v v s 4 v ¥ 2~ o« kiak lesznek:
"(""/ *. /_"7’ ///»‘l»‘ V//ﬂ‘/ﬁ// ] 1 5 1
i I AR AR Ay s yi=—301-Y1) =51 +V2),
iR AN & BLE A R P 3 2
st e Kol N om e R D s st . 1, 1
VAR 5 7 ST S G SR R R SR St y2:——(y2—y2)—7(y1+y2)
E 2 Ly SN B B RSl G (R S R P 3 2
o iR W S e w1 B e s Az a) részben a staciondrius megol-
17/'/"/"'"’ 5 o 5% B W ingr il clésokat keressiink. Ekkor y; =ys = 0.
Tt B ol B of B R B Ao Osszeadva a két egyenletet:
S A A A g A g )N waes
AL AL ALY XS Yi+Yy2=0=
TN SRR NSRS 1 1
T T T 3 3
0 1 2 3 4 =507 —y) =gz —y2) = (i +y2),
1. &bra 1 1
3 3
0=y Fyr=—3(s —y2) —ye.

Ez az egyenlet T(y;) = —F(y2) alaku, ahol f(y) = %y?’ + %y. Ez a fliggvény szigortian
monoton névekvd (f/(y) =y?+ 2 >0), ezért barmilyen értékii is az egyenlet jobb
oldala (nevezetesen —F(y2)), pontosan egy helyen veszi fel azt az értéket. Mivel
f(y)=—F(—y), az egyetlen megoldés: y; = —ys.

Ezt kihasznalva irjuk fel yo —y; kifejezését:

o 1 1 "
Yo=¥1=0=(yi =y1)+ 51 +Y2) = 5 (2 —¥2) = 5 (Y1 +Ya),

1
3 2
1 1
30T =y1) =3 (2 —y2) = 0.
Felhasznalva, hogy yo = —Yi:

1 1
(i -y + g(yzf —Yy1) =0,

3
yi —y1=0.
Az egyenletnek y; = 0 megoldasa, leosztva yi-gyel:
2
y; —1=0,

amibodl y; = 1 a maésik két megoldés. Visszatérve y-okrél I-kre a harom stacioné-
rius megoldds: {11,012} = {1,3},{2,2},{3,1}.

Oldjuk meg a differencidlegyenletet a szimmetrikus, y; =Y, esetre. Lathato,
hogy ha y; (t) = ya(t), akkor y; (t) = y2(t), {gy ha kezdetben teljesiil, akkor a tovab-
biakban is teljesiilni fog a feltétel. Igy az egyenletiink (az alsé indexet elhagyva):

1 1 1,
y=—30"=y) =5y +y)=—3yly +2),
y 1
yoy2+2) 3
A bal oldal y(t) - f(y(t)) alak, és a lancszabély alapjan F (y(t)) =y(t) - F/(y), vagyis
csak y szerint kell integralni f(y)-t, hogy megkapjuk az integral értékét. Parcidlisan

180 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/3



tortekre bontva:

majd integralva:

1 1 9 1
Zlny—= +2)=—t+
2Iny 4In(y 2) 3t C,

Iny? —In(y?>+2) = —gt+4C,

Ebbdl:

2
=+ _
y V cest —1

ahol a ¢ integralasi dllandé és az el6jel a kezdeti feltételektdl flige. Megmutathato,
hogy bérmilyen kezdeti dllapotra taldlunk megfelel§ c-t, kivéve y(0) = O-ra, arrdl
viszont mar tudjuk, hogy egy stacionarius pont. Kénnyen lathaté tovabba, hogy
lim y(t) =0.
t—o00

A feladat b) része ennek a differencidlegyenletnek a megoldédsa az Iy =12 =0
kezdeti feltételekkel. Ekkor y(0) = —2, ahonnan a megfelel§ konstans érték ¢ = %,
és az el6jel negativ. A megoldasfiggvény:

2 2

y:— - = — ,
3e5t -1  \/3eit_2

ahonnan az dramok nagysaga az id6 fliggvényében(2. dbra):

2
=2-—
\/3est -2
Az dram értéke (mint az Gsszes ebbe a fliiggvénycsalddba tartozo fiiggvényé) 2-be
tart.

I(A)
2_ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
1_
t(s)

0 T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6

2. dbra
¢) Most oldjuk meg az egyenletet az antiszimmetrikus y; = —ys esetben. Az

el6z6 esethez hasonléan belathatd, hogy ez a tulajdonsag is id6ben megmarad.
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A diLerkncialegyenlet és a megoldasa az el6z6h6z hasonléan:
1= =2 — ) — - )
Y1 = 3 y1. n 2 Y1 —Y1),
no 1

-y 3
iz 1y 1
A0 Zy%—l " - 37

2
In(y? 1)~ Iy =~ ¢+ C,

1 1
=4 14— s =y =Tl
. cest—1 =T ceit—1

Konnyen leolvashat6, hogy v, és yo kozll az egyik a +1, a masik a —1 értékhez
fog tartani, amelyek a kordbban megtalalt két stacionarius megoldasnak felelnek
meg. Meg kell jegyezni azonban, hogy az y;(0) = —1, az y;(0) =0 és az y1(0) =1
kezdofeltetelekhez tartozé megoldast nem irja le ez az alak, de azokr6l mar tudjuk,
hogy konstans lesz az dramerdsség. A megoldas azt is megmutatja, hogy a {0,0}
stacionarius megoldas nem stabil, hiszen barmilyen kozel is legyen hozza a kezdé-
allapot, (amig az rajta van az y; = —y, egyenesen) mégse oda jut el végiil. Erdekes
viszont, hogy az y; = y» egyenesen minden a (0,0) pontba jut (a szimmetrikus eset
alapjén), tehat ez az &llapot ebben az irdnyban stabil.

Vazolhatjuk, hogy mi térténik, ha az &ramerdsség +0,01 A-rel valtozik a {2,2}
egyensulyi helyzethez képest (3. dbra). Az egyik gorbe I;-et, a mésik I>-t dbrazolja
— azt, hogy melyik melyiket, az hatarozza meg, hogy a kezdeti pillanatban melyiket
milyen iranyban téritjuk ki az egyensulyi helyzetb6l.

I(A)
3 S
2
1 e
t(s)
O T T T
0 5 10 15 20

3. dbra

A stacionarius pontok stabilitasat Ggy lehet vizsgalni, hogy vesszik az egyen-
letrendszer Jacobi-matrixat az egyes pontokban, és megvizsgaljuk a sajatértékek
valds részeinek el6jelét. A Jacobi-matrix:

9y1 9y1 21 _1
—_ 6y1 ayg — yl 6 2
J= - )
0yz 0Y2 1 21
6y1 6y2 2 y2 6
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amely a (0,0) pontban:

A sajatérték meghatarozasa:

1y =1
det(J(0,0) =)= ° 2 0,
-1 _1_ 5
— - 2 6
_A_1 ! .
6 2 7
1 1
A= ===
5 2’
1 2
)\1—§7 )\2——§~

Azt 1atjuk, hogy az egyik pozitiv, a masik pedig negativ, és ez egybevag azzal, amit
korabban mar lattunk: az egyik irdnyban stabil ez az egyensiilyi pont, a masikban
pedig instabil.
Hasonléan megkeresve a J(1,—1) mdtrix sajatértékeit, azt kapjuk, hogy
5 2

A= 3 Ay = 3
Tehat mindkettd negativ, igy ez az egyensilyi dllapot stabil. A (—1,1) pontra
a szimmetria miatt ugyanez teljesiil. Tehat dramokra visszatérve a {2,2} egyenstlyi
allapot instabil (nyeregpont), a mésik kett6 pedig stabil.

Egy program, amely kiirja az aramerésségek valtozasat az id6 fiiggvényében
tetsz6leges kiindulbhelyzetbdl: https://ide.usaco.guide/0ExCXx06ENWs7_hXDR6

Fajszi Karsa (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

1. megoldas. A feladat nem kérte az idéfiiggvények egzakt meghatarozasit
és az Ur(I) figgvény analitikus megaddsdt sem. A koévetkez6kben megmutatjuk
a stacionarius dllapotok grafikus szerkesztését, valamint az idéfliggvények kozelito,
numerikus meghatarozasat.

a) A két parhuzamosan kapcsolt diirisztor teljes U(I) karakterisztikajit azokon
a fesziiltségeken, amelyekhez csak egy lehetséges dramérték tartozik, a megadott
karakterisztika vizszintesen kétszeresére nyujtasaval kaphatjuk meg, a P. 5604. fel-
adat megolddséhoz hasonléan. Ahol tobb (két vagy hérom) lehetséges dramérték
tartozik egy fesziiltséghez, ott ezek tetszéleges kombindcidja (akér hat kiillonbozé
érték) lehet az eredd dram, igy ezen a tartomdnyon a vizszintesen kétszeresére meg-
nyujtott gérbén kiviil Gjabb dgak jelennek meg. Ezek jellegzetes pontjait grafikus
Osszeadassal szerkeszthetjiikk meg. A szerkesztés négy kiillonbo6zo esetben a 4. dbrdn
lathat6 (a jobb lathat6sdg miatt a rajz nagyitott és fiiggbleges irdnyban meg van
nyujtva).

A legalsé (fekete) pontndl a fesziiltséghez csak egy dramérték tartozik, igy a péar-
huzamosan kapcsolt diirisztorok karakterisztikdjan csak egy pont keletkezik, amelynek
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4. dbra

aramértéke az eredeti karakterisztikan lévé aramérték kétszerese. Ezt a pontot megkap-
juk a karakterisztika nyujtasaval is.

A kovetkezd esetben a feszlltség éppen a karakterisztika lokalis minimuméhoz tartoz6
érték, ezt két kilonboz6 aramértéknél veszi fel (kék pottydk). A parhuzamos kapcsolas
arama lehet mindkettd duplaja (ezeket adja meg a teljes grafikon vizszintes iranyd nyujta-
sa), de lehet a két aramérték dsszege is (1 +2). Ugyanigy jarhatnank el a karakterisztika
lokalis maximumanal is.

A harmadik eset a karakterisztika kdzéppontjahoz tartozé fesziiltségérték: itt az eredeti
karakterisztikdn harom lehetséges aramérték van (lila pottydk). Ezekb6l barmely kettd
Osszege lehet a parhuzamos kapcsolas &rama. A nyujtassal is megkaphatd 1+ 1, 2+2 és
3+ 3 pontokon kivil megkapjuk az 1+2, 1+ 3 és 2+ 3 pontokat is — de ezek kozil az
1+ 3 egybeesik a 2+ 2 ponttal, igy itt 6t lehetséges érték van.

A negyedik (narancs) esetben nincs ilyen egybeesés, ott mind a hat &ramérték kiilénbo-
z6. De erre a szerkesztésre mar a grafikon megrajzolasahoz nincs is sziikség: ha a masodik
eset szerkesztését megismételjik a lokalis maximumnal is, akkor a harmadik eset pont-
jaival egyltt mar megkapjuk a ,,kis ag” minden fontos pontjat (elagazés, keresztezés,
szélséértékek), amely alapjan mar a teljes karakterisztika felvazolhato6.

U (V)
47

3

5. dbra

A végeredmény az 5. dbrdn lathatd, amelybe mar berajzoltuk a telep és az R
ellendllas egyiittes U (1) karakterisztikajat is. A két gorbe — esetiinkben egyetlen —
metszéspontja adja meg a parhuzamos kapcsolas stacionarius munkapontjat: a di-
risztorokon Up =2 V fesziiltség esik, és dsszesen |y, =4 A dram folyik. (Staciondrius
allapotban a tekercsek fesziiltsége nulla, a diirisztor teljes fesziiltsége megegyezik
a karakterisztikdrdl leolvashatéval.)
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Visszatérve egyetlen diirisztor karakteriszti- Ub (V)

kéjara (6. dbra) 14thatd, hogy ez két kiilonbozé 4
modon valésulhat meg: vagy mindkét diiriszto- 3
ron [; = I, =2 A 4ram folyik, vagy pedig az
egyiken I; =1 A és a masikon I, =3 A. 2
b) Bekapcsolaskor sehol sem folyik dram, 1-
a kiils6 és a diirisztorokban 16v6 belsé ellenalla- 0 I(A)
son se esik fesziltség, a teljes Uy =4 V telepfe- 0 1 2 3 1‘1

sziiltség a diirisztorokban 1évo tekercsekre esik.
Mivel Uy = LI, a tekercsek (és igy a diirisztor)
drama, valamint a kiils6 ellenéllas 21 drama is noni fog. Ezzel valtozik a kiilsé és
belsd ellenélldsokon a fesziiltség is: a kiils6 ellendlldson linedrisan (Ur = 2RI), a bel-
s6 ellenélldsokon a megadott nemlinedris karakterisztika szerint. A tekercsekre igy
kisebb fesziiltség jut, az dram ndvekedése lassul, de folytatodik mindaddig, amig
a tekercsre es6 fesziiltség pozitiv, azaz a kiils6 és belsé ellenallasokon es6 fesziiltség
nem éri el a telep fesziiltségét. Szimmetrikus esetben ez az I =2 A és Up =2 V
allapotban kovetkezik be, amikor Ur = 2RI =2 V és Up +Ur = Uy =4 V. Tehét
hosszabb id6 utdn a diirisztorok arama [; = I =2 A. Ez alapjan felvazolhatunk
egy, a 2. brédhoz hasonlé id6fiiggést.

6. abra

¢) Jeloljiik a b) részben kialakult egyenstlyi aramot és fesziiltséget Iy-lal és Upg-
lal. A hirtelen kis zavar hatasdra Iy < Iy < I, de ekozben I + Iy = 21y, és igy Ur
és Up = Uy — Ur &llandé marad. Az 1. diirisztorban 1év6 ellenéllason a kicsit le-
csOkkent aram miatt Uy > Upg fesziiltség esik, az ebben 1évé tekercs fesziiltsége
igy negativ lesz, és ennek a diirisztornak az arama emiatt tovabb fog csokkenni.
A 2. diirisztorban épp forditva, a kicsit megndtt dram miatt Upe < Upg, & tekercs
fesziiltsége pozitivva valik, és igy ennek a diirisztornak az drama tovabb fog noni.
(A karakterisztika kozéppontos szimmetridja miatt a valtozdsok ellentétes elGje-
liek, de azonos nagysigiak lesznek, {gy az Osszdram valéban nem véltozik.) Az
aramok igy kezdetben egyre gyorsulva valtoznak.

Amikor az egyes diirisztorokban 1évé ellenédllasokon esé fesziiltség eléri a lokélis
széls6értékeket (Iy =1,4 A, illetve I =2,6 A), akkor a fesziiltségek valtozasi irdnya
megfordul, a tekercseken esé fesziiltségek elojele megmarad, de nagysaguk csokken-
ni kezd, és igy az dramok egyre lassabban valtoznak. A folyamat akkor ér véget,
amikor I; =1 A és I =3 A lesz. Gondolatmenetiink alapjan ismét felvazolhatunk
egy, a 3. dbrdhoz hasonlé idéfiiggést.

Lathattuk, hogy az azonos aramt egyenstly instabil, hiszen egy kis zavar hatdsa-
ra egyre gyorsulva tavolodtak attdl az értéktdl az aramok. A rendszer az drammen-
tes allapotbdl elOszor mégis oda tart, mert ez az allapot a szimmetrikus tengely
mentén stabil, csak az aszimmetrikus irdnyban instabil (mint egy nyeregfeliilet).
Ugyanakkor az antiszimmetrikus allapot stabil, amit a kovetkezdképp lathatunk
be: ha pl. I; kicsit megnd, akkor az 1. diirisztor bels6 ellendllasan is megnd az
aram, a tekercsen negativ fesziiltség lesz, ami az dramot csOkkenti, visszaviszi az
egyensilyi értékre. Ellentétes irdnyt valtozasnél (és a mdsik diirisztoron is) hason-
l6an negativ visszacsatolas alakul ki, ami stabilitast eredményez.
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Megjegyzések. 1. A tényleges gorbék numerikus médszerekkel is megrajzolhatdk. (Errél
lasd lapunk 2024. novemberi szamaban Cséka Péter és Seprddi Barnabds: Fizika problé-
mdk megolddsa numerikus mddszerrel cimii cikkét.) Ehhez a grafikusan megadott karak-
terisztikdra az I. megoldasban megadott harmadfokd polinom illeszthet6. A numerikus
megoldashoz a kévetkez6 Osszefiiggéseket irhatjuk fel:

Aly = % {uo— R(l1+12) — (llf -2 + E|1)] At,

3 3
1 1 11
Al =+ [uo —R(l1+ 1) — (glg‘ —213 + Elzﬂ At,
1.(0) =0,
|2(0) =0.

Ezt lefuttatva a folyamat a szimmetrikus (de instabil) egyensilyi dllapothoz tart, amelybél
csak egy kis (antiszimmetrikus) zavar hatdsara billen ki a rendszer. Az ezutdn kezd6dé
mésodik szakasz id6beli lefutdsa fiigg a kis zavar nagysdgatél (minél nagyobb a zavar,
anndl gyorsabban torténik).

2. Ha a rendszerbe beépitiink egy kicsiny véletlen zajt (és az nem til nagy), a folyamat
elsé része meglep6 médon ugyanigy végbemegy, a rendszer elészor (jé kozelitéssel) megdl-
lapodik az instabil egyenstlyban, majd (a véletlen zaj amplitiddjitol — és a véletlentdl —
fiiggd id8 utdn) elkezd onnan tavolodni, hogy aztan végleg (j6 kozelitéssel) megéllapodjon
a stabil allapotban. Természetesen ilyenkor véletlenszerlien egyik vagy mdsik diirisztor
arama csokken, illetve né.

7 dolgozat érkezett. Helyes Fajszi Karsa megolddsa. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 3,
hidnyos (2-3 pont) 3 dolgozat.

Fizikabadl kit(zott feladatok

M. 439. Mérjiuk meg egy AA-s ceruzaelem Uresjarasi fesziiltségét és belso ellen-
allasat! Hogyan valtoznak ezek az értékek az elem merulése soran?

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

G. 881. Egy hosszu futészalag 2 m széles és 0,5 m/s nagysagu, allandé sebes-
séggel mozog. Egy taviranyitasos jatékautd Ggy jut el a futdszalag egyik szélétdl
a masikig, hogy a futészalaghoz képest nyugalmi helyzetbél indul, a futészalaghoz
képest mindig a szalagra mer6leges irdnyban mozog, egyenletesen gyorsul a futé-

szalag kozepéig, ahol a szalaghoz képest 1 m/s sebességet ér el, majd ugyanolyan
mddon egyenletesen lassul, és végll a szalaghoz képest nullara csékken a sebessége.

a) A futészalag mennyivel viszi el6bbre a kisautot az atkelése kozben?
b) Rajzoljuk meg vazlatosan a kisautd palyajat a talajhoz képest!
(4 pont)

186 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/3



G. 882. Az abran lathaté rendszer egyen- »

sulyban van, a kdzéps6 kotél vizszintes hely-

zet(. py |
T, %9 /T
a) Milliméterpapiron, vonalzéval és szog-
mérével torténd szerkesztéssel hatarozzuk
meg a kotélszarakban haté harom erét, va- Ty
lamint az ismeretlen 9 szdget!
b) Becslljuk meg, hogy a szerkesztés se- 40 N 50 N
gitségével a kérdéses adatokat hany szazalé-
kos hibaval kaptuk meg!
(4 pont)
G. 883. Az abran lathaté aramkérben egy R
Ry bels6 ellenallast, Ug elektromotoros erejli 4 — —
| S| —

telep és négy R nagysagu ellenallas talalhato.

Up=45V, R, =30, R=10 Q. Ry,
a) Mekkora a nyillal jelolt ellenallas teljesit-  “— rj,
ménye? T

b) Mekkora az U4 p feszlltség?
(3 pont) Kozli: Veres Dénes, Szolnok

G. 884. Egy r sugaru, 1,5 térésmutatdju tvegbdl ké-
szllt félgdmbre az abra szerinti A pontban fénysugarat
ejtink. A megtort fénysugéar a félgémb siklapjat a kozép-
ponttdl y tévolsagban éri el.

a) Mekkora beesési szog esetén lesz y a sugar felével
egyenl§?

b) Milyen szin(i a fénysugéar, ha a fény hullamhossza
az uvegben 400nm?

(3 pont)

P. 5634. Egy rajztabla és egy rajta nyugvo konyv kézott a surlddasi egylttha-

t6 u. A rajztabla egyik szélét lassan emeljik.

a) Mekkora a hajlassz6g esetén cstszik meg a kdnyv?

b) Mekkora a tabla 2a hajlasszogi helyzetében a lecslisz6 konyv gyorsulasa?

c) Mekkora az a legkisebb vizszintes gyorsulas, amivel a 2a hajlasszogl tablat

elére kellene tolni ahhoz, hogy a kényv ne csisszon meg?

A csUszéasi és a tapadasi surlddasi egyttthatot tekintsik egyenlének. Az ered-

meényeket L és g segitségével adjuk meg.

(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz
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P. 5635. A nyUjtén az ériaskér bemutatasanal a tornasz éppen atbillen a fels6
fliggbleges helyzetén. Amikor alulra ér, az acélrud lathatéan meghajlik. Modellez-
zilk a tornészt egy vékony, sulyos, homogén raddal, ami vizszintes tengely koérul
forog. Ha a rud a fels6 &llasabol az alséba ér, akkor a sulydnak hanyszorosaval hiz-
za a tengelyt? (A surlddast, kozegellenallast, a tengely behajlasat a rad hosszahoz
képest hanyagoljuk el.)

(4 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

P. 5636. Egy (rszonda a Fold v ~ 30 km/s-0s keringési sebességével ellentétes
irAnyban, a Foldhoz képest nv sebességgel (n < 1) eltdvolodott a Foldtdl. Tovabbi
mozgasat — jo kozelitéssel — csak a Nap gravitacios tere hatarozza meg.

a) Mekkora az (irszonda palyajanak nagytengelye és a numerikus excentricitasa?
b) Mekkora lehet n, hogy a szonda maradvanyai eljussanak a Nap felszinéig?

(Lasd még a Mesterséges égitestek mozgdsdval kapcsolatos problémdk és felada-
tok c. cikket a honlapon.)

(5 pont) Almar Ivan feladata nyoman

P. 5637. Egy h(itélada bels§ terének hékapacitasa 4 - 10° % hémérsékletét a
20 °C-o0s szobéban (—18 4+ 1) °C-on szeretnénk tartani. A h(it6gép motorja akkor
kapcsol be, ha a bels§ tér hémérséklete eléri a —17°C hdémérsékletet. A motor
15 perces izemideje utdn a bels6 tér hémérséklete ismét eléri a —19 °C hémér-
sékletet. Legaldbb mekkora a gép motorjanak teljesitménye? (Tegylk fel, hogy a
hiitégép forditott kérfolyamattal idealis Carnot-gépként mikodik.)

(4 pont) Koézli: Szdsz Krisztidn, Budapest
P. 5638. Egy magaban allé semleges fémgdmb kézéppontjatol d tavolséagra, kivil

[év6 @ pontszer( toltést 2d tavolsagra tavolitjuk. Mennyit valtozik a fémgdémb
potencialja ekdzben?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs
R P. 5639. A mellékelt kapcsolasi rajznak megfeleléen
— Osszeallitott aramkorben a fesziiltségforras elektromoto-
ros ereje 6 V, bels6 ellenallasanak nagysaga 2 Q. Az idea-
o'zlr_b’zs‘ lis tekercs dnindukcios egytitthatéja 1,5 H, az R ellendllas
K\ pedig 1000 Q nagysagu. Kezdetben a kapcsol6 zarva van.
I l—|= a) Mekkora toltés aramlik at az R ellenallason a kap-
R, U csolo kinyitasa utan?
b) Mennyi h6 fejlédik az R ellenallason ezalatt?
(5 pont) Tornyai S&ndor fizikaverseny nyoman, Hédmezévasarhely

P. 5640. A Kanari-szigetek legnagyobb varosaban, Las Palmasban talalhatd
egy Eurépédban egyediléllé kiallitds, amely a Fold vizeinek él6vilagat mutatja
be. A kiallitas egyik attrakcidja egy 400 kébméteres, fliggéleges, henger alaku

188 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/3



tengeri akvarium, melynek karbantartasat bavarok végzik. Vizszintesen kérbenézve
az akvarium faldnak hanyad részén lat ki az a buvar, aki az R sugart henger
szimmetriatengelyétdl d tavolsagra van? A tengerviz tdrésmutatéja n.

(5 pont) Kozli: Vigh Maté, Herceghalom

P. 5641. A pozitiv toltés(i pionok M = 139,57 MY (nyugalmi) tomeg(i instabil
részecskék. A bomlésuk sordn leggyakrabban egy m = 105,66 "’é‘;v tomegQ muion és
egy nulla (vagy elhanyagolhatdan kicsi) tdmeg(i neutriné keletkezik.

Az egyik bomlésnél egy elhanyagolhat6an kicsiny impulzusa, allonak tekinthet6
mion keletkezett. Mekkora volt a bomlas el6tt a pion mozgasi energiaja és a

sebessége?
(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5642. Newton mar 1679-ben felvetette, hogy a Fold forgasat egy mechanikai
kisérlettel is bizonyitani lehetne Ugy, hogy megmérjiik egy szabadon esd kicsiny go-
lyonak a fligg6legestdl valo, keleti iranyu eltérilését. Hooke, aki Newton idejében a
Royal Society titkara és kivalo kisérletez6 volt, 1680-ban végzett is ilyen méréseket.

Egy kell6en gazdag és ambiciézus egyenlit8i orszagban modern eszkézdkkel meg
akarjak ismételni a csaknem 350 évvel kordbbi kisérletet. A tervek szerint egy
200 m magas, fuggéleges, légritkitott csében (vdkuumtoronyban) fognak kicsiny
acélgolydkat viaszlemezre ejteni.

Hatarozzuk meg az eltériilés nagysagat agy, hogy a szamolast

a) inerciarendszerben,

b) a Folddel egyutt forgd (gyorsuld) koordinata-rendszerben
végezzik el!

(6 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves
ES

Bekiildési hataridé: 2025. aprilis 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www._komal .hu/munkafuzet
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 157): K. 849. Find the smallest
number of matches that can be removed in the figure such that no square remains. (See
figure on page 157) K. 850. The teacher has written a two-digit positive prime number
and a non-zero digit on the blackboard. Each one of Sanyi, Kati, and Joli has created
a three-digit number from the numbers on the blackboard. Sanyi has written the digit

behind the prime number written on the blackboard, Kati has written the digit between
the digits of the given prime number, and Joli has written the digit in front of the given
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prime number. Sanyi’s number was 45 more than Kati’s number and 225 more than Joli’s
number. Find the prime number and the digit chosen by the teacher. K. 851. Divide the
shape on the figure (consisting of five congruent squares, see figure on page 157) into three
parts with two cuts such that the pieces can be combined together to form a rectangle
in which one side is twice as long as the other. K. 852. The sum of the digits of the sum
of the squares of three consecutive positive prime numbers is 11. What can be the three
prime numbers? K. 853. The length of the sides of the bases of a regular hexagon based
right prism is a, and the length of its height is b. Let’s add together the lengths of all the
diagonals of all the hases and all the joining faces of the prism. For what value of 7 will
the sum equal 12(a 3+ 3b)? (Proposed by: Bdlint Réka, Budapest)

New exercises for practice — competition C (see page 158): Exercises up to grade 10:
K/C. 852. See the text at Exercises K. K/C. 853. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1848. The sequence a, is defined in the following way: a1 =1, as =2,
and for all positive integers n, an+2 = a2 +a2 ;. Find the last digit of the 2025 member
of the sequence. (Australian competition problem) C. 1849. Let N1, N, and N3 be the
quadrisection points on side AB of convex quadrilateral ABCD going from A to B. Let
M, My and M3 be the quadrisection points on side DC going from D to C. Point Ny is
obtained by extending side AB beyond point B with the quarter of the length of side AB.
Similarly, point M, is obtained by extending side DC beyond point C' with the quarter
of the length of side DC. Determine the area of quadrilateral ABCD if it’s given that
the area of quadrilateral AN,M,D is 8 units and the area of quadrilateral BN4M4C' is
10 units. (Proposed by: Bdlint Birc, Eger) C. 1850. Prove that if positive numbers a, b,
and ¢ satisfy abc® = %E =16, then a +4b > 16. (Proposed by: Mdtyds Czett, Budapest)
Exercises upwards of grade 11: C. 1851. The interior angle bisector at vertex C' of triangle
ABC intersects side AB at. . Find the lengths of the sides of the triangle if AD =15,
DB=20,and CD = f. =12 2. (Proposed by: Ldszlé Németh, Fonyod) C. 1852. Solve the
follwing systen of equations on the set of triples of real numbers: log, (22 + =) = log,(12 —
—1y), log;(22+y) =log;(12 — ), log; (22 + z) = log;(12 — z). (Proposed by: Mihdly Bencze,
Brasov)

New exercises — competition B (see page 159): B. 5446. What can be the value of ¢, if
up to congruence there are exactly three triangles with a side of unit length, another side
of length ¢ and an angle of 60 degrees? (3 points) (Proposed by: Bdlint Hujter, Budapest)
B. 5447. The sum of positive real numbers z, y and z is 2025. Find the smallest possible
value of 22 +y2 + 22 + 20z + 2y + 5z. (3 points) (Proposed by: Mdrton Lovas, Budakalész)
B. 5448. We have two congruent regular n-gon based pyramids. On the lateral faces of
both pyramids, the numbers 1, 2, ..., n are written in a random order. For which values
of n is it guaranteed that the bases of the pyramids can always be glued together in such
a way that at least two edges of the resulting bipyramid satisfy the property that the
two numbers on either side of the edges are equal to each other? (4 points) (Proposed
by: Mdrton Lovas, Budakalasz) B. 5449. Find all pairs of positive integers (a,b) satisfying
a® =2b%>—1. (4 points) (Proposed by: Erik Fiiredi, Budapest) B. 5450. Let positive integer
d be called a block-divisor of positive integer n if d | n and moreover, d and % are coprimes.
Let B(n) denote the sum of the block-divisors of n. Find all positive integers n such that n
has at most three distinct prime factors and B(n) = 2n. (5 points) (Proposed by: Norbert
Csizmazia, Harkany) B. 5451. Convex quadrilateral ABC D satisfies properties /BAC =
=2/CAD, ZADB=2/DBA, and ZCBD = 30°. What can be the measure of ZDCA?
(5 points) (Based on the idea of Béla Kovdcs, Szatmarnémeti) B. 5452. For positive integer
n > 3 let points Pi, P», ..., P, be chosen on a parabola with focus F' such that /P, F P, =
=/PyFP;=...= /P,FP; = % Prove that the harmonic mean of the distances F P,
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..., FPn eaquals the parameter of the parabola. (6 points) (Proposed by: Gdbor Holld,
Budapest) B. 5453. The faces of a convex polyhedron are quadrilaterals ABCD, ABFE,
CDHG, ADHE and EF GH according to the diagram. The edges from points A and G,
respectively are pairwise perpendicular. Prove that [ABCD]? + [ABFE]? + [ADHE)? =
= [BCGF]? + [CDHG]? 4 [EFGH]?, where [XY ZW] denotes the area of quadrilateral
XY ZW. (See figure on page 160) (6 points) (Proposed by: Géza Kds, Budapest)

New problems — competition A (see page 161): A. 902. In triangle ABC, interior point
D is chosen such that triangle BCD is equilateral. Let E be the isogonal conjugate of
point D with respect to triangle ABC. Define point P on the ray AB such that AP =BE.
Similarly, define point Q on the ray AC such that AQ = CE. Prove that line AD bisects
segment P Q. (Proposed by: Aron Bdn-Szabé, Budapest) A. 903. Let the irrational number

a=1—_——1  where coefficients a1, az, ... are positive integers, infinitely many

2a172a27 T n

2a3— L
of which are greater than 1. Prove that for every positive integer N at least half of the
numbers [ALT200. ., INa[dre even. [XI_#lenotes the floor function of X, which is the
greatest integer less than or equal to X. (Proposed by: Géza Kds, Budapest) A. 904. Let n
be a given positive integer. Luca, the lazy flea sits on one of the vertices of a regular 2n-
gon. For each jump, Luca picks an axis of symmetry of the polygon, and reflects herself
on the chosen axis of symmetry. Let P (n) denote the number of different ways Luca can
make 2n jumps such that she returns to her original position in the end, and does not

pick the same axis twice. (It is possible that Luca’s jump does not change her position,

however, it still counts as a jump.) a) Find the @%\ﬂ{_—p is odd. b) Prove that
L1 mn

if n is even, then P(n) = (n—1)!-n!- dainden @ q d o where ¢(K) denotes the

number of positive integers not greater than K that are coprime to K. (Proposed by: Péter
Csikvdri and Kartal Nagy, Budapest)

Problems in Physics
(see page 186)

M. 439. Measure the emf and the internal resistance of an AA battery. How do these
values change during the discharge of the battery? G. 881. A long 2 m wide conveyor belt
moves at a constant speed of 0.5 m/s. A remote-controlled toy car travels from one end of
the conveyor to the other such that it starts from rest, relative to the conveyor belt, moves
perpendicular to the conveyor belt. It accelerates uniformly until it reaches the middle
of the conveyor belt, where it has a speed of 1 m/s relative to the belt, then decelerates
uniformly in the same way, and finally its speed relative to the conveyor belt decreases to
zero. a) How much does the conveyor belt carry the car forward as it crosses? b) Draw a
sketch of the path of the toy car relative to the ground. G. 882. The system shown in the
figure is in equilibrium, the rope in the middle is horizontal. a) On graph paper construct
the forces with a ruler and a protractor to determine the tension exerted in the ropes and
the value of the unknown angle 9. b) Estimate the percentage error of the constructed
quantities. G. 883. The circuit shown in the figure contains a battery of internal resistance
Rp and of electromotive force of Ug, and four resistors each of resistance R. Up =4.5 V,
Rp =3Q, R=109Q. a) What is the power of the resistor marked with the arrow? b) What
is the voltage Uag? G. 884. A glass hemisphere of radius r and of refractive index 1.5 is
illuminated by a light ray at point A as shown in the figure. The refracted light ray reaches
the plane part of the hemisphere at a distance y from the centre. a) For which angle of
incidence will y be equal to half of the radius? ) What is the colour of the light ray if the
wavelength of the light in the glass is 400 nm? P. 5634. The coeflicient of friction between
a drawing board and a book resting on it is . One edge of the drawing board is slowly
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raised. a) At which angle of inclination « will the book begin to slip? b) What is the
acceleration of the sliding book when the angle of inclination of the board is 2a? ¢) What
is the minimum horizontal acceleration at which the board with an angle of inclination of
2« should be pushed in order to prevent the book from sliding? Consider the coe Lciehts
of dynamic and static friction to be equal. Give the results in terms of x and g. P. 5635. A
gymnast, performing a giant on a high bar, is just tipping over the vertical position at the
top. When he reaches the bottom, the steel bar is visibly bent. Let us model the gymnast
with a thin, heavy, uniform beam rotating around a horizontal axis (the steel bar). When
the beam reaches the bottom from its top position, by what factor of its weight does
it pull the bar? (Neglect friction, air resistance, and bending of the bar with respect to
the length of the beam.) P. 5636. A space probe has moved away from the Earth in the
opposite direction to the Earth’s orbital velocity v = 30 km/s, at a speed of nv relative to
the Earth (n < 1). Its further motion is only governed — to a good approximation — by the
gravitational field of the Sun. a) What is the major axis and the numerical eccentricity of
the orbit of the space probe? b) What can be n in order for the remnants of the probe to
reach the surface of the Sun? (See also the article entitled Problems and exercises related
to the motion of artificial celestial bodies on the website.) P. 5637. The heat capacity of the
interior of a freezer is 4 - 105%, and we want to keep the temperature inside the freezer at
(—18=1) °C. The freezer is in a room of temperature 20 °C. The refrigerator motor will
start when the temperature inside reaches —17 °C. After the motor has been running for
15 minutes, the temperature in the interior of the refrigerator reaches —19 °C again. At
least what is the power of the freezer’s motor? (Assume that the refrigerator is operating
as an ideal Carnot heat pump, which is a reversed Carnot cycle.) P. 5638. A point charge
@ on the outside of a neutral metal sphere, at a distance of d from the centre of the
sphere, is moved to a distance of 2d. How much does the potential of the metal sphere
change during this process? P. 5639. In the circuit assembled according to the attached
circuit diagram, the voltage supply has an electromotive force of 6 V and an internal
resistance of 2Q2. The inductance of the ideal coil is 1.5 H and the resistance of resistor
R is 10009. Initially, the switch is closed. a) How much charge flows through resistor
R after the switch is opened? b) How much heat is dissipated in resistor R during this
time? P. 5640. In Las Palmas, the largest city in the Canary Islands, there is a unique
exhibition in Europe that shows the world’s aquatic life. One of the attractions of the
exhibition is a 400 cubic metre vertical cylindrical marine aquarium, which is serviced
by divers. Looking horizontally around the aquarium, how much of the aquarium wall
is visible to a diver at a distance d from the axis of symmetry of the cylinder of radius
R? The refractive index of the water is n. P. 5641. Positively charged pions are unstable
particles with a (rest) mass of M =139.57 Ni‘;". Their decay most often results in a muon of
mass m = 105.66 % and a neutrino of mass zero (or negligibly small). One of the decays
produced a muon with negligibly small momentum, which can be considered stationary.
What was the kinetic energy and speed of the pion before the decay? P. 5642. As early as
1679, Newton suggested that the rotation of the Earth could be proved by a mechanical
experiment such that the eastward deflection of a small ball in free fall is measured.
Hooke, who was secretary of the Royal Society in Newton’s time and also an excellent
experimenter, made such measurements in 1680. In a su [ciehtly wealthy and ambitious
equatorial country, the experiment, which was proposed almost 350 years ago, was to be
repeated by modern equipment. The plan is to drop tiny steel balls onto a wax plate in a
200 m high vertical tube, from which air was sucked out (in a vacuum tower). Determine
the magnitude of the deflection by calculating a) in an inertial frame of reference, ) in
the coordinate system rotating (accelerating) with the Earth.

75. évfolyam 3. szdm KoMaL Budapest, 2025. marcius



ERICSSON-DIJ 2025

Felhivas dijazand6 matematika, fizika, digitalis kultlra tanarok ajanlasara
Beérkezési hataridd: 2025. aprilis 8., kedd
Az Ericsson Magyarorszag 2025-ben 9 kivaloé pedagogust dijaz
Osszesen 4 500 000 forinttal.

Az Ericsson Magyarorszag Kutatas-Fejlesztési Igazgatosaga altal 1999-ben alapitott dijat altalanos-,
vagy kozépiskolakban fizikat vagy matematikat vagy — 2024-t61 — digitalis kultarat oktat6 pedagogusok
nyerhetik el. Az elismerés azért jott létre, hogy tamogassa, méltassa és erGsitse a magyarorszagi,
vilagviszonylatban is kiemelked6 matematikai, természettudomanyos és informatikai alapképzést. Az
Ericsson Magyarorszag elkotelezte magat a hazai oktatas fejlesztése mellett; vallalasanak fontos része
ez a difj. Tébb mint 2000 munkatarsival nemcsak a telekommunikacios ipar egyik legnagyobb
munkaltatéja, hanem az 1600 f6s Kutatas-Fejlesztési Kozpontja révén az orszag egyik vezetd
telekommunikacios és informatikai kutatasi k6zpontja is.

Az ERICSSON-DIJAKAT 2025-ben két kategoriaban itélik oda:

1.,,Ericsson a matematika, afizika és a digitélis kultara népszerdsitéséért” dij

Egy matematikat, egy fizikat és egy digitalis kulturat (informatikat) tanité pedagégus
(altalanos vagy kézépiskolai) részére egyenként 500 000 forinttal jaré dij.

Azok kaphatjék, akik iskolajukban és azon kivil évek 6ta a legtdbbet tesznek tantargyuk
iranti érdeklédés felkeltéséért és megszerettetéséért. Elen jarnak az innovativ modszerek
kidolgozdsaban és népszer(isitésében. A dijazottak lendiletes, kezdeményezd
egyeéniségiikkel vagy Uj technolégiak bevezetésével vonzévateszik szaktargyukat.

2. ,,Ericsson a matematika, fizika és digitalis kultUra tehetségeinek
gondozasaért" dij

Két matematikat, két fizikat és két digitalis kulturat (informatikat) tanit6 pedagogus
(altalanos vagy kozépiskolai) részére egyenként 500 000 forinttal jaré dij.

Azok kaphatjak, akiknek tanitvanyai 2015 Gta szaktargyuk jelentésebb orszagos vagy
nemzetkozi versenyein eredményesen szerepeltek. Munkak6zésségikben meghatarozo
a szerepik tanitvanyaik tehetséggondozasaban.

Adijakat a MATFUND Ko6zépiskolai Matematikai és Fizikai Alapitvany itéli oda a Bolyai
Janos Matematikai Tarsulat, az E6tvos Lorand Fizikai Tarsulat és a Neumann Janos
Szamitégéptudomanyi Tarsasag Ericsson-dij bizottsagainak ajanlasa alapjan.

Palyazatok csak a kiilénb6z6 kategoriak elektronikus Palyazati adatlapjain nyujthatok be.

A palyazati adatlapok 2025. aprilis 8., kedd éjfélig (23:59)
lesznek elérhetdek a https://www.komal.hu/ericssondij/
weboldalon.

Az ajanlasrol és az odaitélés feltételeir6l ugyanezen az oldalon
lehet részletesebb informacidkat talalni.

Kérdés esetén a kévetkez6 e-mail cimre irhatnak:
matfund@komal.hu.
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Felhivas -
Ericsson-dij 2025

Matematika, fizika és digitalis
kultura tandarok szadmara,
tantdrgyankent 3, 0sszesen 9
pedagogus dijazasa fejenkent
500 000 Ft-tal.

Ajanlja kolleggjat, tanardt az alabbi
kategoridkban:

- Ericsson a matematika, fizika és
digitalis kultura népszerdsitéseért

- Ericsson a matematika, fizika és
digitdlis kultura tehetseg-
gondozasaert

Palydzatok bekuldési hatarideje:
2025. aprilis 8.

A pdlyazati felhivas es az drlapok
elérhetdek: www.komal.hu/ericssondij
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