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In | 1{ n]l:.: A 66. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia

feladatainak megoldasa I.
SUNSHINE COAST

66th International Mathematical Olympiad 2025

A hagyoméanyoknak megfeleléen kozoljiik a Nemzetkozi Matematikai
Didkolimpia feladatainak megolddsait. A megolddsok leirdsara idén is
a magyar csapat tagjait kértiilk meg. Kozremiikodésiiket koszonjiik, és
eztton is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkeszt6ség

Elsé nap’

1. feladat. Egy sikbeli egyenest napfényesnek nevezink, ha nem pdrhuzamos sem
az x tengellyel, sem az y tengellyel, sem pedig az v +y =0 egyenessel.

Adott egy n > 3 egész szam. Hatdrozzuk meg az dsszes k nemnegativ egész szd-
mot, amelyre létezik n kiilonbdzd egyenes a sikon az aldbbi tulajdonsdgokkal:
e ha a és b pozitiv egészekre a+b < n+1 teljesil, akkor az (a,b) pont rajta van
legaldbb egy egyenesen; valamint
e azn egyenes kozil pontosan k napfényes.
Javasolta: USA

Megoldas. (Molnar Istvian Adam) Megmutatjuk hogy k lehetséges értékei 0, 1
és 3.

A feladatban megadott rdcspontokat egy derékszogii egyenld szart haromszog-
ben dbrazolhatjuk. A tovdbbiakban ezeket a pontokat fogjuk rdcspontnak hivni.
A definicié szerint egy egyenes akkor napfényes, ha nem parhuzamos a haromszog
egyik oldalaval sem.

N

A haromszog keriiletén levé racspontokat hatdrpontnak, a harom oldalegyenest
hatdregyenesnek fogjuk hivni. A fenti 4bran ezeket kék szinnel rajzoltuk meg.

El6szor mutatunk egy-egy példat arra, hogy a racspontokat le lehet fedni n
olyan egyenessel, amelyek koziil pontosan k=0, k=1, illetve k =3 napfényes.

LA miésodik nap feladatainak megolddsit a novemberi szdmban kozoljik.
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Az egyeneseknek egy-egy ilyen elrendezése lathatd az alabbi abrakon; a napfényes
egyeneseket piros szinnel rajzoltuk.

k=0 k=1 k=3
- ~

A tovabbiakban belatjuk, hogy k értéke csak a fenti 0, 1 és 3 lehet. Elészor
nézzik az n = 3 eset; azt kell ellenérizniink, hogy k = 2 nem lehetséges.

1. eset: Van olyan egyenes, amely hdrom rdacsponton is dtmegy.

Ez az egyenes csak egy hatdregyenes lehet (amely tehdt nem napfényes), és
hérom lefedetlen racspont marad, egy kisebb derékszogli haromszog alakban.

———0— L] L] L] L

A megmaradt harom racspontot két egyenessel kell lefedniink, tehat legaldbb az
egyiknek két racsponton 4t kell mennie, ez az egyenes viszont nem lehet napfényes.
Ebben az esetben tehat legfeljebb egy napfényes egyenest hasznalhatunk fel, vagyis
k=0 vagy k=1.

2. eset: Nincs olyan egyenes, amely hdrom rdcsponton menne keresztiil.

Mivel hat racspontot kell lefedniink harom egyenessel, mindegyik egyenesnek
pontosan két racsponton kell keresztiil mennie.

Vegyiik észre, hogy Osszesen csak harom olyan napfényes egyenes létezik, amely
pontosan két racsponton megy keresztiil; ha ezek koziil kettét megrajzolunk, a
megmaradt két rdcspontot a harmadik napfényes egyenessel kell lefedniink. Ebben
az esetben tehat vagy ketténél kevesebb, vagy pedig mindhdrom napfényes egyenest
fel kell haszndlnunk; k = 2 nem lehetséges. Ezzel az n = 3, k = 2 eset vizsgalataval
kész vagyunk.

Az édltaldnos eset megolddsa a kovetkezd észrevételen mulik.

Lemma. Ha n >4, és a racspontokat lefedjiik n egyenessel, akkor ezek kozott
biztosan van legaldbb egy hatdregyenes.
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Bizonyitds. A haromszognek Gsszesen 3n — 3 hatarpontja van. Mivel n > 3 miatt
3n — 3 > 2n, a skatulyaelv miatt valamelyik egyenes legalabb harom hatarponton
megy at; ez az egyenes viszont csak a haromszog valamelyik oldalegyenese, tehat
az egyik hataregyenes lehet.

Ezek utan egyszeri teljes indukcidval igazolhatjuk, hogy n > 3 esetén k csak 0,
1 és 3 lehet. A kiindul6 n = 3 esetet mar megvizsgaltuk. Tegytik fel, hogy n >4, és
az allitasunk igaz az n kisebb értékeire.

Tekintstink a haromszog egy tetszoleges lefedését n egyenessel. A Lemma szerint
a fedésben van legaldbb egy h hatdregyenes (ami nem napfényes).

o h
h L] L] L] L] L] L]

Barmelyik oldalegyenes is legyen a h, a tobbi rdcspont egy n — 1 méretii harom-
szoget alkot, és ennek a racspontjait fedi le a tobbi n — 1 egyenes. Az indukciés
feltevés szerint a tobbi n — 1 egyenes kozott pontosan 0, 1 vagy 3 napfényes lehet;
mivel a h nem napfényes, ez igazolja az allitast.

2. feladat. Legyen az (2, illetve I' kérok kozéppontja rendre M, illetve N. Tegyiik
fel, hogy Q sugara kisebb, mint T sugara, valamint hogy Q és T a (kilonbozd) A
és B pontokban metszik eqymdst. Az MN egyenes Q-t a C pontban, I'-t pedig a
D pontban metszi olyan mddon, hogy C, M, N és D ebben a sorrendben kivetik
egymdst az egyenesen. Jeldlje P az AC D hdromszog korilirt korének a kozéppontjdt.
Messe az AP egyenes Q-t az E # A pontban. Messe az AP egyenes I'-t az F'# A
pontban. Legyen H a PM N hdromszdg magassdagpontja.

Bizonyitsuk be, hogy a H-n dtmend, AP-vel parhuzamos egyenes érinti a BEF
hdromszog kérilirt kéorét.

(Egy hdromszog magassdgpontja a magassdgvonalainak metszéspontja.)

Javasolta: Vietndm

Megoldas. (Varga Boldizsar) A megolddshoz elébb beldtunk néhany segédélli-
tast.

1. allitas. M AP =PAN<.

Bizonyitas. Mivel M és P is egyenl6 tévol vannak A-t6l és C-tél, ezért az M P
egyenes az AC szakasz felezOmerdlegese, vagyis az AMC' szog bels6 szogfelezdje,
amely éppen az NMA szog kiilsé szogfelez6je. Hasonléan NP az ANM szog
kiils6 szogfelezbje, ezért a két egyenes metszéspontja, P az ANM haromszog A-
val szemkozti hozzairt korének kézéppontja, amely rajta van az M AN szog bels
szogfelezbjén is, tehat valoban, M AP<t= PAN<. O
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2. allitds. ME || AN és NF || AM, tehat az ANTM négyszog paralelogramma.

Bizonyitas. Mivel M E = M A az () kor sugarai, ezért M AE<= AEM<. Azon-
ban az el6z6 allitds szerint MAE<= FAN<K, tehat AEM < = FAN<, vagyis
ME || AN. Az allitds mésodik fele hasonléan kévetkezik abbdl, hogy NFA< =
=FAN<=MAF<. (|

A feladat megoldasdhoz legyen T az ME és NF egyenesek metszéspontja;
azt fogjuk megmutatni, hogy a H-n atmend, AP-vel parhuzamos egyenes T-ben
érinti a BEF kort. Ehhez elég beldtni, hogy T rajta van a koron, és a (B-t nem
tartalmaz6) EF iv felez&pontja, illetve TH || EF', ekkor ugyanis TH a kor EF
ivének felezOpontjaban huzott érinté a szimmetria miatt.

Az el6bbihez vegyiik észre, hogy a keriileti és kozépponti szogek tétele mi-
att BFE<<=BFA«= %BNA<I =MNA<, és BEF<1=180°—- AEB<x=BCA«=

= %BMA<I = NM A<, ahonnan
FBE<«=180°—- EFB<— BEF<1=180°—ANM<— NMA< =
=MAN<=NTM<«=180° - ETF<«,
tehdt EBFT harnégyszog. Ekkor FET<=AEM< = MAE<=TFE< (a parhu-
zamossagok miatt), vagyis az EFT haromszog egyenld szart, és T tényleg a BEF

kor valamelyik (némi diszkussziéval lathatd, hogy B-t nem tartalmazd, de erre nincs
sziikség) EF {vének felezépontja.
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Még azt kell belatnunk, hogy HT || AP. Ehhez kell az alabbi &llités:
3. allitdas. A H pont az MNT hdromszég beirt kérének kozéppontja.

Bizonyitas. Elég megmutatni, hogy M H, illetve NH felezik a TMN, illetve
MNT szogeket, a szimmetria miatt elég csak az elsét. Mivel M H és AD egy-
arant merdlegesek PN-re, ezért M H || AD, vagyis HMN<=ADM<=NAD< =
=TMH<« (itt kihasznaltuk, hogy MT || AD), vagyis M H felezi az NMT szbget,
mégpedig belilrdl, hiszen N DA< < 90°. ([l

A 3. allitasbdl kovetkezik, hogy T H is felezi az MTN szoget. De MT N parale-
logramma, ezért az M AN és NT M szogek bels6 szogfelez6i egymas tiikorképei a
paralelogramma kozéppontjara, tehdt parhuzamosak, azaz AP || TH, és éppen ezt
akartuk bizonyitani.

3. feladat. Jeldlje N a pozitiv egész szamok halmazdt. Egy f: N — N fliggvényt
popecnek neveziink, ha b® — f(b)7(@) oszthatd f(a)-val tetszbleges a és b pozitiv egész
szamok esetén.

Hatarozzuk meg a legkisebb ¢ valds konstanst, amelyre f(n) < cn fenndll minden
f popec fligguényre és minden n pozitiv egészre.
Javasolta: Kolumbia

Megoldas. (Bodor Matyas) Megmutatjuk, hogy ¢ legkisebb lehetséges értéke a
4.

Béarmely p primszdmra és nemnulla = egészre jeloljik v, (x)-szel az « primténye-
z0s felbontasdban a p kitevéjét. A megoldas soran tobbszor is hasznalni fogjuk a
Lifting The Exponent (LTE) lemmat:

o Ha p pératlan primszdm és x,y egészek ugy, hogy ptz,y és p|x —y, akkor

tetsz6leges n pozitiv egészre

vp(2" —y") = vp(z —y) +vp(n).
e p=2-re: ha x,y paratlanok és n paros, akkor
va(z" —y") = va(xz —y) +v2(z+y) +v2(n) — 1.

(B6vebben lasd példdul a https://en.wikipedia.org/wiki/Lifting-the-exponent_
lemma oldalt.)
Nekiink csak a p =2 az esetre lesz sziikségiink.

El6szor megmutatjuk, hogy ¢ > 4. Ehhez tekintsiik a kovetkezé fiiggvényt:

, ha z péaratlan,
g(x) = 2, ha x =2,

202(®)+2 " ha x paros és x> 2.

A g figgvény popec, mert:
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o Ha a pératlan, akkor g(a) =1]b* — g(b).

e Ha a =2, akkor az kell, hogy g(a) =2 |b? — g(b)?, ami igaz, mert a konstruk-
ci6bol 1lathatd, hogy b és g(b) paritdsa mindig megegyezik.

o Ha a péaros, a >4 és b paros, akkor az kell, hogy g(a)=2v2()+2|pe —
—g(b)zvg(a)ﬁ. Mivel 2 | g(b) paros, vg(g(b)2v2<a)+2) > 2v2(9)+2 > 4y (a) 42, ezért

2v2(a)+2 | g(b)zma)“; masrészt 2 | b miatt vo(b*) > a > ve(a) + 2 (példaul a 2,
3, ..., a szamok kozott legfeljebb a — 2 darab 2-hatvany lehet, mert a 3 nem 2-
hatvany, ezért va(a) < a—2). Vagyis 2V2(0)+2 | b ahonnan kovetkezik a kivant
oszthatdsag.

o Végiil, ha a paros, a > 4 és b paratlan, akkor a feltétel g(a) = 2v2(9+2 | po — 1,

ez pedig kovetkezik az LTE lemmdabdl: ve(b* — 1) = va(b+ 1) +ve(b—1) +
+v9(a) —1 > wve(a)+ 2, hiszen b+ 1 és b— 1 mindegyike paros, és pontosan
az egyik oszthatd 4-gyel is, tehat 2-es kitevje legalabb 2.

Osszegezve, a g fiiggvény valdéban pépec. Emellett g(4) = 2212 = 16, {gy 4c >
> g(4) = 16, tehat biztosan ¢ > 4.

Most pedig megmutatjuk, hogy c =4 eleget tesz a feltételeknek.

Tekintstiink egy tetszoleges popec f fiiggvényt. Belatjuk, hogy minden pozi-
tiv egész n-re f(n) < 4n, innen készen lesziink. Tetszbleges a,b pozitiv egész-
re legyen P(a,b) az oszthatésagi feltétel, tehdt P(a,b) annak a roviditése, hogy
F(a) [ b2 = F(b)/ @,

A P(a,a) szerint f(a)|a®— f(a)f@ ezért f(a)|a®. Ha most a = p primszam,
akkor f(p)|pP. Ezért f(p) értéke vagy 1, vagy pedig p-hatvdny minden p primre.
Legyen f(p) =p'», ahol i), > 0 egész.

Tegyiik fel, hogy van végtelen sok olyan p prim, hogy i, >0. Legyen emellett
b tetszleges pozitiv egész. Vélasszunk egy olyan nagy p primet, hogy i, >0 és
p>|b—f(b)|; ilyen van a feltevésiink miatt. gy P(p,byb6l p|p'r = f(p) | b* — f(b)F @),
De mind p, mind f(p) egy p-hatviny, ezért a kis Fermat-tételb6l b» =b (mod p) és
F(B)I®) = f(b) (mod p). A fentiek alapjan p|b— f(b) és p > |b— f(b)|, ami csak tgy
lehetséges, ha b— f(b) =0, vagyis f(b) =b. De b tetsz6legesen volt megvélasztva,
tehat f(b) = b < 4b minden b-re.

Marad az az eset, amikor nincs végtelen sok olyan p prim, hogy i, > 0, vagyis
véges sok van, legyenek ezek p; < pa < --- < py, és ekkor minden p > pj, primszamra

flp)=1.

Ha egyéltalan nincsenek ilyen p; < --+ < py primek, akkor f(p) =1, minden p
primre. Ha van olyan a, amelyre f(a) > 1, akkor legyen p az f(a) egyik primosztéja.
P(a,p)-bél p| f(a)|p® —17(®) = p® —1 miatt p| 1, ellentmondas. Tehat ilyen a nem
létezhet; f(n) =1 < 4n minden n-re.

Ha k> 1, és py > 2, akkor vélasszunk egy p > py primet a p =2 (mod py)
tulajdonsaggal; ezt meg tudjuk tenni a Dirichlet-tétel miatt, hiszen py és a 2 relativ

primek. De P(py,p) miatt py | f(pr) | pP* — f(p)P* =pP* =1, dep?* —1=p—-1=1
(mod py) a kis Fermat-tételb6l, ami ellentmondés.

Az az eset marad, amikor k =1, f(2) péros, és f(p) =1 minden p > 2 primre.
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Ha van olyan a, hogy p| f(a) valamilyen péaratlan p primre, akkor P(a,p) miatt
p| fla)|p*—17(®) =p® — 1, ellentmondis. Ez azzal egyenértékii, hogy f(a) minden
a-ra vagy 1, vagy pedig 2-hatvany.

A P(a,3)-bdl f(a)|3%— f(3)/(® =32 —1, igy paratlan a-ra 413% —1 miatt
f(a) <2 < 4a. Ha pedig a péros, akkor az LTE lemm&bol v3(3* — 1) =v2(3 —1) +
v2(3+1)+v2(a) — 1 =wvs2(a)+2, ezért va(a) +2 > v2(f(a)) =log, f(a), ezért f(a) <
< 2v2(a)+2 — 4. 9v2(a) L 44,

Tehét az f(n) < 4n egyenlétlenség minden n € N szdmra fennall, és ez igazolja,
hogy ¢ = 4 megfeleld.

Rejtvények, ordoglakatok

Szoliterek megoldasa

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorét mu-
tatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonb6zé kirakos jatékok, topo-
l6giai feladvanyok, 6rdoglakatok és a matematikat felhaszndlé blivészmutatvanyok.

Manapség szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a blivészmutatvanyok tritkkkjeit mi talaljuk
ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziikk meg és készitjiik el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, altalanositani, igyekezziink 4j feladatokat kitalalni.

Az egyik legrégebben ismert egyszemélyes logikai jaték a szoliter. Mar a Nap-
kirdly udvaraban jatszottak vele, kicsit kés6bb pedig koranak egyik legnagyobb
tuddsa, Gottfried Wilhelm Leibniz is elismer6en nyilatkozott réla.

A szoliter legismertebb valtozatdt egy 33 mezds, kereszt alaku tablan jatsszdk.
Ezt hivjak angol tabldnak. Kezdetben a kozépsot kivéve minden mezon all egy
babu. Cél az elrendezés megforditdsa, vagyis, hogy csak a kézéps6é mezén alljon egy
babul!

Ezt a feladatot tliztiik ki rovatunkban a KoMaL 2025. mérciusi szdmdaban.
Ebben a cikkben a feladvany részletes elemzése olvashato.

0|00

0|0|0
©|0|0|0|0|0|O
©|0|0] |O|0|O

olele

elele
!
O

0]|0|0|0|0|0|O

1. dbra.
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Egy 1épésben egy szomszédos babut kell atugrani. Ezt csak akkor lehet megten-
ni, ha mogotte tires hely taldlhaté. Ugrani vizszintesen vagy fliggolegesen szabad,
de 4tlésan nem. Az atugrott babut azonnal le kell venni.

Ezek a jaték szabalyai, de pusztan a szabdlyok ismeretében a feladat szinte
megoldhatatlanul nehéz. (Ebben taldn hasonlit egy kicsit a bilivoskockdra.) Mar
az is szép eredmény, ha sikeriil elérni, hogy csak 3-4 babu maradjon a tablan,
tetsz6leges elrendezésben. A kovetkezdkben olyan mddszerekrél lesz szé, amelyek
segitségével nem csupan egyszeriien megoldhatova valik a feladat, de az eljarasok
mas tabldkon is sikerrel alkalmazhatoak.

Tekintsiik a kovetkez6 kezddallast és 1épéssorozatot:

O O

@) O

Ol |® ® O [ J
2. dbra.

A vildgosabb babuk eltiintek, mig a sététebb a helyén maradt. A vilagosabb
babuk ilyen elrendezését nevezzilk 6nmegsemmisité alakzatnak, a sotétet pedig
katalizdtornak. A kévetkez6 allas hasonlé:

[ [ @ (]
©)[@) @) O|0] |0]0]|O
O|O[ x| |O|O @)
0|0 O[O @

3. dbra.

Ttt a 1épéssorozat végén az el6zd (2.) dbra kezdbéllasat kaptuk (elforgatott hely-
zetben, de ez a megoldds szempontjabdl lényegtelen), vagyis ez is egy 6nmegsem-
misit6 alakzat. A katalizdtor lehet az X-szel jelolt helyen is.

Es még egy, talan a legszellemesebb:

o o @ @
@O X [ J ol® ol@ [ J ole [ J
o @ @
O|0|O O|0[O ©[@) @) @)
4. dbra.

De hogyan hasznédlhatjuk ezeket az alakzatokat
az eredeti jaték megoldasara? Osszuk fel a tab-
14t ilyen 6nmegsemmisité alakzatokra gy, hogy a
sziikséges tlires mezokre és katalizatorokra is figyel-
jink. Pl. egy lehetséges felosztast mutat az 5. dbra.

A szdmok sorrendjében el tudjuk tévolitani az
onmegsemmisitoé alakzatokat. Ezek utan a két ko-
riil nem keritett babu marad a tablan. Az alséval
beugorhatunk a tabla kézepére, igy megoldottuk a
feladvanyt.

0|00
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Még kénnyebben megjegyezheté modszert kapunk, ha a 6. dbra szerinti alakza-
tot és 1épéseket jegyezziik meg.

o ©)

©) o
©) o ©)
©)[C][C) ©][©) ©)[©) @)

6. dbra.
A kiindulé lyukas L-bél eljutunk az ,inverzéhez”, amikor csak ott van babu,
ahol eredetileg nem volt. Ennek felhasznaldsaval feloszthatjuk a tdblat a 7. dbrdn
lathaté mddon.

O[O0
0|00

Q|O|®
0|0|0
@)
O|0|O0

0|0|0
@)

@)
@)

O|0|10[O[O[O[O
O|O|0]O0|0|0[O

@)
D
@)
@)
@)
@)

7. dbra. 8. dbra.

El6szor az 1-es, majd a 2-es babuval 1épve megkapunk egy lyukas L-et. Ennek
inverze utan lesz hely a kovetkez6 L-hez, majd a harmadikhoz, aztédn a negyedikhez.
Ezek utan a 8. dbrdn lathatd, mar egyszertien megoldhat6 tablat kapjuk.

Ennek megoldasat mar az olvaséra bizzuk.

Eddig az angol tabla megoldasi lehetdségeivel foglalkoztunk. Most térjink at
a francia tdblara. A francia tdbla a 9. dbrdn lathatd, az angol tdblahoz négy
sarokmez6t illesztve kapjuk.

olelo
!
O

0|00
0|0|0|0|O
0|0|0|0|0|0|O
0|0|0| |0|0|O
O|0|0|0|0|0|O
0|0|0|0|0

9. dabra
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Vajon megoldhaté-e az alapfeladvany? El lehet-e érni, hogy a kozépsé mezd
kivételével teli tablardl eljussunk ennek inverzéhez, amikor csak a kozépsé mezén
all babu?

Betlizziik meg a mezoket a 10. dbra szerint. A[B|C
Minden lépésben harom kiilonb6z6 bettivel jelolt mez6 A|BICIAIB
érintett. Ezek koziil kettén eggyel csokken a babuk szama, a A[B|C|A|B|C|A
harmadikon pedig eggyel nd, és a tablan szerepls babuk sza-  |BICJAIBICIAIB
ma is eggyel csokken. Vagyis, ha kivonjuk pl. az A-val jelolt S| AB AR ES
mez6kén szerepld babuk szdmét a t4blan levékébl, akkor BICIA|BIC

s . . [ s s A[B|C
ennek paritdsa nem valtozik akirhogy is lépiink. Ugyanez
igaz a B-vel és C-vel jelolt mezokre is. 10. dbra.

Ha kezdetben minden mez6 foglalt, csak a kozépsd, B-vel jelolt nem, akkor 12
mez6 foglalt minden betiivel jelolt koziil. 36 — 12 = 28, vagyis a kiilonbség paros
mindhidrom esetben. Ez a jaték sordn nem is fog valtozni. Ha az utolsé babu a
kozépsd, B mezén maradna, akkor a harom kiilénbség koziil csak egy lenne paros,

a masik kettd paratlannd valna, ami lehetetlen. Igy beldttuk, hogy a francia tablan
nemcsak az alapfeladvany megoldhatatlan, hanem mindegyik, ahol kezdetben a
kozéps6 mezo iires egyediil, sOt az is kévetkezik az eddigiekbdl, hogy akarmelyik
B-vel jelolt mez6 iires kezdetben, megoldhatatlan feladvanyt kapunk.

Mi a helyzet abban az esetben, ha egy A vagy C jelii mez6 iires kezdetben?
Ilyenkor megoldhaté az inverz feladvany? Ebben az esetben, ha 36 babu van a
tablan, akkor 13 B jeli mez6 foglalt, és 11 A, illetve 12 C jelii (vagy forditva,
12 A és 11 C jelil). A hirom kiilonbség koziil ketté paratlan, egy pedig paros. Ez
lehetséges a megoldott tablan is, mert a végén egy babu esetén is ugyanez a helyzet.
Az is kovetkezik az eddigiekbdl, hogy ha kezdetben A jelli mez6 volt tires, akkor a
végén C jeltin maradhat csak babu, és forditva. Vagyis sosem oldhaté meg az inverz
probléma.

Az elébbi okfejtések mind csak sziikséges felté-
telei a megoldhatosagnak. Az eddigiek alapjan az is
elképzelhetd, hogy semmilyen kezd6 allasbol, ahol
csak egy tlires mez6 van, nem érhet6 el az, hogy
csak egyetlen babu maradjon a tablan. Szerencsé-
re ez nincs igy. Van néhdny (szimmetridktdl elte-
kintve mindéssze harom) mez8, amelyek koziil kez-
déskor egyet tresen hagyva, megoldhaté feladvanyt
kapunk. Ezek koziil lassunk egyet, a megoldést is
bemutatva a mar megismert 6nmegsemmisité alak-
zatokkal, lasd 11. dbra.

Az abrén S jeloli a kezdetben tires mezét, C pe- 11. dbra.
dig azt, ahova a végén érkezik az utolsé babu.

Lattuk, hogy a francia tdblan nem megoldhaté az inverz probléma, semelyik
kezdetben iires mez6 esetén sem. Van-e olyan tébla, ahol akdrmelyik mez6 iire-
sen marad, és megoldhat6 az inverz feladvany? Belathatd, hogy az angol tabla is
ilyen, de vajon létezik-e kisebb, egyszeriibb? George Bell és tarsai szamitogépes
elemzésekkel megtalaltak a legkisebb, négyzetes szimmetriaval rendelkez6, minden
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mezére megoldhaté tablékat. Erdemes ezeken is kiprébalni az inverz feladvényokat,
komolyabb elméleti hattér nélkiil is megoldhatoak.

12. dbra
G4l Péter
Budapest
| | Gyakorlé feladatsor
| \ emelt szintli matematika érettségire
I. rész
1. Oldja meg a val6s szamok halmazén az alabbi egyenleteket.
x 2¢0+1  3z+5
= t
a)a:—ler—i—l 22 -1’ (5 pont)
b) cos2zx + 2sinx + 3 = 0. (5 pont)

2. Adott az f(z) =|z+1], (z €R), és a g(z) = vz — 2, (x € R, z > 0) flggvény.
a) Adja meg a g(x) fliggvény inverzének értelmezési tartomanyat és hozzaren-

delési utasitdsdt. (4 pont)
b) Abrézolja az f o g fiiggvény grafikonjat a [0,16] intervallumon. (5 pont)
(Az fog korabbi jeldlése: f(g(z)).)
c¢) Hatdrozza meg a go f fliggvény Gsszes zérushelyét. (4 pont)

3. Egy szabalyos tetraéder adott csticsabdl induld élei-

‘k nek a cstcshoz kézelebbi harmadolépontjain Atmend sikkal
S Z lemetszettiik a test csticshoz kozelebbi részét. Mindegyik
cstcsndl elvégeztiik ezt a csonkoldst, és az abra szerinti, 10

cm él{ poliéderhez jutottunk.
4 a) Mekkora a poliéder felszine és térfogata? (9 pont)
‘l b) Mekkora szoget zar be egyméssal egy hatszog és egy
17 vele szomszédos haromszoglap? (5 pont)
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4. Déntse el az aldbbi A), B), C) allitdsokrdl, hogy igazak, vagy hamisak.
Vélaszait indokolja!

A) Egy hdromszog stlypontjat a csticsokkal osszekotd szakaszok olyan kisebb

haromszogekre bontjdk a haromszoget, amelyek teriilete egyenld. (6 pont)

B) Nincs olyan raciondlis egytitthat6ji méasodfokd egyenlet, amelynek egyik

gyoke racionalis, a mésik irraciondlis szdm. (4 pont)

C) Ha egy adott év napjaibdl kivilasztunk 30-at, nem biztos, hogy lesz kozottitk

legalabb 6t olyan, amelyik a hét ugyanazon napjara esik. (4 pont)
II. rész

5. Az a,, szdmsorozat elsé tagja a; = 1, és a méasodik tagtél kezdve minden tagja
kiszamithat6 a kovetkez6 rekurziv képlet segitségével: a, 41 = a,, + 2n.

a) Igazolja, hogy a, =n?—n+1. (8 pont)

b) Hatérozza meg az {a,} sorozat els 11 tagjdnak medidnjit, alsé és felsd
kvartilisét. (2 pont)

¢) Bizonyitsa be (teljes indukciéval vagy mds mddszerrel), hogy az {a, } sorozat
els6 n tagjanak Osszege:

n(n2—|—2).

Sn =
3

(6 pont)
Valasztunk egy n < 1000 pozitiv egész szamot, majd képezzik az {an} sorozat
els6 n tagjanak atlagat.
d) Mennyi a valészintisége, hogy a kapott dtlag egész szdm, ha minden n < 1000
pozitiv egész kivilasztasinak ugyanakkora a valészinlisége? (5 pont)

6. A H halmazt azok az otponti egyszerl grafok alkotjak, amelyek pontjai egy
adott konvex 6tszog A, B, C, D, E csucsai.

a) Hany eleme van H-nak? (3 pont)

b) Rajzolja le az Osszes H-beli hadrom éli grafot, amelyek paronként nem izo-
morfak egymadssal. (5 pont)

¢) Hany olyan graf van H-ban, amely 0sszefiiggd és van benne kor? (8 pont)

7. Az origé kozéppontu 5 egység sugaru koron az olyan pontok, amelyeknek
mindkét koordinataja egész szam, egy korbeirt sokszoget hataroznak meg.

a) Mekkordk a sokszog szogei? (8 pont)

b) Szamitsa ki az y tengely azon pontjainak mésodik koordindtdjit, amelyek-
bél az A(4;5) és B(8;—3) pontok &ltal meghatdrozott szakasz 45°-0s szogben lat-

szik. (8 pont)
. 1, 1,1 . .

8. a) Igazolja, hogy az f(x) = 15 5" + 2 (z € R) fiiggvény grafikonjanak

nincs kozos pontja az x tengellyel. (2 pont)

b) Hatérozza meg az f(x) fiiggvény globalis és lokdlis szélséértékhelyeit és
szélsGértékeit. (6 pont)
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¢) Mekkora annak a zdrt, korldtos sikidomnak a teriilete, amelyet az f(x)
fliggvény grafikonja, ehhez a grafikonhoz az x¢ = 2 abszcisszaji pontba htizott érintd
és a két koordinatatengely bezar? (8 pont)

9. o) Egy kereskedelmi vallalatnak a vdsarlok palackvisszavdltdsi szokdsairl
készitett felmérésén 500 olyan vasarlot kérdeztek meg, akik hasznalték a visszavaltd
automatdt. A visszavalté automatdn a visszajaré osszeget A) Bolti utalvény, B)
Banki utalds, C) J6tékonysagi felajanlas koziil az egyiket kivdlasztva lehet kérni.
398-an az A), 100-an a B) és 2-en a C) lehetdséget jelolték meg.

a) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy az 500 vasarlobol véletlenszertien ki-
valasztva 20-at, koziiliik legfeljebb 16-an vdlasztottdk az A) lehetdséget? Az ered-
ményt négy tizedesjegyre kerekitve adja meg. (5 pont)

Az egyik visszavalté ponton az els6 héten 10000, a kovetkezd héten 11000, a
harmadik héten pedig 15000 terméket valtottak vissza. Ezek alapjan késziilt a
mellékelt abra, amelyen a fiiggéleges tengely egysége ezer darab terméket jelent.

ezer db .
20 P

151 M(2;12) 7"

~
L
L

1 2 3 4 hét

b) Adjon meg egy olyan elséfokt fiiggvényt, amelynek grafikonja dtmegy az
M (2;12) ponton, és amely az 21 = 1; x5 = 2; x3 = 3 helyen olyan értéket vesz fel,
amelynek az y; = 10; yo = 11; y3 = 15 értékektdl vald eltérésének négyzetosszege a
lehetd legkisebb. (9 pont)

A visszavaltott termékek anyagdnak tipusdt harom csoportba soroltdk: a (mii-
anyag), b (fém), ¢ (iiveg). A fenti 500 vasarlé koziil arra a kérdésre, hogy milyen
tipustu palackokat szoktak visszavaltani, 380-an az a,b,c; 50-en az a,b; 24-en a
b,c; 10-en az a,c valaszt adtak. Azok szdma, akik csak egyfajta terméket valtottak
vissza, 3:2:1 ardnyban oszlott meg az a : b : ¢ tipusok kozott.

¢) Hany vasarlénak volt ,a” tipust palackja a visszavaltottak k6zott? (2 pont)

Németh Laszlo

Fonyod
Megoldasvazlatok a 2025./6. szam
matematika gyakorlo feladatsorahoz
I. rész
. P p m 3
1. a) Oldja meg a valds szdmok halmazdn a cos(g Cosx) =5 egyenletet.
(5 pont)
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b) Hatdrozza meg a px+ 1y = 28 egyenletben szerepld p, r pozitiv primszdmokat,
ha az x, y valds szampdr a /3x +y+ b =4x —20; 22 +y =29 egyenletrendszer
megolddsa. (7 pont)

3
Megoldas. a) Legyen oo = %cosx. Ekkor a cosa = - egyenlet megoldasai:

11
a1:%+k-2ﬂ'; a2:%+l-277,

11
ahol k, | egész szamok. Eszerint %cosx = % + k- 27, illetve %cosx = ?ﬂ- +1-2m.

™
A két egyenletbdl a 3 tényezovel vald osztas utan

(1) cosx =1+ 12k,
illetve
(2) cosx =11+ 121

kovetkezik. Mivel —1 < cosz < 1, ezért az (1) egyenletben csak k=0, a (2) egyen-
letben csak [ = —1 lehetséges, ezért csak cosx =1 vagy cosx = —1 allhat fenn. Az
a) feladat megolddsai tehdt x =m - m (m € Z), behelyettesitéssel ellenbrizziik, hogy
ezek valéban megoldasok.

b) Az egyenletrendszer masodik egyenletéb6l y = 29 — 22| ezt az els6 egyenletbe
irva:

(3) vV =22+ 3x + 34 = 4z — 20.

A négyzetgyok értelmezése miatt a (3) egyenletnek csak olyan x valds szém lehet a
megoldésa, amelyre —x2 + 3z + 34 > 0; 42 — 20 > 0 egyszerre teljesiil. A megoldé-
képlet alkalmazaséval kapjuk, hogy a —x2 + 3z + 34 > 0 egyenlétlenség pontosan

3—+/145 <:3-+\/145
= 2

akkor teljesiil, ha — <z , két tizedesjegyre torténod kozelitéssel

—4.52 < x < 7,52, a 4 — 20 > 0 egyenlGtlenség pedig az = > 5 valds szamokra igaz.
Az x valds szdmot tehat az

(4) 5<z < A~ 7,52

3++/145
2

halmazon keressiik. Négyzetre emelve a (3) egyenlet mindkét oldaldt, rendezés utan

a 1722 — 163z + 366 = 0 méasodfokli egyenletet kapjuk, amelynek megolddsai z; =

= % ~ 3,59; xo = 6. Az x; valés szdm nem felel meg a (4) feltételnek, ezért nem

megoldas. Az xo = 6 viszont megfelel (4)-nek, ebbdl y =29 — z? miatt y = —7 ko-

vetkezik. Ellendrizheto, hogy az x = 6; y = —7 szampar megoldasa az egyenletrend-
szernek. Mivel x = 6; y = —7, ezért a px 4+ ry = 28 egyenlet szerint
(5) 6p — Tr = 28.

A p és r pozitiv primek, és az (5) egyenlet jobb oldaldn péros szdm 4ll, ezért a bal
oldal is paros, ami csakis ugy lehet, ha 7r is paros. Eszerint r paros prim, tehat
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r =2, ebbdl (5) alapjan p =7 adddik. A feladat b) részének megolddsa tehit a
p="T; r =2 primszamokbdl all6 szampar.

2. Az alabbi tablazatban felsoroljuk a férfi kézilabda Bajnokok Ligdja 2024-2025-
os idényének legeredményesebb gollovoi kozil 11 jatékos nevét, klubjdt és a szezon-
ban 2024. november 17-ig dobott gélok szdmdt.

név klub golszam
Kamil Syprzak Paris Saint-Germain 112
Dika Mem Barcelona 106
Nedim Remili Veszprém 99
Emil Madsen GOG 98
Omar Ingi Magnusson Magdeburg 98
Mats Hoxer Aalborg 96
Aaron Mensing GOG 93
Niclas Ekberg THW Kiel 92
Mario Sostaric OTP-Bank Pick Szeged 88
Mitja Janc Celje 87
Elohim Prandi Paris Saint-Germain 87

a) Szamitsa ki a tabldzatban szerepld minta (gélszdmok) terjedelmét, dtlagdt és
szordsdt. (3 pont)

b) Hatdrozza meg a gdlok szdmdnak mdduszdt (mdduszait), medianjdt, az alsé
és felsd kvartilis értékét, tovdbbd készitse el a box-plot diagramot. (4 pont)

A felsorolt adatokhoz hozzdvessziik a Veszprém csapatdban jdtszé Ludovic Fab-
regas eredményét. Az 6 goljainak szama a p kétjegyd primszim, amely a 12 szambaol
dllé adatsor legkisebb eleme. Ha az 4j adatsor alsé kvartilise Q, felsé kvartilise
Q%, akkor azt is tudjuk, hogy 6,5- (Q5— Q1) <p<8,5-(Q5—Q}).

c) Hdny gdlt dobhatott a szezon megadott iddpontjaig a Bajnokok Ligdjiban
Ludovic Fabregas? (5 pont)

Megoldas. a) Az adatsor terjedelme: R =112 — 87 = 25. Az adatsor dtlaga pedig

112 +106 4+ 99 + 984+ 98 + 96 + 93 + 92+ 88 + 87 +87
11 o

96.

T =

A szo6rés értéke: o =

o — /824 ~ 753,

b) Az adatsornak két mddusza is van, mert a 98-as és a 87-es gdlszam két-
két esetben fordul elé, a tobbi gblszdm gyakorisaga 1, vagyis My = 98 és My = 87.
A téblazatban a 11 gélszam nemnovekvd sorrendben van, a median a k6zépsé elem:
Q2 =96. Az alsé kvartilis Q1 = 88, mig a fels6 kvartilis Q3 = 99. A legkisebb szamot
Qo-lal, a legnagyobbat Q4-gyel jelolve az eddigiek alapjan elkészithetjiik a box-plot,
mas neveken sodréfa vagy dobozdiagramot:

\/(112—96)2+(106—96)2+...+(87—96)2 ”
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Qo Q1 Q2 Qs Q4

87 88 96 99 112

Megjegyzés. A Q4 = 112 adat nem kiugré adat, mert az IQR = Q3 — @1 =11
félterjedelemmel szamolva 112 < Q3+ 1,5- TQR=99+1,5-11 =115,5.

¢) Mivel p a legkisebb a 12 adat kozil, ezért p < 87. Az 1j adatsor medidnja a
96 + 93
/

két kozéps6 adat, vagyis 96 és 93 szamtani kozepe, azaz Q5 = 5 = 94,5. Az

s . PP o oy 88+87 .

4j alsé6 kvartilis a @5-nél kisebb elemek medidnja, tehat Q7 = = 87,5, az 1j
« . . ;o e , 99498

fels6 kvartilis pedig a (Q5-nél nagyobb elemek medidnja: Q%5 = g = 98,5.

A feltétel szerint 6,5- (Q4 — Q1) <p <8,5-(Qs —Q}), ezért Q5 — Q) =11 miatt
6,5-11 <p<85-11, vagyis 71,5 < p < 93,5. Eszerint p a 72 és a 94 kozé esd
valamelyik primszam lehet. A 72 és 94 kozé es6 primszamok: 73, 79, 83, 89. Kozilik
a 89 nem lehet, mert akkor nem teljesiilne, hogy p a 12 tagt adatsor legkisebb
eleme. Ludovic Fabregas géljainak szama tehat a feltételek figyelembe vételével 73,
79 vagy 83 lehetett.

Megjegyzés. Fabregas géljainak szdma a megadott id6szakban ténylegesen 79
volt.

3. a) Mely egész szamok nem tesznek eleget az

(12z+4)(4z—3) 152 —4
160 —4 0805 4r 3

log, < log, (302 — 50)

egyenldtlenségnek? (5 pont)

Legyenek eqy hdromszog oldalai 4n — 3; 15m —4; 12n+4, ahol n pozitiv egész
szam.

b) Milyen n esetén lesz a hdromszog derékszogt, hegyesszogi, illetve tompa-
52091 ? (8 pont)

5
Megoldas. a) A logaritmus értelmezése miatt 30z — 50 > 0, ezért > —. Ha ez

teljestl, akkor nyilvanvalé, hogy 12z +4 >0 és 15x —4 > 0, illetve 4o —3 >0 is
igaz, tehat az egyenlGtlenség bal oldalan szerepld tényezok mindegyike értelmezett.
A kiilonboz6 alapt logaritmusos kifejezések atvaltasi formuldja alapjan az egyen-
I6tlenség igy is irhato:

122 + 4) (4 — 3 152 — 4
22+ )@z -3 , %élogQ(SOx—5O).

1
082 5y 4 082
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Az azonos alapu logaritmusos kifejezések Osszegére vonatkozd azonossag szerint

(122 +4)(4z —3) 15z —4
15z —4 iz —3

log, < log, (30z — 50),

egyszertisitve
log, (122 +4) < log, (302 — 50).

Mivel az f(x) =log, z fiiggvény szigoriian monoton névekvé, ezért a fenti egyen-
16tlenség pontosan akkor teljesiil, ha

12z +4 < 30x — 50,

innen pedig x > 3, vagyis pontosan az x < 2 egészekre nem teljesiil az egyenlGtlenség.
b) Legyen a = 4n — 3; b= 15n —4; ¢ = 12n+ 4. Nyilvadnvald, hogy minden pozitiv
egész n-re a < b. Megvizsgaljuk, hogy b < ¢ milyen n-re teljesiil. A 15n —4 < 12n+4

8
egyenl6tlenségbodl azt kapjuk, hogy n < 3 eszerint n =1 vagy n =2. Han =1, akkor

a=1,b=11, c =16, ezek a szdmok nem lehetnek egy haromszog oldalai, mert nem
teljestl rajuk a haromszog-egyenlotlenség.

Ha n =2, akkor a =5, b =26, ¢ =28, ezekre a szamokra fenndll a hadromszog-
egyenlétlenség, ilyen hdromszog tehdt létezik. Tudjuk, hogy egy (nem egyenld
szart) hdromszog pontosan akkor hegyesszogii, derékszog, illetve tompaszogi, ha a
két kisebb oldalanak négyzetosszege nagyobb, egyenld, illetve kisebb a legnagyobb
oldal négyzeténél. Mivel 52 + 262 < 282, ezért az a =5, b= 26, ¢ = 28 oldalakkal
rendelkez6 haromszog tompaszogli. A tovabbiakban nyilvanvald, hogy n > 3 miatt
4n —3 < 12n+4 < 15n — 4, tovabbd minden ilyen n-re létezik haromszoég, hiszen a
4n—3+12n+4 > 15n — 4 egyenl6tlenségbol n+ 5 > 0 adddik. Eszerint n > 3 esetén
a haromszog oldalai

(1) a=4n—-3<c=12n+4<b=15n—4.

Vizsgdljuk a (4n —3)% + (12n+4)2 > (15n — 4)? egyenl6tlenség megolddsait. A mfi-
veletek elvégzésével és rendezéssel a —65n% 4+192n +9 > 0 masodfoki egyenlbtlensé-
3

get kapjuk. A 65n2 —192n — 9 = 0 egyenlet megoldasai ny = —&; ny = 3. A kapott
értékek kozill n < ny nyilvan nem lehetséges, az ne = 3 viszont megfelel az n > 3
feltételnek és ekkor a =9, b =41, ¢ = 40. Ez a hiaromszog olyan derékszogii harom-
szoget jelent, amelynek befogdi a =9, ¢ = 40, atfogdja pedig b =41. Az n = 3-nal
nagyobb pozitiv egészekre —65n% +192n + 9 < 0, ezért az is igaz, hogy

(4n —3)* 4+ (12n+4)? < (15n — 4)?,

azaz a haromszog két révidebb oldalanak négyzetosszege kisebb a legnagyobb oldal
négyzeténél, vagyis minden n > 3 értékre egyrészt létezik az (1)-nek is megfeleld
haromszog, masrészt minden ilyen hdromszog tompaszogii. Osszefoglalva: n = 2 és
n > 3 esetén létezik a feltételeknek megfelelé6 haromszog, ezek mindegyike tompa-
sz0gll, n = 3 esetén a feltételeknek megfelel6 haromszog szintén létezik és ez derék-
sz0gl, a lehetséges haromszogek kozott tehat nincs egyetlen hegyesszogli sem.
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4. Egy dobozban 10 piros, 13 zdld és valamennyi kék golyo van. A dobozbol
véletlenszeriien kihizunk egy golydt.

a) Mennyi annak a valdszindsége, hogy nem piros golydt hizunk, ha tudjuk, hogy
a kék golyok szama gy aranylik a nem kék golyok szamdhoz, mint a zdld golyok
szdma a nem zold golydk szdmdhoz? (3 pont)

Egy matematikaverseny déntdjébe 50 didk jutott. A wverseny értékelésekor 1
aranyérmet, 2 eziistérmet és 3 bronzérmet osztanak ki, eqy versenyzd legfeljebb egy
érmet kaphat.

b) Hdnyféleképpen lehetne kiosztani a 6 érmet? (3 pont)

A versenyen az éremmel nem jutalmazott 44 didk kozil a zstri dltal azonosnak
értékelt jo eredmény alapjdan kivalasztanak 20 f6t, kozilik sorsoldssal dontik el, hogy
ki legyen az a 6 f6, aki kiilondijat kap. A 20 f6 nevét egqy-egy céduldra irjik, és a
cédulakat egy dobozba teszik. A dobozbdl véletlenszeriien és visszatevés nélkil hiznak
6 céduldt.

¢) Ha tudjuk, hogy a sorsoldsra kijelolt diakok kozil 8-an az A, 7-en a B, 5-
en a C iskoldbol érkeztek, akkor mennyi a valdsziniisége, hogy a kihuzott 6 névbdl
legaldbb 2 az A iskola didkja? (8 pont)

Megoldas. a) Legyen a kék golydk szdma k, a feladat szévege alapjén k pozitiv
egész. A feltétel szerint
k 13

23 104k’

ahonnan a miiveletek elvégzése és rendezés utan a k2 4 10k — 299 = 0 mésodfoki
egyenletet kapjuk, amelynek megolddsai ky = 13; ko = —23. A kg = —23 nem meg-
oldésa a feladatnak, ezért csak k = 13 lehetséges, igy a kék golydk szama 13. Annak
a valdszintisége tehat, hogy nem piros goly6t htizunk:

26 13

P(nem piros) = 3% 18

50
b) Az egy aranyérem kiosztdsa nyilvan <1> = 50-féleképpen torténhet. Az
aranyérmes kivalasztasa utan a két eziistérmes kivalasztésa 5 ) = 1176-féle mo6-

4
don, ezutdan a bronzérmesek kivalasztasa ( 3) = 16215-féle modon valésithato

meg. A 6 érem kiosztdsdra tehat Osszesen 50- 1176 - 16215 = 953 442 000 lehetd-
ség van.

Megjegyzés. Természetesen a gyakorlatban a 6 legjobb didk fogja kapni az ér-
meket, ez pedig nyilvin nem a kombinatorikai kivalasztdsi lehet6ségek szamétol
fiigg.

K\ (N—k
(k)'(n—k)

()

N =20, K =8, n=06. Szamitsuk ki a komplementer esemény valdszinliségét, tehat

¢) Alkalmazzuk a hipergeometriai eloszlas P(k) = képletét, ahol
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azt, hogy az n =6 kihtzott cédula kozil pontosan k =0, illetve &k =1 esetben
szerepel a cédulan az A iskola diakjanak neve.

(0)-(5) _ 924 0 oos. - @) _ 6336
(*) = ggrgo ~ 002 PlE=1)= (%) 38760

~0,163.

P(k=0)=

A komplementer esemény valdszintisége tehdt P(k =0)+ P(k =1), ezért annak a
valdsziniisége, hogy a kivalasztott versenyzok kozill legalabb 2 didk az A iskola
tanuléja P(k>2)=1— (P(k=0)+ P(k=1)), azaz

924 6336 \ 525
"~ 646

Ph>2)=1— o 4+ 227 ) = 222 50,813
(k>2) (38760 38760

II. rész

5. a) Egy pozitiv haromjegyt szam négyzetébdl kivonva a szdm p-szeresét (ahol p
pozitiv primszdm,), éppen 20%-et kapunk. Adja meg a legkisebb és a legnagyobb ilyen
hdromjegyt szamot. (7 pont)

A Gy és Gy grifok kézos pont nélkiili (diszjunkt) fagrdfok, a G1 grdfnak 7q, a G-
nek 3r cstcsa van, ahol q és r pozitiv primszdmok. A G1 és Go egy-egy cstucsdanak
osszekdtésével kapott Gs fagrafnak q-r éle van.

b) Hatdrozza meg a G1 és G grifok csiucsainak és éleinek szamdt, illetve mind-
két grifban a fokszdmok ésszegét. (9 pont)

Megoldas. a) Legyen a haromjegyfi szam x, ekkor a feltétel szerint z2 — px =
=20p?, ezért 22 —pr —20p? =0. A p paramétert tartalmazé x-ben méasodfoki
egyenlet diszkrimindnsa D = 81p? > 0, ezért az egyenletnek van valés megoldsa,
ezek:

o = p—9p _ _ap: oy = p+9 _
2 ’ 2
Az z1 nyilvdn nem megoldés, hiszen p > 0 és x > 0. Mivel x haromjegyi, ezért azt

is tudjuk, hogy 99 < 5p < 999, ez azt jelenti, hogy

op.

(3) 19,8 < p < 199,8.

A (3)-nak megfelels legkisebb primszam p = 23, a legnagyobb pedig p = 199. A fel-
tételeknek megfelel6 legkisebb szam tehat x = 5-23 = 115, a legnagyobb pedig = =
=5-199 =995. A kapott értékek a feladat minden feltételének megfelelnek.

b) A G1 és Go gréafnak nincsen kozos csicsa, tehdt nincs kozos élik sem. A G4
fagrafnak 7q —1, a G fagrafnak 3r —1 szamu éle van. Ha e két graf egy-egy csicsat
Osszekotjiik, akkor az igy keletkezé G is fagraf, tehdt 7¢ — 1+ 3r — 1+ 1 szdmu éle
van, ez a feltétel szerint q - r-rel egyenlé: 7¢q —1+3r — 1+ 1 =g -r. Rendezés utan
atalakithaté 3r —1=g¢q- (r — 7) alakba, ahol r # 7, mert akkor az egyenlet jobb
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oldalanak értéke 0, a bal oldal értéke 20 lenne. Ezért oszthatunk r — 7-tel, igy

a1 3(r—7)420
:_ - =4 illetve tovabbi atalakitdssal %

= q, végiil

(4) 3+

A (4) egyenlet jobb oldala pozitiv egész, tehat r — 7 csakis a 20 osztdja lehet. A ne-
gativ osztdkat is figyelembe véve a (4) egyenlet alapjén r és ¢ értékeit kiszdmitva,
az eredményeket a kovetkezd tablazatban foglaltuk dssze:

r—7 1 -1 2| -2 4| —-4] 5| -5|10| —-10 | 20 | —20
r 8 6 9 5|11 3] 12 2|17 -3 | 27| —13
q 23| =17 | 13| =7 | 8| -2 7| -1 ) 1 4 2

A tablazat alapjin lathatjuk, hogy a feladat minden feltételének csak az r = 17;
q = 5 szampar felel meg. Eszerint a (G; fanak tehat 7q = 35 csticsa és 7q — 1 = 34 éle,
mig a Go fanak 3r =51 csiicsa és 3r — 1 =50 éle van, igy a G fa fokszamosszege
68, a G4 faé pedig 100. Ekkor az Osszekotéssel kapott fagrafnak 35+ 51 = 86 cstcsa
és 85 éle van, igy valéban teljesiil, hogy 85 =5-17.

6. Egy sik egy egyenesén felvettiink 28 pontot. Ezen kivil felvettiink még a sikban
T7-nél tébb, az egyenesre nem illeszkedd pontot ugy, hogy a sikban az egyenesen levd
28 pont kivételével semelyik hdrom pont nincs egy egyenesen.

a) Hdny pontot vettink fel az eqyenesen kivil, ha az osszes felvett pont segitsé-
gével megrajzolhato egyenesek szama 4037 (7 pont)

Felvesziink egy korvonalon n darab kiilonbozd pontot, ahol n > 4. Jeldlje A, B,
lletve C' azt, hogy rendre hany egyenest, hdromszoget, illetve négyszoget hatdroz
meg az n pont.

b) Lehetséges-e, hogy A+ B = C? (Allitdsunkat indokoljuk.) (9 pont)

Megoldas. a) Legyen az egyenesen kiviil felvett pontok széma k, a feltétel
szerint k > 7. Szamoljuk Gssze az Osszes felvett pont segitségével megrajzolhatd
egyeneseket: a k darab pontot az egyenesen levé 28 ponttal 6sszekotve 28k egyenest
kapunk, ehhez hozza kell adni a 28 pontot tartalmazoé egyetlen egyenest és azokat
az egyeneseket, amelyek a k darab pont kozil kettét kivalasztva jonnek létre, ezek

k k-(k—1 k-(k—1
szama (2) = % Felirhatjuk tehat, hogy 28k + 1 + % =403, ebbdl
a miuveletek elvégzésével és rendezéssel a

k? +55k—804=0

masodfoki egyenletet kapjuk, amelynek megoldéasai ki = —67 és ky =12. A K
nyilvan nem megoldés, a ko = 12 viszont megfelel a feltételeknek. Eszerint 12 pontot
vettiink fel a 28 pontot tartalmazé egyenesen kiviil. Szamolassal ellenérizhetjiik,
hogy az igy felvett pontok segitségével valoban 403 egyenest rajzolhatunk meg.
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b) Mivel az n darab pont egy koroén van, ezért semelyik hdrom pont nem esik egy
egyenesre, de akkor semelyik négy pont sem. Ugyanakkor barmelyik hdarom pont
altal alkotott haromszoget tekintjiik, annak egyetlen belsé pontja sem eshet egybe
a megmaradt n — 3 pont egyikével sem. Ugyanigy barmely kivilasztott (konvex)
négyszog belsé pontjai nem tartalmazzak a maradék n —4 pont koziil semelyiket.
Ilyen feltételek mellett barmely két pontot kivalasztva egy olyan egyenest kapunk,
amelyen nincs tovabbi pont a felvettek koziil, illetve barmelyik harmat kivalasztva
haromszoget, barmelyik négyet kivdlasztva (konvex) négyszoget kapunk. A lehet-
n-(n—1)

> , a lehetséges haromszogek szama (g) =

p p n
séges egyenesek szama <2> =

(n—1)-(n—2 o
_n (n E)i(n )7Végﬁlanégyszégekszéma (Z)Zn (n )(;4 )-(n 3).

Az A+ B = C egyenldséghez tehét az

n-(n—1) n-(n—1)-n—2) n-(n—1)-(n—2)-(n—3)

(3) 5 T 6 - 24

egyenlet lehetséges megoldédsait kell keresniink. Mivel n >4, ezért n#£0 és n# 1,
. 1
tehdt (3) mindkét oldaldt oszthatjuk az n - (n — 1) kifejezéssel. Igy kapjuk az 3 +

n-2 _ (n—2)-(n—23)

Jr6 24

egyenletet, ahonnan a miveletek elvégzésével és rende-

9—+73 94+V73

— Ny = —.
2 2

A kapott két megoldds egyike sem egész szam, ezért a feladat feltételei mellett

A+ B = C nem teljesiilhet.

zéssel n? —9n+2 =0. Az egyenlet valés megoldésai n; = 2

7. A derékszogl koordindtarendszerben felvettik az A(3;—4), B(8;1), C(6;5),
D(-1;-2) és P(—2;1) pontokat.

a) Bizonyitsa be, hogy az 6t pont egy kérén van. (4 pont)

b) Mutassa meg, hogy az ABCD négyszog trapéz és szamitsuk ki a trapéz terii-
letét. (4 pont)

Tekintsiik azt az f: R — R; f(x) = ax®+bx +c figguényt, amelynek grafikon-
ja dthalad az A, B, C pontokon, valamint azt a g: R — R; g(x) = dx® +ex+ f
figguényt, amelynek grafikonja dthalad az A, C', P pontokon.

c) Hatdrozza meg a két grafikon dltal bezdrt terilet nagysdgdt. (8 pont)

Megoldas. a) Azt fogjuk igazolni, hogy a BC'D héromszog koriilirt korére il-
leszkedik az A és a P pont. A BC' szakasz felezOpontja az Fy(7;3), a CD szakasz

5 3
felez8pontja az Fy (5, 5) pont. A BC koordinétéi B?(—2;4), ezért a BC' egyenes

egy iranyvektora o Bo(—1;2), ez a BC felez6mer6legesének egy normalvektora.

Hasonléképpen a @ vektor koordinatai @(—7; —T7), igy C'D egyenes egy irdny-
vektora U cp(1;1) és ez a CD felezdmerSlegesének egyik normélvektora. A BC
szakasz felezOmerolegesének egyenlete: —z + 2y = —1, a C'D szakasz felez6mero6-
legesének egyenlete pedig x 4+ y = 4. Az egyenletrendszer megolddsa = =3; y =1,
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ezért a BC'D haromszog korilirt korének kozéppontja az O(3;1) pont, a koriilirt
kor sugara R = 0D = /42 + 32 =5, vagyis a kortlirt kor egyenlete

(1) (x—3)*+(y—1)® =25.

Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy mind az A(3;—4), mind a P(—2;1) pontok
koordinatai kielégitik az (1) egyenletet, ezért az 6t pont valéban egy korén van.

b) Az AB egyenes irdnyvektora E(5;5), a CD egyenesé 55(—7; —7), a két
egyenes irdnytényezdje egyarant 1, ezért az ABCD négyszog trapéz, amelynek
parhuzamos oldalai AB és CD. A trapéz csticsai az (1) koron vannak, ezért ABCD
hurtrapéz. Kiszamitjuk a trapéz AB és C'D alapjainak hosszat:

(2) |AB| = /52452 =5V2;  |CD|=+/(-7)2+(-7)2=7V2.

A CD egyenes egyenletét felirjuk a e p(—1;1) normélvektora segitségével: —z +
+y+1=0, enneck az egyenesnek és az A(3;—4) pontnak a tévolsiga a trapéz
magassaga:

C|(=1)-34+1-(—4)+1|
m= NG} =3V2.

—~
w
=

(2) és (3) osszefliggések segitségével a trapéz teriiletképletét haszndlva Tapop =
36.

c¢) Az A, B, C pontok megfelel§ koordinatait behelyettesitve az y = ax? + bz +c
egyenletbe a

A

(4) —4=9a+3b+¢; 1=64a+8b+¢; 5=36a+6b+c,

egyenletrendszert, az A, C, P pontok koordinitait beirva az y = dz? 4+ ex + f
egyenletbe a

(5) —4=9d+3e+ f; 5 =36d + 6e + f; 1=4d—2e+ f,

egyenletrendszert kapjuk.

=N W R o

o
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A (4) egyenletrendszer megoldésa a=-1; b=12; c=-31, az (5) egyenletrendszer

1
megoldasa pedig d = 5 5 f— 4. Azy=—22>+12x -3l ésaz y= 21‘2 —
3
- ix — 4 parabola két kozos pontja A és C, elhelyezkedésiiket szemlélteti az dbra.
Eszerint az y = %x2 — %x — 4 parabolara a D pont is illeszkedik, ez szamitassal

igazolhaté, de a feladat tovabbi részéhez nem kell felhasznalnunk.
A két parabola kozé zart teriilet:

6 6
3 27 1 27 6
T= / dx—/ S =27 de = |22+ a2 —27x| =
27 T2 2" T s
3 3
1, 2T, 1., 27 s
726+46 276(23+43 2737476,75.

8. a) Hatdrozza meg azokat az n természetes szdamokat, amelyekre teljesil az
nl > 3™ egyenlétlenség, és azokat is, amelyekre az egyenlétlenség nem dll fenn.
(5 pont)

Legyen m > 1 pozitiv egész szam és definidljuk az a,, illetve b, sorozatokat a

kovetkezé modon:
o — n n ny . b — 2n
"\2 3) "A\3 )

a
b) Bizonyitsa be, hogy a ¢, = — sorozat szigorian monoton csékkend. (7 pont)

bn,
A d, mértani sorozat elsé tagja di = 24, kvociense qq = 297 az e, mértansi
15
sorozat elséd tagja ex = 21, kvociense q. = ok

Jeloljiik a dy +do+ds+...+dp+ ..., illetve e +ea+e3+ ...+ e, + ... végtelen
osszegeket Sq-vel, illetve Se-vel.
c) Szdmitsa ki az Sq+ S. 0sszeg pontos értékét. (4 pont)

Megoldas. a) Szdmoldgép segitségével megéllapithatjuk, hogy az n! > 3™ egyen-
16tlenség nem teljesiil az n < 6 természetes szdmokra. Az n =0 esetén ugyanis

= 3", a tobbi esetben pedig n! < 3. Ha n =7, akkor n! = 5040 és 3" = 2187, erre
igaz, hogy n! > 3". Teljes indukciéval igazoljuk, hogy az n! > 3™ egyenlétlenség min-
den n > 7 természetes szamra fenndll. Az el6z6 szamitasunk szerint n = 7-re igaz
az egyenl6tlenség. Tegyiik fel, hogy az egyenlGtlenség valamely k > 7-re teljesiil,
vagyis

(1) k!> 3k,

Szorozzuk be az (1) egyenl6tlenség mindkét oldalat a pozitiv (k+ 1)-gyel, ekkor
(k+1)-k!'> 3% (k+1), és mivel nyilvinval6, hogy k > 7 esetén k+1 > 3, ezért
(k+1)!'> 3% (k+1) > 31 Eszerint, ha k > 7, akkor a k! > 3% indukciés feltevés-
bél kévetkezik, hogy az egyenlStlenség k + 1-re is teljesiil. Osszegezve: az n! > 3"
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egyenlStlenség nem &ll fenn a H = {0,1,2,3,4,5,6} halmazba tartozé n szdmokra,
de minden n > 7 természetes szamra teljesiil.

1
b) A binomiélis egylitthatok tulajdonsiga, hogy (Z) + (kj—l) = (211)

ezért

@ () ()= ("5")
(n;l)(n+1)~no(n1)~(n2)! (n+1)-n-(n—1)

3l (n—2)! B 6 ’

vagyis

(3) an:(n—i—l)-g-(n—l)‘

2n\  2n-(2n—1)-(2n—2)-(2n—3)! 4n-(2n—1)-(n—1)
Ugyanakkor ( ) = 31 (2n —3)! = 6 ) 18Y

_4n-(n—1)-(2n—1)

(3) és (4) alapjan a ¢, sorozatra az n > 1 feltétel figyelembevételével felirhatjuk,
hogy

n+1
5 = )
(5) ¢ 8n—4
Ekkor
n+2 n+1 —12
Cna1 — Cp = — =Cp41 —Cp= ——.
i 8n+4 8n—4 i (8n+4)(8n—4)

Az n > 1 feltétel miatt (5) nevezdje pozitiv, tehat a jobb oldal értéke minden n
természetes szamra negativ, vagyis ¢, 41 — ¢, <0, azaz minden n-re ¢, 1 < ¢y, ezért

a
a ¢, = — sorozat valéban szigoriian monoton csékkend.
n
¢) Mivel a két mértani sorozatban 0 < gz <1 és 0< g, <1, ezért a dy +da+
+ds+...+d,+... és az e; +es+es+...+e, + ... végtelen Osszegek 1éteznek.

24 21
A végtelen mértani sor Gsszegképlete szerint Sg = ——-; Se = ——=,

22 22
egyszer( szamitassal kapjuk, hogy S;+ S. = 33 4+ 66 = 99.

ahonnan

9. Az ABC derékszégii haromszog befogéi BC' =a, CA =0, dtfogija AB =c
hosszisagu, tovabbd BAC<t = 15°. A derékszogii haromszoget megforgatjuk a BC),
illetve a C' A befogd egyenese koril.

a) Hatdrozza meg a keletkezett két forgdstest térfogata ardnydnak pontos ér-
tékét. (6 pont)
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Az ABC' hegyesszogl hdromszégben BC =a, CA=b, AB =c¢, az oldalakra
teljesiil, hogy a < b < c. A hdromszoget megforgatjuk elészor az a, majd a b, végiil
a ¢ oldalegyenes koril. A keletkezett forgastestek térfogata ebben a sorrendben egy
szdmtani sorozat hdrom szomszédos tagja.

b) Bizonyitsa be, hogy a b oldal hossza harmonikus kézepe az a és ¢ oldal
hosszdnak. (10 pont)
Megoldas. a) A BC koriili forgatdskor olyan egyenes kiipot kapunk, amelynek
alapja egy b sugaru kor, magassaga a, igy térfogata
B b .m-a

(1) V=0T

a C' A befogb egyenese koriil torténd forgatdskor kapott egyenes korktup alapkorének
sugara a, magassaga b, ezért térfogata

a’-7-b
2 v= 2
Vo b b Ay
(1) és (2) alapjan a két kup térfogatdnak ardnya V= A — pontos értékének
b a a

megallapitdsiahoz haszndljuk fel az 1. dbrdt, amelyen az ABC haromszog korilirt
korének kézéppontjat O-val, a C-bol hizott magassagat m-mel, a magassag talp-
pontjat T-vel jeloltiik.

B r
c
a O
I 15° 15°
C b A
1. dbra

A kortlirt kor sugara nyilvin OA = OB = 0C = g, a feltétel miatt OC A< =

=CAO< =15°, ez pedig az OC A haromszog kiilsé szogére vonatkozd tétel szerint
azt jelenti, hogy COT< = 30°. Ebbdl azonnal kévetkezik, hogy a COT derékszogi

haromszog egy félszabalyos haromszog, vagyis g = 2m, ahonnan

c
3 =-.
3) m="
Az ABC héromszog kétszeres teriiletére igaz, hogy a-b=c-m, tehat (3) alapjan
2
c

a-b= VR vagyis ha alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt, akkor
(4) a® + b2 = 4ab.

b
Osszuk el a nemnulla a?-tel (4) mindkét oldalat, és valasszuk az x = — helyettesi-
a

tést. Ekkor a (4) egyenletbdl rendezés utan az x? — 4x + 1 =0 egyenletet kapjuk,
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amelynek megoldéasai x; =2 —/3; 2 =2+ +/3. Az £; nem megoldéasa a feladat-
nak, mert az ABC hiromszog szogeire megadott feltételek miatt b > a, azaz x > 1,

b V. b
ugyanakkor z; < 1. Eredményiink tehat az, hogy — = 2+ /3 és emiatt A
a

b a
=2++/3.

b) Mivel a hdromszog hegyesszogii, ezért mindhérom oldaldhoz tartozé magassa-
ga a haromszog belsejében halad, jeldljiik az a, b, ¢ oldalakhoz tartoz6 magassagokat
rendre mg-val, my-vel és mc-vel. Tekintsiik a 2. dbrdt, amelyen az m, magassagot
abrazoltuk.

2. dbra

Ha a haromszoget megforgatjuk a BC oldal koriil, akkor a keletkezett forgastest
két, kozos alaplapi kup lesz, ahol a két kip kozos alaplapja egy m, sugard kor,
a kipok magassdga az abra jeloléseivel BA; = x, illetve A1C =a —x. A két kip
térfogatanak Gsszege ezért

m2-r-x m2-m-(a—x) m2-woa

5 Va: a =
®) 3 * 3 3

Hasonlbéan kapjuk, hogy a b, illetve ¢ oldal koriili forgataskor keletkezd két-két
forgaskup térfogata:

m?-m-b
(6) Vbz”T7
illetve

mi-m-c
7 V.=

A feladat feltétele szerint a V,, Vj, V. szdmok ebben a sorrendben egy szamtani
sorozat szomszédos tagjai, ezért 2V, =V, + V, igy (5)—(6)—(7) alapjén
mi-m-b _ m3-7r~a+ m3-7r~c'

3 3 3

2
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Ebbdl az egyszeriisitések utan
(8) 2mi-b=m2-a+m?2-c

kovetkezik. Az ABC haromszog T teriiletének kétszeresére érvényes, hogy
2T =a-mg, =b-mp = c-me, ezt figyelembe véve (8) atalakithaté: 2-2T -my =

2T 2T 2T
; me. = — egyenloségeket alkalmazva
c

:2T'ma—|—2T~mC,ésazma:—;mb:T
a
8T%  4T?  4T? 2 1 1
—— = —— + —— innen egyszerisitéssel kapjuk, hogy — = — 4+ —, ebbdl pedig at-
b a c b a ¢
2
alakitas utan b = v+—, tehat a b oldal hossza valoban harmonikus kézepe az a és

1
a C
c oldalak hosszanak. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Bir6 Bélint
Eger

Matematika C gyakorlatok megoldasa

C. 1833. Oldjuk meg az

a+c=b,
a®—c=10%,
at+b=c?

egyenletekbol dllo egyenletrendszert, ha a, b, ¢ természetes szdmok.
Javasolta: Biré Bdlint (Eger)
1. megoldas. Az egyenletrendszer elsé két egyenletének sszeaddsival a + a> =
= b% +b, a kapott egyenlet mindkét oldaldhoz b-t adva
a+b+a®=b*+2b.
A harmadik egyenlet szerint a +b = c3, ezért
a®+c* = b? 4+ 2b.
Alkalmazzuk az a® + ¢ = (a + ¢)(a® — ac+ c¢?) azonossagot, ezzel az eléz6 egyenlet-
bél (a+ c)(a? — ac+ %) = b% + 2b adbdik, ebbél pedig
b(a® — ac+ c*) = b* + 2b. (1)
Ha az (1) egyenletben b =0, akkor a feltételek és a+c=0b miatt a =0 és c=0.
Szamolassal ellenérizhetd, hogy az

a=0, b=0, ¢=0
szamharmas megoldasa az egyenletrendszernek.
Ha b # 0, akkor oszthatunk vele, igy (1)-bél az a? —ac+c* =b+2=a+c+2,
ebbdl pedig az a? — a+ c? — ¢ — ac = 2 egyenletet kapjuk.
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Ekvivalens 4talakitdssal (a —1)%+ (c—1)2 +a+c—ac—2=2, illetve
(a—1)2+(c—1)2+a+c—ac=4. (2)
Az a? —a+c? — c—ac =2 egyenletbdl az is kovetkezik, hogy (a —c)? +ac=a+c+2,
azaz (a—c)? —2=a+c—ac.
Ezt beirva a (2) egyenletbe
(a—1)2+(c—1)2+(a—c)*=6. (3)

Harom négyzetszam Osszege csak tugy lehet 6, ha az egyik négyzetszam 4, a
masik ketto 1, ezért harom esetet kell megvizsgalnunk:

(i) (a—1)% =1, (c—1)*=1, (a—c)*=4,
(ii) (a—1)2=1, (c—1)2*=4, (a—c)?=1,
(iii) (a—1)% =4, (c—1)?=1, (a—c)?=1

Az (i) esetben csak a =0, ¢ =2 vagy a =2, ¢ = 0 lenne lehetséges, ellenkezd esetben
nem teljesiil az (a — c)? = 4 egyenléség.

Azonban sem a =0, ¢ =2, sem pedig a =2, ¢ =0 nem ad megoldédst, mert az
elobbi ellentmond az eredeti egyenletrendszer masodik, utébbi a harmadik egyen-
letének.

Az (ii) csak Ugy volna lehetséges, ha a =0 vagy a =2, illetve ¢ =3 vagy ¢ = —1.
Az ezekbdl képezhetd négy szampér kozil nyilvan nem felel meg az a kettd, amely-
ben ¢= —1, a masik ketté koziil csak az a =2, c =3 felel meg az (a —c)? =1
feltételnek. Ebbél azonban b =5 kovetkezne, de az a =2, b =5, ¢ = 3 szdmhédrmas
nem felel meg az egyenletrendszer masodik és harmadik egyenletének.

Végiil az (iii) eset elsd két egyenlete szerint a = 3 vagy a = —1, illetve ¢ = 0 vagy
c=2.
Az innen kaphaté négy szampar koziil az a = —1-et tartalmazé két par a feltétel

miatt nem ad megoldast. Az a =3, ¢ =0 szdmpar sem megoldas, mert ellentmond
az eredeti egyenletrendszer harmadik egyenletének.

Az a =3, c=2 szamparbdl b =5 adddik, és az a =3, b=>5, ¢ = 2 szamharmas
kielégiti mindharom kiindul6 egyenletet.

Minden esetet megvizsgaltunk és azt kaptuk, hogy az egyenletrendszer mindhéa-
rom egyenletét csak az

a=0, b=0, c=0; a=3, b=5H c=2
szamharmasok elégitik ki.
(A honlapon ldthaté 1. megoldds)

2. megoldas. Kifejezziik a és b értékét c segitségével. Az elsé egyenletbél a=b—c,
ahonnan a harmadik egyenlet segitségével b —c+b=c3, azaz 2b = c3 + ¢, és ezért
a =

2 2 )

A (4) kifejezéseket visszahelyettesitjiik az egyenletrendszer masodik egyenletébe:

A —c 3 c3+c 2
—c= ,
2 2

03+c A —c

b:
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ahonnan a miiveletek elvégzésével és rendezéssel

& —3c"+3c% -3 S +2¢t+ 2
3 et
ebbdl 8-cal vald szorzassal és nullara rendezéssel
& —3c¢" =2 +3c¢° —4ct — 2 —2¢* — 8¢ =0. (5)

Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy az (5) egyenletnek ¢ =0 és ¢ = 2 megoldésa,
amibdl polinomosztas segitségével

cle—2)(c"+2¢° +¢® +3¢® +2¢% +3c+4) =0 (6)
kovetkezik.

A (6) Osszefuggésben lathatd zarédjeles kifejezés értéke legaldbb 4 barmely c
természetes szam esetén, ezért nem lehet 0. Eszerint csakis ¢ =0 és ¢ = 2 lehetséges.
A kapott két szdmnak (4)-be val6 helyettesitésével adodik az egyenletrendszer két
megoldasa:

a=0, b=0, c=0; a=2, b=5 c=2.
Az eredeti egyenletrendszer egyenleteibe helyettesitve ellenérizhetjiik, hogy ez a két
szamharmas valéban megoldasa az egyenletrendszernek.

Kallés Kldra (Nyiregyhéza, Szent Imre Kat. Gimn., Alt. Isk., 7. o. t.)

Megjegyzés. A helyes és teljes megoldasok jelentOs része a 2. megoldéds valami-
lyen véltozatanak megfelel¢ volt, a versenyzok koziill néhanyan az 1. megoldashoz
hasonl6 dolgozatot adtak be.

A feladatra 189 megoldés érkezett, ebbdl 35 dolgozat a maximalis 5 pontot, 17 dolgozat
4, 12 dolgozat 3, 40 dolgozat 2 pontot, 64 dolgozat 1, végiil 19 dolgozat 0 pontot kapott.
Két bekiildott munkara a javité a ,nem versenyszerti” mindsitést adta. A sziiletési datum,
vagy a sziil6i nyilatkozat hidnya miatt 14 versenyzd pontszdma nem szamitott bele a
pontversenybe.

I_ _I A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

| i (869-873.)

K. 869. Ot nem feltétleniil kiilonbozd egész szam atlaga 69, medidnja 83, mé-
dusza 85, a szamsor terjedelme 70. Melyik a masodik legkisebb szdm az 6t szdm
koziil?

K. 870. Hogyan lehet 5 ugyanakkora négyzetet legfeljebb 5 egyenes vagassal at-
darabolni egy nagy négyzetté? (A vigésok sordn a darabokat nem helyezhetjiik
egymasra, és egy vagéssal egy alakzatot vdghatunk ketté.) Adjunk meg egy megol-
dést.

K. 871. Hany pozitiv egész szam van, amely 3-as szamrendszerben felirva 4-
jegyl, a 4-es szamrendszerben felirva 3-jegyii?
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K/C. 872. Irjuk be az 4bra a, b, . . ., g betii-
vel jelolt tartomanyaiba az 1, 2, 3,4, 5,6 és 7
szamokat ugy, hogy a harom koérben a szamok
Osszege ugyanannyi, az a pedig négyszetszam

legyen. Mennyi lehet ez az Osszeg? Keressiik
meg az 6sszes megoldést.

K/C. 873. Nyuszi hat kiillonboz6 iizletfelének irt levelet, boritékokat is meg-
cimzett hozzajuk. Aztan az egész paksamétat Tigris kezébe nyomta, hogy tegye a
boritékokba a leveleket és adja mindegyiket postara, mivel Tigris korabban t&bb-
szOr hangoztatta, hogy legjobban a tigrisek tudnak leveleket postara adni. Azonban
ez csak dicsekvés volt — Tigris igazdbol meglehetésen hadilabon &ll a betiikkel —,
igy a hat levelet taldlomra fogja beletenni a boritékokba. (Az azért sikertil majd
neki, hogy minden boritékba pontosan egy levelet tegyen.) Hany olyan lehetéség
van, amikor pontosan két boritékba keriil megfelel6 levél?

%

Bekiildési hatarid6: 2025. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(872-873., 1868-1872.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 872. A szévegét 1ldsd a K feladatoknal.
K/C. 873. A szovegét lasd a K feladatoknal.

Feladatok mindenkinek

C. 1868. Claire észrevette, hogy a lakhelye és kedvenc tava kozotti kilométerben
mért tavolsdg a két hely kozotti kerékparozashoz sziikséges, orakban mért ido
négyzete. Egy nap Claire szamara az Gt 4 6raval tovabb tartott, mivel a sebességét
3 km/h-val csokkentette. Hatdarozzuk meg a két hely kozotti tavolsagot.

kanadai versenyfeladat alapjin
C. 1869. A 20 méter oldalit ABC D négyzet A csicsabdl indulé fénysugér vissza-

verddik egymdés utan a BC, CD, DA oldalakon és ezutdn eléri az AB oldal N
felezépontjat. Mekkora utat tesz meg az N pontig a fénysugar?

irdni versenyfeladat
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C. 1870. Egy 10 f6s pingpongversenyen minden versenyzo6 egyszer jatszik minden
maésik versenyzével. A verseny egyik sziinetében a szervezdk megallapitjik, hogy ha
két versenyzd ugyanannyi meccset jatszott eddig, akkor nincs olyan versenyzd, aki-
vel mindketten jatszottak volna. Feltéve, hogy a sziinetig mar tébb mint 5 mérkozés
lezajlott, van-e olyan versenyzo, aki eddig pontosan két mérkdézést jatszott?

Polygon feladat alapjin (Szeged)
Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1871. Az 22 — 62 — 4y + 9 =0 egyenletii parabola F fékuszpontjin és egy
tetsz6leges P pontjan atmend egyenes a paraboldt masodszor a () pontban metszi.
Hatarozzuk meg a PQ szakasz felezGpontjai mértani helyének egyenletét.

Javasolta: Biré Balint (Eger)
C. 1872. Peti felirta egy tablara az egész szamokat egytol 6tvenig. Egy 1épésben

kivdlaszt két szdmot a tablan (a és b), letorli 8ket, és helyettiik felirja a kovetkezd
képlettel megadott szamot:

a’b— 6a% — Tab+ 42a + 6b — 30.

Ezt a 1épést addig ismételgeti, amig csak egy szam marad a tablan. Milyen szdm
lehet ez?
Javasolta: Czett Mdtyds (Zalaegerszeg)
ok

Bekiildési hatarid6: 2025. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5478-5485.)

B. 5478. Az ABC hegyesszogii haromszog sulypontja S, T pedig az A-bdl induld
magassig talppontja. A T kezd&pontu T'S félegyenes a haromszog koré irt kort V-
ben metszi. Mutassuk meg, hogy S harmadolja a T'V szakaszt.

(3 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)

B. 5479. Legyen d egy pozitiv egész szam. Mutassuk meg, hogy végtelen sok
olyan pozitiv egészekbél 4116 (z,y) szdmpdr van, melyre x és y szdmtani és mértani
koézepének kiilonbsége d.

(3 pont) Javasolta: Németh Ldszlo (Fony6d)
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B. 5480. Az ABC haromszogben AC B<t=90°. Jelolje az AC befogé felez6pont-
jat F, az AB atfogé felez6pontjat pedig G. Igazoljuk, hogy F'G Thalész-kore akkor
és csak akkor érinti az ABC haromszogbe irt kort, ha AC =2BC.

(4 pont) Javasolta: Sztranydk Attila (Budapest)
B. 5481. Bizonyitsuk be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil, hogy
(™ |n?-(n?=1)-(n*>=2)-...-(n+2)-(n+1).
(4 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest)

B. 5482. Kivélasztottunk paratlan sok egész szamot. Egyet megvaltoztattunk
ugy, hogy a szamok atlaga 1-gyel nétt, de a szérasuk nem valtozott. Mutassuk
meg, hogy az eredetileg kivalasztott szamok atlaga egész.

(5 pont) Berké Erzsébet (Szolnok) javaslata alapjan

B. 5483. Egy pakliban 2n darab kartya van n kiillonb6zé szinnel, mindegyik
szinbOl egy 1-es és egy 2-es. n jatékos a kévetkez6 kooperativ jatékot jatssza. El0szor
osszekeverik a 2n lapot, majd mindenki hiz két lapot, amelyeket megmutatnak
egymasnak. Ezutan kozosen eldontik, hogy milyen sorrendben iilnek le kérben, és
azt is, hogy ki kezd. A jaték folyaméan a kor mentén 6ramutatd jarasaval megegyezd
irdanyban sorban raknak le egy-egy lapot, de egy 2-es szdmu lapot csak akkor
rakhatnak le, ha abbdl a szinbdl az 1-es mar korabban le lett rakva. Akkor nyernek,
ha az Gsszes lapot lerakjak. Ha valaki a sorra keriilésekor nem tud rakni és még
van lap a kezében, veszitenek. Mutassuk meg, hogy a jatékosok barmilyen kartya
kiosztéas esetén tudnak nyerni.

(5 pont) Javasolta: Kocsis Anett és Imolay Andrds (Budapest)
a Diirer Verseny feladata alapjan

B. 5484. Az ABC hegyesszogli haromszog magassagpontja M, BC oldalanak
felezépontja pedig F. Az M pontbdl az A-bdl induld bels6 szogfelezére bocsatott
merdleges talppontja legyen T. Az FT egyenes az AC oldalt D-ben metszi. Bi-
zonyitsuk be, hogy a CDF haromszog koriilirt kore dthalad az ABC haromszog
C-bdl hizott magassiganak talppontjan.

(6 pont) Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

B. 5485. Bizonyitandd, hogy 555=-héz tetszolegesen kozel van olyan racionalis
szam, amely nem &allithaté el6 2025 darab pozitiv egész szdm reciprokanak Ossze-
geként.

(6 pont) Javasolta: Hujter Mihaly (Budapest)
ok

Bekiildési hataridé: 2025. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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A. 914. A téblara felirjuk az (1,0) rendezett szampart. Egy 1épésben, ha a tablan
az (a,b) szdmpér &ll, akkor letoroljiik, és felirjuk helyette vagy az (a+b,b), vagy
pedig a (2a+b,a+b) szédmpéart. (Példaul két 1épés utén az (1,0), (2,1), (3,1) és
(5,3) parok valamelyike &llhat a tdbldn.) Mutassuk meg, hogy n 1épés utdn a tdblan
1é6v6 rendezett szampéar pontosan 2"-féle lehet.

Az A pontversenyben kitiizott nehezebb feladatok
(914-916.)

Javasolta: Imolay Andrds (Budapest)

A. 915. Adott egy kor és rajta az A, B és C pontok, melyek nem alkotnak
egyenld szard haromszoget. A kor minden P ¢ {A, B,C} pontjéra jelolje Ap, Bp és
Cp rendre a kor P-beli érintdjének és az A, B és C-beli érintéknek metszéspontjait.
Bizonyitsuk be, hogy pontosan hirom olyan P ¢ {A, B,C'} pont van a kordn,
amelyre az Ap, Bp, Cp pontok léteznek, és az Ap-b6l BC-re, Bp-bol C' A-ra és
Cp-b6l AB-re allitott merSlegesek egy pontban taldlkoznak. Tovabba mutassuk
meg, hogy ez a harom P pont egy szabalyos haromszoget alkot.

Javasolta: Gyenes Zoltdn (Budapest)

A. 916. Legyen a > 3 egész szdm, és legyen f(n) =a"™ —1 minden n pozitiv
egészre. Jelolje f(F) az f fiiggvény k-szoros iteraltjat, tehat f()(n) = f(n), és
FE () = f(fP(n)), ha k> 1.

a) Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges K pozitiv egészhez létezik olyan M pozitiv

egész szam, hogy minden 1 < k < K egész esetén f(*) (M) pontosan akkor oszthaté
M-mel, ha k oszthatd 2025-tel.

b) Létezik-e olyan N pozitiv egész szdm, amelyre minden k pozitiv egész esetén
f®)(N) pontosan akkor oszthaté N-nel, ha k oszthaté 2025-tel?
Javasolta: Varga Boldizsdr (Budapest)

*

Bekiildési hatarid6: 2025. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Informatikabol kitiizott feladatok
(671-674.)

I. 671. Egy téglalap alaki terepasztalon egy robotjarmivel kisérleteznek a dié-
kok. A terepasztal N X M-es négyzetracsra van felosztva, ahol minden racspont ma-
gassagat ismerjiik. A robot az asztal els6 sorabdl, tetszéleges racspontbdl indulhat,
de csak lefelé, valamint balrdl jobbra léphet egységnyit. A robot szerény képességii,
legfeljebb 1 egységnyi szintkiilonbségli szomszédos racspontra tud 1épni.

Készitsiink programot 671 néven, amely megadja a robotjarmi lehetd leg-
hosszabb utjat.

A program standard bemenetének els6 soraban az asztal oldalainak hossza
(1 <N,M<100) van. A kovetkezd N sorban 1év6 M szam a racspontok H; j magassagat
jelenti (1 <H; 5 < 100).

A programmal a standard kimenetre irjuk ki az elsd sorba a leghosszabb 1t
hosszét, a masodik sorba az it kezd6 (sor, oszlop) és befejezé (sor, oszlop) pozici-
6jat. Tobb azonos hosszisiagu Ut esetén elegendd egyet megadni.

Példa bemenet | Kimenet
5 6

6 4 2 1235
671
765
523
456

O N O O
N OO N @

Bekiildend6 egy tomoritett i671.zip dllomanyban a program forraskodja és rovid
dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomény melyik fejlesztéi kornye-
zetben fordithato.

(10 pont)

1. 672. Ebben a feladatban a hazai mez&gazdasagi teriilet adatait vizsgaljuk
1950 és 2019 kozott.

1. Nyissunk egy tires tabldzatkezel6 munkafiizetet. Toltsiik be egy iires munkalapra
az Al-es cellatdl kezdve az UTF-8 kddolast, tabuldtorokkal tagolt mg1950-
2019.txt fajl tartalmat. A munkalap kapja az mgadatok nevet. Munkankat
mentsiik mgter néven a tablazatkezel6 alapértelmezett formatumaban.

2. Forméazzuk meg az adatokat tartalmazé cellikat a minta és a leiras szerint.

a. BEgyesitsiik az A1:G1 tartomany cellait;

b. szegélyezziik a munkalap adatokat vagy képleteket tartalmazoé celldit;
c. a munkalap celldiban a betiitipus legyen Arial, a betiiméret 11 pont;
d. az els6 sor betiii legyenek félkovér betiistilustiak;
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e. a masodik sor legyen kb. dupla magassagii az alapértelmezetthez képest,
a betlistilus legyen félkovér, a cellak fiiggélegesen és vizszintesen kozépre
igazitottak a minta szerint;

f. az A:G tartomany oszlopainak szélessége legyen azonos.

— B _c | o | £ G )
1l Magyarorszig mezégazdasagi teriilete 1950 és 2019 kozott miivelési agak szerint [ezer hektar] 5
" Ev Szanto Konyhakert | Gyamalcsts Sz6l6 Gyep ”ez‘;gaz“a“g' {
3 1950 55181 944 58,1 2302 14747 4
4 1951 55187 88,0 576 2285 14553 {
5 1952 55273 83,7 59,1 2253 12413 §
6§ 1953 54928 88,6 589 215,38 14214 ;
7| 1954 54669 90,1 62,4 21538 12415 i
8 1955 54029 1049 64,8 2014 14714 <
s 1958 53952 106,32 66,3 1956 14502 <
0] 1957 5388,7 109,2 66,7 1957 1440,9

e e BAER e B e BB Tt e DB e o ) A 4B B[ o AAD o T g g S

3. Szamitsuk ki a G3:G72 tartomany celldiban a mezégazdasagi teriiletet.
4. Hozzuk létre a valaszok nevii munkalapot. Készitsiik el a minta szerint az aldbbi

tablazatot.

A B | C D E | F | @6 Ho %

1 Melyik agazat csékkent a legnagyobb aranyban 1950 és 4

1 2019 kozott? §
agazat: f

2 | ‘
' 2 Melyik évben volt a legnagyobb a szantd csokkenése és 1
3 mennyivel? ;
év erték ¢

4 4
3 Melyik évben volt a legnagyobb a szant6 aranya a teljes f

5 mezbgazdasagi teriletbdl, és mennyi volt a részaranya? {
s ev arany: .{f
B 4 Melyik évben volt a legnagyobb a gyimolcsds terilete? ;
év f

8 i

5 Folyamatosan csokkent-e a vizsgalt idészakban a $

9 mezbgazdasagi tertlet? j
10 | e
11| )

P NP PSSR S SR e Wt R = B

5. Szamitsuk ki a 2. sor sarga cellijaban az els6 kérdés valaszat.
6. Szamitsuk ki a 4. sor sarga celldiban a méasodik kérdés valaszait.
7. Szamitsuk ki a 6. sor sarga celldiban a harmadik kérdés valaszait.
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8. Szamitsuk ki a 8. sor sarga celldjaban a negyedik kérdés valaszat.
9. Szamitsuk ki a 10. sor sarga cellajaban az 6todik kérdés ,Igen” vagy ,Nem”
valaszat.

Segédszamitasokat az mgadatok munkalapon a G oszloptdl jobbra, illetve a
71. sortdl lefelé végezhetiink. A megoldasban sajat fiiggvény vagy makré nem
hasznalhaté.

Bekiildend6 egy tomoritett ¢672.zip alloményban a tablazatkezel6 munkafiizet,
illetve egy rovid dokumentacié, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott tab-
lazatkezel6 neve, verzidszama.

Az adatok forrdsa: https://www.ksh.hu/stadat_files/mez/hu/mez0008.html
Letolthetd fajl: mg1950-2019.txt
(10 pont)

1. 673. Ez a feladat az el6z6 tanévben elkezdett primekkel kapcsolatos sorozat
(1. 633., I. 641. és 1. 661.) negyedik része.

Additiv primeknek nevezziik az olyan primszdmok, amelyek szamjegyei dsszege
is prim. Példaul az 541579 additiv prim, hiszen prim, és szdmjegyeinek 6sszege 31,
ami szintén prim.

Bolcsfoldi-Dométor-primek a (tizes szamrendszerben) azon primszimok, ame-
lyek minden szdmgjegye prim (2, 3, 5 vagy 7), a szdmjegyek szdma és dsszege is
prim. Példaul a 33223 primszam, szamjegyeinek szama 5 és Osszegiik 13.

Szimmetrikus primeknek (a tizes szamrendszerben) azokat a primszamokat ne-
vezziik, amelyek minden szamjegye prim, szimjegyeinek szdma €s szdmjegyeinek
0sszege is prim, tovdbba a szam kézéppontosan szimmetrikus a kézépsd szdmjeqy-
re. Példaul a 35753 prim, minden szdmjegye prim, szamjegyeinek szama 5, azok
Osszege 23, ezek is primek és kézéppontosan szimmetrikus a k6zéps6 szamjegyre.

Héromrészes primek a (tizes szamrendszerben) azok a primszamok, amelyeknél
a szamjegyek szdma 3k, ahol k > 1 egész, és hdrom egyenld hosszu részre osztva
a szdmot, mindegyik rész is prim. Példaul a 295319 primszam haromrészes prim,
hiszen hatjegyti és részei: 29, 53 és 19 is primek.

Négyrészes primek a (tizes szamrendszerben) azok a primszdmok, amelyeknél
a szdmjegyek szama 4k, ahol k > 1 egész, és néqy egyenld hosszi részre osztva a
szamot, mindegyik rész is prim. Példaul a 2557 primszam négyrészes prim, hiszen
négyjegyl, és részei: 2, 5, 5 és 7 is primek.

1. Készitsiink egy téblazatkezel6 munkafiizetben primek néven munkalapot és
munkankat mentsiik primek_megint néven a tablazatkezel6 program alapér-
telmezett formatuméaban.

2. lIllessziik be az A8 cellatél az 1000000-nal nem nagyobb primek listajat a
primek1000000ig.txt f4jlbol. Az els6 két sorba oszlopfeliratokat készithetiink
a szamitasokhoz.

3. Vélogassuk ki az 6t primcsoport 1000000 alatti primek k6zé esé tagjait. A sza-
mitasokat ezen a munkalapon végezziik.
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4. Hozzunk létre egy eredmények nevii munkalapot, amelynek A oszlopat toltsiik
fel 1-t6] egész szamokkal addig, amennyi a specidlis primszamok darabszamanak
maximuma. A kovetkez6 oszlopokban hatdrozzuk meg, minden primszamtipus-
nal helykihagyas nélkiil, névekvo sorrendben:

a. A B oszlopban az additiv primeket.

b. A C oszlopban a Bolcsfoldi-Démotor-primeket.

c. A D oszlopban a szimmetrikus primeket.

d. Az F oszlopban a taldlt haromrészes primeket.

e. Végezetill az F oszlopba pedig a négyrészes primek keriiljenek.

5. A munkalap adattartomanyat formazzuk a minta szerint!

A B C D E F
1 1 2 23 353 23| 2237 f
2 2 3 223 373 27| 2273 ?
3 3 5 227 757 233| 2333 ¢
4 4 7 337| 32323 257| 2357 ;
5 5 11 353| 33533 2771| 2377|
6 6 23 373| 35353 337] 2557 §
7 7 29 557| 35753 353|  2753| 4
8 8 a1 577| 75557 33| 2177 %
9 9 43 733 77377 523| 3253| 4
ho 10 47 757 557|  3257)
1 11 61 773 s77|  3a3|
VI SR el T e VR S ] e P

6. Készitsiik el az eredmények munkalapon az adott helyre a mintan lathat6 tab-

lazatot.

* g H J K L M 4
1 * )‘?, Az egymillional kisebb primek kozott 4
2 L 'i_‘ tipus|additiv |Bolcsfoldi-Domotor |szimmetrikus |haromrészes |négyrészes j
3 _( 5 darab
4 L3 5 a legkisebb
5 a legnagyobb .
A B ;

L . “\\.I""\’.\"-‘H- R T L T L W L Rt o Ll e f

7. Szamitsuk ki és jelenitsiik meg a hidnyz6 adatokat.
8. Mindkét munkalapon cseréljiik le oszloponként az elsé 99 sor utani képleteket
az értékiikre.
Segédszamitasokat a primek munkalapon végezhetiink. A megolddsban sajat
fliggvény vagy makré nem hasznalhato.
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Bekiildend6 az 1673.zip tomortett allomanyban a munkafiizet az eredeti nevén
zlsb formétumban (bindris munkafiizetként) és egy révid dokumentécié, amelyben
szerepel a kivalogatasok modszere, a tablazatkezeld neve, verzidészama.

Letolthetd fajl: primek1000000ig.txt
(10 pont)

1. 674. Egy falrészlet azonos méret, de kiillonb6z6 tomegil téglakbdl épiilt fel az
alabbi dbranak megfeleléen. Az alsé sorban 1évé téglak a f6ldon fekszenek szorosan
egymas mellett. A folottik 1év6 tégldk az alatta 1év6 téglikon fekszenek, azokhoz
képest egyharmad téglaszélességgel elcstusztatva jobbra.

A téglakon 1évé szamok az adott tégla tomegét mutatjak. A legalsé sorban N
darab tégla fekszik, a tobbi sor mindegyikében eggyel kevesebb, mint az alatta
lévében. Osszesen K sorbél all a falrészlet. A fenti dbra esetén N =4 és K = 3.

A téglak koziil barmelyik kiemelhetd és athelyezhets, de harom szabalyt be kell
tartani:

1. kiemeléskor az iiresen maradt hely miatt a falrészlet nem omolhat le, tehat
egyetlen masik tégla sem eshet vagy billenhet le;

2. 4thelyezés utan is egy egybefiiggd falrészlet kell 1étrejojjon, tehat a téglak to-
vabbra is egymashoz illeszkednek (a kiemelt tégla helyét leszamitva), a kordbbi
egyharmad téglaszélességgel elcstsztatva;

3. az athelyezett téglat olyan moédon kell elhelyezni, hogy az biztosan fekiidjon
vagy a foldon, vagy az alatta 1évé sor téglajan gy, hogy ne billenjen le.

A fenti dbrén a fels6 sor barmelyik tégldja kivehetd és dthelyezhetd példaul a
tobbi sor jobb oldali végére vagy a fels6 sor folé egy 1j sorként, ahol nem billen el.
Hasonl6 médon kiemelheté minden sor utolsé téglaja.

Az épitész szeretné atrendezni a téglakat dgy, hogy ne forduljon el6, hogy
nehezebb tégla fekszik egy vagy két masik, konnyebb téglan. Ehhez a fenti szabalyok
szerint athelyezhet téglakat, de a végén vissza szeretné kapni a téglak eredeti
elrendezését az eredeti helyen.

Készitstink programot i674 néven, amely javaslatot tesz a tégladk szabalyok sze-
rinti athelyezésére, hogy azok az épitész kivansaganak megfeleléen helyezkedjenek
el. T6bb megoldés lehetséges, elég egyet megadni, de torekedjunk a kevesebb athe-
lyezéssel jaré megoldasra. A megoldéasok értékelése soran az athelyezések szamét is
figyelembe vessziik.
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A program standard bemenetének els6 sordban az alsé sorban 1évé téglak N
széma (3 <N < 10) és a falrészlet magassidgdnak K szdma (3 <K < N) szerepel.
A kovetkez6 sorban egy-egy kettéskereszt ‘#’ jellel elvélasztva a falrészlet soraiban
1év6 téglak tomege szerepel. A téglak szdmai és a ‘#’ jelek kozott egy székoz az
elvélaszto.

A program a standard kimenet els6 sordba irja ki az athelyezések Z szadmat,
majd a kiovetkezé sorokban az egyes athelyezések utani allapotat a falrészletnek.
A Z szamu sorba a bemenethez hasonléan irjuk ki a falrészlet soraiban 1évé téglak
tomegét. A fal sorait ‘#’ jellel valasszuk el, a ‘#’ jel valamint a szamok kozott egy-
egy sz0koz legyen, a bemenethez hasonldéan. Amennyiben a sor valamely részén
iires hely van, azt a nulla szimmal jelezziik.

Példa:
Bemenet:
43
65#342#52658

[5 1]
Egy lehetséges kimenet [ 3 T 4 [ 2 |
14 [ 5 T 21T 5 ] 81 6 ]
05#342#52586 [3 a7 2 ]
342#5258656 L5 [ 2[5 18 TJ6]5 |
3024#525865 3 2T 7]
00243#525865 [ 5 [ 2 [ 5 [ 8] 6 [ 5 |
002435#025865 T 7T 5]
002#002435#005865 [B.1 21515 1651
002#00243#055865 T T T T
002#05243#05586 o T 5 1 8 T 6 [ 5 ]
032#0524#05586
032#05244#6558 T T T
032#452#6558 [5 T 8T 6 ] 5 ]
302#452#6558 B
302#452#6558 |22|4|3|
32#452#6558 [ 5 [ 5 1T 8 [ 6 [ 5 |

A példahoz tartozé abra nem teljes, csak az elsé 7 athelyezés utani allapotot
tartalmazza. A kovetkezd 1épésben dthelyezendd téglat minden esetben sziirkével
jeloltiik.

Bekiildendo egy tomoritett ¢674.zip allomanyban a program forraskédja és rovid
dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejlesztéi kérnye-
zetben fordithaté.

(10 pont)
*

Bekiildési hatarid6: 2025. november 17.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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I
Két eziist- és két bronzérem az 55. Nemzetkozi * F 0
Fizikai Didkolimpian A 5

(Périzs, 2025. jl'llillS 18*24.) International
Physics Olympiad
FRANCE 2025
A magyar csapat 2 eziist- és 2 bronzéremmel végzett a Parizsban julius 18. és

24. kozott megrendezett 55. Nemzetkozi Fizikai Didkolimpidn (IPhO-n)
A csapat és eredményeik:

Téti Miklos (Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altalanos Iskola és Gimnéazi-
um, 11. o. t.) eziistérem, felkészitd tandra: Schramek Anikd;

Té6th Kolos Barnabas (E6tvos Jézsef Gimndzium, 11. o. t.) ezistérem, felkészit
tanara: Varga Baldzs;

Bencz Benedek (Basr-Madas Reformétus Gimnézium, Altalinos Iskola és Di-
akotthon, 12. o. t.) bronzérem, felkészitd tandra: Horvdth Norbert;

Elekes Dorottya (Budapest-Fasori Evangélikus Gimnazium, 12. o. t.) bronzérem,
felkészité tandra: Izsa Eva;

Erdélyi Dominik (Budapesti Fazekas Mihély Gyakorld Altalanos Iskola és Gim-
nézium, 11. o. t.), felkészits tandrai: Nagy Piroska Mdria és Schramek Anikd.

Az olimpidra vald késziilés szokds szerint a budapesti (Berke Martin, Csépdnyi
Istvdn, Sarkadi Tamds, Szdsz Krisztidn, Széchenyi Gdbor, Tasnddi Tamds, Vanko
Péter, Vigh Mdté), debreceni (Bartiné Cserny Katalin, Csepregi Akos, Egri San-
dor, Hajdu Péter Béla, Nizsaldczki Enikd, Téfalusi Péter), miskolci (Zdamborszky
Ferenc), pécsi (Pdlfalvi Laszlo), szegedi (Csdnyi Sdndor, Sarlds Ferenc) és székes-
fehérvari (Orosz Tamds) olimpiai szakkérokon kezdddott. A Kunfalvi-verseny — az
elmult évekhez hasonldéan — februdr végén egy online formaban megrendezett for-
duléval kezd6dott, amelyen barki részt vehetett. Osszesen harmincketten kiildtek
be dolgozatot, koziiliik tizenegy didk kapott meghivast a tovabbi fordulékra. A va-
logatas online felkészitéssel és négy villimversennyel folytatodott, majd a BME
Fizikai Intézetében megrendezésre keriilé kétnapos déntével zarult, ahol az elmé-
leti feladatok mellett egy olimpiai stilusi mérési feladatot is meg kellett oldania a
versenyzOknek. A felkészitések és a versenyek szervezésében a budapesti szakkor-
vezetOkon kivil Barankai Norbert is kozremikodott.

A csapat tagjai részt vettek a Bulgaridban, Széfidban megrendezett Eurdpai
Fizikai Didkolimpidn (EuPhO)?, ezt kovette a BME-n megtartott kétnapos csapat-
felkészités.

A csapat Sarkadi Tamas (BME Fizikai Intézet) és Széchenyi Gébor (ELTE Fi-
zikai és Csillagaszati Intézet) csapatvezet&kkel, valamint Tasnddi Tamés (BME
Matematikai Intézet) megfigyel6vel julius 17-én, csiitértokon hajnalban repiilével
indult a versenyre. A péntek délelotti megnyitéd utan a didkok a Cité des Sciences
et de I'Industrie interaktiv tudoméanyos technologiai élményparkban tehettek lato-
gatast. Ezalatt a csapatvezet6k megvitattak és leforditottak a mérési feladatokat,
amelyeket a didkok masnap, szombat délel6tt ismerhettek meg.

2Beszamolé lapunk 2025. szeptemberi szamaban
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A verseny mérési forduléjaban a didkok két feladatot kaptak, amelyek megoldé-
séra 6t éra allt a rendelkezésiikre. Az elsd feladatban magnesek torzids rezgésének
segitségével kellett meghatarozniuk a Fold magneses terének vizszintes komponen-
sét. A feladat elsé részében a magnesek erdsségét kellett karakterizalni. A torziés
szal rugalmas tulajdonsigainak és a rajta fiiggd rész tehetetlenségi nyomatékanak
meghatarozasa is kiilon feladat volt. A csapat szdméra a mérési feladat ismerds
lehetett, hiszen hasonlé mégneses kisérletet kellett elvégezniiik a hazai valogaté-
versenyen is.

A maésodik mérési feladatot a Mars bolygé sivatagja ihlette, ahol a kraterkép-
z0dést, valamint egy marsjard szonda kerekeinek gordiilését kellett kisérletileg mo-
dellezni. A feladat els6 részében a didkok kiillonb6z6 tomegii golydkat ejtettek laza
homokba, és vizsgdltak, hogy az igy keletkez6 krater atmérdje hogyan fiigg a becsa-
pacidjat mérték a versenyzok. A feladat nehézségét a mérések reprodukalhatosiga
jelentette, amit csak a kisérletek gondos el6készitésével lehetett elérni.

Maésnap a kisérétanarok megvitattak, majd leforditottdk az elméleti fordulé fel-
adatait. Ezalatt a didkok Versailles-ban tettek kirandulast. Az elméleti megméret-
tetés harom feladatbdl tevédott Gssze, amelyre szintén 6t éra allt rendelkezésre.

Az els6 feladat arra hivta fel a figyelmet, hogy a pardnyi hidrogén atomok ho-
gyan lehetnek segitségiinkre a galaxisunk szerkezetének vizsgalatakor. A feladat
els6 részében a hidrogén atomok Bohr-féle modelljét kellett tanulmanyozni, azon
beliil is a mag és az elektron spinjének kolcsonhatasabdl szarmazé hiperfinom fel-
hasadést. Ha a galaxisunk kiilonb6z6 pontjaibdl érkezo, a hidrogénatom hiperfinom
atmenetébdl szarmazo 21 cm hulldmhosszi sugarzast tanulmanyozzuk, feltérképez-
hetjiik a Tejutrendszer szerkezetét. A didkok a fenti elméleten alapuld asztrofizikai
mérések adatait értékelték ki. A feladat érdekessége, valamint atgondolt felépitése
miatt didkjaink ezt oldottdk meg a legsikeresebben.

A maésodik elméleti feladatban egy kiilonleges ,,6rokmozgd” éra energiaforra-
sat ismerhettiik meg. Egy 18. szdzadi érasmester olyan mechanikus érat készitett,
amely a légnyomas apro valtozasaibdl nyeri az energiat a szerkezet miikodtetéséhez.
A késziilék 6 alkotéeleme 1ényegében az ismert Torricelli-féle barométer. A feladat
megoldasakor a f6 kihivast a barométerhez kapcsolodé Gsszetett mechanikai rend-
szer megértése, parametrizaldsa jelentette, amely a nemzetkézi mezényt alaposan
megosztotta.

A harmadik feladat a hires francia italkiilonlegességet, a pezsgét helyezte f6-
kuszba. Megismerkedhettiink a buborékképzodés fizikdjaval. A versenyzok modellt
dolgoztak ki a szén-dioxid gz kioldédasanak leirdsara és tanulmanyoztak a névekvo
buborékok mozgasat a folyadékban. Vizsgaltak az apré buborékok kipukkandsanak
dinamikajat a folyadék feliileti fesziiltségének ismeretében. A feladatbdél megtud-
hattuk tovabba, hogy a kiilonb6zé hémérsékleti pezsgdk felbontasakor eltérd szi-
ni kéd hagyja el az Uveg szdjat a dugd kiropilése utan. Csupan érdekességképp:
a bontatlan szobahémérsékletii pezsgls tiveghen nagyobb a nyomads, mint a behi-
tott palackban, hiszen a szén-dioxid oldhatésiaga magasabb hémérsékleten kisebb.
A felbontaskor bekovetkezd adiabatikus tagulds sordan nagymértékben hiil a gézke-
verék. Szamolassal kimutathatd, hogy a nagyobb kezdeti nyomadst, hiitetlen pezsgd
(20 °C) bontasakor a kidramlé gézkeverék képes lehiilni annyira, hogy abban igen
apro szilard szén-dioxid szemcsék jelennek meg. A Rayleigh-szoras miatt ezek kék
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kodot képeznek a felbontas utani pillanatban. Mig az alacsonyabb kezdeti nyomasta
behiitott pezsgb (6 °C) felbontdsakor a gdzkeverék nem hiil ki annyira, hogy szi-
lard szarazjégszemcsék jelenjenek meg. Ugyanakkor a vizparakicsapddas jelentos,
amelynek cseppjei sziirkésfehér kodot képeznek.

A feladatokrol dltaldnosan elmondhatd, hogy a fizika sok teriiletét lefedték, ér-
dekes és valtozatos problémafelvetéseket tartalmaztak. Ugyanakkor jellemz6 ten-
dencia, hogy a feladatsorok évrol évre hosszabbakké valnak. A nemzetk6zi mezény
legjobbjai is a kitlizott feladatoknak csak mintegy 80%-4t tudtak megoldani. A fizi-
katudédson, problémamegoldé készségen til nagy sziikség van a hatékony idébeosz-
tasra, valamint annak gyors felismerésére, hogy mely részproblémak megolddsaval
érhet6 el nagyobb siker.

A verseny utdni napokon a didkok meglatogattak a Musée d’Orsay kidllitdsait,
ahol az igen pezsgd, 19. szazad végi francia képzémiivészet nagy alkotésait cso-
déalhattdak meg. A csapatok részt vettek tovabba egy szajnai sétahajé-kirdnduldson
is. A kisérétanarok a kulturalis programokon tul részt vettek a didkok altal elért
pontszamok egyeztetésén, megvitatdsin (moderdcién). Elmondhatd, hogy a ver-
seny rendez6i koriiltekint6, igazsagos pontozasi sémat dolgoztak ki, biztositva ezzel
az objektiv versenyeredményeket.

A versenyen 85 orszag vett részt csapattal (ezen kiviil vendégek és egyéni indu-
16k is voltak). A ponthatdrok alapjan 37 aranyérmet (az elérhetd 50 pontbdl 31,2
ponttdl), 81 ezlistérmet (22,9 ponttdl), 96 bronzérmet (15,3 ponttdl) és 71 dicsére-
tet (11,3 ponttsl) osztottak ki. Az éremtablazat élén az Egyesiilt Allamok végzett
5 aranyéremmel, ezutan Dél-Korea, Hong Kong és Kina kovetkezik 4-4 arany- és
1-1 eziistéremmel. Az eurdpai orszagok koziil Roménia 1 arany- és 4 eziistéremmel,
Szlovénia 1 arany-, 2 ezlist- és 1 bronzéremmel, Ukrajna 4 eziist- és 1 bronzérem-

mel, valamint Esztorszag 3 eziist- és 1 bronzéremmel volt a legeredményesebb. Az
olimpia abszolut gy&ztese Hyeokjoon Lee (Dél-Korea) lett, a legjobb mérésért jard
kiilondijat Stan Ionut-Gabriel (Roménia), az elméleti feladatokban elért legjobb
eredményért jarét pedig Tong Pengyu (Kina) kapta.

A j6 hangulata dijkioszté galaesemény egyarant helyet adott Alain Aspect
Nobel-dijas professzor kvantumdsszefondédasrdl szélo eléadasanak, valamint kama-
razenei koncertnek, tdncbemutaténak is. Masnap, julius 25-én a magyar csapat sok
élménnyel gazdagodva indult haza.

A jov6 évi, 2026-os Nemzetkozi Fizikai Didkolimpiat Dél-Amerikaban, Kolumbi-
aban rendezik meg julius 4. és 12. kozott. A felkésziiléssel és a csapatok kivalaszta-
saval kapcsolatban minden informacié megtalalhaté a fizika didkolimpiai szakkorok
hivatalos honlapjan: https://ipho.physics.bme.hu/.

Minden fizika irdnt érdekl6dd kozépiskolast batoritunk a kitarto, eredményes
felkészulésre, hiszen az IPhO nemcsak a vilag legrangosabb fizikaversenye, hanem
egy nagyszeril lehetOség arra is, hogy hasonl6 érdeklédést fiatalok ismerkedjenek
meg egymassal egy kiilonleges helyszinen.

Sarkadi Tamas, Széchenyi Gabor, Tasnadi Tamas
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v Ifja Fizikusok Nemzetkozi Versenye
) a Versenyfelhivas és beszamolo

Ha szereted a fizikdtl, a kisérletezést, jol beszélsz angolul, és eqy életre szol6
élményre vagysz, akkor itt a helyed!

A Fizika Vildgbajnoksdgnak is nevezett IYPT (Ifja Fizikusok Nemzetkozi Verse-
nye, angolul International Young Physicists’ Tournament) egy angol nyelvii, kisérle-
ti fizikai csapatverseny, ahova a vildg minden tdjardl (kozel 40 orszégbodl) érkeznek
kozépiskolasok, hogy o6sszemérjék tudasukat. Az IYPT a XXI. szdzad kihivésai-
nak megfelelé készségeket var el az induloktol: nemcsak a fizikdban kell jartasnak
lenni, hanem az eredményeket prezentalni és megvédeni is tudni kell! A résztvevd
didkok a versenyt megel6zéen elvégzett fizikai méréseiket és kutatasaikat egy — an-
gol nyelven el6adott — tudoményos prezentacié formajaban mutatjak be a rivalis
csapatoknak. Az IYPT verseny magyarorszagi els§ forduléjara (Hungarian Young
Physicists’ Tournament, HYPT) a https://hypt.elte.hu oldalon lehet regisztralni,

amelynek hatarideje:
2025. oktober 22. éjfél.

A jelentkez6 didkoknak a honlaprél valasztott [YPT problémardl egy legfeljebb
8 oldalas magyar nyelvii dolgozatot kell bekiildeniiik. Bekiildési hatarido: 2025.
december 20. Ezek alapjan a legjobbak az ELTE TTK-an, 2025. januar kézepén
megrendezésre keriils szébeli fordulén vehetnek részt. Az indulé didkoknak itt az
altaluk bekiildott dolgozat eredményeit élében kell eléadniuk 10 percben, majd
kutatasukat megvédenitik.

A januari szébeli fordulét kovetéen a 10 legmagasabb pontszamot eléré didk az
ELTE TTK Anyagfizikai Tanszékén végezheti a tovabbi kutatasait. A felkésziilés
sordn nyujtott teljesitmény alapjdn (legaldbb) 3 didk indulhat az osztrdk AYPT
versenyen, az 5 legjobb didk pedig bekeriil a Ziirichben megrendezésre keriilé 39.
IYPT magyar csapataba.

Tovabbi informacidkért 1atogass el a 2025. oktdber 13-an tartandé nyilt napunk-
ra. Jelentkezés, a feladatok szovege és sok hasznos tudnivalé a fenti weboldalon.

Néhany példa a 2026-ra kitiizott IYPT problémak koziil:

3. Gyfirtis szokokut: Amikor egy lapos fémgytirii egy bizonyos magassaghbdl egy
viztartalyba esik, egy szokOkutat hoz létre magasra lovelve a vizet a leveglObe.
Hogyan fiigg a szokokit maximalis magassaga a gytirti paramétereitél?

13. Az énekl6 vonalzd: Amikor egy vonalzot az egyik végén befognak és meg-
itnek, az rezeg és jellegzetes hangot ad ki. Vizsgald meg, hogyan fligg a hang a
relevans paraméterektol.

15. Méagneses Newton-bolesé: Egy 4j tipusi Newton-bolesét tgy készithetiink
el, hogy taszit0, nem érintkez6 mégneseket hasznalunk az titk6zé golyok helyett. Az
1j boles6 hasonldéan viselkedhet, mint egy hagyomanyos, de mas érdekes viselkedést
is mutathat. Magyardzd meg és tanulmanyozd a magneses bolcsé mozgasat!
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Bronzérem a svédorszagi IYPT versenyen

2025. junius 29. és julius 6. kozott keriilt megrendezésre 38. alkalommal az Ifji
Fizikusok Nemzetkozi Versenye (IYPT — International Young Physicists’ Tourna-
ment, https://www.iypt.org). A megmérettetés 35 orszdg részvételével zajlott.
A magyar csapat csodas versenyzéssel a 11. helyen végzett, amellyel bronzérmet
érdemelt ki.

A felkésziilési id6szak sordn a hallgaték kutatésaik folytatdsa mellett a verseny
koriilményeit szimuldlva probaltak el eléaddsaikat. A sajat kutatdsi eredmények
prezentdldsa mellett a tobbi orszag eredményeinek oppondldsa és értékelése (re-
view) is a verseny része. Az ELTE TTK IYPT laborja az év folyamén megtelt a
kisérletekhez és mérésekhez sziikséges eszkozokkel. Ezen komplex alkot6i munka
soran a didkok a fizikardl sokat tanulva megismerték a valédi kutatémunka o6ro-
meit és nehézségeit is. A felkésziilés fontos pillanata az edzétdbor, ahol a kutatdi
munkat és el6adasok gyakorldsat kdzosségi programok és jatékok valtottak egy idilli
balatoni kérnyezetben.

Lund véarosa nagyon nyugodt, rendezett és modern. Idealis helyszin volt az IYPT
versenyre. A verseny mezénye nagyon kiegyensulyozott, emellett a sorsolds alapjan
nagyon nehéz helyzetbe keriiltiink, hiszen mind az 5 fizikacsatankban volt nagyon
erOs ellenfél. Hatalmas eredmény, hogy ezek koziil legyoztik Koreat és Thaifoldet.
Természetesen a verseny nem csak a fizikdrdl szél. A kiranduldsok alkalméaval
Lund és Malmo varosat jartuk korbe, valamint meglatogattunk egy igazi viking
falut és még a tengerben is flirédtink. Tovabbi informéciékért latogasd meg, és
kovesd kozosségi oldalainkat, ahol a csapat részletes élménybeszamoldjat, képeit és
eseményeit taldlod, amelyek tobbet mondanak minden szénél!

A magyar csapat tagjai voltak:
Barték Blanka (Budapesti Német Iskola — Thomas Mann Gimndzium, 12. o. t.);
Csap6 Andras (Badr-Madas Reformatus Gimndzium, Altaldnos Iskola és Kollé-
gium, 10. o. t.);
Sipeki Stella (Budapesti Német Iskola — Thomas Mann Gimnézium, 11. o. t.);

Sohajda Laszl6 Marton (Budapesti Balassi Balint Nyolcévfolyamos Gimndzium,
12. 0. t.);

Sztranyai Mildn (Budapesti Balassi Balint Nyolcévfolyamos Gimnazium, 12. o. t.).

A versenyzék felkészitése az ELTE Anyagfizikai Tanszékén folyt egyetemi hall-
gatok, oktaték és kozépiskolai tandrok vezetésével: Homostrei Mihdly (Budapesti
Német Iskola, ELTE), Ispdnovity Péter (ELTE), Jenei Péter (ELTE), Széchenyi
Gdbor (ELTE), Vincze Miklés (ELTE), Jéhn Zoltdn, Téth Kristéf (Czuczor Ger-
gely Bencés Gimndzium, ELTE), Kosztyd Péter (Semilab), Sarkadi Tamds (BME).

A sok nevetéssel és kemény munkaval toltott év utdn most indul a felkésziilés a
2026-0s, ziirichi megmérettetésre.

az HYPT szervez6i csapata
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g “ Q Mérési feladatok megoldasa

M. 439. Mérjiik meg egy AA-s ceruzaelem tiresjarasi fesziiltségét és belsé ellen-
alldsat! Hogyan véltoznak ezek az értékek az elem meriilése soran?

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdabor, Budapest

Megoldas. A mérést egy AA méretli cink-szén elemen végeztem. A méréshez
a telepen kivill egy multimétert, ismert nagysagu ellenallisokat és vezetékeket
hasznaltam.

Amennyiben a telep nincs terhelve, az Uy kapocsfesziiltség megegyezik az tiresjé-
rati fesziiltséggel.® Terhelés hatdsara a kapocsfesziiltség cstkken, mivel a megindul4
dram miatt a bels6 ellendllason is fesziiltség esik. Kiilonb6zo terheld ellenédllasok-
kal mért fesziiltségértékekbdl a belso ellendllds meghatdrozhat6. Az Ohm-térvény
alapjdn az aramerdsség:

Uk

Ry’

ahol Uy a mért kapocsfesziiltség és Ry a telepre kapcsolt (kiils) ellendllds. Ennek
ismeretében mar a belsé ellendllas is meghatarozhato:

_Uo—Ux  Up—Uy
2) Ry = = = 2t R

(1) I=

A mérés sordn megmértem a telep iiresjarati fesziiltségét (terheletlen kapocsfe-
szliltségét), majd hdrom kilonb6z6 terheld ellenédllast rakapcesolva a kapocsfesziilt-
ségeket. Ezutdn megvartam, hogy a telep liresjarati fesziiltsége a hasznédlat miatt
koriilbelill 0,2 V-tal csokkenjen, és megismételtem a mérést. Ezt még haromszor
megtettem, majd a mért és a (2) Osszefiiggés alapjan szamitott eredményeket tdb-
lazatba foglaltam.

R 6 8 10
Uo(V) | Ua (V) | Ua (V) | Ui (V) | Ru1(Q) | Ria(©) | Rp3 () | Ry ()
156 | 143 147 | 149 | 055 0.48 047 | 050
1,39 1,25 1,28 1,32 0,67 0,86 0,53 0,69
120 | 106 | 106 | 1,11 | 070 | 08 | 091 | 080
1,03 0,78 0,82 0,84 1,92 2,05 2,26 2,08
082 | 046 | 055 | 056 | 470 | 393 | 460 | 441

3A fesziiltségméréként hasznalt multiméter belsS ellenallisa legaldbb 1M, azaz tébb nagy-
sadgrenddel nagyobb, mint a telep belsé ellenallasa, igy a mérés soran a telep valéban terheletlennek
tekinthetd.
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A mérések hibdja a széras
alapjan 6% és 18% kozott valto-
zik. Hibat okozhat, hogy a telep
egy-egy mérés kozben is meriil?,
valamint az érintkezok oxidaléd-
nak. i

| Rb (Q)

Megallapithatd, hogy a te-
lep hasznélata, meriilése sordn az 2 | x
tiresjarati fesziiltség csokken, mig
a belsé ellenalldas megnd. A bel- | X x
s6 ellendllas a telep teljes leme- 0 ‘
riilésekor (az tiresjarati fesziiltség 0 1 9
lecsokkenésekor) nagyon merede- 1. dbra
ken emelkedik (1. dbra).

Sz6ke Bottydn (Szeged, SZTE Bathory I. Gyak. Gimn. és Alt. Isk., 10. évf.)

Megjegyzés. A (2) képlet haszndlatandl és az dtlagolasndl pontosabb és tanulsdgosabb
a kapocsfesziiltséget az (1) Osszefiiggés alapjan kiszdmitott dram fliggvényében dbrazolni,
és a belso ellendllast a mérési pontokra illesztett egyenes meredekségébdl meghatarozni
(2. dbra). Mivel
Ux=Uo— Rypl,

az illesztett egyenes meredekségének abszolit értéke adja a belsd ellenallast. Ezaltal
nemcsak az dtlagoldst és a szordsszamitast valtjuk ki (a belsd ellendllds hibaja az illesztett
egyenes meredekségének hibdja), hanem azt is vizsgdlhatjuk, mennyire teljesiil a (2)
Osszefliggés, azaz a belsd ellenallas a terheléstdl valoban fiiggetlen-e, és igy a mérési pontok
— hibahatédron beliil — valdéban egy egyenesre illeszkednek-e.

T
0 0,1 0,2
2. dbra

10 dolgozat érkezett. Helyes 1 megoldés. Kicsit hidnyos (5 pont) 3, hidnyos (3—4 pont)
4, hibas 2 dolgozat.

4Ennek a hibdnak a csokkentése érdekében érdemes lett volna elészér a nagyobb terhels
ellenalldssal mérni (kisebb dram, lassabb meriilés), és csak azutdn csdkkenteni a terheld ellendllds
értékét (névelni az dramot).
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Fizika gyakorlatok megoldasa

I_ il
% 4

lll

G. 881. Egy hosszi futészalag 2 m széles és 0,5 m/s nagysagu, dllandd sebes-
séggel mozog. Egy taviranyitasos jatékautd tgy jut el a futédszalag egyik szélétol
a masikig, hogy a futdszalaghoz képest nyugalmi helyzetbdl indul, a futészalaghoz
képest mindig a szalagra meréleges iranyban mozog, egyenletesen gyorsul a futo-
szalag kozepéig, ahol a szalaghoz képest 1 m/s sebességet ér el, majd ugyanolyan
modon egyenletesen lassul, és végiil a szalaghoz képest nullara csdkken a sebessége.

a) A futészalag mennyivel viszi el6bbre a kisautdt az dtkelése kozben?
b) Rajzoljuk meg vézlatosan a kisauté palyajat a talajhoz képest!
(4 pont)

Megoldas. a) A futdszalag dllandd, v =0,5 m/s
nagysagu sebességgel mozog x irdnyba. A kisauto
14 a futészalaghoz képest arra merélegesen mozog y
irdnyba, sebességének idofiggése az 1. dbrdn lat-
haté.

A kisaut6 4ltal (a futészalaghoz képest) meg-
0 y tett Ut a sebesség—id6 grafikonon a goérbe alatti

0 t teriilet, amely megegyezik a szalag szélességével.

1. dbra Ebbol a mozgas teljes ideje t = 1)2‘1 = ffn?; =4s.

vy (m/s)

Ezalatt a szalag s = vt =2 m utat tesz meg, ennyivel viszi el6rébb a kisautot.

b) A kisauté a szalaghoz képest egyenletesen gyorsuld, majd egyenletesen lassuld
mozgast végez. A szalaghoz viszonyitott elmozdulésa az ido fiiggvényében a 2. dbrdn
lathato: két egyméasba fonédé parabolaiv. Mivel a szalag egyenletesen mozog, a

y (m) y (m)
2 2
14 14
t(s) z (m)
0 T T 0 \ T
0 2 4 0 1 2
2. dbra 3. dbra
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kisautd x irdnyt elmozduldsa egyenesen aranyos az iddvel, igy a palyat megadd
grafikon is ugyanigy néz ki (3. dbra).

Csonka Aron (Budapest, Piarista Gimnazium, 10. évf.)

41 dolgozat érkezett. Helyes 24 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos (2 pont)
11 dolgozat.

G. 888. Egy vidadmparkban egy hatalmas, forgé henger belsejében a henger
palastjanél elhelyezett ferde feliilethez tapadnak az emberek. A henger sugara
R =5 m, a tapadasi surlodasi egyiitthaté u = 0,25, a ferde feliilet az dbrdn lathatd
moédon ¥ = 30°-o0s szoget zar be a fliggblegessel.

w

>

a) Legaldbb és legfeljebb mennyi lehet a henger szogsebessége, hogy az emberek
se lefelé, se felfelé ne cstuisszanak?

b) Mekkora lehet a surlodési egyiitthatd, hogy akarmilyen kicsiny szogsebesség-
nél se csusszanak lefelé az emberek?

¢) Mekkora lehet a sturlédasi egyiitthatd, hogy akdrmilyen nagy szogsebesség
esetén se csusszanak felfelé az emberek?

(4 pont)

I. megoldas. Térjiink at a megszokott, vizszintessel be-
zart « szogre, amely igy a =90° —9 =60°. A mozgést
a hengerrel egyiitt forgé vonatkoztatdsi rendszerben vizs-
galjuk: ebben a rendszerben az emberekre haté nehézségi
erén, nyomoerén és surlédasi erén kiviil a forgasbol szér-
mazé Fir = mw?R centrifugélis erdt is figyelembe kell venni
(1. dbra).

A lejtére merdleges erék egyensiilya alapjan:

N =mgcosa +mw?Rsina,

és ebbdl a surldédasi eré nagysaga a hataresetekben:

1. dbra

S =4uN = +pum(gcosa +w?Rsina).

A £ jel arra utal, hogy a minimdlis és maximédlis szogsebességnél (ahol a test
éppen nem csuszik le, illetve éppen nem csiszik meg felfelé) a sirlédasi erd irdnya
ellentétes.
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a) A minimalis szOgsebesség esetében a surlddési erd a lecsiszdst akadédlyozza
meg, felfelé mutat, igy a lejtovel parhuzamos eréegyensuly:

mgsina = mw? Rcosa + um(geosa + w? Rsina),

amibdl

g(sina — pcosar) 4
= =1,42 .
“min \/R(cosa +psina) ®

A felfelé megcsiszas megakadalyozasdhoz a sirlédési erd lefelé mutat, igy a lejto-
irdnyu erdegyensuly ekkor:

mgsina + pm(gcosa +w?Rsina) = mw?Rcosa,

amibdl

o= g(sina —|—,u(3(?sa) 2625,
R(cosa — psina)

b) Az 4116 hengerben nem hat a centrifugélis erd, a stirlédasi erének a nehézségi
erd lejtével parhuzamos komponensével kell egyenstlyt tartania:

pumgcosa = mgsina,

amibol
Hmin, w=0 = tga = \/g =1,73.

¢) A nagyon nagy szogsebességek esetében a surlodasi erd lefelé hat, az a) rész
masodik esetébdl indulhatunk ki. Most az eréegyenletbdl a surlodasi egyutthatét
fejezziik ki, és felhasznaljuk, hogy a nehézségi eré elhanyagolhaté a centrifugalis
er6 mellett:

szcosoz—gsina w2Rcosa V3
: R - =ctga=— =0,58.
w?Rsina+gcosa  w?Rsina 3

Hmin, w—oco =

Ségor-Jdasz Soma (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 9. évf.)

II. megoldas. A lejtére merdleges és a lejtével parhuzamos komponensekre bon-
tasnal egyszeriibben és szemléletesebben jutunk eredményre a surloddsi hatdrszdg
hasznalataval. Egy test akkor nem cstszik meg, ha a nyomoder6 és a tapadd str-
16dasi er6 ereddje egyensilyt tud tartani a testre haté tobbi erd ered6jével. Mivel
S < uN, a két er6 ereddje legfeljebb

€ = arctg @ = arctgp
N

szoget zarhat be a feliilet norméliséval (a felilletre merdleges irdnnyal).

Esetiinkben a testre a nyomoerén és a surldédasi eron kiviil csak a nehézségi
er6 és a forgd rendszerben fellépd centrifugalis eré hat. Mindkét er6 ardnyos a
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test tomegével, igy a két er6 ereddjének iranyat a fliggblegesen lefelé mutatd g és a
vizszintesen, sugariranyban kifelé mutaté a.s = w? R gyorsuldsvektorok a ereddjének
irdnya hatarozza meg.

A feladatunk esetében ez azt jelenti, hogy a két gyorsuldsvektor ereddje a
vizszintessel ¥ — e < v < 9 + ¢ szoget zarhat be (2. dbra).

A/
N

2. dbra

Az dbrdrdl az is 1atszik, hogy ctgy = w? %. Ezutan az egyes kérdésekre a valaszok:

a) A sturlédasi egytitthaté p = 0,25, ebbdl e = arctgp ~ 14°, ¥ —e ~ 16°, 9+ e ~
=~ 44°. A sz0gsebesség-tartoményt keressiik:

/9
j— 7t ,
w= chv

ahol ¥ —e < v <Y +e. A minimalis szogsebességhez a maximalis v szog tartozik

(és forditva), igy:
_ /19 —1
wmin—wﬁctg(ﬁ—i—a)%l,zﬁ s,

9 -1
o = 1] L ctg (9 — €) ~ 2,62
w 7e g —e¢) s

b) w =0 esetében az ereds gyorsulas fuggdleges (csak a nehézségi erd hat), igy
teljestilnie kell a ¢+ ¢ > 90° egyenlotlenségnek. Ebbél € > 60° és igy a sziikséges
surlédasi egytitthatd: g > tg60° ~ 1,73.

¢) Nagyon nagy szogsebesség esetében az eredd gyorsulds kozel vizszintes, igy
az £ > v egyenl6tlenségnek kell teljesiilnie, amibdl € > 30° és igy p > tg30° =~ 0,58
surlédasi egyutthatd sziikséges.

26 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos (1-2 pont)
6, hibas 2 dolgozat.
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P. 5632. Egy nagy méretd fémlemez egyik oldalin egy Q és eqy —@Q téltési,
pontszerinek tekinthetd golydcska van, egymdstdol d, a lemeztdl d/2 tdvolsdgra.
Mekkora munkdval tudjuk a téltéseket

Fizika feladatok megoldasa

a) a lemez sikjdval parhuzamosan mozgatva egymdstdl nagyon messzire eltdvo-
litani,

b) a lemezre merdlegesen mozgatva a lemeztél nagyon messzire (azonos tdvol-
sagra) elmozditani,

c) a lemeztdl és eqgymdstdl is nagyon messzire vinni?
(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

Megoldas. A fémlemezen az odahelye-

femlemez zett toltések hatasara kialakulé bonyolult
toltéselosztast helyettesithetjiik a fémlemez

Q tuloldalan szimmetrikusan elhelyezett ellen-

+
d/2 tétes eldjelii toltésekkel, igynevezett tikor-
toltésekkel. Az eredeti elrendezés az 1. dbrdn
lathatd, de ehhez hasonldéan elkészithetjiik
a harom elmozditott elrendezés megfeleld-

—Q 42

d et is.

Az igy Aatalakitott toltéselrendezés tel-
jes elektrosztatikus energiajat kiszamithat-
juk az egyes toltések kozott paronként meg-

@ hatarozott Coulomb-energidk osszegeként —
a kezdeti allapotban és a harom végallapot-
ban is. Azonban az igy kiszdmitott energidk
az er6vonalkép szimmetridja miatt (2. dbra)

1. dbra a valésdgos energidknak pontosan a kétsze-
resét adjak, hiszen a valésdgban csak a fémlemez egyik oldalan van térerésség (ahol

a valddi toltések vannak), a lemez tiloldaldn nincsen. (Ott a térerdésség nulla, és

igy elektrosztatikus energia sincsen.)

TN
tiikortoltések /
C
+Q

Az eredeti elrendezés energidja (négy d tdvolsigra 16vo, ellentétes eldjelli szom-
széd és két \/2d tavolsagra 1év6, azonos elbjelii atlos par, az %-es szorzoét is figye-
lembe véve):

1 -4 2\ kQ* (V2
6’0_2~kQ2<d+m>—d(2—2).
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2. dbra

Az a) és b) esetben az energia (két d tavolsdgra 1évd, ellentétes el8jelil pér):

d d ’
a ¢) esetben pedig (minden toltés nagyon messze van egyméstol):
& =0.

A t0ltések eltavolitdsa kozben végzett munka mindhérom esetben az elektro-
sztatikus energia megvaltozasit (novelését) fedezi:
kQ? 2
We = W= €4~ & =6 &= "0~ ( f),

1— XY=
d 2

2 2
Wczsc—goz—gozkfl?@—{).

Vértesi Janka (Debreceni Ady E. Gimn., 11. évf.) dolgozata alapjan
6 dolgozat érkezett. Helyes megoldds nem volt. Kicsit hidnyos (4 pont) 4, hidnyos (23
pont) 2 dolgozat.

P. 5652. Egy H magassagu toronybdl « szog alatt felfelé eldobunk egy kdvet.
A becsapddas elott a k6 sebességvektora [ szoget zar be a vizszintessel. A toronytdl
milyen messze csapddott be a ké? A kozegellendllast hanyagoljuk el.

(4 pont) KVANT feladat

Megoldas. Jelolje a k& sebességének (allandd) vizszintes komponensét v,. A be-
csap6das és a torony keresett tavolsaga d, a repiilési id6 ¢. A nulla szintet valasszuk
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a torony aljandl, fliggbleges irdnyban vegyiik a lefele iranyt pozitivnak, valamint
hasznaljuk az eldobéas pillanatdhoz a 0 és a becsapddas pillanatanal az 1 indexet.

Az eldobds utdni pillanatban a fiiggdleges sebesség v,0 = —v, tga, a becsapé-
déaskor vy1 = v, tg 3, a fiiggbleges gyorsulds g, ebbdl a repiilési idé:

1) ,_ Ua(tgft+tga)
g

Irjuk fel az energiamegmaradést:

1 1
imvg +mgH = imvf,

vi(l +tg? o) +2gH = 11325(1 + tg? B),
29H = v3(tg* B —tg’a),

t t
QH:%W(tgﬂ_tga),

(1) behelyettesitésével és d = v,t felhasznilasaval ebbdl a keresett tdvolsdg:

2H
d=——.
tg8—tga
Gyenes Kdroly (Kecskeméti Banyai Jilia Gimn., 11. évf.)
Megjegyzések. 1. A megoldasunk alapjan:

2gH

T\ 2B —tg?a’

és ebbdl a mozgashoz sziikséges kezd&sebesség:

oo — VT 1 2gH _ 2gH
07 cosa  cosa\ltg2B—tg2a | tgZBcosta—sin’a’

2. Ha H > 0 (azaz valéban egy toronybdl és nem egy godorbdl dobtuk el a kovet),
akkor csak B > a esetben kapunk pozitiv tavolsagot. Ez érthetd, hiszen amikor a k& mar
lefelé haladva eléri a H magassagot, akkor vizszintessel bezart szoge éppen «, és ezutdn
egyre meredekebb szogben esik, tehat valéban 8 > a.

B =« estében d — 0o, ehhez azonban vy — 0o kezdésebesség kellene. Ez is értheto:
nagyon nagy tavolsag esetében H elhanyagolhaté a palya magassdgahoz képest, a mozgas
olyan, mintha a talajrél dobnank el a kévet, amikor is valéban 5 = a.

33 dolgozat érkezett. Helyes 17 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos (1-2 pont)
9, hibas 2 dolgozat.
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P. 5659. Maghasadasos reakciékban gyakran keletkezik ?2Sr izotép, amely két
egymést kéveté B-bomlassal a stabil 92Zr-ra bomlik:

2,66 h 3,54 h

92 Sr 92Y 92 7r.

Egy adag vegytiszta 92Sr preparatum elkészitése utdn mennyi idével lesz a keletkezd
92Y mennyisége a legnagyobb?

Utmutatds: Probalhatjuk az egyenleteket egyetlen radioaktiv bomlési egyenlet-
re visszavezetni. Otletet adhat a kévetkezd kétrészes cikk: Vigh Mdté: Osszetett
rezgések I-II. (https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml)

(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Herceghalom

I. megoldas. Jelljiik a harom izotépot X (92Sr), Y (°2Y) és Z (°Zr) betiikkel,
a magjaik (idében valtozd) szdméat pedig jeldlje x, y és 2.

T1=2,66h T»=3,54h

X Y 7.

X mennyisége a bomlasi torvény alapjan:

x = xoe M,

ahol A\ = % Az Y mag egyrészt X bomlédséval keletkezik, mdsrészt maga is
elbomlik. Ez alapjan:
dy d

x _
—— = Xy = moAie” M — gy,

(1) dt

ahol Ay = 1;—22 Feltételezziik, hogy y felirhatd

Y= cle*)‘ﬂ =+ cze”‘?’t
alakban. Ezt behelyettesitve az (1) egyenletbe:

d _ Y - - Yy
£2_01A2e AZt—Cg)\ge kdt:mo)\le )‘lt—cl)\ge /\Qt—CQ)\Qe )\dt,

—CzA3€7>\3t = $0A167A1t - (32/\267)\37&7

— Azt -1t
()\2 —)\3)626 3t = 1‘0)\16 L 5

At

/\3 = )\1 és Co ZLEOW.

Ez alapjan
)\1 — A1t

. — Aot
Yy =ce +xo——e¢
Az — A1 ’

ahol ¢; értékét az y(0) = 0 kezdeti feltétel alapjén hatdrozhatjuk meg:
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A maximum id6pontjat derivilassal hatdrozhatjuk meg:

dy A2 M e
= = — _ = 0
a0 A 0 — A ’
1 A 1 T\ Ty
b= —— () = = In (22 ) ~ 4,41 6ra.
S VW </\2> 2T, -1} H(T1> ora

Beke Mdrton Csaba (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

I1. megoldas. Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznédlva 7 id§ elteltével:

x(1) = zoe M7,

Hatarozzuk meg, hogy ¢ id§ elteltével mennyi az Y magok szadma, azaz y(t). A kez-
dettél 7 idé elteltével a kicsi dr idSintervallum alatt zoAie~*17dr X mag bomlik
el, és ugyanennyi Y mag keletkezik. Ezeknek a kis id6 alatt 1étrejott Y magoknak
e~ 2(t=7) része marad meg a kezdettdl ¢ id6 utdnra, azaz a kezdet utan 7 idével dr
idGintervallum alatt 1étrejové Y magok koziil

dy(t) = zore MTe 2T qr = g \je M2te(M2 AT 7

fog létezni a kezdet utdn t idével. y(¢) értékét T szerinti integréldssal kaphatjuk
meg:

t

y(t) = /xo)\le_)‘zte(’\Z_)‘l)TdT = xo)\le_’\ﬁi)\

2_)\1

[e(/\z—h)T] ’ —
0
0
1 A
= $0>\167>‘2t7/\2 N (e()‘zf)‘l)t - 1) =X !

A2 — A

(ef)\lt _ e*)\zt) .

Keressiik ennek maximumbhelyét: mivel xgﬁ nem fiigg az id6tol, ezért elég az
utolsé tényezdt ¢ szerint derivalni, és megkeresni, hogy hol nulla:

—Ae Mt e M2t =,

1 A
tmax = ———In [ =1 ) ~ 4,41 6ra.
/\1 e <A2> ora

Gyenes Kdroly (Kecskeméti Bényai Julia Gimn., 11. évf.)

Megjegyzések. 1. y maximélis értéke tmax y(t)-be vald behelyettesitésével megkaphato:

A1
A1 A1\ X2— %1 A1\ X2—x1
max — max ) — — ~ ,422 .
Y Y(tmax) A1 — A2 <(z\2) ()\2> )a:o 0 o

2. Erdekes megnézni a A1 = Az = A esetet. Ilyenkor az y(t) fuggvényben egy % tényezd

At 4 1
és tmax = X

jelenne meg. A megoldds ebben az esetben y(t) = Atxoe™
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III. megoldis. A feladat numerikusan is megoldhaté.> Hasznaljuk a korabbi
jeloléseket, ekkor a megoldandé differencidlegyenlet-rendszer:

Az

— =\

At 17,
A
KZ = )\1£E — )\2y.

A programunk valtozéi t, x és y, paraméterei A\; = %, Ao = % és At (a kozelitd
szémités ,felbontdsa”). Legyen xo =1 (igy x és y relativ értékek lesznek a kiinduld
mennyiséghez képest.)

A paramétereink kezdéértéke legyen:

t:=0,
r:=1,
y:=0.

Ezutan ismételjiik a kévetkez6 ciklust:
ti=t+At,
y:=y+ (Aa— Aay)At,
T:=1x — MzAt,

mindaddig, amig A\;z — A2y > 0. Amikor ez az érték eljelet valt, dllitsuk le a ciklust,
és irjuk ki t értékét.

A ciklust tovabb futtatva, és az adatokat dbrazolva elkészithetjiik az x(t) és
y(t) grafikonokat is. Az dbrdn lathaté grafikonon a Z (°?Zr) magok z(t) relativ

értékét is dbrazoltuk, amely a z =z — (z +y) képlettel minden idépontban kénnyen
meghatarozhaté.

Lrel s Yrel » Zrel
14
— X (%5r)
— Y 92Y
0,5 (°Y)
——————————— — — 7 (%7x)
! t (ora)
0 T T T T T
0 4 8 12 16 20

5Ehhez lasd Csoka Péter, Seprédi Barnabds: Fizika problémdk megolddsa numerikus médsze-
rekkel cimii cikkét lapunk 2024. novemberi szdméban.
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Megjegyzés. A futtatdshoz barmilyen program hasznédlhatd, de elvégezhetd akar Excel
tablazatkezelGvel is: ekkor a képleteket az els§ sorba beirva autokitoltével lehet a sorokat
létrehozni, majd grafikonvardzsléval a grafikont elkésziteni. Az dbrdn lathat6 grafikon is
igy késziilt At =0,016ra lépéssel.

16 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldds. Kicsit hidnyos (3—4 pont) 3, hidnyos (1-2
pont) 4 dolgozat.

Fizikabdl kittlizott feladatok

M. 443. Mobiltelefon fényérzékel$jét hasznalva mutassuk meg, hogy a fényinten-
zitds inverz négyzetesen fiigg egy pontszeril fényforrastél mért tavolsagtol! Hogyan
valasszuk a kisérleti korulményeket ahhoz, hogy minél pontosabban tudjuk igazolni
ezt az Osszefiiggést?

(6 pont) Kozli: Vaddsz Gergely, Solymar

G. 897. Egy fonal egyik végét rogzitjiik, a masikra egy nehéz testet erdsitiink.
A fondl akkor szakad el, ha a nehezék tomege nagyobb, mint M.

A fonalat most egy vizszintes asztalra fektetjik, az egyik végéhez egy m tomegii
testet erGsitiink, a masik végét pedig az m tomegl testtel ellentétes irdnyban
a gyorsuldssal hizni kezdjitk. A test és az asztal kozotti strlodasi egytitthatd p.
Legfeljebb mekkora lehet a gyorsulds nagysaga, ha a fondl nem szakad el?

(8 pont)

G. 898. Egy 16000 N stlyu aut6 vizszintes feliileten dll. Az auté mind a négy
kereke egyenl6 erdvel nyomja a talajt. Ezutdn az autd vondhorgéara biciklitartot
szerelnek, amire harom biciklit rogzitenek szimmetrikusan, a képen ldthaté moédon
(vagyis a terhelés a biciklihordozé kozepére esik).

Mennyivel valtozik meg az au-
t6 kerekei altal a talajra kifejtett
er6?

A harom biciklire és a tar-
tora egyiittesen 800 N nehézsé-
gi er6 hat, aminek a hatdsvona-
la 30 cm-re fekszik a vondéhorog
rogzitési gombjétol. Az autd elsd
és hatsé tengelye kozotti tavolsag
2,8 m, a vondéhorog gbémbje viz-
szintes irdnyban 1 m-re van a hét-
sO tengelytol.
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G. 899. Legalabb mekkora az atlagos dramfelvétele egy elektromos gépkocsinak,
mikézben 2,7 s alatt gyorsul fel 100 km/h sebességre? Az auté iizemi fesziiltsége
800 V, tomege 2500 kg.

(3 pont)

G. 900. Megvalaszthaté-e az dbrdn lathaté ohmos ellendlldsok (nullatdl kilon-
bozd) nagysaga gy, hogy az eredd ellendllds az a) és b) esetekben egyenld legyen?

] ]
i o—1
o—7 1
1 1
o T | o T |
a) b)
(4 pont) de Chatel Péter (1940-2023) feladata nyomdan

P. 5670. Két, egymast merdlegesen keresztezd tton egy-egy motoros halad. Az
egyik sebessége v1, a masiké vy, és az egymdastol vald legkisebb tavolsaguk dy.
Milyen tavolsagra vannak ekkor a keresztez6déstol?

Az egyszeriiség kedvéért mindkét jarmiivet tekintsiik pontszeriinek.

(5 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest

P. 5671. Vizszintes sikban rogzitett
lemezen harom kicsiny lyuk van, ta-
volsdguk 3, 4 és 5 egységnyi. Harom
vékony, hajlékony fondl egy-egy végét
Osszecsomozzuk, a masik végiiket pe-
dig a lyukakon atfiizziik, majd a lelo-
g6 végiikre (az dbrdn lathaté mddon)
2, 3 és 4 egységnyi tomeget akasztunk.
A fonalak és az asztal k6zotti sirlédés
elhanyagolhato.

Szerkessziik meg (korzével és vonalzdval vagy a GeoGebra program segitségével),
hogy egyenstilyi helyzetben hol lesz a csomd!

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka
P. 5672. Az Egyenliton allva, éppen a fejiink felett halad at egy miihold, amely

a Fold felszinétdl 400 km-re levo péalyan kering. Legfeljebb mennyi ideig lathatjuk
a mitholdat?

(4 pont) Kozli: Németh Ldszlé, Fonyod
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P. 5673. Egy j6 hészigetelt falu, vizszintes helyzetii, rogzitett, henger alaku
tartalyban 1év6 levegot sirlédasmentesen mozgd, szintén jé hoszigetelé anyagbol
késziilt, 0,5 kg tomeg(i dugattyd oszt két részre (dbra). Kezdetben a dugattyi olyan
helyzetben rogzitett, hogy a bal oldali részben a levegd térfogata 3 dm®, nyomaésa
100 kPa, a mésik részben pedig 2 dm?® és 200 kPa. Ekkor mindkét részben a levegd
hoémérséklete 300 K.

T7 Pa, VA T7 pPB, V]}

A dugattyn rogzitését megszintetjik.

a) A rogzités megsziintetését kovetden a dugattyd mekkora maximalis sebességre
gyorsul fel?

b) Mekkora lesz a bal oldali 1égoszlop legmagasabb hémérséklete?
(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5674. Egy héer6gép egy C hékapacitasi, kezdetben T hémérsékletii test és
egy allandé Ty homérsékletli, nagy méretii hotartaly kozott iizemel.

Vizsgéljuk a kévetkezd két esetet: T =Ty + AT és T =Ty — AT. Melyik esetben
nyerhetiink tobb munkat?

(5 pont) Példatari feladat nyoman
P. 5675. 30 cm oldalhosszisag, szabdlyos haromszog csicsaiban 400 nC nagy-

sdgu, pontszerli toltések vannak. A szomszédos toltéseket szigetel6fonalak kotik
0ssze.

a) Mekkora er6 fesziti a fonalakat?

b) Mekkora erd fesziti a fonalakat akkor, ha a hdromszog stlypontjiba egy
200 nC nagysagu toltést helyeziink el?

(4 pont) Kozli: Veres Dénes, Szolnok

P. 5676. Az dbrdn lathaté kapcsolasi rajz szerint Osszeallitott dramkorben sze-
repl6 feszultségforras elektromotoros ereje 20 V, az ellenédllasok R; = 50 €, illetve
Ry =150 2 nagysaguak, a kondenzator 20 uF kapacitasu. Kezdetben a K kapcsold
Zarva van.

a) Mekkora a kondenzator toltése a kapcsold zart alldsa esetén?

b) A kapcsolé nyitasat kovet&en kialakuld allandésult allapot eléréséig mennyivel
valtozik meg a kondenzator energidja, és mennyi hé fejlédik az Ry ellenallason?

A fesziiltségforras belsé ellenallasa elhanyagolhaté.
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Ro K Ry
T+
U
Iy
II
(5 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hédmezévasarhely

P. 5677. Egy 1,5 V-os elem kivezetéseihez két darab 20 cm hosszisagu, egy-
eres, 1 mm sugaru, vorosréz vezetékkel hozzakapcsolunk egy 1 kQ-os ellenéllast.
A vorosrézben atomonként egy darab vezetési elektron van.

a) Szamoljuk ki a vezetékben a vezetési elektronok atlagos dramldsi sebességét!

b) Mennyi id6 alatt jutna el egy elektron ekkora sebességgel a teleptdl az
ellenallasig?

(5 pont) Példatéri feladat nyoméan

P. 5678. Egy D rugéallanddéju rugd egyik végét egy lift mennyezetéhez rogzitjiik,
masik végére pedig egy m tomegii testet akasztunk. Kezdetben a test egyensilyban
van. Egyszer csak a lift dllandé a gyorsulassal elindul felfelé¢, majd 7 id6 utan
a gyorsulds megszinik és a felvond allando sebességgel halad tovabb. Mekkora
amplitudéjiu mozgéast végez ezutan a test?

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Herceghalom
e
Bekiildési hatarid6: 2025. november 17.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL
FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 75. No. 7. October 2025)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 430): K. 869. The average, median,
mode and range of five not necessarily distinct integer numbers are 69, 83, 85 and 70,
respectively. Find the second smallest of the five numbers. K. 870. How can 5 identical
squares be dissected into a single big square with at most 5 straight cuts? (During cutting,
the individual pieces cannot be stacked, and each cut can be applied to a single piece.)
Find a solution. K. 871. How many positive integers are there that consists of 4 digits in
their base 3 representation, and 3 digits in their base 4 representation? K/C. 872. Fill in
the parts denoted by a, b, ..., g of the diagram (see page 431) with numbers 1, 2, 3, 4,
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5, 6 and 7 such that the numbers in the three circles have the same sum, and a is perfect
square. Find all solutions. K/C. 873. Rabbit has written letters to six of his friends and
relations and filled out six envelopes with their addresses. Later he gave the whole stack
to Tigger and asked him to put the letters into the envelopes and post them, since Tigger
boasted several times that Tiggers are the best at posting letters. However, this was not
the case, since Tigger actually couldn’t read at all. So, not surprisingly, Tigger will put the
six letters into the six envelopes randomly (at least he will make sure that each envelope
will contain a single letter). In how many cases will exactly two letters be placed in their
respective envelopes?

New exercises for practice — competition C (see page 431): Exercises up to grade 10:
K/C. 872. See the text at Exercises K. K/C. 873. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1868. Claire observed that the distance (in kilometers) between her home
and her favorite lake is equal to the square of the time (in hours) it takes to travel between
them on a bicycle. On a given day, it took 4 hours longer to get to the lake, as her speed
was 3 km/h slower than usual. Find the distance between the two places. (Based on a
Canadian competition problem) C. 1869. Square ABC'D has a side length of 20 meters. A
ray of light is emitted from the vertex A and reflected back from side BC', CD and DA (in
this order) and finally arrives at the midpoint N of the side AB. Find the distance traveled
by the ray of light. (Iranian competition problem) C. 1870. A table tennis competition is
held between 10 contestants. Each contestant plays exactly one match against every other
contestant. At one of the breaks the organizers observe that if two contestants played the
same number of matches so far, then there is no contestant that played with both of them.
Supposing that more than 5 matches had already been played until the break, is there a
contestant who played exactly two matches so far? (Based on a problem from Polygon,
Szeged) Exercises upwards of grade 11: C. 1871. The line through focus F' of the parabola
2% — 6z — 4y + 9 =0 and an arbitrary point P of the parabola intersects the parabola at
point Q for the second time. Find the equation corresponding to the locus of the midpoints
of line segment PQ. (Proposed by Bdlint Biré, Eger) C. 1872. Peti has written the integers
from one to fifty on the blackboard. In each step, he chooses two numbers (a and b) on
the board, erases them and replaces them with the number defined by the formula a2b —
—6a® — Tab+ 42a + 6b — 30. He repeats this until a single number remains on the board.
What can this number be? (Proposed by Mdtyds Czett, Zalaegerszeg)

New exercises — competition B (see page 432): B. 5478. Let S denote the centroid of
triangle ABC. Let T denote the foot of the height from vertex A in triangle ABC. Ray T'S
(starting from point T') intersect the circumcircle of the triangle in V. Prove that S trisects
line segment T'V. (3 points) (Proposed by Viktor Vigh, Sdndorfalva) B. 5479. Let d be a
given positive integer. Prove that there exist infinitely many pairs (z,y) of positive integers
such that the difference of the arithmetic and geometric mean of z and y is d. (3 points)
(Proposed by Ldszlé Németh, Fonyéd) B. 5480. In triangle ABC' angle ZACB is 90°. Let
F' denote the midpoint of leg AC, and let G denote the midpoint of hypotenuse BC.
Prove that the circle with diameter F'G is tangent to the incircle of triangle ABC' if and
only if AC' =2BC. (4 points) (Proposed by Attila Sztranydk, Budapest) B. 5481. Prove
the following divisibility for every positive integer n: (n!)" |n?-(n®> —1)-(n®* —=2)-...-
-(n4+2)-(n+1). (4 points) (Proposed by Bdlint Hujter, Budapest) B. 5482. We have
selected an odd number of integers. We have changed one of them such that their average
increased by 1, but their standard deviation did not change. Prove that the average of
the originally selected numbers is an integer. (5 points) (Based on a proposal by Erzsébet
Berkd, Szolnok) B. 5483. A deck of 2n cards consists of n suits, each suit consisting of two
values, 1 and 2. n players play the following cooperative game: They start by shuffling
the 2n cards, then each player is dealt two cards, which they reveal to the other players.
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Subsequently, they decide together the order they sit down around a round table, and
they also choose the player starting the game. During the game, each consecutive player
(in the clockwise direction) tries to put down a card, however, a card with value 2 can
only be put down if the card of the same suit with value 1 is already on the table. They
win the game if they manage to put all the cards on the table, however, they lose the game
if somebody holding at least one card in their hand cannot put down a card on the table.
Prove that the players can always win the game, regardless of the hand they were dealt.
(5 points) (Proposed by Anett Kocsis and Andrds Imolay, Budapest, based on a Diirer
competition problem) B. 5484. Let M denote the orthocenter of acute triangle ABC, and
let F' denote the midpoint of side BC. Let T" denote the foot of the perpendicular from M
to the inner angle bisector at vertex A. Line F'T intersects side AC' at point D. Prove that
the circumcircle of triangle CDF' contains the foot of the height of triangle ABC from
vertex A. (6 points) (Proposed by Bdlint Bird, Eger) B. 5485. Prove that there exists
a rational number arbitrarily close to ﬁ that cannot be obtained as the sum of the
reciprocals of 2025 positive integers. (6 points) (Proposed by Mihdly Hujter, Budapest)

New problems — competition A (see page 434):

A. 914. We write the ordered pair (1,0) on the board. In one step, if the ordered
pair (a,b) is on the board, we erase it and replace it with either (a + b,b) or (2a +b,a +
+b). (For example, after two steps, the pair on the board may be one of (1,0), (2,1),
(3,1), or (5,3).) Prove that after n steps, the ordered pair on the board can take exactly
2™ different values. (Proposed by Andrds Imolay, Budapest) A. 915. Given a circle with
three points A, B, and C' on it, which do not form an isosceles triangle. For every point
P ¢ {A,B,C} on the circle, let Ap, Bp and Cp denote the intersections of the tangent
at P with the tangents at A, B, and C, respectively. Prove that there exist exactly three
points P ¢ {A, B,C} on the circle for which the points Ap, Bp and Cp are well-defined and
the perpendiculars from Ap to BC, from Bp to C A, and from Cp to AB are concurrent.
Furthermore, show that these three points P form an equilateral triangle. (Proposed by
Zoltdn Gyenes, Budapest) A. 916. Let a > 3 be an integer, and define f(n) =a" —1 for

every positive integer n. Denote by f*) the k-iterate of f, that is, f(l)(n) = f(n) and
FED () = f(f*)(n)) for k > 1. a) Prove that for any positive integer K there exists a

positive integer M such that for every integer 1 < k < K, the number f(k)(M) is divisible
by M if and only if k is divisible by 2025. b) Does there exist a positive integer N such

that for every positive integer k, the number f*) (N) is divisible by N if and only if k is
divisible by 20257 (Proposed by Boldizsdr Varga, Budapest)

Problems in Physics
October 2025 (see page 458)

M. 443. Using the light sensor of a mobile phone, show that light intensity is inversely
proportional to the square of the distance from a point source of light. How should we
choose the experimental conditions in order to prove this relationship as accurately as
possible?

G. 897. One end of a thread is fixed and a heavy body is attached to the other end.
The thread will break if the mass of the body is greater than M. Now the thread is laid
on a horizontal table, a body of mass m is attached to one end, and the other end is
pulled in the direction opposite to the body, with an acceleration of a. The coefficient of
friction between the body and the table is u. What is the maximum magnitude of the
acceleration if the thread does not break? G. 898. A car of weight 16000 N is standing
on a horizontal surface. All four wheels of the car push the ground with the same force.
A bicycle carrier is then attached to the hitch of the car, to which three bicycles are
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attached symmetrically, as shown in the picture (i.e. the load is applied to the centre of
the bicycle carrier). By how much does the force exerted by the wheels of the car on the
ground change? The three bicycles and the bicycle carrier together weigh 800 N, the line
of action is at a distance of 30 cm from the ball of the hitch. The distance between the
front and rear axles of the car is 2.8 m, the ball of the hitch is 1 m horizontally from the
rear axle. G. 899. What is at least the average current drawn by an electric car while it
accelerates to 100 km/h in 2.7 s? The car has a nominal voltage of 800 V and a mass of
2500 kg. G. 900. Is it possible to choose the resistances of the resistors (other than zero)
such that the effective resistance in figures a) and b) are equal?

P. 5670. Two motorcyclists are riding on two roads, which cross each other perpendicu-
larly. The speed of one is v1, the speed of the other is vz, and their minimum distance from
each other is dy. What is their distance from the crossroad at this moment? For simplicity,
consider both vehicles point-like. P. 5671. There are three small holes in a plate, fixed in a
horizontal plane 3, 4, and 5 units apart. One end of each of three flexible thin threads are
tied together, the other ends are threaded through the holes and 2, 3, and 4 units of mass
are hung over the hanging ends (see the figure). Friction between the threads and the ta-
ble is negligible. Construct the position of the knot at equilibrium. P. 5672. Standing on
the Equator, a satellite passes just above our heads, orbiting at a distance of 400 km from
the surface of the Earth. At most for how long can we see the satellite? P. 5673. A piston
with a mass of 0.5 kg divides the air in a fixed horizontal cylindrical tank into two parts.
The walls of the tank and the piston have good thermal insulation, and the piston can
move frictionlessly (see the figure). Initially, the piston is fixed in such a position that the
volume of air in the left part is 3 dm® and the pressure is 100 kPa, while in the other part
the volume is 2 dm?® and the pressure is 200 kPa. At this state the temperature of the air
in both parts is 300 K. The piston is released from its clamping. a) After releasing the
piston from the clamping, what is the maximum speed to which the piston accelerates?
b) What will be the maximum temperature of the air column on the left? P. 5674. A heat
engine operates between a body of heat capacity C, which was initially at a tempera-
ture of T', and a large heat reservoir of constant temperature Ty. Consider the two cases
T=To+ AT and T =Ty — AT. In which case can we gain more work? P. 5675. There
are point-like charges of 400 nC at the vertices of an equilateral triangle of side 30 cm.
The adjacent charges are connected by insulating threads. a) What is the tension in the
threads? b) What is the tension in the threads, when a 200 nC point-charge is placed at
the centroid of the triangle? P. 5676. In the circuit shown in the figure, the electromotive
force of the voltage supply is 20 V, the resistances of the resistors are R; =50 €2 and
Ry =150 Q, and the capacitor has a capacity of 20 yF. Initially, switch K is closed. a)
What is the charge on the capacitor when the switch is closed? b) Until the steady state
is reached after the switch is opened, how much does the energy of the capacitor change
and how much heat is dissipated in resistor R;? The internal resistance of the voltage
supply is negligible. P. 5677. To the terminals of a battery of 1.5 V, a resistor of 1 k2 is
connected with two copper wires of length 20 cm, and of radius 1 mm. The copper has one
conduction electron per atom. a) Calculate the drift speed of the conduction electrons in
the wire. b) How long would it take for an electron to travel at this speed from the battery
to the resistor? P. 5678. One end of a spring with a spring constant D is attached to the
ceiling of a lift, and the other end is attached to a body with mass of m. Initially, the
body is at rest. Suddenly the lift starts to move upwards with a constant acceleration of
a, and after a time 7 the acceleration ceases, and the lift continues to move at a constant
speed. What is the amplitude of the subsequent motion of the body?
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