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B; lrml':.: A 66. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia

feladatainak megoldasa |.
SUNSHINE COAST

66th International Mathematical Olympiad 2025

A hagyomanyoknak megfeleléen kozoljik a Nemzetkdzi Matematikai
Diakolimpia feladatainak megoldasait. A megoldasok leirasara idén is
a magyar csapat tagjait kértik meg. Kézremikddésiket koszonjuk, és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkeszt®ség

Els® nap

1. feladat. Egy sikbeli egyenest napfényesnek neveziink, ha nem parhuzamos sem
az x tengellyel, sem az y tengellyel, sem pedig az x +y = 0 egyenessel.

Adott egy n [3kgész szam. Hatarozzuk meg az 0sszes k nemnegativ egész sza-
mot, amelyre létezik n kiilonbdzd egyenes a sikon az aldbbi tulajdonsagokkal:
= ha a és b pozitiv egészekre a+b [Cnk1 teljesiil, akkor az (a;b) pont rajta van
legalabb egy egyenesen; valamint
= az n egyenes kozil pontosan k napfényes.
Javasolta: USA

Megoldas. (Molnar Istvan Adam) Megmutatjuk hogy k lehetséges értékei 0, 1
és 3.

A feladatban megadott racspontokat egy derékszogl egyenlé szart haromszog-
ben abrazolhatjuk. A tovabbiakban ezeket a pontokat fogjuk racspontnak hivni.
A definicio szerint egy egyenes akkor napfényes, ha nem parhuzamos a haromszdg
egyik oldalaval sem.

A haromszog keriletén levd racspontokat hatarpontnak, a harom oldalegyenest
hataregyenesnek fogjuk hivni. A fenti dbran ezeket kék szinnel rajzoltuk meg.

El6sz6r mutatunk egy-egy példat arra, hogy a racspontokat le lehet fedni n
olyan egyenessel, amelyek kozil pontosan k =0, k =1, illetve k = 3 napfényes.

1A maésodik nap feladatainak megoldasat a novemberi szamban kézéljiik.
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Az egyeneseknek egy-egy ilyen elrendezése lathat6 az aldbbi dbrdkon; a napfényes
egyeneseket piros szinnel rajzoltuk.

k=0 k=1 k=3

— /

A tovabbiakban belatjuk, hogy k értéke csak a fenti 0, 1 és 3 lehet. El&szor
nézziik az n = 3 eset; azt kell ellenérizniink, hogy k =2 nem lehetséges.
1. eset: Van olyan egyenes, amely harom racsponton is atmegy.

Ez az egyenes csak egy hataregyenes lehet (amely tehat nem napfényes), és
harom lefedetlen racspont marad, egy kisebb derékszdgld haromszog alakban.

A megmaradt harom racspontot két egyenessel kell lefedniink, tehat legalabb az
egyiknek két racsponton at kell mennie, ez az egyenes viszont nem lehet napfényes.
Ebben az esetben tehat legfeljebb egy napfényes egyenest hasznalhatunk fel, vagyis
k=0 vagy k =1.

2. eset: Nincs olyan egyenes, amely harom racsponton menne keresztil.

Mivel hat racspontot kell lefedniink harom egyenessel, mindegyik egyenesnek
pontosan két racsponton kell keresztiil mennie.

Vegylk észre, hogy dsszesen csak harom olyan napfényes egyenes létezik, amely
pontosan két racsponton megy keresztill; ha ezek kozul kett6t megrajzolunk, a
megmaradt két racspontot a harmadik napfényes egyenessel kell lefedniink. Ebben
az esetben tehat vagy ketténél kevesebb, vagy pedig mindharom napfényes egyenest
fel kell hasznélnunk; k =2 nem lehetséges. Ezzel az n = 3, k = 2 eset vizsgalataval
kész vagyunk.

Az altalanos eset megoldasa a kovetkez6 észrevételen mulik.

Lemma. Ha n =4, és a racspontokat lefedjik n egyenessel, akkor ezek kozott
biztosan van legalabb egy hataregyenes.
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Bizonyitas. A hdromszdgnek dsszesen 3n — 3 hatarpontja van. Mivel n > 3 miatt
3n— 3> 2n, a skatulyaelv miatt valamelyik egyenes legalabb harom hatarponton
megy at; ez az egyenes viszont csak a haromszdg valamelyik oldalegyenese, tehat
az egyik hataregyenes lehet.

Ezek utan egyszer( teljes indukcidval igazolhatjuk, hogy n = 3 esetén k csak O,
1 és 3 lehet. A kiindul6é n =3 esetet mar megvizsgaltuk. Tegylk fel, hogy n=4, és
az allitdsunk igaz az n kisebb értékeire.

Tekintstink a haromszdg egy tetsz6leges lefedését n egyenessel. A Lemma szerint
a fedésben van legaldbb egy h hataregyenes (ami nem napfényes).

b Lh

Barmelyik oldalegyenes is legyen a h, a tébbi racspont egy n — 1 méret harom-
szoget alkot, és ennek a racspontjait fedi le a tébbi n— 1 egyenes. Az indukcids
feltevés szerint a tébbi n — 1 egyenes kozott pontosan 0, 1 vagy 3 napfényes lehet;
mivel a h nem napfényes, ez igazolja az allitast.

2. feladat. Legyen az , illetve  korok kdzéppontja rendre M, illetve N. Tegyik
fel, hogy  sugara kisebb, mint sugara, valamint hogy és a (kllénbdz6) A
és B pontokban metszik egymast. Az MN egyenes -t a C ponthan, -t pedig a
D pontban metszi olyan médon, hogy C, M, N és D ebben a sorrendben kdvetik
egymast az egyenesen. Jel6lje P az ACD haromszég korilirt kdrének a kézéppontjat.
Messe az AP egyenes -t az E & A pontban. Messe az AP egyenes -taz F 8 A
pontban. Legyen H a PMN haromszég magassagpontja.

Bizonyitsuk be, hogy a H-n 4&tmend, AP -vel parhuzamos egyenes érinti a BEF
haromszog korulirt korét.

(Egy haromsz6g magassagpontja a magassagvonalainak metszéspontja.)
Javasolta: Vietnam

Megoldas. (Varga Boldizsar) A megoldashoz el6bb belatunk néhany segédalli-
tast.

1. allitds. MAP C=1IPAN 1

Bizonyitas. Mivel M és P is egyenl§ tavol vannak A-tél és C-t6l, ezért az MP
egyenes az AC szakasz felez6mer6legese, vagyis az AMC szdg bels6é szdgfelezdje,
amely éppen az NMA szog kiils6 szdgfelezdje. Hasonléan NP az ANM sz6g
kuls6 szdgfelezbje, ezért a két egyenes metszéspontja, P az ANM haromszog A-
val szemkdzti hozzéairt korének kdzéppontja, amely rajta van az M AN szdg belsd
szogfelez6jén is, tehat valdban, MAP [=1P AN [ 1
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2. allitas. ME [CAN és NF [CAM , tehat az ANTM négysz6g paralelogramma.

Bizonyitas. Mivel ME = MA az Q kér sugarai, ezért MAE » = AEM ~. Azon-
ban az el6z6 allitds szerint MAE ~ = EAN ~, tehat AEM » = EAN *, vagyis
ME [CAN . Az allitds masodik fele hasonléan kovetkezik abbdl, hogy NFA® =
=FAN " =MAF .

A feladat megoldasahoz legyen T az ME és NF egyenesek metszéspontja;
azt fogjuk megmutatni, hogy a H-n atmend, AP -vel parhuzamos egyenes T-ben
érinti a BEF kort. Ehhez elég belatni, hogy T rajta van a kordn, és a (B-t nem
tartalmazo) EF iv felez6pontja, illetve TH [CHF, ekkor ugyanis TH a kér EF
ivének felezpontjaban hizott érint6 a szimmetria miatt.

Az el6bbihez vegyik észre, hogy a kerlleti és kdzépponti szdgek tétele mi-
att BFE® =BFA” = IBNA" =MNA", és BEF ~ =180 —AEB " =BCA" =
= IBMA~ =NMA *, ahonnan

FBE™ =180°—EFB”™ —BEF * =180"—ANM * = NMA " =
=MAN " =NTM" =180"—ETF";

tehat EBFT hdrnégyszég. Ekkor FET® = AEM » = MAE * =TFE”" (a péarhu-
zamossagok miatt), vagyis az EF T haromszog egyenl6 szarud, és T tényleg a BEF
kor valamelyik (némi diszkusszidval lathato, hogy B -t nem tartalmazd, de erre nincs
sziikség) EF ivének felez6pontja.
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Még azt kell belatnunk, hogy HT CAP. Ehhez kell az alabbi allitas:
3. allitds. A H pont az MNT héromszdg beirt kdrének kdzéppontja.

Bizonyitas. Elég megmutatni, hogy MH, illetve NH felezik a TMN, illetve
MNT szogeket, a szimmetria miatt elég csak az els6t. Mivel MH és AD egy-
arant merélegesek P N-re, ezért MH [CAD, vagyis HMN C=IADM [C=INAD =]
= TMH [kt kihasznaltuk, hogy MT CAD), vagyis MH felezi az NMT szoget,
mégpedig belllrdl, hiszen NDA [C<190°. 1

A 3. allitasbol kdvetkezik, hogy TH is felezi az MTN széget. De MTN parale-
logramma, ezért az MAN és NTM szdgek belsé szdogfelez6i egymas tikorképei a
paralelogramma kézéppontjéra, tehat parhuzamosak, azaz AP [TIH, és éppen ezt
akartuk bizonyitani.

3. feladat. Jeldlje N a pozitiv egész szamok halmazat. Edy: N — N fliggvényt
popecnek neveziink, ha? — f (b)T@ oszthat6f (a)-val tetsz®legea ésb pozitiv egész
szamok esetén.

Hatarozzuk meg a legkisebbvalos konstanst, amelyref (n) [cd fennall minden
T podpec fliggvényre és minden pozitiv egészre.
Javasolta: Kolumbia
Megoldéas. (Bodor Matyas) Megmutatjuk, hogy ¢ legkisebb lehetséges értéke a
4.

Barmely p primszamra és nemnulla x egészre jel6ljuk vp(x)-szel az x primténye-
z6s felbontasaban a p kitevéjét. A megoldas soran tébbszor is hasznalni fogjuk a
Lifting The Exponent (LTE) lemmat:

« Ha p paratlan primszam és X,y egészek Ugy, hogy p [X,y és p | x—y, akkor
tetsz6leges n pozitiv egészre

Vp(X" —y™) = vp(Xx—y) +vp(n).
= p=2-re: ha x,y paratlanok és n paros, akkor
V(X" —y") = va(x —y) + Vo (x +y) + Vo (n) — 1.

(B6vebben lasd példaul a https://en.wikipedia.org/wiki/Lifting-the-exponent_
lemma oldalt.)

Nekink csak a p =2 az esetre lesz sziikséglink.

Elészér megmutatjuk, hogy ¢ [C41Ehhez tekintsiik a kdvetkezd fliggvényt:

1
= ha x paratlan,

9(x) = % ha x = 2,
X)+2 ha X paros és x > 2.

A g flggvény popec, mert:
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= Ha a pératlan, akkor g(a) = 1| b —g(b).

= Ha a=2, akkor az kell, hogy g(a) = 2| b?—g(b)?, ami igaz, mert a konstruk-
ciobdl lathato, hogy b és g(b) paritdsa mindig megegyezik.

= Ha a paros, a [41és b paros, akkor az kell, hogy g(a) =2v2(®+2|pa —
—g(0)2"2™*. Mivel 2| g(b) paros, v»(g(h)2>®"") [ZF@+2 >y, (a) + 2, ezért

2v2(@+2 | g(h)2"2™*; masrészt 2 | b miatt v,(b?) CAL2Ka) + 2 (példaul a 2,
3, ..., aszamok kozott legfeljebb a— 2 darab 2-hatvany lehet, mert a 3 nem 2-
hatvany, ezért v,(a) < a—2). Vagyis 2V2®*2 | b2, ahonnan kovetkezik a kivant
oszthatosag.

= \/giil, ha a paros, a [4#s b paratlan, akkor a feltétel g(a) = 2V2(®+2 | p2 —1,
ez pedig kovetkezik az LTE lemmabol: vo(b2 —1) = vo(b+1) +vo(b—1) +
+vy(a) —1 [zla) + 2, hiszen b+ 1 és b— 1 mindegyike paros, és pontosan
az egyik oszthat6 4-gyel is, tehat 2-es kitevéje legaldbb 2.

Osszegezve, a g fliggvény valéban pépec. Emellett g(4) = 22%2 =16, igy 4c [1

[Cg) = 16, tehat biztosan ¢ [41

Most pedig megmutatjuk, hogy ¢ = 4 eleget tesz a feltételeknek.

Tekintsiink egy tetsz6leges popec f fliggvényt. Belatjuk, hogy minden pozi-
tiv egész n-re f(n) 4N, innen készen lesziink. Tetsz6leges a,b pozitiv egész-
re legyen P (a,b) az oszthatosagi feltétel, tehat P (a,b) annak a réviditése, hogy
f(a) | b2 —F(b)f®.

A P (a,a) szerint f(a) | a® —f(a)T®, ezért f(a) | a. Ha most a = p primszam,
akkor f(p) | pP. Ezért f(p) értéke vagy 1, vagy pedig p-hatvany minden p primre.
Legyen f(p) =p'», ahol i, [0 kgész.

Tegytik fel, hogy van végtelen sok olyan p prim, hogy i, >0. Legyen emellett
b tetszbleges pozitiv egész. Valasszunk egy olyan nagy p primet, hogy i, >0 és
p=|b—F(b)|; ilyen van a feltevésiink miatt. Igy P (p,b)b6l p| p'» =F(p) | bP—F (b)F®.
De mind p, mind f(p) egy p-hatvany, ezért a kis Fermat-tételbdl b°P =b (mod p) és
f(0)T® = (b) (mod p). A fentiek alapjan p |b—F(b) és p> [b— F(b)|, ami csak gy
lehetséges, ha b —f(b) =0, vagyis f(b) =h. De b tetsz6legesen volt megvalasztva,
tehat f(b) =b 40 minden b-re.

Marad az az eset, amikor nincs végtelen sok olyan p prim, hogy i, = 0, vagyis
véges sok van, legyenek ezek p; < pz <:-- < pk, és ekkor minden p > px primszamra
f(p)=1.

Ha egyaltalan nincsenek ilyen p; <--- < px primek, akkor f(p) =1, minden p
primre. Ha van olyan a, amelyre f(a) > 1, akkor legyen p az f(a) egyik primosztdja.
P (a,p)-bél p| F(a) | p? —17@® =pa —1 miatt p | 1, ellentmondas. Tehat ilyen a nem
létezhet; f(n) =1 minden n-re.

Ha k [CL]1és px > 2, akkor valasszunk egy p > pkx primet a p=2 (mod px)
tulajdonsaggal; ezt meg tudjuk tenni a Dirichlet-tétel miatt, hiszen pg és a 2 relativ
primek. De P (pk,p) miatt py | F(pk) | pPx — F(p)Pk = pPx —1, de pPx —1=p—1=1
(mod py) a kis Fermat-tételbél, ami ellentmondas.

Az az eset marad, amikor k = 1,f(2) péros, és f(p) =1 minden p > 2 primre.
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Ha van olyan a, hogy p | f(a) valamilyen paratlan p primre, akkor P (a,p) miatt
p|f(@)|p2—1"® =p2—1, ellentmondas. Ez azzal egyenértékd, hogy f(a) minden
a-ra vagy 1, vagy pedig 2-hatvany.

A P(a,3)-bdl f(a)|32 —F(3)'® =32 —1, igy paratlan a-ra 4 (B2 —1 miatt
f(a) [Zk 4a. Ha pedig a paros, akkor az LTE lemmabdl v,(32 —1) =v,(3—1) +
Vo(3+1)+va(a) —1=vy(a)+2, ezért vy(a) +2 [l (a)) =log, f(a), ezért f(a) [
[2F@®*2 =4.2v2() 43,

Tehat az f(n) egyenlétlenség minden n [NIszamra fennall, és ez igazolja,
hogy ¢ = 4 megfeleld.

| |

Rejtvények, 6rddglakatok
Szoliterek megoldasa

| W |

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtér®t mu-
tatunk be. Ezek koz6tt fontos helyet foglalnak el a kiilonb6z® kirakods jatékok, topo-
I6giai feladvanyok, ordoglakatok és a matematikat felhasznalé bfvészmutatvanyok.

Manapség szinte mindent meg lehet talalni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a bfivészmutatvanyok trikkjeit mi talaljuk

ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezzik meg és készitjik el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, altalanositani, igyekezziink Uj feladatokat kitalalni.

Az egyik legrégebben ismert egyszemélyes logikai jaték a szoliter. Mar a Nap-
kiraly udvaraban jatszottak vele, kicsit kés6bb pedig koranak egyik legnagyobb
tuddsa, Gottfried Wilhelm Leibniz is elismeréen nyilatkozott rdla.

A szoliter legismertebb valtozatat egy 33 mez6s, kereszt alaku tablan jatsszak.
Ezt hivjadk angol tablanak. Kezdetben a kozépsét kivéve minden mezén all egy
babu. Cél az elrendezés megforditasa, vagyis, hogy csak a kozépsé mez6n alljon egy
babu!

Ezt a feladatot tliztik ki rovatunkban a K6MaL 2025. marciusi szamaban.
Ebben a cikkben a feladvany részletes elemzése olvashato.

0|00

0|0|0
©|0|0|0|0|0|O
©|0|0] |O|0|O

olele

elele
!
O

0]|0|0|0|0|0|O

1. bra.
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Egy Iépésben egy szomszédos babut kell atugrani. Ezt csak akkor lehet megten-
ni, ha mogotte Ures hely taldlhatd. Ugrani vizszintesen vagy fuiggélegesen szabad,
de atlésan nem. Az atugrott babut azonnal le kell venni.

Ezek a jaték szabalyai, de pusztan a szabélyok ismeretében a feladat szinte
megoldhatatlanul nehéz. (Ebben talan hasonlit egy kicsit a blivoskockara.) Mar
az is szép eredmény, ha sikertl elérni, hogy csak 3-4 babu maradjon a tablan,
tetszbleges elrendezésben. A kovetkez6kben olyan mdédszerekrél lesz sz6, amelyek
segitségével nem csupan egyszerlen megoldhatéva vélik a feladat, de az eljarasok
mas tablakon is sikerrel alkalmazhatoak.

Tekintstk a kovetkez6 kezd&allast és lépéssorozatot:

O O

@) O

Ol |® ® O [ J
2. abra.

A vilagosabb babuk eltlintek, mig a sotétebb a helyén maradt. A vilagosabb
babuk ilyen elrendezését nevezzilk 6nmegsemmisité alakzatnak, a sotétet pedig
katalizatornak. A kdvetkez6 allas hasonl6:

[ J [ J (] [ J
0|0 O O|O| |10]0|O
O|O[*| |10]O O
0|0 O[O @

3. abra.

Itt a 1épéssorozat végén az eléz6 (2.) abra kezddallasat kaptuk (elforgatott hely-
zetben, de ez a megoldas szempontjabdl 1ényegtelen), vagyis ez is egy 6nmegsem-
misit6 alakzat. A katalizator lehet az X-szel jel6lt helyen is.

Es még egy, talan a legszellemesebb:

O O O @)
@|O|x @ O|® O|® @ O|® @
O O @)
Q0|0 O|0[O 0|0 O @
4. abra.

De hogyan hasznalhatjuk ezeket az alakzatokat
az eredeti jaték megoldédsara? Osszuk fel a téb-
lat ilyen dnmegsemmisitd alakzatokra ugy, hogy a
szlikséges Ures mez6kre és katalizatorokra is figyel-
junk. PI. egy lehetséges felosztast mutat az 5. abra.

A szamok sorrendjében el tudjuk tavolitani az
onmegsemmisitd alakzatokat. Ezek utan a két ko-
ril nem keritett bdbu marad a tablan. Az alsdval
beugorhatunk a tabla kdzepére, igy megoldottuk a
feladvanyt.

0|00
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Még kdnnyebben megjegyezhetd modszert kapunk, ha a 6. abra szerinti alakza-
tot és 1épéseket jegyezzik meg.

o ©)

©) o
©) o ©)
©)[C][C) ©][©) ©)[©) @)

6. abra.
A kiindulé lyukas L-bdl eljutunk az ,,inverzéhez”, amikor csak ott van babu,
ahol eredetileg nem volt. Ennek felhasznélasaval feloszthatjuk a tablat a 7. &4brén
lathaté modon.

Q[0|O
O|D|O
O|0[0[0O]|@]O ol 10O
QOO [O]O|O OO0 0|0
O] O|O[O[O[O]O 0|00
QO[O O
00O
7. &bra. 8. abra.

El6szor az 1-es, majd a 2-es babuval 1épve megkapunk egy lyukas L-et. Ennek
inverze utan lesz hely a kdvetkez6 L-hez, majd a harmadikhoz, aztan a negyedikhez.
Ezek utan a 8. dbran lathatd, mar egyszerien megoldhat6 tablat kapjuk.

Ennek megoldasat mar az olvaséra bizzuk.
1

Eddig az angol tabla megoldasi lehetdségeivel foglalkoztunk. Most térjink at
a francia tablara. A francia tabla a 9. abran lathaté, az angol tablahoz négy
sarokmezdt illesztve kapjuk.

olele
!
O

0|00
0|0|0|0|O
0|0|0|0|0|0|O
0|0|0| |0|0|O
O|0|0|0|0|0|O
0|0|0|0|0

9. abra
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Vajon megoldhaté-e az alapfeladvany? El lehet-e érni, hogy a kdzépsé mezd
kivételével teli tablarol eljussunk ennek inverzéhez, amikor csak a k6zépsé mezén
all babu?

Betlizzik meg a mez6ket a 10. abra szerint. A|B|C
Minden Iépésben harom kiilonb6z6 betiivel jeldlt mezé A|B|C|A|B
érintett. Ezek koziil kettdn eggyel csokken a babuk szama, a  [A[BICIA|BIC|A
harmadikon pedig eggyel n6, és a tablan szerepl6 babuk sza-  [BISIAIBIC|A|B
ma is eggyel csokken. Vagyis, ha kivonjuk pl. az A-val jelslt LCIAIBICIAIBIC

mez6kon szerepld babuk szamét a tablan levikeébdl, akkor B 2 ’; g C

ennek paritasa nem valtozik akarhogy is léplnk. Ugyanez
igaz a B-vel és C-vel jelolt mezdkre is. 10. &bra.

Ha kezdetben minden mez6 foglalt, csak a kdzéps6, B-vel jeldlt nem, akkor 12
mez6 foglalt minden betdvel jelolt kdzil. 36— 12 = 28, vagyis a kiilénbség paros
mindharom esetben. Ez a jaték sordn nem is fog valtozni. Ha az utolsé babu a
kozépsd, B mez6n maradna, akkor a harom kilonbség kozll csak egy lenne paros,

a masik kettd paratlanna valna, ami lehetetlen. igy belattuk, hogy a francia tablan
nemcsak az alapfeladvany megoldhatatlan, hanem mindegyik, ahol kezdetben a
kozépsé mez6 Ures egyediil, s6t az is kévetkezik az eddigiekbdl, hogy akarmelyik
B-vel jelolt mez6 Gres kezdetben, megoldhatatlan feladvanyt kapunk.

Mi a helyzet abban az esetben, ha egy A vagy C jelG mez6 Ures kezdetben?
llyenkor megoldhaté az inverz feladvany? Ebben az esetben, ha 36 babu van a
tablan, akkor 13 B jel(i mez6 foglalt, és 11 A, illetve 12 C jell (vagy forditva,
12 A és 11 C jeld). A harom kulénbség kozul kettd paratlan, egy pedig paros. Ez
lehetséges a megoldott tablan is, mert a végén egy babu esetén is ugyanez a helyzet.
Az is kdvetkezik az eddigiekbdl, hogy ha kezdetben A jel(i mez§ volt ures, akkor a
végén C jellin maradhat csak babu, és forditva. Vagyis sosem oldhat6 meg az inverz
probléma.

Az el6bbi okfejtések mind csak sziikséges felté-
telei a megoldhatdsagnak. Az eddigiek alapjan az is
elképzelhetd, hogy semmilyen kezdé allasbol, ahol
csak egy ures mez§ van, nem érhet6 el az, hogy
csak egyetlen babu maradjon a tablan. Szerencsé-
re ez nincs igy. Van néhany (szimmetridktol elte-
kintve minddssze harom) mez8, amelyek kozil kez-
déskor egyet Uresen hagyva, megoldhaté feladvanyt
kapunk. Ezek kozll lassunk egyet, a megoldast is
bemutatva a mar megismert 6nmegsemmisito alak-
zatokkal, lasd 11. abra.

Az abran S jeldli a kezdetben tires mezét, C pe- 11. abra.
dig azt, ahova a végén érkezik az utolsé babu.

Lattuk, hogy a francia tablan nem megoldhat6é az inverz probléma, semelyik
kezdetben lres mez6 esetén sem. Van-e olyan tabla, ahol akarmelyik mez6 re-
sen marad, és megoldhaté az inverz feladvany? Belathato, hogy az angol tabla is
ilyen, de vajon létezik-e kisebb, egyszer(ibb? George Bell és tarsai szamitogépes
elemzésekkel megtaléltak a legkisebb, négyzetes szimmetridval rendelkez6, minden
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mezére megoldhat6 tablakat. Erdemes ezeken is kiprobalni az inverz feladvanyokat,
komolyabb elméleti hattér nélkul is megoldhatdak.

12. abra

| | Gyakorlé feladatsor
| | emelt szint(i matematika érettségire

1. Oldja meg a val6s szamok halmazan az alabbi egyenleteket.
a) L 2x+1 _ 3xX+5

x—1 x+1 x2-1'
b) cos2x +2sinx+3=0. (5 pont)

Gal Péter
Budapest

l. rész

(5 pont)

V_
2. Adott az f(X) = |x+1|, (x [R), ésag(x) = x—2, (x [R] x COJfiiggvény.
a) Adja meg a g(x) fuggvény inverzének értelmezési tartomanyat és hozzaren-
delési utasitasat. (4 pont)
b) Abrazolja az f - g fiiggvépy; grafikonjat a [0, 16] intervallumon. (5 pont)
(Az T - g korabbi jeldlése: £ g(x) .)

c) Hatarozza meg a g - T fliggvény 6sszes zérushelyét. (4 pont)
3. Egy szabdlyos tetraéder adott cstcsabdl indulé élei-

‘k nek a csucshoz kézelebbi harmadolopontjain &tmené sikkal
<7 lemetszettiik a test cstcshoz kozelebbi részét. Mindegyik

cslicsnal elvégeztik ezt a csonkolast, és az abra szerinti, 10
cm éll poliéderhez jutottunk.

4 } a) Mekkora a poliéder felszine és térfogata? (9 pont)
‘l b) Mekkora szdget zar be egymassal egy hatszog és egy
1 vele szomszédos haromszdglap? (5 pont)
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4. Dontse el az aldbbi A), B), C) allitasokrdl, hogy igazak, vagy hamisak.
Valaszait indokolja!

A) Egy haromszog sulypontjat a csucsokkal 0sszekdtd szakaszok olyan kisebb

haromszdgekre bontjak a haromszdget, amelyek teriilete egyenlé. (6 pont)

B) Nincs olyan racionalis egyltthatdju masodfok( egyenlet, amelynek egyik

gyoke raciondlis, a masik irracionalis szam. (4 pont)

C) Ha egy adott év napjaibdl kivalasztunk 30-at, nem biztos, hogy lesz kozottik

legaldbb 6t olyan, amelyik a hét ugyanazon napjara esik. (4 pont)
Il. rész

5. Az a, szamsorozat elsé tagja a; = 1, és a masodik tagtol kezdve minden tagja
kiszamithatd a kovetkez6 rekurziv képlet segitségével: an+1 =an +2n.

a) lgazolja, hogy an, =n?—n+1. (3 pont)
b) Hatarozza meg az {an} sorozat els6 11 tagjanak medianjat, alsd és fels6
kvartilisét. (2 pont)

c) Bizonyitsa be (teljes indukciéval vagy mas maédszerrel), hogy az {an} sorozat
elsé n tagjanak osszege: O, O
n n-+2

Sh= — (6 pont)
. P e (. -
Valasztunk egy n < 1000 pozitiv egész szamot, majd képezzilk az a, sorozat
elsé n tagjanak atlagat.

d) Mennyi a valo6szinisége, hogy a kapott atlag egész szam, ha minden n < 1000
pozitiv egész kivalasztasanak ugyanakkora a valdszin(isége? (5 pont)

6. A H halmazt azok az 6tpontl egyszerd grafok alkotjak, amelyek pontjai egy
adott konvex 6tszég A, B, C, D, E cslcsai.

a) Hany eleme van H-nak? (3 pont)
b) Rajzolja le az dsszes H-beli harom élG grafot, amelyek paronként nem izo-
morfak egymassal. (5 pont)

¢) Hany olyan graf van H-ban, amely 6sszefliggé és van benne kér? (8 pont)

7. Az orig6 kdzéppontld 5 egység sugart kdéron az olyan pontok, amelyeknek
mindkét koordindtaja egész szam, egy korbeirt sokszdget hataroznak meg.

a) Mekkorék a sokszdg szdgei? (8 pont)

b) Szamitsa ki az y tengely azon pontjainak méasodik koordinatajat, amelyek-
bél az A(4;5) és B(8;—3) pontok &ltal meghatérozott szakasz 45°-0s szdgben lat-

szik. (8 pont)
. 1, 1,1 L S

8. a) lgazolja, hogy az f(x) = Zx - Ex + 2 (x [R) fuggvény grafikonjanak

nincs kozds pontja az x tengellyel. (2 pont)

b) Hatarozza meg az f(x) fluggvény globélis és lokalis szélsGertekhelyeit és

széls6értékeit. (6 pont)
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¢) Mekkora annak a zart, korlatos sikidomnak a terllete, amelyet az f(X)
fuggvény grafikonja, ehhez a grafikonhoz az xo = 2 abszcisszaju pontba hdzott érint6
és a két koordinatatengely bezar? (8 pont)

9. a) Egy kereskedelmi vallalatnak a vasarlok palackvisszavaltasi szokasairol
készitett felmérésén 500 olyan vasarldt kérdeztek meg, akik hasznaltak a visszavaltd
automatat. A visszavalté automatéan a visszajaré 6sszeget A) Bolti utalvany, B)
Banki utalas, C) Jotékonysagi felajanlas kozul az egyiket kivalasztva lehet kérni.
398-an az A), 100-an a B) és 2-en a C) lehet@séget jeldlték meg.

a) Mennyi a val6szinlisége annak, hogy az 500 vasarlobdl véletlenszerlen ki-
valasztva 20-at, kozuluk legfeljebb 16-an valasztottak az A) lehetdséget? Az ered-
ményt négy tizedesjegyre kerekitve adja meg. (5 pont)

Az egyik visszavaltd ponton az els6 héten 10000, a kdvetkez6 héten 11000, a
harmadik héten pedig 15000 terméket valtottak vissza. Ezek alapjan késziilt a
mellékelt abra, amelyen a fligg6leges tengely egysége ezer darab terméket jelent.

ezer db .
20 o

15¢ M(2;12).-""
01 .-

-

-
=

-
-
-
-

1 2 3 4 hét

b) Adjon meg egy olyan els6foki fliggvényt, amelynek grafikonja atmegy az
M (2;12) ponton, és amely az x; =1; X =2; X3 = 3 helyen olyan értéket vesz fel,
amelynek az y; = 10; y, = 11; y3 = 15 értékekt6l valo eltérésének négyzetdsszege a
lehetd legkisebb. (9 pont)

A visszavéltott termékek anyaganak tipusat harom csoportba soroltak: a (md-
anyag), b (fém), c¢ (Uveg). A fenti 500 vasarlo kdézil arra a kérdésre, hogy milyen
tipust palackokat szoktak visszavéltani, 380-an az a,b,c; 50-en az a,b; 24-en a
b,c; 10-en az a,c valaszt adtak. Azok szama, akik csak egyfajta terméket valtottak
vissza, 3:2:1 aranyban oszlott meg az a: b: ¢ tipusok kozott.

¢) Hany vasarlénak volt ,,a” tipusi palackja a visszavaltottak k6z6tt? (2 pont)

Németh Laszl6

Fonydd
Megoldésvazlatok a 2025./6. szam
matematika gyakorlo feladatsorahoz
I. rész
1 \/g
1. a) Oldja meg a valds szamok halmazéan a cos gCosx =5 egyenletet.
(5 pont)
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b) Hatarozza meg a px + r.z 28 egyenletben szerepld p, r pozitiv primszamokat,
ha az x, y valés szampar a 3x+y+5=4x—20; x?>+y =29 egyenletrendszer
megoldésa. (7 pont)

v_

3 .
Megoldéas. a) Legyena = %cosx. Ekkor a cosa = > egyenlet megoldasai:

i 11m
=_ +k-21m =" 4].2
o1 6 m, O 6 T,

. . LTt 1! . 11 1in
ahol k, | egész szamok. Eszermtg COSX = 5 + k- 2m, illetve 6cosx = - +1-2m.

. m, ., . p .
A két egyenletb®I ag tényez®vel val6é osztas utan

()] cosx =1+ 12k,
illetve
2) cosx =11+ 12|

kovetkezik. Mivel —1 [Ccabsx [Tlezért az (1) egyenletben csak =0, a (2) egyen-
letben csakl = —1 lehetséges, ezért csakosx =1 vagy cosx = —1 allhat fenn. Az
a) feladat megoldasai tehatx = m -1 (m [Z), behelyettesitéssel ellen®rizzik, hogy
ezek val6ban megoldasok.

b) Az egyenletrendszer masodik egyenletéb®I= 29 — x?, ezt az els® egyenletbe

frva:
—
3 —X2 + 3x + 34 = 4x — 20.

A négyzetgyok értelmezése miatt a (3) egyenletnek csak olyar valés szam lehet a
megoldasa, amelyre—x? + 3x + 34 [014x — 20 [0 kgyszerre teljesiil. A megoldo-
képlet alkalmazésévaIJapjuk, hogy a—x? + 3x + 34 [0 kgyenl®tlenség pontosan

: 3— 145 §+ﬁ,. :
akkor teljesul, ha — =xa > , két tizedesjegyre tortén® kozelitéssel
—4,52 [XI7.b2, a 4x —20 [0 kgyenl®tlenség pedig ax [[5Valés szamokra igaz.
Az x valés szamot tehat az

v__
(4) 5 X1 2145 =7,52

halmazon keressuk. Négyzetre emelve a (3) egyenlet mindkét oldalat, rendezés utan
a 17x? — 163x + 366 = 0 masodfokl egyenletet kapjuk, amelynek megoldasat; =

= % =3,59; x, = 6. Az x; valés szam nem felel meg a (4) feltételnek, ezért nem
megoldas. Azx, = 6 viszont megfelel (4)-nek, ebb®y = 29 — x? miatt y = —7 ko-
vetkezik. Ellen®rizhet®, hogy ax = 6; y = —7 szampar megoldasa az egyenletrend-
szernek. Mivelx = 6; y = —7, ezért apx +ry = 28 egyenlet szerint

5) 6p — 7r = 28.

A p ésr pozitiv primek, és az (5) egyenlet jobb oldalan paros szam all, ezért a bal
oldal is paros, ami csakis Ugy lehet, harr is paros. Eszerintr paros prim, tehat
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r =2, ebbdl (5) alapjan p =7 adodik. A feladat b) részének megoldésa tehat a
p=7; r =2 primszdmokbdl &ll6 szampér.

2. Az alabbi tablazatban felsoroljuk a férfi kézilabda Bajnokok Ligaja 2024-2025-
0s idényének legeredményesebb gollovéi kozil 11 jatékos nevét, klubjat és a szezon-
ban 2024. november 17-ig dobott golok szamat.

név klub golszam

Kamil Syprzak Paris Saint-Germain 112

Dika Mem Barcelona 106

Nedim Remili Veszprém 99

Emil Madsen GOG 98

Omar Ingi Magnusson Magdeburg 98

Mats Hoxer Aalborg 96

Aaron Mensing GOG 93

Niclas Ekberg THW Kiel 92

Mario Sostaric OTP-Bank Pick Szeged 88

Mitja Janc Celje 87

Elohim Prandi Paris Saint-Germain 87
a) Szamitsa ki a tablazatban szerepl6 minta (gdlszamok) terjedelmét, atlagat és
szérasat. (3 pont)
b) Hatarozza meg a gdlok szamanak moduszat (moéduszait), medianjat, az also
és felsd kvartilis értékét, tovabba készitse el a box-plot diagramot. (4 pont)

A felsorolt adatokhoz hozzavesszik a Veszprém csapataban jatszé Ludovic Fab-
regas eredményét. Az § goljainak szama a p kétjegyd primszam, amely a 12 szambdl
all6 adatsor legkisebb eleme. Ha az Gj adatsor alsé kvartilise Q) felsé kvartilise
Q5! akkor azt is tudjuk, hogy 6,5 (Q5'— QD) <p<8,5-(Q5—QD.

c) Hany goélt dobhatott a szezon megadott id6pontjaig a Bajnokok Ligajaban
Ludovic Fabregas? (5 pont)

Megoldas. a) Az adatsor terjedelme: R =112 —87 = 25. Az adatsor atlaga pedig

112+ 106 +99+98+98+96+93+92+88+87+87

X = 96.
% 11
—1
—0R\2 —0R\2 “om2 L1
A szoras értéke: o = (112—96)" + (106 —96)" + ... + (87— 96)" _ 624 = 7,53.

11

b) Az adatsornak két modusza is van, mert a 98-as és a 87-es gblszam keét-

két esetben fordul el6, a tobbi gélszam gyakorisaga 1, vagyis M; =98 és M, = 87.

A tablazatban a 11 gdlszdam nemndvekvd sorrendben van, a median a kdzépsé elem:

Q2 =96. Az als6 kvartilis Q; = 88, mig a felsd kvartilis Qz =99. A legkisebb szamot

Qo-lal, a legnagyobbat Q4-gyel jeldlve az eddigiek alapjén elkészithetjik a box-plot,
mas neveken sodréfa vagy dobozdiagramot:
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QO Ql QZ QB Q4
87 88 96 99 112

Megjegyzés. A Q4 = 112 adat nem kiugré adat, mert az IQR=Q3—Q; =11
félterjedelemmel szamolva 112 < Q3 +1,5- 1QR=99+15-11 =115/5.

c) Mivel p a legkisebb a 12 adat koziil, ezért p [84. Az (j adatsor medianja a

e sz . . . S O 96+93 _
két kozépsO adat, vagyis 96 és 93 szamtani kdzepe, azaz Q5 = > = 94,5. Az
Lo - o - , 88 + 87 -
aj also kvartilis a Q5!nél kisebb elemek medianja, tehat Q= =87,5, az (j
- . , o 99+98
fels6 kvartilis pedig a Q5!nél nagyobb elemek medianja: Q5'= > =08,5.

A feltétel szerint 6,5 (Q5'— Q) <p <8,5-(Q5—QD), ezért Q5'— Q= 11 miatt
6,5-11 <p<8,5-11, vagyis 71,5 <p<93,5. Eszerint p a 72 és a 94 kozé esd
valamelyik primszam lehet. A 72 és 94 kozé esd primszamok: 73, 79, 83, 89. Kozuluk
a 89 nem lehet, mert akkor nem teljestilne, hogy p a 12 tagu adatsor legkisebb
eleme. Ludovic Fabregas gdljainak szdma tehat a feltételek figyelembe vételével 73,
79 vagy 83 lehetett.

Megjegyzés. Fabregas goljainak szama a megadott idészakban ténylegesen 79
volt.

3. a) Mely egész szamok nem tesznek eleget az

g, QX HEX=3) | 15x—4
92 15x—2 Y05 2% —3

o, (30x — 50)

egyenl6tlenségnek? (5 pont)

Legyenek egy haromszdg oldalai 4n —3; 15n —4; 12n+ 4, ahol n pozitiv egész
szam.

b) Milyen n esetén lesz a haromszog derékszdgl, hegyesszog(, illetve tompa-
sz6gd? (8 pont)

. . , . . ; 5
Megoldéas. a) A logaritmus értelmezése miatt 30x —50 > 0, ezért x > 3 Ha ez

teljesiil, akkor nyilvanvalé, hogy 12x+4 >0 és 15x —4 >0, illetve 4x—3 >0 is
igaz, tehat az egyenlGtlenség bal oldalan szerepld tényez6k mindegyike értelmezett.
A kilonb6z8 alapl logaritmusos kifejezések atvaltasi formuldja alapjan az egyen-
I6tlenség igy is irhatd:

o, X+ DEX=3) | 15x—4
92 5x—2 92 % —3

CIaty, (30x — 50).
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Az azonos alapu logaritmusos kifejezések dsszegére vonatkozd azonossag szerint
1 1
(12x+4)(4x—3) 15x—4 _
log, Tox — 4 Ax—3 1oy, (30x — 50),

egyszerdsitve
log,(12x + 4) 1oy, (30x — 50).

Mivel az f(x) = log, x flggvény szigordan monoton névekvl, ezért a fenti egyen-
I6tlenség pontosan akkor teljestl, ha

12x +4 [30x — 50,

innen pedig x [3,vagyis pontosan az x [Zdgészekre nem teljesiil az egyenl6tlenség.
b) Legyen a=4n—3; b =15n—4; ¢ = 12n+4. Nyilvanvalé, hogy minden pozitiv
egész n-re a<h. Megvizsgaljuk, hogy b < ¢ milyen n-re teljesiil. A 15n —4 < 12n+4

egyenl6tlenségbdl azt kapjuk, hogy n < g eszerintn=1vagy n=2. Han =1, akkor

a=1,b=11, c=16, ezek a szamok nem lehetnek egy haromsz6g oldalai, mert nem
teljesul rdjuk a haromszog-egyenl6tlenség.

Ha n =2, akkor a=05, b =26, ¢ = 28, ezekre a szdmokra fennall a haromszdg-
egyenl6tlenség, ilyen haromszdg tehat létezik. Tudjuk, hogy egy (nem egyenld
szaru) haromszdg pontosan akkor hegyessz6g(, derékszogd, illetve tompaszogd, ha a
két kisebb oldalanak négyzetdsszege nagyobb, egyenld, illetve kisebb a legnagyobb
oldal négyzeténél. Mivel 52 + 262 < 282, ezért az a=>5, b =26, ¢ = 28 oldalakkal
rendelkezd haromszdg tompaszogli. A tovabbiakban nyilvanval6, hogy n [C3iatt
4n—3 < 12n+4 < 15n — 4, tovabb& minden ilyen n-re 1étezik haromszdg, hiszen a
4n—3+12n+4 > 15n—4 egyenl6tlenségb6l n +5 > 0 adddik. Eszerint n [C3g¢setén
a haromszog oldalai

(D) a=4n—3<c=12n+4<b=15n—4.

Vizsgaljuk a (4n —3)2 + (12n +4)? [(Ibn — 4)? egyenl6tlenség megoldasait. A md-
veletek elvégzésével és rendezéssel a —65n2 +192n+9 [0 nasodfokl egyenldtlensé-

get kapjuk. A 65n% —192n —9 = 0 egyenlet megoldasai n; = —%; n, = 3. A kapott

értékek kozil n [Cng nyilvan nem lehetséges, az n, = 3 viszont megfelel az n 31
feltételnek és ekkor a=19, h =41, ¢ = 40. Ez a haromszdg olyan derékszég(i harom-
szoget jelent, amelynek befog6i a =9, ¢ =40, atfogéja pedig b =41. Az n=3-nél
nagyobb pozitiv egészekre —65n? +192n + 9 < 0, ezért az is igaz, hogy

(4n —3)% + (12n + 4)? < (15n — 4)?,

azaz a haromszog két révidebb oldalanak négyzetdsszege kisebb a legnagyobb oldal
négyzeténél, vagyis minden n > 3 értékre egyrészt létezik az (1)-nek is megfelelé
haromszég, masrészt minden ilyen haromszég tompaszogl. Osszefoglalva: n =2 és
n > 3 esetén létezik a feltételeknek megfelel6 haromszdg, ezek mindegyike tompa-
szogd, n = 3 esetén a feltételeknek megfelel§ haromszdg szintén létezik és ez derék-
szogU, a lehetséges hdromszodgek kozott tehat nincs egyetlen hegyesszogi sem.
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4. Egy dobozban 10 piros, 13 z6ld és valamennyi kék golyé van. A dobozhol
véletlenszer(en kihtzunk egy golyét.

a) Mennyi annak a valdszinlsége, hogy nem piros golyét hizunk, ha tudjuk, hogy
a kék golyok szdma agy aranylik a nem kék golyok szdméhoz, mint a z6ld golydk
szdma a nem z06ld golyok szamahoz? (3 pont)

Egy matematikaverseny dontéjébe 50 diak jutott. A verseny értékelésekor 1
aranyérmet, 2 ezlstérmet és 3 bronzérmet osztanak ki, egy versenyz6 legfeljebb egy
érmet kaphat.

b) Hanyféleképpen lehetne kiosztani a 6 érmet? (3 pont)

A versenyen az éremmel nem jutalmazott 44 didk kdzul a zsdri altal azonosnak
értékelt jo eredmény alapjan kivalasztanak 20 f6t, kozluk sorsolassal dontik el, hogy
ki legyen az a 6 f6, aki kulondijat kap. A 20 f6 nevét egy-egy céduléra irjék, és a
cédulékat egy dobozha teszik. A dobozhdl véletlenszer(ien és visszatevés nélkil hiznak
6 cédulat.

¢) Ha tudjuk, hogy a sorsolasra kijelolt diakok kozil 8-an az A, 7-en a B, 5-
en a C iskolabol érkeztek, akkor mennyi a valoszinlisége, hogy a kihtzott 6 névhél
legaldbb 2 az A iskola didkja? (8 pont)

Megoldés. a) Legyen a kék golydk szdmd, a feladat szdvege alapjark pozitiv
egész. A feltétel szerint
k 13
23 10+k’
ahonnan a mfveletek elvégzése és rendezés utarka+ 10k — 299 = 0 masodfokd
egyenletet kapjuk, amelynek megoldasak; = 13; k, = —23. A k, = —23 nem meg-
oldasa a feladatnak, ezért csak = 13 lehetséges, igy a kék golydk szamEs. Annak
a valészinfsége tehat, hogy nem piros golyot hizunk:
. 26 13
P (nem piros) = 3% 18
C_ 11
= 50-féleképpen torténhet. Az
I:gll:l
aranyérmes kivalasztasa utan a két eziistérmes kivéllaszté\saA'2 = 1176-féle mo-
I | —

don, ezutan a bronzérmesek kivalasztasa 437 = 16215-féle médon valoésithatd

b) Az egy aranyérem kiosztasa nyilvan 1

meg. A 6 érem kiosztasara tehat 6sszeseB0- 1176 - 16215 = 953 442 000 lehet®-
ség van.

Megjegyzés. Természetesen a gyakorlatban & legjobb diak fogja kapni az ér-
meket, ez pedig nyilvdn nem a kombinatorikai kivalasztasi lehet®ségek szamatol

fugg.
LD,
c) Alkalmazzuk a hipergeometriai eloszlasP (k) = <—EJ= képletét, ahol
n

N =20, K =8, n =6. Szamitsuk ki a komplementer esemény valdszinfségét, tehat
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azt, hogy az n =6 kihdzott cédula koézul pontosan k =0, illetve k =1 esetben
szerepel a cédulan az A iskola didkjanak neve.

ptm 0= S = 2 o pemn = i = 8 o
__6_38760" __6_38760"

A komplementer esemény val6szinlsége tehat P (k =0) +P (k = 1), ezért annak a
valoszinUsége, hogy a kivglasztott versenyzGk—%o6zul legalabb 2 diak az A iskola
tanuldja P(k Cl=1— P(k=0)+P(k=1) , azaz

o4 6336 525
PkI=1—- —— +_—2 =22=0p813
(k L2 38760 38760 646

Il. rész

5. a) Egy pozitiv haromjegy( szam négyzetéhdl kivonva a szam p-szeresét (ahol p
pozitiv primszam), éppen 20%-et kapunk. Adja meg a legkisebb és a legnagyobb ilyen
haromjegy( szamot. (7 pont)

A G; és G, grafok kozos pont nélkili (diszjunkt) fagrafok, a G; grafnak 7q, a Go-
nek 3r csdcsa van, ahol q és r pozitiv primszamok. A G; és G, egy-egy csucsanak
Osszekotésével kapott Gz fagrafnak g - r éle van.

b) Hatarozza meg a G; és G, grafok cslcsainak és éleinek szamat, illetve mind-
két grafban a fokszamok 0sszegét. (9 pont)

Megoldas. a) Legyen a haromjegyl szam x, ekkor a feltétel szerint x? — px =
=20p?, ezért x°> —px —20p?> =0. A p paramétert tartalmazd x-ben masodfoku
egyenlet diszkriminansa D = 81p? > 0, ezért az egyenletnek van val6s megoldasa,
ezek: 9

pP—9p +
= —— = —4p; X = —— =5p.
X1 > p 2 5 p
Az x3 nyilvan nem megoldas, hiszen p >0 és x > 0. Mivel x haromjegy(, ezért azt
is tudjuk, hogy 99 < 5p 999, ez azt jelenti, hogy

©) 19,8 <p [T99,8.

A (3)-nak megfeleld legkisebb primszam p = 23, a legnagyobb pedig p = 199. A fel-
tételeknek megfeleld legkisebb szdm tehat x =523 =115, a legnagyobb pedig x =
=5.199 = 995. A kapott értékek a feladat minden feltételének megfelelnek.

b) A G; és G, grafnak nincsen kozds cslcsa, tehat nincs kozos eluk sem. A Gy
fagrafnak 79 —1, a G, fagrafnak 3r — 1 szdmu éle van. Ha e két graf egy-egy csucsat
Osszekotjik, akkor az igy keletkez6 Gs is fagraf, tehat 7q — 1+ 3r — 1+ 1 szamu éle
van, ez a feltétel szerint q - r-rel egyenlé: 7q—1+3r—1+1=q-r. Rendezés utan
atalakithat6 3r—1=q- (r —7) alakba, ahol r & 7, mert akkor az egyenlet jobb
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oldaldnak értéke 0, a bal oldal értéke 20 lenne. Ezért oszthatunk r —7-tel, igy

-1 . s " —7)+2
3r_7 =q, illetve tovabbi &talakitassal w

=, vegul

4 3+—— =q.

©) 5 =4

A (4) egyenlet jobb oldala pozitiv egész, tehat r — 7 csakis a 20 oszt6ja lehet. A ne-
gativ osztokat is figyelembe véve a (4) egyenlet alapjan r és q értékeit kiszamitva,
az eredményeket a kovetkez6 tablazatban foglaltuk 6ssze:

r-7| 1} -1} 2|—-2| 4|—-4| 5|-5|10|-10| 20 | —20
r 8 6 9 5|11 3112 2117 | =3 |27 | —-13
q 23| —-17 |13 | -7 | 8| -2 7|—-1]| 5 1| 4 2

A tablazat alapjan lathatjuk, hogy a feladat minden feltételének csak az r = 17;
q =5 szampar felel meg. Eszerint a G; fanak tehat 7q = 35 cslcsa és 7q — 1 = 34 éle,
mig a G, fanak 3r =51 cslcsa és 3r —1 =50 éle van, igy a G; fa fokszamdsszege
68, a G, faé pedig 100. Ekkor az dsszekotéssel kapott fagrafnak 35+ 51 = 86 cslcsa
és 85 éle van, igy valdban teljesill, hogy 85=5-17.

6. Egy sik egy egyenesén felvettliink 28 pontot. Ezen kivil felvettiink még a sikban
7-nél tobb, az egyenesre nem illeszkedd pontot Ugy, hogy a sikban az egyenesen levé
28 pont kivételével semelyik harom pont nincs egy egyenesen.

a) Hany pontot vettiink fel az egyenesen kivil, ha az dsszes felvett pont segitsé-
gével megrajzolhatd egyenesek szama 4037 (7 pont)

Felveszlink egy kérvonalon n darab kilonbdz6 pontot, ahol n = 4. Jeldlje A, B,
illetve C azt, hogy rendre hany egyenest, haromszoget, illetve négyszdget hataroz
meg az n pont.

b) Lehetséges-e, hogy A+ B = C? (Allitasunkat indokoljuk.) (9 pont)

Megoldas. a) Legyen az egyenesen kivil felvett pontok szama k, a feltétel
szerint k > 7. Szamoljuk &ssze az o6sszes felvett pont segitségével megrajzolhaté
egyeneseket: a k darab pontot az egyenesen lev6 28 ponttal 6sszekdtve 28k egyenest
kapunk, ehhez hozza kell adni a 28 pontot tartalmaz6 egyetlen egyenest és azokat

az egye , amelyek a k darab pont kozul kettét kivalasztva jonnek létre, ezek
. k-(k—1) I . k-(k—1) «
szama = ——~. Felirhatjuk tehéat, hogy 28k +1+ —————= =403, ebbdl

2 2
a mveletek elvégzésével és rendezéssel a

k? +55k —804 =0

masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek megoldasai k; = —67 és k, =12. A k;
nyilvan nem megoldas, a k, = 12 viszont megfelel a feltételeknek. Eszerint 12 pontot
vettiink fel a 28 pontot tartalmazd egyenesen kivil. Szamolassal ellendrizhetjuk,
hogy az igy felvett pontok segitségével valdban 403 egyenest rajzolhatunk meg.
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b) Mivel az n darab pont egy kdrdn van, ezért semelyik hdrom pont nem esik egy
egyenesre, de akkor semelyik négy pont sem. Ugyanakkor barmelyik harom pont
altal alkotott haromszoget tekintjiik, annak egyetlen belsé pontja sem eshet egybe
a megmaradt n— 3 pont egyikével sem. Ugyanigy barmely kivalasztott (konvex)
négyszog belsé pontjai nem tartalmazzak a maradék n—4 pont koézil semelyiket.
llyen feltételek mellett barmely két pontot kivalasztva egy olyan egyenest kapunk,
amelyen nincs tovabbi pont a felvettek kozll, illetve barmelyik harmat kivalasztva
haromszdget, bérmelyik]_iél%t kivalasztva (konvex) négyszdget kapunk. All_ekﬁei;'

) , n n-(n—1) , . ; , n
séges egyenesek szama ) = — a lehetséges haromszdgek szama 3 =
n-(n—=1)-(n-2) n-(n—1)-(n—2)-(n—3)
= 3 , Végul a négyszdgek szdma = o .

Az A+ B = C egyenl8séghez tehat az

@) n-(r12—1)+n-(n—1g-(n—2) _ n-(n—l)-(24—2)-(n—3)

egyenlet lehetséges megoldasait kell keresniink. Mivel n=4, ezért nE0és ng81,

tehat (3) mindkét oldalat oszthatjuk az n-(n— 1) kifejezéssel. igy kapjuk az % +
. n—2 _ n—2)-(n—3)
6 24

egyenletet, ahonnan a miveletek elvégzésével és rende-

V__ v__
) , f 9— 73 9+ 73
zéssel N2 —9n+2 = 0. Az egyenlet val6s megoldasai n; = T; n, = 5
A kapott két megoldas egyike sem egész szam, ezért a feladat feltételei mellett
A+ B = C nem teljesulhet.

7. A derékszogli koordinatarendszerben felvettik az A(3;—4), B(8;1), C(6;5),
D(—1;—-2) és P(—2;1) pontokat.

a) Bizonyitsa be, hogy az 6t pont egy korén van. (4 pont)
b) Mutassa meg, hogy az ABCD négyszog trapéz és szamitsuk ki a trapéz teri-
letét. (4 pont)

Tekintsilk azt az f: R - R; f(x) = ax? + bx + ¢ fliggvényt, amelynek grafikon-
ja athalad az A, B, C pontokon, valamint azt a g: R - R; g(x) =dx®+ex+ f
fuggvényt, amelynek grafikonja athalad az A, C, P pontokon.

¢) Hatarozza meg a két grafikon altal bezart terilet nagysagat. (8 pont)

Megoldés. a) Azt fogjuk igazolni, hogy a BCD haromszdg korulirt korére il-
leszkedik az A és a P p%. A BC szakasz felez6pontja az F1(7;3), a CD szakasz

. . 3 — g T )
felez6pontja az F; E; 3 pont. A BC koordinatdi BC(—2;4), ezért a BC egyenes
egy iranyvektora Vgc(—1;2), ez a BC felezémerélegesének egy normalvektora.

Hasonléképpen a CD vektor koordinatai CB(—7;—7), igy CD egyenes egy irany-
vektora Vcp(1;1) és ez a CD felez6merélegesének egyik normalvektora. A BC
szakasz felez6mer6legesének egyenlete: —x +2y = —1, a CD szakasz felez6mer6-
legesének egyenlete pedig x +y = 4. Az egyenletrendszer megoldasa x =3; y =1,
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ezért a BCD héromsz\b}; korulirt kérének kdzéppontja az O(3;1) pont, a korulirt
kor sugara R=0D = 42+ 32 =5, vagyis a korulirt kor egyenlete

(€] (x—3)*+(y—1)*=25.
Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy mind az A(3;—4), mind a P(—2;1) pontok
koordinatai kielégitik az (1) egyenletet, ezért az 6t pont valéban egy kéron van.

b) Az AB egyenes iranyvektora AB(5;5), a CD egyenesé CD(—7;—7), a két
egyenes iranytényezdje egyarant 1, ezért az ABCD négysz0g trapéz, amelynek
parhuzamos oldalai AB és CD. A trapéz csucsai az (1) kéron vannak, ezért ABCD
hartrapéz. Kiszamitjuk a trapéz AB és CD alapjainak hosszat:

—1 v —1

A CD egyenes egyenletét felirjuk a T cp(—1;1) normalvektora segitségével: —x +
+y+1=0, ennek az egyenesnek és az A(3;—4) pontnak a tavolsaga a trapéz
magassaga:

@ o E—l) 343 (-4 +1 Et 3\/2

2

A (2) és (3) osszefliggések segitségével a trapéz tertletképletét hasznalva Tagcp =
= 36.

c) Az A, B, C pontok megfelel§ koordinatait behelyettesitve az y = ax? +bx+c
egyenletbe a

4) —4=9a+3b+c; 1==64a+8bh+c; 5=36a+6b+c,

egyenletrendszert, az A, C, P pontok koordinatait beirva az y = dx? +ex+f
egyenletbe a

(5) —4=9d+3e+Tf: 5=236d+ 6e +f; 1=4d—2e+T,

egyenletrendszert kapjuk.

ol PN WA O
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A (4) egyenletrendszer megoldasa a = —1; b =12; ¢ = —31, az (5) egyenletrendszer

. 1 , 1
megoldasa pedig d = 5 e= —g; f=—4 Azy=—x?+12x—3lésazy= Ex2—

- Ex— 4 parabola két k6z6s pontja A és C, elhelyezkedésiiket szemlélteti az abra.

Eszerint az y = %xz - %x—4 parabolara a D pont is illeszkedik, ez szamitassal
igazolhatd, de a feladat tovabbi részéhez nem kell felhasznalnunk.

A két parabola kozé zart terilet:

E1—] —
Ll 3., . 27 145,27, e
T= fX)—g(x) dx= —oX T+ —X—27 dx= —-X"+—x"—27x =
2 2 2 4 3
3 1 27 3 1 27 27
= —_. 3+7. 2 _ .p—- —=. 3+7. 2 _ . = =
> 6 7 6°—27-6 5 3 ) 3°—-27-3 ) 6,75.

8. a) Hatarozza meg azokat az n természetes szdmokat, amelyekre teljestl az
n! > 3" egyenlétlenséy, és azokat is, amelyekre az egyenl6tlenség nem all fenn.

(5 pont)
Legyen n > 1 pozitiv egész szam és definialjuk az an, illetve b, sorozatokat a
kdvetkez6 modon: C 11 11
. = n ., n. b = 2n
n 2 3 1 n — 3

. . a _— ; ,,
b) Bizonyitsa be, hogy a ¢, = b—n sorozat szigorian monoton csokkend. (7 pont)
n

A d, mértani sorozat els6 tagja di = 24, kvéciense qq = ==, az e, mértani

22
sorozat els6 tagja e; = 21, kvéciense ge = 2"
Jeloljik a dy +dy +dz+...+dn +..., illetve e; +e, +e3+...+e, +... végtelen
Osszegeket Sy-vel, illetve Se-vel.
c) Szamitsa ki az Sq + Se 6sszeg pontos értékét. (4 pont)

Megoldas. a) Szamologép segitségével megallapithatjuk, hogy az n! > 3" egyen-
I6tlenség nem teljestl az n <6 természetes szamokra. Az n =0 esetén ugyanis
n! =3", a tobbi esetben pedig n! <3". Ha n =7, akkor n! =5040 és 3" = 2187, erre
igaz, hogy n! > 3". Teljes indukcidval igazoljuk, hogy az n! > 3" egyenl&tlenség min-
den n [ kermészetes szadmra fennall. Az el6z8 szadmitasunk szerint n = 7-re igaz
az egyenl6tlenség. Tegyilk fel, hogy az egyenl6tlenség valamely k = 7-re teljesil,
vagyis

@ Kl > 3K,

Szorozzuk be az (1) egyenlétlenség mindkét oldalat a pozitiv (k + 1)-gyel, ekkor
(k+1)-k!>3%.(k+1), és mivel nyilvanval6, hogy k > 7 esetén k + 1> 3, ezért
(k+1)! > 3K. (k+1)>3k*1 Eszerint, ha k > 7, akkor a k! > 3% indukcios feltevés-
b6l kovetkezik, hogy az egyenl6tlenség k + 1-re is teljestil. Osszegezve: az n! > 3"
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egyenlétlenség nem all fenn a H =£0,1,2,3,4,5,6g halmazba tartoz6 n szdmokra,
de minden n 7 Xermészetes szamra teljesul.
I%I]:I |:r|1 —1 I%L 1 1
b) A binomidlis egyutthaték tulajdonsaga, hogy K + = ,

k+1 k+1
ezért
CIriC T i1 1
n n n+1
@) + = :
2 3 3
C1 [
n+l M+l n(n 1) (n 2 _(n+1) n (n 1)
3 3l (n 2)! B 6 ’
vagyis
©) aq = 0D 2 D
U Kk |:_|2n @n 1) @n 2y 2n 3 _4dn(@n 1) (n 1) .
gyanaxkor - 3l (2n 3)! - 6 19y
@ bn:4n (n 1) (2n 1).

6

(3) és (4) alapjan a c, sorozatra az n > 1 feltétel figyelembevételével felirhatjuk,
hogy

n+1
5 Ch = .
©) "“8n 4
Ekkor
n+2 n+1 12
Ch+1 Ch = =Cn+1 Cn

8n+4 8n 4 ~(@n+a@En 4

Az n>1 feltétel miatt (5) nevezdje pozitiv, tehat a jobb oldal értéke minden n
természetes szdmra negativ, vagyis ch+1  Cnh <0, azaz minden n-re Cn+1 <Cp, €zért
a , N ) g
acp= b—” sorozat val6ban szigordan monoton csdkkend.
n
c) Mivel a két mértani sorozatban 0 <qq<1és 0<qe <1, ezért a d; +d, +
+d3+...+d,+... és az e; +e, +e3+...+e,+... végtelen dsszegek léteznek.

. . . B} ) . 24 21
A végtelen meértani sor Gsszegképlete szerint Sy = ——; Se = 1 B ahonnan
2 15

22
egyszerd szamitéssal kapjuk, hogy Sq +Se =33 +66 = 99.
9. Az ABC derékszogl haromszdg befogéi BC =a, CA =1, atfogéja AB =c¢

hosszUségu, tovdbba BAC [[=115°. A derékszdgl haromszoget megforgatjuk a BC,
illetve a CA befogd egyenese korul.

a) Hatarozza meg a keletkezett két forgastest térfogata ardnyanak pontos ér-
tékét. (6 pont)
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Az ABC hegyessz6gli haromszégben BC =a, CA =bh, AB =c¢, az oldalakra
teljesil, hogy a <b <c¢. A haromszdget megforgatjuk el6sz6r az a, majd a b, végul
a c oldalegyenes korul. A keletkezett forgastestek térfogata ebben a sorrendben egy
szamtani sorozat harom szomszédos tagja.

b) Bizonyitsa be, hogy a b oldal hossza harmonikus kbzepe az a és c oldal
hosszanak. (10 pont)

Megoldas. a) A BC korili forgataskor olyan egyenes kupot kapunk, amelynek
alapja egy b sugart kor, magassaga a, igy térfogata

b?-m-a
(1) Va: 3 1

a CA befogé egyenese korul térténd forgataskor kapott egyenes korkip alapkorének
sugara a, magassaga b, ezért térfogata

az-m-b

2 Vp = 3

(1) és (2) alapjan a két kup térfogatanak aranya % = g. A g pontos értékének
b

megallapitdsahoz hasznéaljuk fel az 1. abrat, amelyen az ABC haromszog korilirt
kérének kozeppontjat O-val, a C-bdl hizott magassdgat m-mel, a magassag talp-
pontjat T-vel jeloltik.

BT
c
a O
I 15° 15°
C b A
1. &bra

A Kkorulirt kér sugara nyilvan OA =0B =0C = % a feltétel miatt OCA =

= CAO [=115°, ez pedig az OCA haromszog kiils6 szégére vonatkozé tétel szerint
azt jelenti, hogy COT [=130°. Ebbdl azonnal kévetkezik, hogy a COT derékszog(i

haromszdg egy félszabalyos haromszdg, vagyis % =2m, ahonnan

€)) m= .

Az ABC haromszdg kétszeres teriiletére igaz, hogy a-b=c-m, tehat (3) alapjan
2
a-b= CZ vagyis ha alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt, akkor

4) a® +b? = 4ab.

Lo fe A s b .
Osszuk el a nemnulla a?-tel (4) mindkét oldalat, és valasszuk az x = 3 helyettesi-

tést. Ekkor a (4) egyenletbdl rendezés utan az x> —4x + 1 =0 egyenletet kapjuk,
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_ V_
amelynek megoldésai x; =2— 3; X, =2+ 3. Az x; nem megoldésa a feladat-
nak, mert az ABC haromszdg szdgeire megadott feltételek miatt b > a, azaz x > 1,

V_
ugyanakkor x; < 1. Eredménylnk tehat az, hogy g =2+ 3 és emiatt % = g =
b

v_

=2+ 3.

b) Mivel a hdromszog hegyesszog(, ezért mindharom oldalahoz tartozé magassa-

ga a haromszdg belsejében halad, jeldljiuk az a, b, ¢ oldalakhoz tartozé magassagokat

rendre my-val, my-vel és m¢-vel. Tekintsiik a 2. abrat, amelyen az m, magassagot
abrézoltuk.

A C B
2. abra

Ha a haromszdget megforgatjuk a BC oldal koril, akkor a keletkezett forgastest
két, kozos alaplapu kap lesz, ahol a két kup kozos alaplapja egy mg sugar kor,
a kupok magassaga az abra jeldléseivel BA; = X, illetve A;C =a—x. A két klp
térfogatanak 6sszege ezért

m2-m-x mi-m-(a—x) _mi.m-a
V — a + a — a .
®) 2 3 3 3

Hasonl6an kapjuk, hogy a b, illetve c oldal korili forgataskor keletkez§ két-két
forgaskup térfogata:

2, 7.
(6) Vb:mbinb,

3
illetve

2.1,
) Vo= T2

A feladat feltétele szerint a Vg, Vi, Ve szamok ebben a sorrendben egy szamtani
sorozat szomszédos tagjai, ezért 2Vy, =V, +V,, igy (5)-(6)-(7) alapjan

2 2 2
mb-n-b:ma-n-a+mc-n-c

2 3 3 3
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Ebbdl az egyszerdsitések utan
(8) 2mZ-b=mZ-a+m?.c

kovetkezik. Az ABC haromszdog T teriletének kétszeresére érvényes, hogy

2T =a-mg=h-my=c-m, ezt figyelembe véve (8) atalakithatd: 2-2T -my =
) 2T 2T 2T oz

=2T -mg+2T ‘m¢, €saz my = ?; mp = T; me = o egyenldségeket alkalmazva

8T2 4T? 4T? . . 2 1 1 g L

5 = e + —~ innen egyszerdsitéssel kapjuk, hogy b = 3 + o ebbdl pedig at-

alakitas utan b = T, tehat a b oldal hossza valéban harmonikus kézepe az a és

141
a C
c oldalak hosszanak. Ezzel a bizonyitast befejeztik.
Biro Balint
Eger

Matematika C gyakorlatok megoldéasa

C. 1833. Oldjuk meg az

a+c=bh,
a®—c=b?,
a+b=c®

egyenletekbdl allé egyenletrendszert, ha a, b, ¢ természetes szamok.
Javasolta: Biré Béalint (Eger)

1. megoldas. Az egyenletrendszer elsé két egyenletének ésszeadasaval a+ a =

=b? +h, a kapott egyenlet mindkét oldalahoz b-t adva
a+b+a®>=hb%+2b.
A harmadik egyenlet szerint a+b = c3, ezért
ad+c®=p%+2b.
Alkalmazzuk az a® +c® = (a+c)(a® —ac + ¢?) azonossagot, ezzel az el6z6 egyenlet-
b6l (a+ c)(a? —ac + c?) = b? + 2b adddik, ebbdl pedig
b(a? —ac +c?) = b? + 2b. @)

Ha az (1) egyenletben b =0, akkor a feltételek és a+c="h miatt a=0 és c=0.
Szamolassal ellen6rizhetd, hogy az

a=0, b=0, c¢c=0
szdmharmas megoldasa az egyenletrendszernek.
Ha b & 0, akkor oszthatunk vele, igy (1)-b6l az a®> —ac+c®>=b+2=a+c+2,
ebbdl pedig az a2 —a+ c? —c—ac = 2 egyenletet kapjuk.
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Ekvivalens atalakitassal (a—1)?+(c—1)>+a+c—ac—2 =2, illetve
(a—1)?+(Cc—1)2+a+c—ac=4. )
Az a® —a+c? —c—ac = 2 egyenletbdl az is kovetkezik, hogy (a—c)>+ac=a+c+2,
azaz (a—c)>—2=a+c—ac.
Ezt beirva a (2) egyenletbe
@a—-1)>%+(c—1)>%2+(a—c)>=6. ©)
Harom négyzetszdm 6sszege csak Ugy lehet 6, ha az egyik négyzetszdm 4, a
masik kett6 1, ezért harom esetet kell megvizsgalnunk:

0) @—-1%2=1, (c—1)%*=1, (a—c)?=4,
(i) @—-12%=1, (c—1)?2?=4, (a—c)?>=1,
(iii) @a—-1%=4, (c—1?=1, (a—c)*>=1.

Az (i) esetben csak a=0, ¢ =2 vagy a=2, ¢ =0 lenne lehetséges, ellenkez6 esetben
nem teljesil az (a—c)? = 4 egyenldség.
Azonban sem a=0, ¢ =2, sem pedig a=2, ¢ =0 nem ad megoldast, mert az

elébbi ellentmond az eredeti egyenletrendszer masodik, utdbbi a harmadik egyen-
letének.

Az (i) csak ugy volna lehetséges, ha a=0 vagy a =2, illetve c =3 vagy ¢ = —1.
Az ezekbdl képezhetd négy szdmpér kozil nyilvdn nem felel meg az a kettd, amely-
ben ¢=—1, a masik ketté kozil csak az a=2, c=3 felel meg az (a—c)>=1
feltételnek. Ebbdl azonban b =5 kdvetkezne, de az a=2, b =5, ¢ = 3 szdmharmas
nem felel meg az egyenletrendszer masodik és harmadik egyenletének.

Végil az (iii) eset els6 két egyenlete szerint a= 3 vagy a = —1, illetve ¢ =0 vagy
c=2.

Az innen kaphat6 négy szampar kozil az a = —1-et tartalmazé két par a feltétel
miatt nem ad megoldast. Az a =3, ¢ =0 szampar sem megoldas, mert ellentmond
az eredeti egyenletrendszer harmadik egyenletének.

Az a=3, ¢ =2 szamparbdl b =5 adddik, és az a=3, b =5, ¢ =2 szdmharmas
kielégiti mindharom kiinduld egyenletet.

Minden esetet megvizsgaltunk és azt kaptuk, hogy az egyenletrendszer mindha-
rom egyenletét csak az

a=0, b=0, ¢c=0; a=3, b=5 c¢=2
szamharmasok elégitik ki.
(A honlapon lathaté 1. megoldas)
2. megoldas. Kifejezziik a és b értékeét c segitségével. Az els6 egyenletbdl a=b—c,
ahonnan a harmadik egyenlet segitségével b —c+b =c3, azaz 2b = c3 +c, és ezért
cS+c c—c

b= ; = 4
5 a=— 4

A (4) kifejezéseket visszahelyettesitjik az egyenletrendszer mésodik egyenletébe:

T
7 T o
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ahonnan a miveletek elvégzésével és rendezéssel

®—3c’+3c®—c B +2ct+¢?
8 et
ebbdl 8-cal vald szorzassal és nullara rendezéssel
¢®—3c” —2¢8 +3c® —4c* — ¢ —2¢> —8c = 0. (5)

Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy az (5) egyenletnek ¢ =0 és ¢ = 2 megoldasa,
amibdl polinomosztés segitségével

[
cc—2) ¢’ +2c8+c®>+3c3+2c?+3c+4 =0 (6)
kovetkezik.

A (6) osszefliggésben lathat6 zardjeles kifejezés értéke legaldbb 4 barmely c
természetes szam esetén, ezért nem lehet 0. Eszerint csakis ¢ =0 és ¢ = 2 lehetséges.
A kapott két szdmnak (4)-be vald helyettesitésével adédik az egyenletrendszer két
megoldésa:

a=0, b=0, c¢=0; a=2, b=5 c=2
Az eredeti egyenletrendszer egyenleteibe helyettesitve ellenérizhetjik, hogy ez a két
szdmharmas valoban megoldésa az egyenletrendszernek.

Kallos Klara (Nyiregyhaza, Szent Imre Kat. Gimn., Alt. Isk., 7. 0. t.)

Megjegyzés. A helyes és teljes megoldasok jelentds része a 2. megoldas valami-
lyen valtozatanak megfelel6 volt, a versenyz6k koziil néhanyan az 1. megoldashoz
hasonld dolgozatot adtak be.

A feladatra 189 megoldas érkezett, ebbdl 35 dolgozat a maximalis 5 pontot, 17 dolgozat
4, 12 dolgozat 3, 40 dolgozat 2 pontot, 64 dolgozat 1, végll 19 dolgozat 0 pontot kapott.
Két bekulddtt munkéra a javitd a ,,nem versenyszer(i” mingsitést adta. A sziletési datum,
vagy a szul6i nyilatkozat hianya miatt 14 versenyzd pontszama nem szamitott bele a
pontversenybe.

I_ _I A K pontversenyben kit{zott gyakorlatok
ABACUS-szal kdz6s pontverseny
9. osztalyosoknak

869 873.
| ' ( )

K. 869. Ot nem feltétlenill killonb6z6 egész szam atlaga 69, medianja 83, mo-
dusza 85, a szdmsor terjedelme 70. Melyik a mésodik legkisebb szdm az 6t szdm
kozul?

K. 870. Hogyan lehet 5 ugyanakkora négyzetet legfeljebb 5 egyenes vagéassal at-
darabolni egy nagy négyzetté? (A vagasok soran a darabokat nem helyezhetjiik
egymasra, és egy vagassal egy alakzatot vaghatunk ketté.) Adjunk meg egy megol-
dést.

K. 871. Hany pozitiv egész szam van, amely 3-as szamrendszerben felirva 4-
jegyd, a 4-es szamrendszerben felirva 3-jegy(i?
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K/C. 872. Irjuk be az dbra a, b, ..., g bet(-
vel jeldlt tartomanyaiba az 1, 2, 3,4, 5,6 és 7
szdmokat ugy, hogy a harom kérben a szdmok
dsszege ugyanannyi, az a pedig négyszetszam

legyen. Mennyi lehet ez az dsszeg? Keressik
meg az 6sszes megoldast.

K/C. 873. Nyuszi hat kilonbozd zletfelének irt levelet, boritékokat is meg-
cimzett hozzajuk. Aztan az egész paksamétat Tigris kezébe nyomta, hogy tegye a
boritékokba a leveleket és adja mindegyiket postara, mivel Tigris kordbban tébb-
sz0r hangoztatta, hogy legjobban a tigrisek tudnak leveleket postara adni. Azonban
ez csak dicsekvés volt — Tigris igazdbol meglehetésen hadildbon all a betlikkel —,
igy a hat levelet taldlomra fogja beletenni a boritékokba. (Az azért sikeril majd
neki, hogy minden boritékba pontosan egy levelet tegyen.) Hany olyan lehet6ség
van, amikor pontosan két boritékba keril megfelel6 levél?

L1

Bekuldési hataridd: 2025. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

L1

A C pontversenyben Kit(izott gyakorlatok
(872-873., 1868-1872.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 872. A szbvegét lasd a K feladatoknal.
K/C. 873. A szbvegét lasd a K feladatoknal.

Feladatok mindenkinek

C. 1868. Claire észrevette, hogy a lakhelye és kedvenc tava kozotti kilométerben
mért tavolsadg a két hely kozotti kerékparozashoz sziikséges, orakban mért id6
négyzete. Egy nap Claire szamara az Ut 4 éraval tovabb tartott, mivel a sebességét
3 km/h-val cstkkentette. Hatarozzuk meg a két hely koézotti tavolsagot.

kanadai versenyfeladat alapjan
C. 1869. A 20 méter oldali ABCD négyzet A cslicsdbol indulé fénysugar vissza-

verédik egymas utan a BC, CD, DA oldalakon és ezutan eléri az AB oldal N
felez6pontjat. Mekkora utat tesz meg az N pontig a fénysugar?

irani versenyfeladat

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/7 431



C. 1870. Egy 10 f6s pingpongversenyen minden versenyzé egyszer jatszik minden
masik versenyzével. A verseny egyik sziinetében a szervezék megallapitjak, hogy ha
két versenyz6 ugyanannyi meccset jatszott eddig, akkor nincs olyan versenyz6, aki-
vel mindketten jatszottak volna. Feltéve, hogy a szlinetig mar tdbb mint 5 mérkdzés
lezajlott, van-e olyan versenyz6, aki eddig pontosan két mérkézést jatszott?

Polygon feladat alapjan (Szeged)
Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1871. Az x?> —6x —4y + 9 =0 egyenletli parabola F fokuszpontjan és egy
tetsz6leges P pontjan &tmend egyenes a parabolat masodszor a Q pontban metszi.
Hatéarozzuk meg a P Q szakasz felez6pontjai mértani helyének egyenletét.

Javasolta: Biré Bélint (Eger)
C. 1872. Peti felirta egy tablara az egész szamokat egytél dtvenig. Egy Iépésben

kivalaszt két szdmot a tablan (a és b), letorli dket, és helyettik felirja a kdvetkez6
képlettel megadott szamot:

a’h — 6a% — 7ab + 42a + 6b — 30.

Ezt a lépést addig ismételgeti, amig csak egy szam marad a tablan. Milyen szam
lehet ez?

Javasolta: Czett Matyas (Zalaegerszeg)
L1

Bekuldési hataridd: 2025. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

L1

A B pontversenyben Kit(izott feladatok
(5478-5485.)

B. 5478. Az ABC hegyesszdgl haromszog stlypontja S, T pedig az A-bél induld
magassag talppontja. A T kezd6pontl TS félegyenes a haromszog koré irt kort V -
ben metszi. Mutassuk meg, hogy S harmadolja a TV szakaszt.

(3 pont) Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)

B. 5479. Legyen d egy pozitiv egész szdm. Mutassuk meg, hogy végtelen sok
olyan pozitiv egészekbdl allé (x,y) szdmpar van, melyre x és y szamtani és mértani
kdzepének kilénbsége d.

(3 pont) Javasolta: Németh Laszl6 (Fonyod)

432 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/7



B. 5480. Az ABC haromszégben ACB [=190°. Jeldlje az AC befog6 felezépont-
jat F, az AB éatfogo felezépontjat pedig G. lgazoljuk, hogy F G Thalész-kére akkor
és csak akkor érinti az ABC haromszogbe irt kort, ha AC = 2BC.

(4 pont) Javasolta: Sztranyék Attila (Budapest)
B. 5481. Bizonyitsuk be, hogy barmely n pozitiv egészre teljestl, hogy
(" [n?-(n?2=1)-(N>=2)-...-(n+2)- (n+1).
(4 pont) Javasolta: Hujter Balint (Budapest)

B. 5482. Kivalasztottunk paratlan sok egész szdmot. Egyet megvaltoztattunk
Ugy, hogy a szamok atlaga 1-gyel nétt, de a szérdsuk nem valtozott. Mutassuk
meg, hogy az eredetileg kivalasztott szamok &tlaga egész.

(5 pont) Berko Erzsébet (Szolnok) javaslata alapjan

B. 5483. Egy pakliban 2n darab k&rtya van n kilénbdzd szinnel, mindegyik
szinbdl egy 1-es és egy 2-es. n jatékos a kdvetkezd kooperativ jatékot jatssza. EI6szor
osszekeverik a 2n lapot, majd mindenki hiz két lapot, amelyeket megmutatnak
egymasnak. Ezutan kodzdsen eldontik, hogy milyen sorrendben dlnek le korben, és
azt is, hogy ki kezd. A jaték folyaman a kér mentén 6ramutaté jarasaval megegyezd
irdnyban sorban raknak le egy-egy lapot, de egy 2-es szamu lapot csak akkor
rakhatnak le, ha abbdl a szinb6l az 1-es méar kordbban le lett rakva. Akkor nyernek,
ha az dsszes lapot lerakjak. Ha valaki a sorra kertilésekor nem tud rakni és még
van lap a kezében, veszitenek. Mutassuk meg, hogy a jatékosok barmilyen kartya
kiosztas esetén tudnak nyerni.

(5 pont) Javasolta: Kocsis Anett és Imolay Andras (Budapest)
a Durer Verseny feladata alapjan

B. 5484. Az ABC hegyesszdg(i haromszdg magassagpontja M, BC oldalanak
felez6pontja pedig F. Az M pontbdl az A-bol indul6 belsd szégfelezére bocsatott
mer6leges talppontja legyen T. Az FT egyenes az AC oldalt D-ben metszi. Bi-
zonyitsuk be, hogy a CDF haromszog korlirt kore athalad az ABC haromszog
C-bdl hazott magassaganak talppontjan.

(6 pont) Javasolta: Biré Balint (Eger)
B. 5485. Bizonyitandd, hogy ﬁ-hdz tetsz6legesen kdzel van olyan raciondlis

szam, amely nem allithaté el6 2025 darab pozitiv egész szam reciprokanak 6ssze-
geként.

(6 pont) Javasolta: Hujter Mihaly (Budapest)

L1

Bekuldési hataridd: 2025. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www._komal .hu/munkafuzet

L1
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| < |

Az A pontversenyben kit(izott nehezebb feladatok
(914-916.)

| = |

A. 914. A tablara felirjuk az (1,0) rendezett szampart. Egy Iépésben, ha a tablan
az (a,b) szampar all, akkor letoroljik, és felirjuk helyette vagy az (a+b,b), vagy
pedig a (2a+b,a+bh) szdmpéart. (Példaul két lépés utan az (1,0), (2,1), (3,1) és
(5,3) pérok valamelyike allhat a tdblan.) Mutassuk meg, hogy n Iépés utan a tablan
lév6 rendezett szampar pontosan 2"-féle lehet.

Javasolta: Imolay Andras (Budapest)

A. 915. Adott egy kor és rajta az A, B és C pontok, melyek nem alkotnak
egyenl6 szard haromszoget. A kor minden P LA\, B,C} pontjara jeldlje Ap, Bp és
Cp rendre a kor P -beli érintéjének és az A, B és C-beli érint6knek metszéspontjait.
Bizonyitsuk be, hogy pontosan harom olyan P Y{A,B,C} pont van a koron,
amelyre az Ap, Bp, Cp pontok léteznek, és az Ap-b6l BC-re, Bp-b6l CA-ra és
Cp-b6l AB-re allitott merélegesek egy pontban taladlkoznak. Tovabba mutassuk
meg, hogy ez a hdrom P pont egy szabalyos haromszdget alkot.

Javasolta: Gyenes Zoltan (Budapest)

A. 916. Legyen a [3legész szam, és legyen f(n) =a" —1 minden n pozitiv
egészre. Jelolje ) az f fuggvény k-szoros iteraltjat, tehat £ (n) = f(n), és
f&+ D) =F fW(n) , hak 11

a) Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges K pozitiv egészhez létezik olyan M pozitiv

egész szam, hogy minden 1 CKI Klegész esetén 0O (M) pontosan akkor oszthat6
M-mel, ha k oszthat6 2025-tel.

b) Létezik-e olyan N pozitiv egész szdm, amelyre minden k pozitiv egész esetén
T(N) pontosan akkor oszthaté N-nel, ha k oszthatd 2025-tel?
Javasolta: Varga Boldizsar (Budapest)
1

Bekuldési hataridd: 2025. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet
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Informatikabdl kitlizott feladatok \ ‘\
(671-674.)

I. 671. Egy téglalap alaku terepasztalon egy robotjarmUivel kisérleteznek a dié-
kok. A terepasztal N < M-es négyzetracsra van felosztva, ahol minden racspont ma-
gassagat ismerjik. A robot az asztal els6 sorabol, tetsz6leges racspontbdl indulhat,
de csak lefelé, valamint balrél jobbra l1éphet egységnyit. A robot szerény képesség(i,
legfeljebb 1 egységnyi szintkiilonbségl szomszédos racspontra tud Iépni.

Keészitslink programot i671 néven, amely megadja a robotjarmi lehet6 leg-
hosszabb atjat.

A program standard bemenetének els§ sordban az asztal oldalainak hossza
(1 XM [T00) van. A kévetkez6 N sorban 1évé M szam a racspontok H; j magassagat
jelenti (1 [CHyl; [C100).

A programmal a standard kimenetre irjuk ki az els§ sorba a leghosszabb Ut
hosszat, a masodik sorba az Ut kezdd (sor, oszlop) és befejezé (sor, oszlop) pozici-
6jat. Tobb azonos hosszUsagu Ut esetén elegendd egyet megadni.

Példa bemenet | Kimenet
55 6

48642 1235
97671
75765
95523
42456

Bekuldend6 egy tomoritett i671.zip allomanyban a program forraskédja és révid
dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrasallomany melyik fejleszt6i kornye-
zetben fordithato.

(10 pont)

I. 672. Ebben a feladatban a hazai mez6gazdasagi teriilet adatait vizsgaljuk
1950 és 2019 kozott.

1. Nyissunk egy Ures tablazatkezeld munkafiizetet. Toltsik be egy Gres munkalapra
az Al-es cellatél kezdve az UTF-8 kddolasu, tabulatorokkal tagolt mgl1950-
2019.txt fajl tartalmat. A munkalap kapja az mgadatok nevet. Munkankat
mentsik mgter néven a tablazatkezel6 alapértelmezett formatumaban.

2. Formazzuk meg az adatokat tartalmazo cellakat a minta és a leiras szerint.

Egyesitsiik az A1:G1 tartomany cellait;

szegélyezzik a munkalap adatokat vagy képleteket tartalmazo cellait;

a munkalap celldiban a betdtipus legyen Arial, a bet(iméret 11 pont;

az elsd sor betli legyenek félkdvér betdlstilusuak;

aeoe
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e. a masodik sor legyen kb. dupla magassagu az alapértelmezetthez képest,
a betfstilus legyen félkdvér, a celldk fligg®legesen és vizszintesen kdzépre
igazitottak a minta szerint;

f. az A:G tartomény oszlopainak szélessége legyen azonos.

| A B c D | E E G H_i
1| Magyarorszig mezdgazdasagi teriilete 1950 és 2019 kozott mivelési agak szerint [ezer hektar] b
5 Ev Szantd Konyhakert Gyumalcsas Szalo Gyep Mezt;gazldasag f .
3 1950 55181 94 4 58,1 230,2 14747 4
4 1851 55187 88,0 57,6 2285 1 4553 f
5 1952 55273 83,7 59,1 2253 14418 ¥
6 1953 5492 8 886 58,9 2158 14214 .
7| 1954 5 4669 80,1 62 4 2158 1441 5 t
3 1955 54029 1049 649 201 4 14714 5
9 1956 53952 1083 66,3 1956 14502 &
10 1957 53887 109,2 66,7 1957 14409 b

EESF P TY-T- Y T S AT I e T [ Y T N e — ;"

3. Szamitsuk ki aG3:G72 tartomany cellaiban a mez®gazdasagi teriletet.
4. Hozzuk létre avalaszok nevi munkalapot. Készitsiik el a minta szerint az alabbi
tablazatot.

A B C D E F G H
1 Melyik agazat csékkent a legnagyobb aranyban 1950 és |
1 2019 k6zott?
2 | agazat:
2 Melyik évben volt a legnagyobb a szanté csokkenése és
3 | mennyivel?
év érték
4 {
' 5 |Melyik évben volt a legnagyobb a szant6 aranya a teljes
5 | mezbgazdasagi teriletbdl, és mennyi volt a részaranya?

év arany:

4 Melyik évben volt a legnagyobb a gyimolcsds terilete?

&
MLM""\&WM B iny, "%“"‘*“‘m-m At B g

7 i
ey

lg {

5 Folyamatosan csokkent-e a vizsgalt idészakban a
9 | mezbgazdasagi tertlet?
10
11/
P R N e Y N T TN = Al \ _ P

5. Szamitsuk ki a2. sor sarga celldjaban az els® kérdés valaszat.
6. Szamitsuk ki a4. sor sarga cellaiban a masodik kérdés valaszait.
7. Széamitsuk ki a6. sor sarga celldiban a harmadik kérdés valaszait.
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8. Szamitsuk ki a 8. sor sarga cellajaban a negyedik kérdés valaszat.
9. Szamitsuk ki a 10. sor sarga celldjdban az 6todik kérdés ,,lgen” vagy ,,Nem”
valaszat.

Segédszamitasokat az mgadatok munkalapon a G oszloptdl jobbra, illetve a
71. sortol lefelé végezhetink. A megoldasban sajat fuggvény vagy makrd nem
hasznalhato.

Beklldend6 egy tomdritett i672.zip dllomanyban a tablazatkezel6 munkafiizet,
illetve egy rovid dokumentéacid, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott tab-
lazatkezel§ neve, verzidszama.

Az adatok forrasa: https://www.ksh.hu/stadat_files/mez/hu/mez0008.html
Letdlthetd f4jl: mg1950-2019.txt
(10 pont)

I. 673. Ez a feladat az el6z8 tanévben elkezdett primekkel kapcsolatos sorozat
(1. 633., I. 641. és I. 661.) negyedik része.

Additiv primeknek nevezziik az olyan primszamok, amelyek szamjegyei 0sszege
is prim. Példaul az 541579 additiv prim, hiszen prim, és szdmjegyeinek dsszege 31,
ami szintén prim.

Bolcsféldi-Domotdér-primek a (tizes szamrendszerben) azon primszamok, ame-
lyek minden szamjegye prim (2, 3, 5 vagy 7), a szdmjegyek szama és 6sszege is
prim. Példaul a 33223 primszam, szamjegyeinek szdma 5 és 6sszegik 13.

Szimmetrikus primeknek (a tizes szamrendszerben) azokat a primszamokat ne-
vezziik, amelyek minden szamjegye prim, szamjegyeinek szama és szamjegyeinek
Osszege is prim, tovabba a szam kozéppontosan szimmetrikus a kdzéps6é szamjegy-
re. Példaul a 35753 prim, minden szamjegye prim, szdmjegyeinek szama 5, azok
Osszege 23, ezek is primek és kdzéppontosan szimmetrikus a kbzépsé szamjegyre.

Haromrészes primek a (tizes szdmrendszerben) azok a primszamok, amelyeknél

a szamjegyek szama 3Kk, ahol k [Tlegész, és hdrom egyenld hosszu részre osztva

a szamot, mindegyik rész is prim. Példaul a 295319 primszam haromrészes prim,

hiszen hatjegy( és részei: 29, 53 és 19 is primek.

Négyrészes primek a (tizes szdmrendszerben) azok a primszamok, amelyeknél

a szamjegyek szdma 4k, ahol k [Tlegész, és négy egyenl6 hosszU részre osztva a

szamot, mindegyik rész is prim. Példaul a 2557 primszam négyrészes prim, hiszen

négyjegyd, és részei: 2, 5, 5 és 7 is primek.

1. Készitsink egy tablazatkezel6 munkafiizetben primek néven munkalapot és
munkénkat mentsik primek megint néven a tablazatkezel6 program alapér-
telmezett formatumaban.

2. lllesszik be az A3 cellatél az 1000000-nal nem nagyobb primek listajat a
primek1000000ig.txt fajlbol. Az els6 két sorba oszlopfeliratokat készithetiink
a szamitasokhoz.

3. Valogassuk ki az 6t primcsoport 1000000 alatti primek kozé esd tagjait. A sza-
mitasokat ezen a munkalapon végezzik.
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4. Hozzunk létre egy eredményeknev( munkalapot, amelynek A oszlopéat téltsik
fel 1-t6l egész szdmokkal addig, amennyi a specialis primszadmok darabszdménak
maximuma. A kdvetkez§ oszlopokban hatarozzuk meg, minden primszamtipus-
nal helykihagyas nélkil, névekvé sorrendben:

a. A B oszlopban az additiv primeket.

b. A C oszlopban a Bélcsféldi-Démotor-primeket.

c. A D oszlopban a szimmetrikus primeket.

d. Az E oszlopban a talalt haromrészes primeket.

e. Végezetll az F oszlopba pedig a négyrészes primek keriljenek.

5. A munkalap adattartomanyat formazzuk a minta szerint!

A B C D E F
1 1 2 23 353 23| 2237 f
2 2 3 223 373 211 2m)
3 3 5 227 757 233| 2333 ¢
4 4 7 337| 32323 257| 2357 ;
5 5 11 353| 33533 am| 27|
6 6 23 373| 35353 337|  2557| &
7 7 29 557| 35753 353| 2753| 4
8 8 a1 577| 75557 a3 27
9 g 43 733 77377 523| 3253| 4
ho 10 47 757 557| 3257 &
1 11 61 773 577 3323 ¢
Vo v o e e PRI - o gy P

6. Készitsuk el az eredmények munkalapon az adott helyre a mintan lathat6 tab-
lazatot.

* g H J K L M 4
1 ’ )‘_\, Az egymillional kisebb primek kozott b
2 3 i tipus|additiv |Bolcsfoldi-Domotor |szimmetrikus |haromrészes |négyrészes j
3 _i < darab j
4 _{ '_5 a legkisebb ’
5 _} .;\’ a legnagyobb
6 3 / P

- b Tl e W g g A g e T g e i g R T f

7. Szémitsuk ki és jelenitsik meg a hianyz6 adatokat.
8. Mindkét munkalapon cseréljiik le oszloponként az els6 99 sor utani képleteket
az értékukre.

Segédszamitasokat a primek munkalapon végezhetiink. A megoldasban sajat
fuggvény vagy makro nem hasznalhato.
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Bekuldend6 az i673.zip tomortett allomanyban a munkaflizet az eredeti nevén
xlsh formatumban (binaris munkaflizetként) és egy révid dokumentacid, amelyben
szerepel a kivalogatdsok modszere, a tablazatkezel6 neve, verzidszama.

Letolthetd fajl: primek1000000ig.txt
(10 pont)

I. 674. Egy falrészlet azonos méret(i, de kiilonb6z6 témeg(i téglakbdl épilt fel az
alabbi abranak megfelel6en. Az alsé sorban 1évd téglak a foldon fekszenek szorosan
egymas mellett. A folottuk Iév6 téglak az alatta Iév6 téglakon fekszenek, azokhoz
képest egyharmad téglaszélességgel elcstsztatva jobbra.

A téglakon 1év8 szamok az adott tégla témegét mutatjak. A legals6 sorban N
darab tégla fekszik, a toébbi sor mindegyikében eggyel kevesebb, mint az alatta
lévGben. Osszesen K sorbol all a falrészlet. A fenti dbra esetén N =4 és K = 3.

A téglak kozil barmelyik kiemelhet6 és athelyezhet6, de harom szabalyt be kell
tartani:

1. kiemeléskor az Uresen maradt hely miatt a falrészlet nem omolhat le, tehat
egyetlen masik tégla sem eshet vagy billenhet le;

2. athelyezés utan is egy egybefligg6 falrészlet kell 1étrejojjon, tehat a téglak to-
vabbra is egymashoz illeszkednek (a kiemelt tégla helyét leszdmitva), a korabbi
egyharmad téglaszélességgel elcsusztatva;

3. az athelyezett téglat olyan médon kell elhelyezni, hogy az biztosan fekiidjén
vagy a foldon, vagy az alatta lévé sor téglajan ugy, hogy ne billenjen le.

A fenti abran a fels6 sor barmelyik téglaja kivehet6 és athelyezhet6 példaul a
tobbi sor jobb oldali végére vagy a fels6 sor folé egy Uj sorként, ahol nem billen el.
Hasonl6 médon kiemelhet6 minden sor utolsé téglaja.

Az épitész szeretné atrendezni a téglakat Ugy, hogy ne forduljon el6, hogy
nehezebb tégla fekszik egy vagy két masik, kénnyebb téglan. Ehhez a fenti szabalyok
szerint athelyezhet téglakat, de a végén vissza szeretné kapni a téglak eredeti
elrendezését az eredeti helyen.

Készitsiink programot i674 néven, amely javaslatot tesz a téglak szabalyok sze-
rinti athelyezésére, hogy azok az épitész kivansaganak megfeleléen helyezkedjenek
el. Tébb megoldas lehetséges, elég egyet megadni, de térekedjink a kevesebb athe-
lyezéssel jaré megoldasra. A megoldasok értékelése soran az athelyezések szamat is
figyelembe vessziik.
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A program standard bemenetének els6 soraban az alsé sorban lévé téglak N
szdma (3 [CNICI0) és a falrészlet magassdganak K szdma (3 [CKILCN) szerepel.
A kovetkez6 sorban egy-egy kettéskereszt ‘#’ jellel elvalasztva a falrészlet soraiban
Iév6 téglak tomege szerepel. A téglak szdmai és a ‘#’ jelek kozott egy sz6kdz az
elvalasztd.

A program a standard kimenet els§ sordba irja ki az athelyezések Z szamat,
majd a kovetkez6 sorokban az egyes athelyezések utani allapotat a falrészletnek.
A Z szamu sorba a bemenethez hasonléan irjuk ki a falrészlet soraiban 1év8 téglak
todmegét. A fal sorait ‘#’ jellel valasszuk el, a ‘#’ jel valamint a szamok kozott egy-
egy sz6koz legyen, a bemenethez hasonléan. Amennyiben a sor valamely részén
Ures hely van, azt a nulla szammal jelezzik.

Példa:
Bemenet:
43
65#342#5258
5

Egy lehetséges kimenet [ 3 1 4 [ 2 |
14 (51251876 ]
05#342#52586 [3 [ 4 1 72 ]
342#525865 L5 1 258 []6 15 ]
3024#525865 3 ] (2 [ 4 |
00243#525865 (512571865 ]
002435#0258605 =T 7 T3]
002#002435#005865 [B5 ] 2 [ 5 [ 86 [ 5 ]
002#00243#055865 I TS eI .
002#05243#05586 (2[5 [ 8165 ]
032#0524#05586
032#0524#6558 T T T
032#452#655 8 [ 518615 ]
302#452#6558

2
302#452#6558 (2 [ 4 3]
32#452#6558 L5 [ 5] 8 ]6 5]

A példahoz tartozé abra nem teljes, csak az els6 7 athelyezés utani allapotot
tartalmazza. A kovetkez6 lépésben athelyezendd téglat minden esetben szirkével
jeloltik.

Bekuldend6 egy tomoritett i674.zip allomanyban a program forraskédja és révid
dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrasallomény melyik fejlesztéi kornye-
zetben fordithato.

(10 pont)
1

Bekildési hataridd: 2025. november 17.
Elektronikus munkafiizet: https://www._komal .hu/munkafuzet
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i,
Két eziist- és két bronzérem az 55. Nemzetkozi * F 0
Fizikai Diakolimpian A A

(Pé.I’IZS, 2025 jl:l|IUS 18—24) International

Physics Olympiad
FRANCE 2025
A magyar csapat 2 eziist- és 2 bronzéremmel végzett a Parizsban jalius 18. és
24. kozott megrendezett 55. Nemzetkozi Fizikai Didkolimpian (IPhO-n)

A csapat és eredményeik:

Téti Miklés (Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altalanos Iskola és Gimnazi-
um, 11. o. t.) eziistérem, felkészit§ tanara: Schramek Anikd;

Toth Kolos Barnabas (E6tvos Jozsef Gimnazium, 11. o. t.) ezUstérem, felkészitd
tanara: Varga Balazs;

Bencz Benedek (Baar-Madas Reformatus Gimnazium, Altalanos Iskola és Di-
akotthon, 12. o. t.) bronzérem, felkészit6 tanara: Horvath Norbert;

Elekes Dorottya (Budapest-Fasori Evangélikus Gimnazium, 12. o. t.) bronzérem,
felkészité tanara: lzsa Eva;

Erdélyi Dominik (Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlo Altalanos Iskola és Gim-
nazium, 11. o. t.), felkészit6é tanarai: Nagy Piroska Maria és Schramek Aniko.

Az olimpiara vald készilés szokas szerint a budapesti (Berke Martin, Csépanyi
Istvan, Sarkadi Tamas, Szasz Krisztian, Széchenyi Gabor, Tasnadi Tamas, Vanké
Péter, Vigh Maté), debreceni (Bartané Cserny Katalin, Csepregi Akos, Egri San-
dor, Hajdu Péter Béla, Nizsaldczki Enikd, Tofalusi Péter), miskolci (Zamborszky
Ferenc), pécsi (Palfalvi Laszl6), szegedi (Csanyi Sandor, Sarlés Ferenc) és székes-
fehérvari (Orosz Tamés) olimpiai szakkorokén kezd6dott. A Kunfalvi-verseny — az
elmult évekhez hasonl6éan — februar végén egy online formaban megrendezett for-
duléval kezdGdott, amelyen barki részt vehetett. Osszesen harmincketten kiildtek
be dolgozatot, kézilik tizenegy diak kapott meghivast a tovabbi forduldkra. A va-
logatés online felkészitéssel és négy villamversennyel folytatddott, majd a BME
Fizikai Intézetében megrendezésre keriil6 kétnapos dontével zarult, ahol az elmé-
leti feladatok mellett egy olimpiai stilusi mérési feladatot is meg kellett oldania a
versenyzOknek. A felkészitések és a versenyek szervezésében a budapesti szakkor-
vezet6kon Kkivil Barankai Norbert is kdzremdkodott.

A csapat tagjai részt vettek a Bulgaridban, Széfidban megrendezett Eurdpai
Fizikai Diakolimpian (EuPhQ)?, ezt kivette a BME-n megtartott kétnapos csapat-
felkészités.

A csapat Sarkadi Tamas (BME Fizikai Intézet) és Széchenyi Gabor (ELTE Fi-
zikai és Csillagaszati Intézet) csapatvezet6kkel, valamint Tasnadi Taméas (BME
Matematikai Intézet) megfigyel&vel julius 17-én, csutortdkon hajnalban repilével
indult a versenyre. A péntek déleldtti megnyitd utén a didkok a Cité des Sciences
et de I’'Industrie interaktiv tudoméanyos technoldgiai éiményparkban tehettek lato-
gatast. Ezalatt a csapatvezet6k megvitattak és leforditottak a mérési feladatokat,
amelyeket a didkok méasnap, szombat délelétt ismerhettek meg.

2Beszamol6 lapunk 2025. szeptemberi szamaban
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A verseny mérési forduldjaban a didkok két feladatot kaptak, amelyek megolda-
sara Ot oOra allt a rendelkezésiikre. Az els6 feladatban méagnesek torzids rezgésenek
segitségével kellett meghatarozniuk a Fold magneses terének vizszintes komponen-
sét. A feladat els6 részében a magnesek erdsségét kellett karakterizalni. A torzids
szal rugalmas tulajdonsagainak és a rajta fliggl rész tehetetlenségi nyomatékanak
meghatarozésa is kulén feladat volt. A csapat szdmdara a mérési feladat ismerds
lehetett, hiszen hasonlé6 magneses kisérletet kellett elvégeznilk a hazai valogato-
versenyen is.

A masodik mérési feladatot a Mars bolygé sivatagja ihlette, ahol a kraterkép-
z6dést, valamint egy marsjaré szonda kerekeinek gorduléset kellett kisérletileg mo-
dellezni. A feladat els6 részében a diakok kilénb6z6 témegl golyokat ejtettek laza
homokba, és vizsgaltak, hogy az igy keletkezd krater atmér6je hogyan fiigg a becsa-
podas energidjatol. A masodik részben homokagyban goérduld golydk energiadisszi-
pacidjat mérték a versenyzék. A feladat nehézségét a mérések reprodukélhatdésaga
jelentette, amit csak a kisérletek gondos el6készitésével lehetett elérni.

Mésnap a kisérétanarok megvitattak, majd leforditottak az elméleti fordul¢ fel-
adatait. Ezalatt a didkok Versailles-ban tettek kirdndulast. Az elméleti megméret-
tetés harom feladatbdl tevédott dssze, amelyre szintén &t éra allt rendelkezésre.

Az els6 feladat arra hivta fel a figyelmet, hogy a paranyi hidrogén atomok ho-
gyan lehetnek segitségiinkre a galaxisunk szerkezetének vizsgélatakor. A feladat
els6 részében a hidrogén atomok Bohr-féle modelljét kellett tanulméanyozni, azon
beliil is a mag és az elektron spinjének kdlcsonhatasabdl szarmazé hiperfinom fel-
hasadast. Ha a galaxisunk kiilénb6z8 pontjaibdl érkez6, a hidrogénatom hiperfinom
atmenetébdl szarmazd 21 cm hullamhosszi sugérzast tanulméanyozzuk, feltérképez-
hetjiuk a Tejutrendszer szerkezetét. A diakok a fenti elméleten alapuld asztrofizikai
mérések adatait értékelték ki. A feladat érdekessége, valamint atgondolt felépitése
miatt diakjaink ezt oldottdk meg a legsikeresebben.

A masodik elméleti feladatban egy kiilénleges ,,6rokmozg6” 6ra energiaforra-
sat ismerhettik meg. Egy 18. szazadi 6rasmester olyan mechanikus érat készitett,
amely a légnyomas apro valtozasaibdl nyeri az energiat a szerkezet miikodtetéséhez.
A késziilék f6 alkotdeleme lényegében az ismert Torricelli-féle barométer. A feladat
megoldasakor a f6 kihivast a barométerhez kapcsolédé dsszetett mechanikai rend-
szer megértése, parametrizaldsa jelentette, amely a nemzetkdzi mez6nyt alaposan
megosztotta.

A harmadik feladat a hires francia italkiilonlegességet, a pezsgét helyezte fo-
kuszba. Megismerkedhettlink a buborékképz6dés fizikajaval. A versenyzék modellt
dolgoztak ki a szén-dioxid gaz kioldodasanak leirasara és tanulmanyoztak a ndvekvg
buborékok mozgaséat a folyadékban. Vizsgaltdk az apr6 buborékok kipukkanasanak
dinamikajat a folyadék feluileti feszliltségének ismeretében. A feladatbol megtud-
hattuk tovabbd, hogy a kilénbdz8 hémérsékletli pezsgbk felbontasakor eltérd szi-
ni kéd hagyja el az Uiveg szajat a dugé Kirdpulése utan. Csupan érdekességképp:
a bontatlan szobah&mérsékletl pezsgbs Uivegben nagyobb a nyomaés, mint a behd-
tott palackban, hiszen a szén-dioxid oldhatésaga magasabb hémérsékleten kisebb.
A felbontaskor bekoévetkezd adiabatikus tagulas soran nagymértékben hil a gazke-
verék. Szamoléassal kimutathat6, hogy a nagyobb kezdeti nyomasu, hiitetlen pezsgé
(20 °C) bontésakor a kiaramlé gazkeverék képes lehdini annyira, hogy abban igen
apro szilard szén-dioxid szemcsék jelennek meg. A Rayleigh-sz6ras miatt ezek kék
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kddot képeznek a felbontas utani pillanatban. Mig az alacsonyabb kezdeti nyomasu
behltott pezsgb (6 °C) felbontésakor a gazkeverék nem hdl ki annyira, hogy szi-
lard szarazjégszemcsék jelenjenek meg. Ugyanakkor a vizparakicsapodas jelent6s,
amelynek cseppjei sziirkésfehér kodot képeznek.

A feladatokrol altalanosan elmondhat6, hogy a fizika sok teriletét lefedték, ér-
dekes és valtozatos problémafelvetéseket tartalmaztak. Ugyanakkor jellemzé ten-
dencia, hogy a feladatsorok évrél évre hosszabbakka valnak. A nemzetkdzi mez6ény
legjobbjai is a kit(izott feladatoknak csak mintegy 80%-at tudtak megoldani. A fizi-
katudason, problémamegold6 készségen tul nagy sziikség van a hatékony idébeosz-
tasra, valamint annak gyors felismerésére, hogy mely részproblémak megoldésaval
érhetd el nagyobb siker.

A verseny utani napokon a didkok meglatogattdk a Musée d’Orsay kiallitasait,
ahol az igen pezsgd, 19. szazad végi francia képzémlivészet nagy alkotasait cso-
dalhattdk meg. A csapatok részt vettek tovabba egy szajnai sétahajé-kirandulason
is. A kisér6tanarok a kulturdlis programokon tul részt vettek a diakok altal elért
pontszamok egyeztetésén, megvitatdsdn (moderécion). Elmondhat6, hogy a ver-
seny rendez6i koriltekintd, igazsdgos pontozasi sémat dolgoztak ki, biztositva ezzel
az objektiv versenyeredményeket.

A versenyen 85 orszag vett részt csapattal (ezen kivil vendégek és egyéni indu-
I6k is voltak). A ponthatarok alapjan 37 aranyérmet (az elérheté 50 pontbdl 31,2
ponttol), 81 eziistérmet (22,9 ponttol), 96 bronzérmet (15,3 ponttdl) és 71 dicsére-

tet (11,3 ponttdl) osztottak ki. Az éremtablazat élén az Egyesult Allamok végzett
5 aranyéremmel, ezutan Dél-Korea, Hong Kong és Kina kovetkezik 4-4 arany- és
1-1 eziistéremmel. Az eurdpai orszagok kézil Romania 1 arany- és 4 ezlistéremmel,
Szlovénia 1 arany-, 2 ezlst- és 1 bronzéremmel, Ukrajna 4 ezlst- és 1 bronzérem-

mel, valamint Esztorszag 3 eziist- és 1 bronzéremmel volt a legeredményesebb. Az
olimpia abszol(t gy6ztese Hyeokjoon Lee (Dél-Korea) lett, a legjobb mérésért jard
kuléndijat Stan lonut-Gabriel (Romania), az elméleti feladatokban elért legjobb
eredményért jarot pedig Tong Pengyu (Kina) kapta.

A j6 hangulati dijkiosztd galaesemény egyarant helyet adott Alain Aspect
Nobel-dijas professzor kvantumdésszefonddasrol sz6l6 el6adasanak, valamint kama-
razenei koncertnek, tAncbemutaténak is. Masnap, julius 25-én a magyar csapat sok
élménnyel gazdagodva indult haza.

A jov6 évi, 2026-0s Nemzetkozi Fizikai Diakolimpiat Dél-Amerikaban, Kolumbi-
&ban rendezik meg jalius 4. és 12. kozott. A felkésziiléssel és a csapatok kivalaszta-
saval kapcsolatban minden informéacié megtalalhato a fizika diakolimpiai szakkorok
hivatalos honlapjan: https://ipho.physics.bme.hu/

Minden fizika irant érdekl6d6 kozépiskolast batoritunk a kitarto, eredményes
felkészlilésre, hiszen az IPhO nemcsak a vilag legrangosabb fizikaversenye, hanem
egy nagyszer( lehet6ség arra is, hogy hasonléd érdekl6désid fiatalok ismerkedjenek
meg egymassal egy kilonleges helyszinen.

Sarkadi Tamaés, Széchenyi Gabor, Tasnadi Tamas
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v Ifju Fizikusok Nemzetkozi Versenye
) a Versenyfelhivas és beszamold

Ha szereted a fizikat, a kisérletezést, jol beszélsz angolul, és egy életre sz6l6
élményre vagysz, akkor itt a helyed!

A Fizika Vilagbajnoksagnak is nevezett I'YPT (Ifju Fizikusok Nemzetkozi Verse-
nye, angolul International Young Physicists’ Tournament) egy angol nyelvd, kisérle-
ti fizikai csapatverseny, ahova a vilag minden téjardl (kézel 40 orszagbdl) érkeznek
kozépiskolasok, hogy 6sszemérjék tudasukat. Az I'YPT a XXI. szazad kihivasai-
nak megfelel6 készségeket var el az induldktol: nemcsak a fizikdban kell jartasnak
lenni, hanem az eredményeket prezentalni és megvédeni is tudni kell! A résztvevd
didkok a versenyt megel6zden elvégzett fizikai méréseiket és kutatasaikat egy — an-
gol nyelven el6adott — tudomanyos prezentécié form4jdban mutatjadk be a rivélis
csapatoknak. Az IYPT verseny magyarorszagi elsé forduldjara (Hungarian Young
Physicists’ Tournament, HYPT) a https://hypt.elte.hu oldalon lehet regisztralni,

amelynek hatarideje: ) L
2025. oktober 22. éjfél.

A jelentkez6 didkoknak a honlaprdl valasztott I'YPT problémérdl egy legfeljebb
8 oldalas magyar nyelv(i dolgozatot kell bekildeniik. Bekildési hatarid6é: 2025.
december 20. Ezek alapjan a legjobbak az ELTE TTK-an, 2025. januar kdzepén
megrendezésre keriil6 szdbeli fordulon vehetnek részt. Az indul6 diakoknak itt az
altaluk bekulddtt dolgozat eredményeit élében kell el6adniuk 10 percben, majd
kutatasukat megvédeniuk.

A januari szobeli fordulét kévetden a 10 legmagasabb pontszamot elérd diak az
ELTE TTK Anyagfizikai Tanszékén végezheti a tovabbi kutatésait. A felkészulés
sorén nyujtott teljesitmény alapjan (legaldbb) 3 didk indulhat az osztrdk AYPT
versenyen, az 5 legjobb diak pedig bekertl a Zirichben megrendezésre keriil6 39.
I'YPT magyar csapataba.

Tovabbi informéciokért latogass el a 2025. oktober 13-an tartando nyilt napunk-
ra. Jelentkezés, a feladatok szdvege és sok hasznos tudnival6 a fenti weboldalon.

Néhany példa a 2026-ra kitlizétt I'YPT problémak kozul:

3. Gylrds szokdkat: Amikor egy lapos fémgy(rd egy bizonyos magassagbodl egy
viztartdlyba esik, egy szokékutat hoz Iétre magasra I6velve a vizet a levegébe.
Hogyan fligg a sz0kékut maximalis magassaga a gy(rd paramétereit6l?

13. Az énekl6 vonalz6: Amikor egy vonalzdt az egyik végén befognak és meg-
Utnek, az rezeg és jellegzetes hangot ad ki. Vizsgald meg, hogyan fligg a hang a
relevans paraméterektél.

15. Magneses Newton-bolcs6: Egy Uj tipusi Newton-bolcsét ugy készithetiink
el, hogy taszitd, nem érintkez6 magneseket hasznalunk az Utkézé golydk helyett. Az
0j boélcsd hasonléan viselkedhet, mint egy hagyoméanyos, de més érdekes viselkedést
is mutathat. Magyarazd meg és tanulményozd a magneses bdlcsé mozgasat!
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Bronzérem a svédorszagi I'YPT versenyen

2025. junius 29. és julius 6. kozott keriilt megrendezésre 38. alkalommal az Ifju
Fizikusok Nemzetkozi Versenye (IYPT — International Young Physicists’ Tourna-
ment, https://www.iypt.org). A megmérettetés 35 orszag részvételével zajlott.
A magyar csapat csodas versenyzéssel a 11. helyen végzett, amellyel bronzérmet
érdemelt ki.

A felkészilési id6szak soran a hallgaték kutatésaik folytatasa mellett a verseny
koértlményeit szimulalva probaltak el el6adasaikat. A sajat kutatasi eredmények
prezentalasa mellett a tobbi orszdg eredményeinek oppondlasa és értékelése (re-
view) is a verseny része. Az ELTE TTK IYPT laborja az év folyaman megtelt a
kisérletekhez és mérésekhez sziikséges eszkdzokkel. Ezen komplex alkotéi munka
sorén a didkok a fizikardl sokat tanulva megismerték a valodi kutatomunka 6ro-
meit és nehézségeit is. A felkészllés fontos pillanata az edz6tabor, ahol a kutatoi
munkat és el6adasok gyakorlasat kdzosségi programok és jatékok valtottak egy idilli
balatoni kérnyezetben.

Lund varosa nagyon nyugodt, rendezett és modern. Idealis helyszin volt az IYPT
versenyre. A verseny mezénye nagyon kiegyensulyozott, emellett a sorsolas alapjan
nagyon nehéz helyzetbe kertltiink, hiszen mind az 5 fizikacsatankban volt nagyon
er6s ellenfél. Hatalmas eredmény, hogy ezek koézil legy6ztik Koreat és Thaifoldet.
Természetesen a verseny nem csak a fizikardl szol. A kirandulasok alkalmaval
Lund és Malmo varosat jartuk kérbe, valamint meglatogattunk egy igazi viking
falut és még a tengerben is flrddtiink. Tovabbi informacidkért latogasd meg, és
koévesd kozosségi oldalainkat, ahol a csapat részletes élménybeszamoldjat, képeit és
eseményeit taldlod, amelyek tébbet mondanak minden szénal!

A magyar csapat tagjai voltak:
Barték Blanka (Budapesti Német Iskola — Thomas Mann Gimnéazium, 12. o. t.);
Csap6 Andras (Baar-Madas Reforméatus Gimnazium, Altalanos Iskola és Kollé-
gium, 10. o. t.);
Sipeki Stella (Budapesti Német Iskola — Thomas Mann Gimnazium, 11. o. t.);

Sohajda L&szI6 Marton (Budapesti Balassi Balint Nyolcévfolyamos Gimnazium,
12. 0. t.);

Sztranyai Milan (Budapesti Balassi Balint Nyolcévfolyamos Gimnazium, 12. o. t.).

A versenyz8k felkészitése az ELTE Anyagfizikai Tanszékén folyt egyetemi hall-
gatok, oktatok és kozépiskolai tanarok vezetésével: Homostrei Mihaly (Budapesti
Német Iskola, ELTE), Ispanovity Péter (ELTE), Jenei Péter (ELTE), Széchenyi
Gébor (ELTE), Vincze Miklés (ELTE), Jéhn Zoltan, Toth Kristof (Czuczor Ger-
gely Bencés Gimnéazium, ELTE), Koszty6 Péter (Semilab), Sarkadi Tamas (BME).

A sok nevetéssel és kemény munkdval toltott év utdn most indul a felkésziilés a
2026-0s, zirichi megmérettetésre.

az HYPT szervez6i csapata
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Q “ g Meérési feladatok megoldasa
[ |

M. 439. Mérjuk meg egy AA-s ceruzaelem Uresjaréasi fesziiltségét és belso ellen-
allasat! Hogyan valtoznak ezek az értékek az elem mer(ilése soran?

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest

Megoldas. A mérést egy AA meéret(i cink-szén elemen végeztem. A méréshez
a telepen kivil egy multimétert, ismert nagysagu ellenallasokat és vezetékeket
hasznaltam.

Amennyiben a telep nincs terhelve, az Uy kapocsfesziiltseég megegyezik az Uresja-
rati fesziiltséggel.® Terhelés hatasara a kapocsfesziiltség csokken, mivel a megindul6
aram miatt a bels6 ellenallason is fesziltség esik. Kilonb6z6 terhel6 ellenallasok-
kal mért feszliltségértékekbdl a belsd ellenallas meghatarozhatd. Az Ohm-térvény
alapjan az aramerd@sség:

Yk

Rk’

ahol Uy a mért kapocsfesziltség és Ry a telepre kapcsolt (kulsd) ellenallas. Ennek

ismeretében mar a belsé ellenallas is meghatarozhato:

Uo — Uk _ Uo— Uy
| Uk

€ =

(2 Rp = Rk.

A mérés soran megmértem a telep Uresjarati feszlltségét (terheletlen kapocsfe-
szlltségét), majd harom kiilénb6z6 terheld ellenallast rakapcsolva a kapocsfeszilt-
ségeket. Ezutan megvartam, hogy a telep Uresjarati feszliltsége a hasznalat miatt
kortlbeltl 0,2 V-tal csokkenjen, és megismételtem a mérést. Ezt még haromszor
megtettem, majd a mért és a (2) dsszefliggés alapjan szamitott eredményeket tab-
lazatha foglaltam.

ReQ | 6 8 10
Uo(V) | Ua (V) | Ua(V) | Uz (V) | Rpa(Q) | Rp2(Q) | Ruz(Q) | Rp(Q)
1,56 1,43 1,47 1,49 0,55 0,48 0,47 0,50
1,39 1,25 1,28 1,32 0,67 0,86 0,53 0,69
1,20 1,06 1,06 1,11 0,70 0,80 0,91 0,80
1,03 0,78 0,82 0,84 1,92 2,05 2,26 2,08
0,82 0,46 0,55 0,56 4,70 3,93 4,60 4,41

3A fesziiltségméréként hasznalt multiméter belsé ellenallasa legalabb 1 MQ, azaz tébb nagy-
sagrenddel nagyobb, mint a telep bels6 ellenallasa, igy a mérés soran a telep valéban terheletlennek
tekinthetd.

446 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/7



A mérések hibaja a széras
alapjan 6% és 18% kozott valto-
zik. Hibat okozhat, hogy a telep
egy-egy mérés kozben is meriil4,
valamint az érintkez6k oxidalod-
nak. |

Megallapithat6, hogy a te-
lep hasznalata, meriilése soran az =~ 2 |
Uresjérati fesziiltség csokken, mig
a bels6 ellenallas megnd. A bel- X x o
sG ellendllas a telep teljes leme- | | Yo FV)
rilésekor (az Uresjarati fesziiltség 0 1 2
lecsokkenésekor) nagyon merede- 1. 4bra
ken emelkedik (1. abra).

Sz6ke Bottyan (Szeged, SZTE Béathory I. Gyak. Gimn. és Alt. Isk., 10. évf.)

MRy ()

Megjegyzés. A (2) képlet hasznalatanal és az atlagolasnal pontosabb és tanulsdgosabb
a kapocsfesziiltséget az (1) 0sszefliggés alapjan kiszamitott aram fiiggvényében abrazolni,
és a bels6 ellendlladst a merési pontokra illesztett egyenes meredekségébdl meghatarozni
(2. abra). Mivel
Uk = Uo - Rbl y

az illesztett egyenes meredekségének abszolUt értéke adja a bels6 ellenallast. Ezaltal
nemcsak az atlagolast és a szérasszamitast valtjuk ki (a belsé ellenallas hibaja az illesztett
egyenes meredekségének hibaja), hanem azt is vizsgalhatjuk, mennyire teljesil a (2)
Osszefliggés, azaz a belsd ellendllas a terheléstdl valoban fuggetlen-e, és igy a mérési pontok
— hibahataron belil — valdban egy egyenesre illeszkednek-e.

W)

I (A)

T
0 0,1 0,2
2. abra

10 dolgozat érkezett. Helyes 1 megoldas. Kicsit hianyos (5 pont) 3, hianyos (3—4 pont)
4, hibas 2 dolgozat.

4Ennek a hibanak a csokkentése érdekében érdemes lett volna el6szér a nagyobb terhel6
ellendllassal mérni (kisebb aram, lassabb mertilés), és csak azutan csokkenteni a terhel6 ellenallas
értékét (ndvelni az aramot).
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Fizika gyakorlatok megoldasa

L J

G. 881. Egy hosszu fut6szalag 2 m széles és 0,5 m/s nagysagu, allandé sebes-
séggel mozog. Egy taviranyitasos jatékautd Ggy jut el a futdszalag egyik szélétdl
a masikig, hogy a futészalaghoz képest nyugalmi helyzetbél indul, a futészalaghoz
képest mindig a szalagra mer6leges irdnyban mozog, egyenletesen gyorsul a futé-
szalag kdzepéig, ahol a szalaghoz képest 1 m/s sebességet ér el, majd ugyanolyan
mddon egyenletesen lassul, és végll a szalaghoz képest nullara csékken a sebessége.

a) A futoszalag mennyivel viszi el6bbre a kisautét az atkelése kdzben?
b) Rajzoljuk meg vazlatosan a kisaut6 palyajat a talajhoz képest!
(4 pont)

Megoldas.a) A futészalag allando, v =0,5 m/s
nagysagu sebességgel mozog x iranyba. A kisauto
14 a futészalaghoz képest arra mer6legesen mozog y
irdnyba, sebességének idéfliggése az 1. abran lat-
haté.

A kisaut6 altal (a futdszalaghoz képest) meg-
0 ‘ tett Ut a sebesség-idd grafikonon a gorbe alatti

0 t terlilet, amely megegyezik a szalag szélességével.

1. dbra Ebb6l a mozgas teljes ideje t= 2 = 22Mm =4,

Ezalatt a szalag s = vt =2 m utat tesz meg, ennyivel viszi elérébb a kisautot.

vy (M/s)

b) A kisautd a szalaghoz képest egyenletesen gyorsuld, majd egyenletesen lassuld
mozgéast végez. A szalaghoz viszonyitott elmozdulasa az idé fliggvényében a 2. dbran
lathatd: két egymésba fonddo parabolaiv. Mivel a szalag egyenletesen mozog, a

y (m) y (m)
2+ 2
1 1
t(s) X (m)
0 T T 0 T T
0 2 4 0 1 2
2. abra 3. abra
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kisauté x iranyd elmozdulasa egyenesen aranyos az idével, igy a palyat megadd
grafikon is ugyanigy néz ki (3. abra).

Csonka Aron (Budapest, Piarista Gimnazium, 10. évf.)

41 dolgozat érkezett. Helyes 24 megoldas. Kicsit hianyos (3 pont) 6, hianyos (2 pont)
11 dolgozat.

G. 888. Egy vidamparkban egy hatalmas, forgé henger belsejében a henger
palastjanél elhelyezett ferde felulethez tapadnak az emberek. A henger sugara
R =5 m, a tapadasi surlodasi egyltthaté p = 0,25, a ferde fellilet az abran lathato
modon & = 30°-0s szdget zar be a fliggblegessel.

w

>

a) Legalabb és legfeljebb mennyi lehet a henger szégsebessége, hogy az emberek
se lefelé, se felfelé ne csusszanak?

b) Mekkora lehet a surlddasi egyttthatd, hogy akarmilyen kicsiny szdgsebesség-
nél se csusszanak lefelé az emberek?

c) Mekkora lehet a surlédasi egyttthatd, hogy akarmilyen nagy szogsebesség
esetén se csusszanak felfelé az emberek?

(4 pont)

I. megoldéas. Térjiink &t a megszokott, vizszintessel be-
zart a szogre, amely igy a =90°—38 =60°. A mozgast
a hengerrel egyltt forgé vonatkoztatasi rendszerben vizs- N S
galjuk: ebben a rendszerben az emberekre haté nehézségi
erén, nyomoer6n és surlédési erén kivil a forgasbol szar-

maz6 Fes = mw?R centrifugdlis erét is figyelembe kell venni .f’ Fu
(1. abra).
A lejtére mer6leges erék egyensulya alapjan:
— 2 H
N =mgcosa+ mw-Rsina, a mg
és ebbdl a strlédasi er6 nagysaga a hataresetekben:
1. &bra

S = #uN = xum(gcosa + w?Rsina).

A = jel arra utal, hogy a minimalis és maximalis szogsebességnél (ahol a test
éppen nem csuszik le, illetve éppen nem csuszik meg felfelé) a sarlddasi erd iranya
ellentétes.
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a) A minimalis szogsebesség esetében a surlodasi erd a lecsuszast akadalyozza
meg, felfelé mutat, igy a lejtével parhuzamos eréegyensuly:

mgsina = mw?Rcosa + um(gcosa + w?Rsina),

g(sina—pcosa)
R(cosa+ psina)

1,42 s71,

Wmin =

A felfelé megcsiszas megakadalyozasahoz a surlédasi er6 lefelé mutat, igy a lejté-
irdnyu er6egyensuly ekkor:

mgsina + um(gcos o + w?Rsina) = mw?Rcosa,
amibdl 1

g(sina+pcosa) _
R(coso — psina)

Wmax = 2,62 s7L.

b) Az all6 hengerben nem hat a centrifugélis erd, a sirl6dasi erének a nehézségi
erd lejtével parhuzamos komponensével kell egyensulyt tartania:

Mmgcosa = mgsina,

amibdl

V.
Mmin, o=0 = tga = 3=1,73.

¢) A nagyon nagy szogsebességek esetében a surlédasi erd lefelé hat, az a) rész
masodik esetébdl indulhatunk ki. Most az erdegyenletbdl a surlédési egyitthatot
fejezzuk ki, és felhasznaljuk, hogy a nehézségi er6 elhanyagolhat6 a centrifugélis
erd mellett:
v_

w2Rcosa—gsina  wZRcosa 3
= g = =ctga = 3 =0,58.

Hmin, o - oo = w2Rsina+gcosa  w2Rsina

Soégor-Jasz Soma (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 9. évf.)

I1. megoldas. A lejtére meréleges és a lejtével parhuzamos komponensekre bon-
tasnal egyszer(ibben és szemléletesebben jutunk eredményre a surlédasi hatarszég
hasznéalataval. Egy test akkor nem csUszik meg, ha a nyomoéer6 és a tapadé sur-
16dési erd eredbje egyensulyt tud tartani a testre hatd tobbi erd eredgjével. Mivel
S [N, a két er6 ereddje legfeljebb

€ = arctg % = arctgp

szoget zarhat be a feltlet normalisaval (a feluletre mer6leges irannyal).

Esetunkben a testre a nyomderdn és a surlodési er6n kivil csak a nehézségi
er6 és a forgd rendszerben fellépd centrifugdlis eré hat. Mindkét erd aranyos a
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test tdmegével, igy a két erd ereddjének iranyat a fliggélegesen lefelé mutatoé g és a
vizszintesen, sugariranyban kifelé mutaté a = w?R gyorsulasvektorok a eredgjének
irdnya hatarozza meg.

A feladatunk esetében ez azt jelenti, hogy a két gyorsulasvektor ereddje a
vizszintessel 8 — e [y 13 € szbget zarhat be (2. 4bra).

2. &bra
Az &bréardl az is latszik, hogy ctgy = w2§. Ezutan az egyes kérdésekre a valaszok:

a) A surlédasi egyitthat6 p=0,25, ebbdl e =arctgu=14°, 8—e= 16", 3 +e=
= 44°. A szdgsebesség-tartomanyt keressik:

r
= 9
w= ey,
ahol 9 —¢ Ly 3 &. A minimalis szogsebességhez a maximalis y szdg tartozik
(és forditva), igy:

r

%ctg(ﬁ +g)=1,42s1,

Wmin =
r

_ 9 ey — -1
Wmax = ﬁctg({) €)=2,62s .

b) w =0 esetében az eredd gyorsulas fliggbleges (csak a nehézségi erd hat), igy
teljestilnie kell a 8 +¢ 90" egyenl6tlenségnek. EbbSl € [BA° és igy a szikséges
surlédési egyutthaté: p CIgle0° = 1,73.

¢) Nagyon nagy szdgsebesség esetében az ered6 gyorsulas kdzel vizszintes, igy
az € [Fkgyenl6tlenségnek kell teljestilnie, amibél € [30° és igy p [EgI30° = 0,58
surlédasi egyutthatd szikséges.

26 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldés. Kicsit hianyos (3 pont) 2, hianyos (1 2 pont)
6, hibas 2 dolgozat.
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P. 5632. Egy nagy méret(i fémlemez egyik oldalan egy Q és egy —Q toltésd,
pontszeriinek tekinthet§ golyocska van, egymastol d, a lemeztél d/2 tavolsagra.
Mekkora munkaval tudjuk a téltéseket

a) a lemez sikjaval parhuzamosan mozgatva egymastol nagyon messzire eltavo-
litani,

b) a lemezre mer6legesen mozgatva a lemeztél nagyon messzire (azonos tavol-
sagra) elmozditani,

c) a lemeztdl és egymastdl is nagyon messzire vinni?
(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

Fizika feladatok megoldasa

Megoldas. A fémlemezen az odahelye-
fémlemez zett toltések hatésara kialakulé bonyolult
toltéselosztast helyettesithetjik a fémlemez

-Q 472 Q tdloldaldn szimmetrikusan elhelyezett ellen-

O\
tukortoltések d jét is.
Az igy atalakitott toltéselrendezés tel-
jes elektrosztatikus energiajat kiszamithat-
O juk az egyes toltések kdzdtt paronként meg-
+Q Q hatarozott Coulomb-energiak ésszegeként —
a kezdeti allapotban és a harom végallapot-
ban is. Azonban az igy kiszamitott energiak
az er6vonalkép szimmetrigja miatt (2. abra)
1. abra a valésagos energiaknak pontosan a kétsze-
resét adjak, hiszen a valésagban csak a fémlemez egyik oldalan van térer6sség (ahol
a valédi toltések vannak), a lemez tuloldalan nincsen. (Ott a térer6sség nulla, és
igy elektrosztatikus energia sincsen.)
Az eredeg elrendezés energidja (négy d tavolsagra 1évé, ellentétes el6jeld szom-
széd és két  2d tavolsagra I1évé, azonos elGjel(i atlos par, az %-es szorz6t is figye-
lembe véve): 1

E—leZI;‘IHﬁI:—IkQZ 2_7
°72 d "2 d 2

+

a7z tétes el6jeld toltésekkel, Ugynevezett tikor-
toltésekkel. Az eredeti elrendezés az 1. abran
lathatd, de ehhez hasonl6an elkészithetjuk
a harom elmozditott elrendezés megfelel6-
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Az a) és b) esetben az energia (ket d tavolsagra 1év6, ellentétes eldjeld pér):

1=
Ea:EbZE'kQ a :T,

a c) esetben pedig (minden t6ltés nagyon messze van egymastol):
E.=0.

A toltések eltavolitdsa kdzben végzett munka mindharom esetben az elektro-
sztatikus energia megvaltozasat (novelését) fedezi:

, 1V, [
kQ 2
Wa:Wb:Ea_EO:Eb_EO:T 1_7 y
, 1V [
kQ 2
WC:EC_EOZ_EOZT 2_7

Vértesi Janka (Debreceni Ady E. Gimn., 11. évf.) dolgozata alapjan
6 dolgozat érkezett. Helyes megoldas nem volt. Kicsit hianyos (4 pont) 4, hianyos (2-3
pont) 2 dolgozat.

P. 5652. Egy H magassagu toronyb6l a szog alatt felfelé eldobunk egy kovet.
A becsap0das el6tt a ké sebességvektora [3 szdget zar be a vizszintessel. A toronytol
milyen messze csapodott be a k6? A kozegellenallast hanyagoljuk el.

(4 pont) KVANT feladat

Megoldas. Jeldlje a k& sebességének (allandd) vizszintes komponensét v«. A be-
csap0das és a torony keresett tavolsaga d, a repuilési idd t. A nulla szintet valasszuk
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a torony aljanal, fligg®leges irdnyban vegyuk a lefele irdnyt pozitivnak, valamint
hasznéljuk az eldobas pillanatahoz & és a becsapodas pillanatanal az indexet.

Az eldobas utani pillanatban a fligg®leges sebessgg, = vxtga, a becsapo-
daskor vy1 = vy tgf3, a fligg®leges gyorsulag, ebb®I a repiilési id®:

_ Ux(tgp +tga)

@ t g

irjuk fel az energiamegmaradast:

1 1
Emvg +mgH = Emvf,
Vi(1+1g% ) +2gH = vi(1+1g?p),
2gH = v (tg*B  tg®0),
2H = VX—VX(tg Bg+ t9%) (tgp tga).

(1) behelyettesitésével ésl = v«t felhasznalasaval ebb®I a keresett tavolsag:

2H
d=———.
tgf tga
Gyenes Karoly (Kecskeméti Banyai Jalia Gimn., 11. évf.)

Megjegyzések. 1. A megoldasunk alapjan:

—1
V. = 2gH
T g -tgta’
és ebbdl a mozgashoz sziikséges kezdésebesség:

1 1
Vx 1 29H 2gH

" coso cosa  tg?B—tga tg?Pcos?a—sinZa’

Vo

2. Ha H >0 (azaz valdban egy toronybdl és nem egy godérbél dobtuk el a kdvet),
akkor csak B = a esetben kapunk pozitiv tavolsagot. Ez érthetd, hiszen amikor a k6 mér
lefelé haladva eléri a H magassagot, akkor vizszintessel bezart szdge éppen a, és ezutan
egyre meredekebb szégben esik, tehat valéban 8 > a.

B =a estében d — oo, ehhez azonban vo — oo kezd@sebesség kellene. Ez is érthetd:
nagyon nagy tavolsag esetében H elhanyagolhat6 a palya magassagahoz képest, a mozgas
olyan, mintha a talajrél dobnank el a kévet, amikor is valéban 3 = a.

33 dolgozat érkezett. Helyes 17 megoldas. Kicsit hianyos (3 pont) 5, hianyos (1-2 pont)
9, hibas 2 dolgozat.
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P. 5659. Maghasadéasos reakciokban gyakran keletkezik °2Sr izotop, amely két
egymast kovetd B-bomlassal a stabil ®2Zr-ra bomlik:

2,66 h go 3,54 h go
—— —_—

925y Y Zr.

Egy adag vegytiszta 92Sr preparatum elkészitése utan mennyi id6vel lesz a keletkezd
92Y mennyisége a legnagyobb?

Utmutatas: Prébalhatjuk az egyenleteket egyetlen radioaktiv bomlasi egyenlet-
re visszavezetni. Otletet adhat a kovetkez$ kétrészes cikk: Vigh Maté: Osszetett
rezgések I-I1. (https://www.komal .hu/cikkek/cikklista.h_shtml)

(5 pont) Kozli: Vigh Maté, Herceghalom

I. megoldas. Jel6ljik a harom izotopot X (°2Sr), Y (°2Y) és Z (%2Zr) betlikkel,
a magjaik (id6ben valtoz6) szamat pedig jeldlje x, y és z.

T,1=2,66h

T>=3,54h
— Y

X — Z.

X mennyisége a bomlasi torvény alapjan:

X = xpe "M,

ahol A1 = % Az Y mag egyrészt X bomlasaval keletkezik, masrészt maga is

elbomlik. Ez alapjan:

@) Y- —2—: — A2y = Xohe ™M

t_
dt A2y,

ahol A, = "2, Feltételezziik, hogy y felirhato

y = Cle—)\zt + Cze—)\3t

alakban. Ezt behelyettesitve az (1) egyenletbe:

d
d% = —Cci e M2t — cohge At = xph e Mt — g hpe A2t — N e,
—Cz)\3e_)\3t = Xo7\1e_>‘1t - Cz)\ze_)\3t,
(A2 = A3)coe ™t = xohre ™M,
A1
A3=A1 65 Cr=X
3 1 2= X0y,
Ez alapjan
A
— —Aat 1 —A1t
=cie +Xg———¢€ ,
y==0C 0 N — A1
ahol c; értékét az y(0) =0 kezdeti feltétel alapjan hatarozhatjuk meg:
A1
C1 = —Xo
A — A1
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A maximum id6épontjat derivalassal hatarozhatjuk meg:

dy _ MA2 ot _ A At —
TR VI Ve XA =0
# I Moo 1 Tl In E = 4,41 6ra.

t = - =__
M T N A A In2T—T | T
Beke Marton Csaba (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

I1. megoldas. Az el6z6 megoldas jeldléseit hasznalva T id6 elteltével:

x(T) = xpe™MT,

Hatarozzuk meg, hogy t idé elteltével mennyi az Y magok szdma, azaz y(t). A kez-
dettdl T id6 elteltével a kicsi dt id6intervallum alatt xoA;e~*1Tdt X mag bomlik
el, és ugyanennyi Y mag keletkezik. Ezeknek a kis idd alatt Iétrejott Y magoknak
e~ 22(t=1) része marad meg a kezdettdl t id6 utanra, azaz a kezdet utan T idével dt
id6intervallum alatt létrejové Y magok kozil

dy(t) = XoAre MTe 22D g = A e A2te(P2— AT

fog létezni a kezdet utan t id6ével. y(t) értékét t szerinti integralassal kaphatjuk
meg:

Zt i
YO=  xohe etehe ATy = xoagehet L et =
)\2 - )\1 0
0
1 M
=xohe Mt = gRemANt_ =y g Mt g7t
R N—N
Keressiik ennek maximumbhelyét: mivel xq )\2"_1}\1 nem fiigg az id6tol, ezért elég az

utolsé tényezdt t szerint derivalni, és megkeresni, hogy hol nulla:

—Ne Mt et =,

_ 1 AL ;
tmax—mln * = 4,41 6ra.

Gyenes Karoly (Kecskeméti Banyai Jalia Gimn., 11. évf.)

Megjegyzések. 1. y maximalis értéke tmax Y(t)-be valo behelyettesitésével megkaphato:

|
A2 S
1 A2 M 1 A2 A1
— - — Xo = 0;422Xo:
1— 2 2 2

Ymax = y(tmax) =

2. Erdekes megnéznia 1= = esetet. Ilyenkor az y(t) fiiggvényben egy % tényezd

jelenne meg. A megoldas ebben az esetben y(t) = tx o€ ™ éS tmax = %
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I11. megoldas. A feladat numerikusan is megoldhatd.®> Hasznaljuk a korabbi
jeloléseket, ekkor a megoldandd di [erkncialegyenlet-rendszer:

AX

ar - e
A
7A)t/ = )\1X - )\zy

A programunk Valtozoi t, x ésy, paraméterei A; = 12, A, = 112 és At (a kozelito
szamitas ,,felbontédsa™). Legyen xo =1 (igy X és y relativ értékek lesznek a kiindulé
mennyiséghez képest.)

A paramétereink kezdGértéke legyen:

t:=0,
X:=1,
y:=0.

Ezutan ismételjik a kévetkez6 ciklust:
t.=t+At,
Y=y + (A1 X —A2y)At,
X 1= X — A XAt

mindaddig, amig A;x— A,y > 0. Amikor ez az érték eljelet valt, allitsuk le a ciklust,
és irjuk ki t értékét.

A ciklust tovabb futtatva, és az adatokat abrazolva elkészithetjik az x(t) és
y(t) grafikonokat is. Az abran lathaté grafikonon a Z (°?Zr) magok z(t) relativ

értékét is abrazoltuk, amely a z = xo — (X +Yy) képlettel minden id6pontban kénnyen
meghatarozhato.

Xrelv yrel » Z rel
14
— X (*%3r)
(2
0,5- Y (°°Y)
fffffffffff — — Z (%2zr)
! t (6ra)
0 T T T T T
0 4 8 12 16 20

5Ehhez lasd Csoka Péter, Seprédi Barnabas: Fizika problémak megoldasa numerikus médsze-
rekkel cimd cikkét lapunk 2024. novemberi szamaban.
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Megjegyzés. A futtatashoz barmilyen program hasznalhato, de elvégezhetd akar Excel
tablazatkezelGvel is: ekkor a képleteket az elsé sorba beirva autokitdltével lehet a sorokat
letrehozni, majd grafikonvarazsloval a grafikont elkésziteni. Az abran lathaté grafikon is
igy késziilt At=0,0106ra lépéssel.

16 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldas. Kicsit hianyos (3-4 pont) 3, hianyos (1-2
pont) 4 dolgozat.

Fizikabadl kit(zott feladatok

M. 443. Mobiltelefon fényérzékel§jét hasznalva mutassuk meg, hogy a fényinten-
zitas inverz négyzetesen fligg egy pontszer( fényforrastél mért tavolsagtol! Hogyan
valasszuk a kisérleti kériilményeket ahhoz, hogy minél pontosabban tudjuk igazolni
ezt az dsszefliggést?

(6 pont) Kozli: Vadasz Gergely, Solymar

G. 897. Egy fonal egyik végét rogzitjuk, a masikra egy nehéz testet erdsitiink.
A fondl akkor szakad el, ha a nehezék tdmege nagyobb, mint M.

A fonalat most egy vizszintes asztalra fektetjik, az egyik végéhez egy m tomegi
testet erésitiink, a maésik végét pedig az m tomeg( testtel ellentétes irdnyban
a gyorsulassal huzni kezdjik. A test és az asztal kozotti surlédasi egyitthato .
Legfeljebb mekkora lehet a gyorsulas nagysaga, ha a fonal nem szakad el?

(3 pont)

G. 898. Egy 16000 N sulyd auto vizszintes felileten all. Az autd mind a négy
kereke egyenld erével nyomja a talajt. Ezutan az autd vonéhorgara biciklitartét
szerelnek, amire harom biciklit rogzitenek szimmetrikusan, a képen lathaté médon
(vagyis a terhelés a biciklihordozé koézepére esik).

Mennyivel valtozik meg az au-
t6 kerekei altal a talajra kifejtett
erg?

A héarom biciklire és a tar-
téra egylttesen 800 N nehézsé-
gi er6 hat, aminek a hatasvona-
la 30 cm-re fekszik a vonohorog
régzitési gémbjétél. Az autd elsé
és hatso tengelye kdzotti tavolsag
2,8 m, a von6horog gdémbje viz-
szintes irdnyban 1 m-re van a hét-
sO tengelytdl.
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G. 899. Legalabb mekkora az atlagos aramfelvétele egy elektromos gépkocsinak,
mikdzben 2,7 s alatt gyorsul fel 100 km/h sebességre? Az aut6 lGzemi feszlltsége
800 V, tdmege 2500 Kkg.

(3 pont)

G. 900. Megvalaszthat6-e az abran lathaté ohmos ellenallasok (nullatél kilon-
b6z6) nagysaga gy, hogy az ered6 ellendllas az a) és b) esetekben egyenld legyen?

B — B —
1 o—
o—] 1
T T
o T | o T |
a) b)
(4 pont) de Chatel Péter (1940-2023) feladata nyoman

P. 5670. Két, egymast mer6legesen keresztez6 Uton egy-egy motoros halad. Az
egyik sebessége vy, a mésiké v,, és az egymastol val6 legkisebb tévolsdguk dg.
Milyen tavolsagra vannak ekkor a keresztez6dést6l?

Az egyszerlseg kedvéért mindkét jarmdvet tekintsuk pontszer(inek.
(5 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest

P. 5671. Vizszintes sikban rogzitett
lemezen harom Kicsiny lyuk van, ta-
volsaguk 3, 4 és 5 egységnyi. Harom
vékony, hajlékony fonal egy-egy végét
dsszecsomoOzzuk, a masik végiket pe-
dig a lyukakon atf(izziik, majd a lel6-
go végiukre (az abran lathaté moédon)
2, 3 és 4 egységnyi tomeget akasztunk.
A fonalak és az asztal kozotti surlodas
elhanyagolhato.

Szerkesszik meg (korzdével és vonalzoval vagy a GeoGebra program segitségével),
hogy egyensulyi helyzetben hol lesz a csomo!

(5 pont) Kozli: Gnadig Péter, Vacduka

P. 5672. Az Egyenlitén &llva, éppen a fejunk felett halad at egy mdhold, amely
a Fold felszinétdl 400 km-re levd palyan kering. Legfeljebb mennyi ideig lathatjuk
a mdholdat?

(4 pont) Kozli: Németh L&szlé, Fonyod
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P. 5673. Egy j6 hészigetelt falu, vizszintes helyzetd, rdgzitett, henger alaku
tartalyban lév6 levegdt strlédasmentesen mozgo, szintén jo hészigetel6 anyagbol
készilt, 0,5 kg tdmegd dugattyu oszt két részre (abra). Kezdetben a dugattyu olyan
helyzetben rogzitett, hogy a bal oldali részben a levegé térfogata 3 dm®, nyoméasa
100 kPa, a masik részben pedig 2 dm® és 200 kPa. Ekkor mindkét részben a levegd
hémérséklete 300 K.

T, pa Va T, ps, VB

A dugattyu rogzitését megsziintetjik.

a) A rogzités megsziintetését kdvetden a dugattyl mekkora maximalis sebességre
gyorsul fel?

b) Mekkora lesz a bal oldali l1égoszlop legmagasabb hémérséklete?
(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
P. 5674. Egy héer6gép egy C hbékapacitasu, kezdetben T hémérsékletl test és

egy allandd Ty hémérsékletli, nagy méretl hétartaly kozott tzemel.

Vizsgaljuk a kévetkezd két esetet: T =To+ AT és T =T — AT. Melyik esetben
nyerhetiink tébb munkat?

(5 pont) Példatari feladat nyoman
P. 5675. 30 cm oldalhosszUséagu, szabalyos haromszdg csicsaiban 400 nC nagy-

sagu, pontszer( toltések vannak. A szomszédos toltéseket szigetel6fonalak kotik
Gssze.

a) Mekkora er§ fesziti a fonalakat?

b) Mekkora er6 fesziti a fonalakat akkor, ha a haromszég sulypontjdba egy
200 nC nagysagu toltést helyeziink el?

(4 pont) Kozli: Veres Dénes, Szolnok

P. 5676. Az abran lathatd kapcsolasi rajz szerint dsszeallitott aramkorben sze-
repl6 feszultségforras elektromotoros ereje 20 V, az ellenallasok R; =50 Q, illetve
R, =150 Q nagysaguak, a kondenzator 20 puF kapacitasu. Kezdetben a K kapcsolo
zarva van.

a) Mekkora a kondenzator toltése a kapcsol6 zart allasa esetén?

b) A kapcsol6 nyitasat kdvetden kialakuld allandésult allapot eléréséig mennyivel
valtozik meg a kondenzator energidja, és mennyi hé fejlédik az R; ellenallason?

A feszliltségforras belsd ellenallasa elhanyagolhatd.
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(5 pont) Tornyai S&ndor fizikaverseny, Hodmezévasarhely

P. 5677. Egy 1,5 V-os elem kivezetéseihez két darab 20 cm hosszUsagu, egy-
eres, 1 mm sugaru, vordsréz vezetékkel hozzakapcsolunk egy 1 k -os ellenallast.
A vordsrézben atomonként egy darab vezetési elektron van.

a) Szamoljuk ki a vezetékben a vezetési elektronok atlagos aramlasi sebességét!

b) Mennyi id6 alatt jutna el egy elektron ekkora sebességgel a teleptdl az
ellenallasig?

(5 pont) Példatari feladat nyoman

P. 5678. Egy D rugoallanddju rug6 egyik végét egy lift mennyezetéhez régzitjuk,
masik végére pedig egy m tdmeg( testet akasztunk. Kezdetben a test egyensulyban
van. Egyszer csak a lift allandé a gyorsulassal elindul felfelé, majd T idé utan
a gyorsulds megsz(inik és a felvond allandé sebességgel halad tovabb. Mekkora
amplitidoéjua mozgast végez ezutan a test?

(6 pont) Kozli: Vigh Maté, Herceghalom
1

Bekuldési hataridd: 2025. november 17.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet
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FOR SECONDARY SCHOOLS
Problems in Mathematics

(Volume 75. No. 7. October 2025)

New exercises for practice — competition K (see page 430): K. 869. The average, median,
mode and range of five not necessarily distinct integer numbers are 69, 83, 85 and 70,
respectively. Find the second smallest of the five numbers. K. 870. How can 5 identical
squares be dissected into a single big square with at most 5 straight cuts? (During cutting,
the individual pieces cannot be stacked, and each cut can be applied to a single piece.)
Find a solution. K. 871. How many positive integers are there that consists of 4 digits in
their base 3 representation, and 3 digits in their base 4 representation? K/C. 872. Fill in
the parts denoted by a, b, ..., g of the diagram (see page 431) with numbers 1, 2, 3, 4,
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5, 6 and 7 such that the numbers in the three circles have the same sum, anda is perfect
square. Find all solutions. K/C. 873. Rabbit has written letters to six of his friends and
relations and lled out six envelopes with their addresses. Later he gave the whole stack
to Tigger and asked him to put the letters into the envelopes and post them, since Tigger
boasted several times that Tiggers are the best at posting letters. However, this was not
the case, since Tigger actually couldn't read at all. So, not surprisingly, Tigger will put the
six letters into the six envelopes randomly (at least he will make sure that each envelope
will contain a single letter). In how many cases will exactly two letters be placed in their
respective envelopes?

New exercises for practice — competition C (see page431): Exercises up to grade 10:
K/C. 872. See the text at Exercises K. K/C. 873. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1868. Claire observed that the distance (in kilometers) between her home
and her favorite lake is equal to the square of the time (in hours) it takes to travel between
them on a bicycle. On a given day, it took 4 hours longer to get to the lake, as her speed
was 3 km/h slower than usual. Find the distance between the two places. (Based on a
Canadian competition problem) C. 1869. Square ABCD has a side length of 20 meters. A
ray of light is emitted from the vertex A and re ected back from side BC, CD and DA (in
this order) and nally arrives at the midpoint N of the side AB. Find the distance traveled
by the ray of light. (Iranian competition problem) C. 1870. A table tennis competition is
held between 10 contestants. Each contestant plays exactly one match against every other
contestant. At one of the breaks the organizers observe that if two contestants played the
same number of matches so far, then there is no contestant that played with both of them.
Supposing that more than 5 matches had already been played until the break, is there a
contestant who played exactly two matches so far? (Based on a problem from Polygon,
Szeged)Exercises upwards of grade 11: C. 1871. The line through focus F of the parabola
x?> 6x 4y+9=0 and an arbitrary point P of the parabola intersects the parabola at
point Q for the second time. Find the equation corresponding to the locus of the midpoints
of line segment P Q. (Proposed by Balint Bird, Eger) C. 1872. Peti has written the integers
from one to fty on the blackboard. In each step, he chooses two numbers (a and b) on
the board, erases them and replaces them with the number de ned by the formula a?b

6a> 7ab+42a+6b 30. He repeats this until a single number remains on the board.
What can this number be? (Proposed by Matyas Czett, Zalaegerszeg)

New exercises — competition B (see page432): B. 5478. Let S denote the centroid of
triangle ABC. Let T denote the foot of the height from vertex A intriangle ABC.Ray TS
(starting from point T) intersect the circumcircle of the triangle in V. Prove that S trisects
line segment TV . (3 points) (Proposed by Viktor Vigh, Sandorfalva) B. 5479. Let d be a
given positive integer. Prove that there exist in nitely many pairs  (X,y) of positive integers
such that the di erence of the arithmetic and geometric mean of x and y is d. (3 points)
(Proposed by Laszl6 Németh, Fonydd) B. 5480. In triangle ABC angle [ATB is 90°. Let
F denote the midpoint of leg AC, and let G denote the midpoint of hypotenuse BC.
Prove that the circle with diameter F G is tangent to the incircle of triangle ABC if and
only if AC =2BC. (4 points) (Proposed by Attila Sztranyak, Budapest) B. 5481. Prove
the following divisibility for every positive integer n: (n)"jn? (n? 1) (n®> 2) ...

(n+2) (n+1). (4 points) (Proposed by Balint Hujter, Budapest) B. 5482. We have
selected an odd number of integers. We have changed one of them such that their average
increased by 1, but their standard deviation did not change. Prove that the average of
the originally selected numbers is an integer. (5 points) (Based on a proposal by Erzsébet
Berkd, Szolnok) B. 5483. A deck of 2n cards consists ofn suits, each suit consisting of two
values, 1 and 2. n players play the following cooperative game: They start by shuing
the 2n cards, then each player is dealt two cards, which they reveal to the other players.
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Subsequently, they decide together the order they sit down around a round table, and
they also choose the player starting the game. During the game, each consecutive player
(in the clockwise direction) tries to put down a card, however, a card with value 2 can
only be put down if the card of the same suit with value 1 is already on the table. They
win the game if they manage to put all the cards on the table, however, they lose the game
if somebody holding at least one card in their hand cannot put down a card on the table.
Prove that the players can always win the game, regardless of the hand they were dealt.
(5 points) (Proposed by Anett Kocsis and Andras Imolay, Budapest, based on a Direr
competition problem) B. 5484. Let M denote the orthocenter of acute triangle ABC, and
let F denote the midpoint of side BC. Let T denote the foot of the perpendicular from M
to the inner angle bisector at vertex A. Line FT intersects side AC at point D. Prove that
the circumcircle of triangle CDF contains the foot of the height of triangle ABC from
vertex A. (6 points) (Proposed by Bélint Bird, Eger) B. 5485. Prove that there exists
a rational number arbitrarily close to ﬁ that cannot be obtained as the sum of the
reciprocals of 2025 positive integers. (6 points) (Proposed by Mihaly Hujter, Budapest)

New problems — competition A (see page 434):

A. 914. We write the ordered pair (1,0) on the board. In one step, if the ordered
pair (a,b) is on the board, we erase it and replace it with either (a+b,b) or (2a+b,a+
+b). (For example, after two steps, the pair on the board may be one of (1,0), (2,1),
(3,1), or (5,3).) Prove that after n steps, the ordered pair on the board can take exactly
2" dilerknt values. (Proposed by Andras Imolay, Budapest) A. 915. Given a circle with
three points A, B, and C on it, which do not form an isosceles triangle. For every point
P I'{A,B,C} on the circle, let Ap, Bp and Cp denote the intersections of the tangent
at P with the tangents at A, B, and C, respectively. Prove that there exist exactly three
points P Y{A,B,C} on the circle for which the points Ap, Bp and Cp are well-defined and
the perpendiculars from Ap to BC, from Bp to CA, and from Cp to AB are concurrent.
Furthermore, show that these three points P form an equilateral triangle. (Proposed by
Zoltan Gyenes, Budapest) A. 916. Let a [ 3 be an integer, and define f(n) =a" —1 for

every positive integer n. Denote by f% the k-iterate of f, that is, f®(n) = f(n) and
f&+D(n) = £(F*X(n)) for k [Ia) Prove that for any positive integer K there exists a

positive integer M such that for every integer 1 CKICK], the number £ (M) is divisible
by M if and only if k is divisible by 2025. b) Does there exist a positive integer N such

that for every positive integer k, the number f¢(N) is divisible by N if and only if k is
divisible by 2025? (Proposed by Boldizsar Varga, Budapest)

Problems in Physics
October 2025 (see page 458)

M. 443. Using the light sensor of a mobile phone, show that light intensity is inversely
proportional to the square of the distance from a point source of light. How should we
choose the experimental conditions in order to prove this relationship as accurately as
possible?

G. 897. One end of a thread is fixed and a heavy body is attached to the other end.
The thread will break if the mass of the body is greater than M. Now the thread is laid
on a horizontal table, a body of mass m is attached to one end, and the other end is
pulled in the direction opposite to the body, with an acceleration of a. The coe [cieht of
friction between the body and the table is p. What is the maximum magnitude of the
acceleration if the thread does not break? G. 898. A car of weight 16000 N is standing
on a horizontal surface. All four wheels of the car push the ground with the same force.
A bicycle carrier is then attached to the hitch of the car, to which three bicycles are
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attached symmetrically, as shown in the picture (i.e. the load is applied to the centre of
the bicycle carrier). By how much does the force exerted by the wheels of the car on the
ground change? The three bicycles and the bicycle carrier together weigh 800 N, the line
of action is at a distance of 30 cm from the ball of the hitch. The distance between the
front and rear axles of the car is 2.8 m, the ball of the hitch is 1 m horizontally from the
rear axle. G. 899. What is at least the average current drawn by an electric car while it
accelerates to 100 km/h in 2.7 s? The car has a nominal voltage of 800 V and a mass of
2500 kg. G. 900. Is it possible to choose the resistances of the resistors (other than zero)
such that the e [edtive resistance in figures a) and b) are equal?

P. 5670. Two motorcyclists are riding on two roads, which cross each other perpendicu-
larly. The speed of one is v1, the speed of the other is v2, and their minimum distance from
each other is do. What is their distance from the crossroad at this moment? For simplicity,
consider both vehicles point-like. P. 5671. There are three small holes in a plate, fixed in a
horizontal plane 3, 4, and 5 units apart. One end of each of three flexible thin threads are
tied together, the other ends are threaded through the holes and 2, 3, and 4 units of mass
are hung over the hanging ends (see the figure). Friction between the threads and the ta-
ble is negligible. Construct the position of the knot at equilibrium. P. 5672. Standing on
the Equator, a satellite passes just above our heads, orbiting at a distance of 400 km from
the surface of the Earth. At most for how long can we see the satellite? P. 5673. A piston
with a mass of 0.5 kg divides the air in a fixed horizontal cylindrical tank into two parts.
The walls of the tank and the piston have good thermal insulation, and the piston can
move frictionlessly (see the figure). Initially, the piston is fixed in such a position that the
volume of air in the left part is 3 dm® and the pressure is 100 kPa, while in the other part
the volume is 2 dm® and the pressure is 200 kPa. At this state the temperature of the air
in both parts is 300 K. The piston is released from its clamping. a) After releasing the
piston from the clamping, what is the maximum speed to which the piston accelerates?
b) What will be the maximum temperature of the air column on the left? P. 5674. A heat
engine operates between a body of heat capacity C, which was initially at a tempera-
ture of T, and a large heat reservoir of constant temperature To. Consider the two cases
T=To+AT and T =To—AT. In which case can we gain more work? P. 5675. There
are point-like charges of 400 nC at the vertices of an equilateral triangle of side 30 cm.
The adjacent charges are connected by insulating threads. a) What is the tension in the
threads? b) What is the tension in the threads, when a 200 nC point-charge is placed at
the centroid of the triangle? P. 5676. In the circuit shown in the figure, the electromotive
force of the voltage supply is 20 V, the resistances of the resistors are R;1 =50 Q and
R, =150 Q, and the capacitor has a capacity of 20 pF. Initially, switch K is closed. a)
What is the charge on the capacitor when the switch is closed? b) Until the steady state
is reached after the switch is opened, how much does the energy of the capacitor change
and how much heat is dissipated in resistor R;? The internal resistance of the voltage
supply is negligible. P. 5677. To the terminals of a battery of 1.5 V, a resistor of 1 kQ is
connected with two copper wires of length 20 cm, and of radius 1 mm. The copper has one
conduction electron per atom. a) Calculate the drift speed of the conduction electrons in
the wire. b) How long would it take for an electron to travel at this speed from the battery
to the resistor? P. 5678. One end of a spring with a spring constant D is attached to the
ceiling of a lift, and the other end is attached to a body with mass of m. Initially, the
body is at rest. Suddenly the lift starts to move upwards with a constant acceleration of
a, and after a time T the acceleration ceases, and the lift continues to move at a constant
speed. What is the amplitude of the subsequent motion of the body?
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