Kozepiskolai Matematikai
és Fizikai Lapok

Informatika rovattal

Képek a P. 5685. feladathoz

Abra az idei IMO hatodik feladatanak
megoldasahoz

U
B ]
N X ]
B |
E:3 _%/_ |
H*T‘ T K |
kL
indn:
et 1)
Az idei Nemzetk6zi Matematikai Diakolimpia feladatainak 75. évfolyam
megoldasai Il | Kincsek a KoMaL multjabol | Egy egyszeri 8. szam
egyenletmegoldo eljaras | Nyari tabor volt Dombdvar-Gunarason 202 5

| Rejtvények, ordoglakatok: Hanoi tornyai november




ABolyaiJanos Matematikai Tarsulat ésaz EGtvos Lorand Fizikai Tarsulat folydirata

55. KoMaL Nyari Tabor 2025., Dombévar-Gunaras

Dijkioszton

Jobbsodras

Agquaplaning
\ £ "\ Nemzeti At % g
AKOMaL oy Egyiittmiikédési = =F3 KULTURALIS ES INNOVACIOS
tamogatoi " Alap BETHLEN GABOR =l MINISZTERIUM
MINISZTERELNOKSEG Aisgieritd e ~J



KOZEPISKOLAI MATEMATIKAI ES FIZIKAI LAPOK
INFORMATIKA ROVATTAL BOVITVE

ALAPITOTTA: ARANY DANIEL 1894-ben

75. évfolyam 8. szdm

Budapest, 2025. november

Megjelenik évente 9 szdmban, januértél méjusig és szeptembertél decemberig havonta. ARA: 1600 Ft

TARTALOMJEGYZEK

A 66. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia fel-
adatainak megolddsa IT. .................... 466

Beszamolé a 2025-6s nyari dombévar-gunarasi
tAbOITOl. ..o 472

Bozéki Sdndor: Rejtvények, ordoglakatok — A
Hanoi tornyai feladvany grafja.............. 475

Kozma Katalin Abigél: Gyakorlo feladatsor
emelt szintd matematika érettségire ........ 478

Németh Ldszlé: Megoldasvazlatok a 2025./7.
szam matematika gyakorl6 feladatsordhoz. .. 479

Helyesbités..........cooooviiiiiii i 488
Matematika feladatok megolddsa (5440., 5459.) 488
Kincsek a K6MaL maltjabol .................. 492

A K pontversenyben kitiizétt gyakorlatok (874
B78.) et 497

A C pontversenyben kit{izott gyakorlatok (877—
878., 1873-1877.) evievi i 497

A B pontversenyben kitiizott feladatok (5486
6593.) e 499

Az A pontversenyben kit{izétt nehezebb felada-
tok (917-919.) ... ovveeiieeieeee 500

Informatikébdl kittiz6tt feladatok (675-678.) .. 501

Woynarovich Ferenc: Egy egyszerti egyenlet-

megoldd eljards. ... 505
Mérési feladatok megolddsa (441., 442.) ....... 509
Fizika gyakorlatok megolddsa (891.)........... 513
Fizika feladatok megoldésa (5635., 5636., 5639.,

BO45.) e 515
Fizikabdl kitlizott feladatok (444., 901-904.,

56T9-B687.) o 521
Problems in Mathematics..................... 525
Problems in Physics...................oo 527

Fészerkeszté: KORANDI JOZSEF
Fizikus szerkeszt: VANKO PETER
Miiszaki szerkeszt6: FRIED KATALIN
Borité: BURGHARDT ZSUZSA
Kiadja: MATFUND ALAPITVANY
Alapitvanyi képviseld: KOs RiTa
Felelos kiad6: KATONA GYULA
Nyomda: OOK-PRESS Kift.

Felel6s vezeté: SZATHMARY ATTILA
INDEX: 25 450 ISSN 1215-9247

A matematika bizottsag vezetdje:

HERMANN PETER

Tagjai: BAN-SzABO ARON, BfRG BALINT,

CzETT MATYAS, GYENES ZOLTAN, HUJTER BALINT,
Kiss GEza, KOs GEza, Kozma KATALIN ABIGEL,
MAGYAR ESzTER, NEMETH MARTON, ;
PacH PETER PAL, PAULOVICS ZOLTAN, RATKO EvA,
SIMON LASzLO BENCE, SZTRANYAK ATTILA,
UJjHAzy MARTON, VIGH VIKTOR

A fizika bizottsag tiszteletbeli elnoke:
Hovics LAszLo

Vezetdje: SZECHENYI GABOR

Tagjai: BARANYAI KLARA, GNADIG PETER,
HONYEK GYULA, OLOSZ BALAzZS, SzAsz KRISZTIAN,
ViGH MATE, VLADAR KAROLY,

WOYNAROVICH FERENC

Az informatika bizottsig vezetdje:
SCHMIEDER LAszLO

Tagjai: LOcz1 LAJOS, SIEGLER GABOR,
TOTH TAMAS

Forditék: GYENES ZOLTAN, TASNADI ANIKO
Nyelvi korrektor: ANDICS AGNES

Javitas koordinalasa: CSOBANKA PETRA
Szerkesztdségi titkar: ONDINE SzABO SARA

A szerkesztéség cime: 1117 Budapest,
Pézmény Péter sétany 1/C IIL. emelet 3.405.
Telefon: +36 20 320-1143
A lap megrendelhet6 a
https://komalujsag.myshoprenter.hu
oldalon keresztiil.

Eléfizetési dij egy évre: 12500 Ft
Kéziratokat nem 6rziink meg és nem kiildiink vissza.
Minden jog a K6MaL tulajdonosaié.
E-mail: szerk@komal.hu
Internet: http://www.komal.hu

This journal can be ordered from the Editorial office:
Péazmény Péter sétany 1/C IIL. emelet 3.405.
1117-Budapest, Hungary
telephone: +36 20 320-1143
or on the Internet:
https://komalujsag.myshoprenter.hu.

A Lapban megjelend hirdetések tartalmaért
felelésséget nem vallalunk.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/8

465



In ‘ | : A 66. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia

feladatainak megoldasa 1I.
SUNSHINE COAST

66th International Mathematical Olympiad 2025

A hagyomanyoknak megfeleléen kozoljiik a Nemzetkozi Matematikai
Diakolimpia feladatainak megolddsait. A megolddsok leirasara idén is
a magyar csapat tagjait kértiikk meg. Kézremiikodésiiket koszonjiik, és
ezuton is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkeszt6ség

Misodik nap'

4. feladat. FEgy N pozitiv egész szigoru osztoi alatt az N -nél kisebb pozitiv osztoit
értjiik.
Az ay,aq,... végtelen sorozat olyan pozitiv egészekbdl all, melyek mindegyikének

legaldbb hdarom szigori osztdja van. Minden n > 1 esetén a,+1 megegyezik a,, hdrom
legnagyobb szigori osztojanak dsszegével.

Hatdrozzuk meg a1 dsszes lehetséges értékét.
Javasolta: Litvania

Megoldas (Holl6 Martin). Azt fogjuk megmutatni, hogy pontosan azok a szdmok
jok — vagyis ezek lehetnek a sorozat elsé elemei —, amelyek nem oszthatok 5-tel, a
primtényezds felbontasukban a 2 kitev6je valamilyen k nemnegativ szamra 2k + 1,
és a 3 kitevoje legaldbb k4 1.

Ahhoz, hogy az ilyen szamok jok, elég megmutatnunk, hogy minden ilyen szdm-
nak van legalabb 4 osztdja, és ha a,, tudja ezt a tulajdonsagot, akkor a, 1 is tudja.
Minden ilyen tulajdonsigu szamnak osztdja az 1, 2, 3 és a 6, tovabbd ha a,, négy

legkisebb osztdja az 1 < b < ¢ < d, akkor a hadrom legnagyobb szigord oszté az % >

an 1 1 1
> — c > d , és 1gy apy1 = (b+c+d>a

Ha k =0, akkor a,, szdm nem oszthato 4-gyel, a harom legkisebb oszt6 a 2, 3 és
a 6, és igy

1+1+1
Gnp =\l5 T35 7T %) 0n=0an,
27376

vagyis innen kezdve a sorozat konstans.
Ha k£ >0, akkor b=2, c=3, d=4, és igy

111 13a,
any1=s+=+-)an=—",
+ 23"} 12

és igy a,41 tovabbra sem oszthato 5-tel, a 2 kitevGje 2-vel csokkent, vagyis most
2(k—1)+41, és a 3 kitevéje 1-gyel csokkent, vagyis ha eddig legaldbb k volt, akkor
most még mindig legalabb k — 1, ezzel belattuk, hogy ezek a szamok jok.

1Az els6 nap feladatainak megoldésat az oktdberi szdmban kozoltiik.
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A megforditashoz elészor megmutatjuk, hogy a sorozat egyik eleme sem lehet
paratlan. Ha a,, paratlan, akkor minden osztéja, és igy a,1 is paratlan. Ha az a,,
négy legkisebb osztdja 1 < b < ¢ < d, akkor

1 1 1 1 1 1
Apy1 = E‘FE‘Fg an, < §+g+? ap < Ap,

vagyis innentol kezdve a sorozat elemei szigorian csokkennek, ami egy csak pozitiv
egészekbdl 4ll6 sorozatnal nem lehetséges.

Most azt is megmutatjuk, hogy a sorozat minden eleme oszthaté 3-mal. Ehhez
elég megmutatnunk, hogy ha a,, paros és nem oszthaté 3-mal, akkor a, 41 paratlan
(és akkor rogton készen vagyunk), vagy pedig kisebb mint a,, és nem oszthaté 3-
mal (ekkor pedig a sorozat mindig csokkenne, ami szintén nem lehet). Tovabbra
is legyen az a,, négy legkisebb osztdja 1 < b < c < d. Mivel a,, paros, ezért b= 2,
tovabba tudjuk, hogy ¢ > 3.

n n n 3 n n ” 2
e Ha c=4, akkor a,41 = % + % + % = % + %; az els6 tag oszthaté 3-
mal, a masodik nem; tehat a,+; nem lehet oszthaté 3-mal. Tovabba a,y1 <
1 1 1
< 54‘14‘5 Ay < Q.

e Ha ¢ >4, akkor a,, nem oszthato 4-gyel, igy ¢ paratlan, az a,, legkisebb paratlan
primosztdja. Ezen az eseten beliil,
— Ha d is paratlan, akkor % paratlan, mig dn és % paros, tehat ezek 6sszege,
Gn+1 paratlan. ¢
— Ha d péros, akkor d/2 egy még kisebb osztd, ami csak a c¢ lehet, vagyis d = 2c.
an+al+al_an 3a,

Ekkor an41 = — = — 4+ ——; a maésodik tag oszthaté 3-mal, az
2 c 2c 2 2c 3
an

a
els6é nem, tehdt a,,41 sem oszthaté 3-mal. Tovabba a, 41 < 7” + 0 < Qp-

Igy tehat feltehetjiik, hogy a sorozat minden eleme oszthaté 2-vel és 3-mal.
Ha a,, oszthaté 4-gyel is, akkor a legkisebb osztéi 1, 2, 3, 4, és ap4+1 = %L + (%n +
a, 13a,

+—= 3 tehat a kovetkezo tagban a 2 kitevGje 2-vel csokken, a 3 kitevije pedig

1-gyel, az 5 kitevGje nem valtozik.

Ezért ha a1 primtényezés felbontasaban a 2 kitevéje paros, akkor minden 1épés
utan paros marad, igy viszont véges sok 1épés utan eljutunk egy paratlan elemhez,
ami nem lehetséges. Az ai-ben tehdt a 2 kitevOje csak paratlan lehet, 2k + 1

k
valamilyen k nemnegativ egésszel. k 1épés utan eljutunk az aj1 = 12) szamhoz,

amely paros, de nem oszthaté 4-gyel. Mivel ez az elem is oszthaté 3-mal, az a;
primtényezos felbontasaban a 3 kitevGje legalabb k + 1.

Mar csak azt kell ellen6rizniink, hogy a1 nem lehet oszthato 5-tel. Ha a1 oszthatd

5-tel, akkor ag1 is oszthatd 5-tel, ezért ax41 négy legkisebb osztdi 1, 2, 3, 5, akkor

. k41 | Qk4+1 | Qk+41 p P . . ..
viszont a0 = L 3+ Sl ; az els6 tag paratlan, a masik ketto pedig paros;

ez ellentmond annak, hogy ay4o paros.
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5. feladat. Hanga és Abel eqy kétszemélyes jdtékot jdtszanak, amelynek a szabd-
lyai eqy \ pozitiv valos szamtol fiiggenek, amelyet mindkét jatékos ismer. Az n-edik
lépésben (n = 1-gyel kezdddden) a kovetkezd torténik.

e Ha n pdratlan, Hanga vdlaszt egy x,, nemnegativ valds szdmot gy, hogy
1+ 22+ 2, < A0,

e Ha n pdros, Abel vdlaszt eqy x, nemnegativ valds szdmot igy, hogy
x%—kx%—&—m—&—xi <n.

Ha valamelyik jatékos nem tud megfelelé x, szdmot vdlasztani, a jdték véget ér és
a mdsik jatékos nyer. Ha a jaték orokké tart, egyik jdtékos sem nyer. A wvdlasztott
szamok mindkét jatékos szdmdra ismertek.

Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan A szamot, amelyre Hangdnak nyerd stratégidja van,
valamint az dsszes olyat, amelyre Abelnek nyerd stratégidja van.

Javasolta: Olaszorszag
Megoldas (Szakacs Abel). Azt allitjuk, hogy

1 .
e ha 0 < A < —, akkor Abelnek van nyer§ stratégidja;

V2

1
e ha A > — akkor Hangédnak van nyerd stratégiaja;

V2

1
e ha A = —, akkor mindkét jatékos meg tudja akadélyozni, hogy a masik nyerjen.

V2

1
El6szor mutatunk egy egyszerii stratégiat, amelyet kovetve A > 7 esetén Han-

ga nem veszithet. Valassza Hanga mindig a 0 szdmot, tehat legyen minden n = (2k+
+1)-re x,, = 0. Gondoljuk meg, hogy Hanga ezt megteheti gy, hogy sohasem sériil

a > x; < An feltétel.
i=1

Abel 2k-adik lépése utén Z 22 < 2k. A szdmtani és négyzetes kozepek kozti

egyenl6tlenséggel feliilrél becsulhetjuk az Osszeget. Mivel 1 =x3=...= 29541 =0,
241
Z L Z L24 Z xQz Z J}
frd < frd
k k: - k: V =2,
2k+1

D i <V2-k <20k <A2k+1).

i=1
Igy Hanga mindig folytatni tudja ezt a stratégiat.
1
Ha A\ > 75 akkor nemcsak nem vesztd, de nyerd stratégidja is van Hangénak,

mert elegendGen sok 0 vilasztasa utan tudja elég nagynak valasztani szamét ahhoz,
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hogy Abel rogton veszitsen. Valasszunk egy olyan nagy N pozitiv egész szdmot,
amelyre (A(2N 4+ 1) —v/2N)? > 2N + 2 (ilyen létezik, mert a bal oldalon 4ll6 kife-
jezés mésodfokn), és legyenek Hanga 1épései

2N
T1=r3=x5=...=xany-1=0, 9:2N+1:/\(2N+1)—Z;1:k.
k=1

2N
Mint lattuk, > 2 < V2N < A(2N +1), igy zon11 > 0, vagyis Hangdnak ez a
k=1
lépése is megengedett. Masrészt

2N+1
> af = adyy = (AM2N +1) = V2N)? > 2N +2,
k=1

igy Abel a (2N + 2)-edik 1épésben nem tud 1épni, és Hanga nyer.

1 P
Most vizsgaljuk azt az esetet, ha A < \ﬁ Legyen Abel stratégidja az, hogy

mindig a legnagyobb megengedett szamot valasztja:

— ./ 2
Top =14/2—5,_1.

Megmutatjuk, hogy Abel ezt mindig megteheti, tehat Hanga nem nyerhet; ha pedig
A< ﬁ, akkor elé4ll egy olyan helyzet, amikor Hanga nem tud lépni, tehat Abel
nyer.

Vegyiik észre, hogy minden pozitiv egész n-re

_ /2 2 2 2 _
Ton—1+ Top = \/mgn_l + 2xon_1T2n + 23, > \/xQn—l +3, = V2,

ezért
x1+x2+...+x2n2n\/§2)\-2n

(ez az n =0 esetben is igaz, amikor a bal oldalon iires ¢sszeg 4ll). Emiatt Hanga

mindig legfeljebb A < %—nek tudja vdlasztani o, i-et, tehat Abel mindig tud

lépni, Hanga nem nyerhet.

1 .
Ha A < ﬁ’ akkor Abel nyerni is fog ezzel a stratégiaval. Ha N olyan nagy
pozitiv egész, amelyre /2N > (2N + 1) (ilyen N létezik, mert /2 > 2)), akkor

2N
> x> V2N > (2N + 1),
k=1

tehat Hanga legkésébb a (2N + 1)-edik 1épésben biztosan veszit.
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6. feladat. Vegyiink egy 2025 x 2025 egységnégyzetbdl allé négyzetracsot. Matild
téglalap alaki csempéket helyez a rdcsra (amelyek mérete eltérd lehet) gy, hogy a
csempék oldalai a racsegyenesekre esnek, illetve minden egységnégyzetet legfeljebb
egqy csempe fed.

Hatdrozzuk meg, legkevesebb hany csempét kell Matildnak leraknia ahhoz, hogy a
racs minden sordban és minden oszlopdban pontosan egy eqységnégyzetet ne fedjen
csempe.

Javasolta: Szingapur

Megoldas (Czanik Pél, az IMO Shortlist alapjan). Az &llitjuk, hogy 2025 +
+2-45 —3 = 2112 csempére van sziiksége Matildnak, és dltaldnosabban, ha n = k2
négyzetszam, akkor egy n X n-es négyzetracs esetén a valasz k? + 2k — 3. (Ez valéban
altaldnosabb allitds, hiszen 2025 = 452.)

Vegyiik az aldbbi konstrukciét (az dbran k = 4): Osszesen (k — 1)? darab, k x k
méretii csempe van kdzépen és k — 1 minden oldalt, ami dsszesen k2 + 2k — 3 csempe.

X
X

X
X

1. dbra

Igy tudjuk, hogy ennyi csempe elegendé.
Annak bizonyitadsahoz, hogy ennél kevesebbel nem tudja Matild lefedni a négy-

zetracsot, felhasznaljuk az Erdos—Szekeres tételt:

Tétel. Tetszbleges p,q nemnegativ egészek és pq+ 1 kiilonbozd szdmbdl dllo so-
rozatban van egqy legaldbb (p+ 1) elemd monoton novekvd részsorozat, vagy egy
legaldbb (q+ 1)-elemid monoton csékkend részsorozat.

(Lésd https://hu.wikipedia.org/wiki/Erd8s—Szekeres-tétel)
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A tétel egy atfogalmazasa. Ha egy n hosszu, kilonbozd szamokbol allé sorozat-
ban a leghosszabb monoton névekvd részsorozat p, a leghosszabb monoton csokkend
részsorozat q elemi, akkor pqg>n.

Vegyiink egy tetszOleges csempézést, jeloljik a kimaradé mezéket X-ekkel, és
a tablizat mind a négy oldalira helyezziink egy n x l-es csempét. Igy minden x
négy kiillonb6z6 csempével szomszédos a négy oldalan, és minden csempe minden
oldalan legfeljebb egy X-szel szomszédos.

Nevezziik leghosszabb névekvd részsorozatnak (LNR) azt a toréttvonalat, ami
a lehetd legtobb X kozepét koti Gssze sorban tgy, hogy mindegyik jobbra-fel ta-
lalhat6 az el6z6t6l, és ehhez vegylik hozza a tablazat bal-alsé és jobb-felsé sarkat
is. Hasonl6an definidljuk a leghosszabb csokkend részsorozatot (LCsR) bal-fentrél
jobbra-le. Legyen az LNR-en 1évé X-ek szama a és az LCsR-en 1év6 X-ek szama b.
Az Erd6s—Szekeres tétel atfogalmazdsa szerint ab > n.

A két torottvonal négy részre bontja a négyzetracsot: A-ra, B-re, C-re és D-
re, ahol A a két torottvonaltdl balra, B felettiik, C' t6liik jobbra és D alattuk
talalhaté. Kossitk Ossze az Osszes A-ban (vagy hatdran) 1év6 X-et a kozvetleniil
tole balra elhelyezked6 csempével, hasonléan a B-beliket a folottik levével, a C-
beliket a téliik jobbra levével és a D-beli X-eket az alattuk levé csempével.

B

\/ |4

B '

[ X
%
|:ll

M i)

D

2. dbra

Lemma. Minden csempét legfeljebb egqy X -szel kététtink dssze.
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Bizonyitas. Tegytk fel indirekten, hogy egy csempét két X-szel is Gsszekotot-
tlink, ekkor vizsgaljunk harom esetet:

1. eset: A két X a csempe ugyanazon oldalan van. Ekkor ugyanabban a sorban
vagy oszlopban vannak, ami ellentmondas.

2. eset: A két X szemkozti oldalon van, feltehetjik, hogy az egyik, X, felil és
a masik, X,, alul. Ekkor X, az X, felett van, de X4 a D részben, mig X, a B
részben van, ami ellentmondas.

3. eset: A két X szomszédos oldalon van, ekkor feltehetjiik, hogy az egyik, X,
jobb oldalt és a masik, X, alul. Ekkor X, jobbra-fel talalhaté X ,-tél. Viszont X,
az A részben, X, pedig a B részben taldlhatd, ami ezzel ellentmond. Il

Szamoljuk meg kétféleképpen az Osszekotott X-csempe parokat. Minden X
legaldbb egy csempével Gssze van kotve, és azok, amelyek valamely toréttvonalon
talalhatoak, legalabb kettével. Az dbran lathat6 esetben a két térottvonal egy X-
en metszi egymast, igy ez 4 csempével is Gssze van kotve, azaz a csempék szama
legaldbb (n—a—b+1)+2(a—1)+2(b—1)+4=n+a+b+1. Ha a két térottvonal
nem egy X-en taldlkozik, csak n 4 a + b csempéhez kotottiik az X-eket. Viszont
ekkor az a csempe, amelyen a két torottvonal taldlkozik, egy X-szel sincs Gsszekdtve,
vagyis ebben az esetben is legaldbb n+a+ b+ 1 csempénk van. fgy a csempék szama,
legalabb

n+a+b+1>n+2Vab+1>n+2yn+1=k+2k+1.

Ha ebbdl kivonjuk azt a négy csempét, amit a négy oldalra helyeztiink, megkapjuk
az (k? + 2k — 3)-as als6 becslést, amit allitottunk.

Beszamol6 a 2025-0s nyari dombovar-gunarasi
taborrol

A 2025-6s nyari KéMaL-tabor ismét Dombévar-Gunarason keriilt megrendezés-
re, ahol a matematika és a fizika irant érdekl6do kozépiskolas didkok egy héten at
kozosen gondolkodtak, versenyeztek és pihentek. A résztvevek kozott voltak vissza-
térd tadborozdk és 1j jelentkezok is, akik hamar beilleszkedtek a baratsagos, motivald
kozegbe. A tdbor programjai harom tapasztalt tdborvezetd, valamint t6bb tanar és
mentor részvételével zajlottak.

A megérkezést kovetd els6 este ismerkedéssel telt. A fizikas didkok harom-, il-
letve négyfds csapatokba szervezédtek, amelyek egész héten egyiitt dolgoztak a
kiillonb6zé mérési, elméleti és numerikus feladatokon. A matematika és fizika szek-
ciok parhuzamosan, de egymassal egyiittmiikodve miikodtek, tobb kozos program
is volt, amelyek segitették a két teriilet kozotti kapcsolat megélését.
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A matematikai csoport tagjai két szinten dolgoztak: egy haladd és egy kezdd
csapatban. A délel6ttokon Dobos Sandor és Kiss Géza tanar urak vezettek foglalko-
zésokat, ahol kordbbi évek olimpiai (IMO, MEMO) feladatait, valamint shortlist-es
példakat oldottak meg kozosen. Az ebédet kovetéen a didkok kisebb csoportokban
folytattak a gondolkodast, majd délutdn a megoldasokat kozosen megbeszélték. A
hét kozepén, szerdan délelott a matekosok csapatversenyen mérhették Gssze tuda-
sukat.

A fizika szekciéban tizenhat didk dolgozott hdrom taborvezetd irdnyitasival.
A csoportok minden nap tébbféle feladattipust kaptak — elméleti, mérési, numeri-
kus és ugynevezett ,képzetes” problémakat — amelyek megoldasaira kapott pontok
alapjan alakult ki a tdbori pontverseny végeredménye. A feladatok soran a didkok
nemcsak szamoltak, hanem méréseket is végeztek, és betekintést kaptak a ma-
gasabb szint fizikai gondolkodasba. Emlékezetes volt Kondakor Mark kedd esti
eldadasa ,,Vezetés a sadvon belul!” cimmel. Ezt a fizikdsok szdmaéra tartotta a szil-
loda konferenciatermében, de tobb matekos is beiilt az el6addsra. A tabor utolsé
yversenynapjan” a csapatoknak egy olyan lancreakciét kellett megalkotni, amely
minél tobb elembdl (példdul pingponglabddkbdl, kényvdomindkbol) allt, és minél
tovabb volt mozgdsban. Néhanyan a fak kozott dolgoztak, de az egyik csapat pél-
dédul a focipalydn épitette meg miivét. A lancreakciok pontozdasin minden fizikas
taborozo részt vett, és hatalmas izgalommal figyelték a labddk guruldsat, a székek
borulésat és a vizespalackok elddlését.

A mindennapokat svédasztalos reggeli, kozos ebéd és vacsora tagolta, a reggeli
bundéskenyér kiillonésen népszertinek bizonyult.

A tanulds mellett jutott idé szabadidés programokra is. A didkok gyakran
kartyaztak, roplabdaztak. A szerda délutan teljesen a kikapcsoldédésé volt: az egész
tabor a kozeli gunarasi strandon flirdétt, pihent, cstszdazott.

A pénteki zarénapon ismertették a pontversenyek eredményeit, és a taborve-
zetOk értékelték az egész heti munkdt, a didkok pedig a szervezék és mentorok
munkajat koszonték meg.

Az utolsé este hagyomdanyos tabortlize elmaradt ugyan a tlizgyujtdsi tilalom
miatt, de az esti kozos énekléssel ilyesmi nem torténhetett meg, a két szekcid egyiitt
bticstiztatta a tabort gitarsz6 és kortemuzsika kiséretével.

A domboévari KoMal-téabor idén is bizonyitotta, hogy a természettudomanyos
érdekl6dés és a jokedv kéz a kézben jarhat: a résztvevok nemcsak tuddsban, hanem
kozosségi élményben is gazdagodtak. A kozos gondolkodas, a versenyek és a barati
beszélgetések mind hozzajarultak ahhoz, hogy a tdbor emléke sokdig megmaradjon
a didkokban.
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Siité Aron (Egri Dobd Istvdn Gimndzium) histérids énekben is megemlékezett

a taborrdl:

Z K6MalL-t4abor

Szummajat irom KéMalL taboranak,
Megszallasanak, viadaljanak,
Szégyonvallasat sok feladatnak,

Nagy vigassagat majd’ minden csapatnak.

Vasarnap négy volt, hogy megérkezénk,
Baratot sokat ottan iidvozlénk,
Az tjakkal meg megismerkedénk,

Ezutén egytitt étkezni elmenénk.

Maésnap aztan, hogy megreggelizénk,
A fizikdban el is meriilénk,

Sok feladatot kardélre hanyénk,
Mérés, elmélet, numerikus vart rank.

Mer6ben méas méasnap sem torténe,
Szerda azonban szépet igére,

Strandolni menénk, ez évben végre,

Megintcsak csudés, ragyogd napfénybe’.

Csiitortok, tjra sok a feladat,
Estig dolgozik az 0sszes csapat,
Taborvezeték nem nyugodhatnak,

Ujra és tjra sok-sok kérdést kapnak.

Délutan jottek az eredmények,
Eredményei sok fejtorésnek,
Téaborlakoknak 6romeinek,

A szervezéi, 6rok segitségnek.

Eneklés jOve e napon este,

Dalolt kézosen tdaborunk népe,

Ejfélig voltunk a sdtétségbe’,

Es aztén gondolank, de kar, hogy vége.

Urak halljatok szép csuda dolgot,
Mint e hét nekiink ada vigsagot,
Mutata hozzank irgalmassagot,
Csak szervezéknek dda bosszusagot.

Etekben ekkor, s méaskor sincs hidny,
Ki-ki annyit esz’, amennyit kivén,
Vacsora utdn tdbormegnyités,

S este még jaték, csapatalakitas.

Nyolc éra tadjan mi 6sszegytilénk,
Megoldéasokrol szot, hogy ejtenénk,
Majd elméletrél elcseverészénk,

Sotétedésig széjjel nem széledénk.

Majd kezdénk batran, alkonyattajba’,
Nem maésba, kvantummechanikaba,
Képzeletiink ez jol felkavarta,

Sokak érzelmit kissé megzavarta.

Péntekre emigy nem juta mar més,
Csak lancreakcié-konstrualds,
Mennél t6bb darab mozogjon sok4,

(E feladvanyba’ sokan megizzaddnk. .. )

Mi a Kaposig eztan sétdlank,
Krumplidgytinkat mert kiprébalnank,
Utkozben aztén j6l megvitatank,

Programozéasnak néhany gondjat-bajat.

Nékem e hét mar negyedik vala,
Epp ezért, sajnos, utolsé vala,
Erzésem ezért a hala vala,

Hogy még idén is ott lehettem vala.

Mar csak egy van, mi mondandé hatra,
Koszonet ezért, hogy kinek jarna,

Eljen soké Salamon Maria,

Meg Adél, Balazs, Bogddn s Mérk, a ,,szakma”!

(A tébori beszdmolé Papp Emese Petra, Balla Dondt, Morvai Vdrkony, Pdzmdndi
Jozsef és Siitd Aron irdsa alapjin késziilt.)
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Rejtvények, ordoglakatok

A Hanoi tornyai feladvany grafja

E—

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorét mu-
tatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonb6z6 kirakéds jatékok, topo-
logiai feladvanyok, 6rdoglakatok és a matematikat felhaszndlé blivészmutatvanyok.

Manapség szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a biivészmutatvanyok triikkkjeit mi taldljuk
ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiik el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, altalanositani, igyekezziink 4j feladatokat kitalalni.

A Hanoi tornyai egy olyan feladvany, amelyben harom fliggoleges palcan van
n db, kiilonboz6 kiilsé dtmérdjii lyukas korong [2]. A hagyomdanyos kiinduldsi 4lla-
potban a bal szélsé pélcan van az 6sszes korong, fentrol lefelé névekvd méretben, a
célallapot pedig ugyanez a korongpiramis, csak a jobb szélsé palcan. Két egyszerii
szabdlyt kell betartani: minden 1épésben valamelyik palca legfels6 korongjat tehet-
jiuk egy masik palca tetejére, tovabba semelyik korongot sem szabad néla kisebb
korongra tenni. Igazolhatd, hogy a sziikséges 1épésszam 2™ — 1, azaz minden egyes
korong hozzdadasaval lényegében megduplédzodik.

A 2024. szeptemberi [1] és novemberi [5] szamokban mér taldlkoztunk gréffal
modellezhet feladvanyokkal. A Hanoi tornyai jaték is ilyen, rdaddsul az egyik leg-
szebb graffal rendelkezik. Az allapotokat reprezentalé csiicsok alkalmas geometriai
elhelyezésével a Sierpiniski-hdromszog [3] egy részgrafja adédik. A Hanoi tornyai re-
kurziv jellegét a gréafjaik is visszatiikrozik: barmelyik Hanoi-graf részgrafja minden,
nala nagyobb korongszamu Hanoi-grafnak.

A graffal modellezhet6 feladatok egy részében nem feltétlentil szembet{iné a graf
geometridja. (Geometriai grafnak nevezik a sikban lerajzolt grafokat, ahol tehat a
csticsok koordinédtédinak is jelent8sége van.) Lehet, hogy csak nem til szerencsésen
rendeztiik el a csdcsokat, ezért nem igazan lathatd az élek altal meghatarozott
struktura. Ha azonban tigyesen vélasztjuk meg a csicsok helyét, a graf azt is
megmutatja magabdl, ami korabban rejtve maradt. Egyes jatékokndl — s6t, talan
inkabb ez a tipikus — az is el6fordulhat, hogy akarmilyen tigyesen is helyezziik el a
csucsokat, a graf tovibbra sem mutat tobbet magabdl.

A Hanoi tornyai feladat esetében azonban egy kivételesen szép, rekurziv minta
jelenik meg, egyike a legismertebb és a legkorabban felrajzolt fraktaloknak. Remek
példdja annak, amikor a matematika kiilonb6zé teriiletei taldlkoznak. Erdekes,
hogy e kapcsolat feltdrdsara bé hetven évet kellett varni [4].

Ha csak egyetlen (z6ld) korongunk van, azt barmelyik masik pélcara attehetjiik.
Az 1-korongos Hanoi-graf tehat egy haromszog. Célszerii mar itt bevezetni az él
szinezését: az él szine a mozgatott korong (esetiinkben z6ld) szinével egyezzen meg,.

Adjunk hozzd egy maésodik, nagyobb (lila) korongot is! Ekkor attdl fiiggé-
en, hogy a lila korong melyik péalcan van, harom darab zdld haromszoéget ka-
punk, hiszen a zold korong mozgédsat a lila tovdbbra sem akadélyozza. A harom
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z0ld haromszog az 1. dbra szerint kap-
csolodik egymashoz lila élekkel. Sokan
mar sejthetik, mi térténik tovabbi ko-
rong(ok) hozzdaddsa esetén. A 2. db-
ra a 4-korongos Hanoi-tornyok grafjat
mutatja. Az, hogy a legnagyobb (feke-
te) korong melyik palcdn helyezkedik
el, a graf egyik ,harmadéat” hataroz-
za meg. Mindegyik harmad megfelel
az eggyel kisebb korongszami Hanoi-
tornyok grafjanak, ha figyelmen kiviil
hagyjuk a fekete korongot: barmelyik
® &—=0 ® harmad 120 fokos elforgatottja a ma-

L B sik kett6.
u n A grafban harom fekete él van, hi-
1. dbra. A 2-korongos Hanoi tornyai feladat — Szen a legnagyobb korongot csak akkor
grifia tudjuk mozgatni, ha az Osszes tobbi
korong egyetlen palcan van — ilyen al-
lapotbdl hdrom péar van, a nekik megfelel§ csicsok kozott futnak a fekete élek.

2. dbra. A 4-korongos Hanoi tornyai feladat grifja

Tekintsiik a hagyoméanyos feladvanyt: kezdetben minden korong a bal oldali
péalcan van, és juttassuk el az 6sszes korongot a jobb oldali palcara. A megoldas
GUtvonala a 2. dbrdn egy nyilegyenes, vizszintes it a nagy haromszog vizszintes
oldala mentén. Aki prébalkozott mar a Hanoi tornyai jatékkal, bizonyéara felismeri
a megoldas menetét.
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wf Now, Naww/ wud \a

8. abra. Egy Hamilton-ut a 4-korongos Hanoi tornyai feladat grafjiban

Még izgalmasabb, ha tetszOleges kiindulési, illetve célallapotot megengediink,
akar egyidejileg. Legyen példdul a kiindulasi allapot az, amelyikben a fekete ko-
rong kozépen, az Osszes tobbi a jobb oldalon van. A célallapotban pedig legyen
a fekete korong a jobb oldalon, az Osszes tobbi pedig kozépen. Keressiik meg a
2. dbra alapjan a legrévidebb utat, azaz a legkevesebb 1épést igénylé megoldast!
Hanyszor helyeztitk a4t a fekete korongot? Természetesen konnyen lehet a fekete
korong egyetlen athelyezésével is megoldast talalni, de az majdnem kétszer annyi
lépést igényel.

Végezetil a 3. dbra a 4-korongos Hanoi tornyai feladvany grafjaban mutat egy
Hamilton-utat.
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J6 szérakozast!

Bozdoki Sandor

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/8 477



| | Gyakorlé feladatsor
| | emelt szintli matematika érettségire

1. Két pozitiv szam szdmtani kozepe 205, a szadmtani és mértani kozepiik kii-

I. rész

l6nbsége 160. Melyik ez a két szam? (11 pont)
2. a) Szamitsa ki x € R értékét, ha AB.AC = 0, valamint A(z;7), B(4;—1) és
C(z—11;-4). (8 pont)
b) Adja meg az — a) részben kapott — ABC héromszog sulypontjit. (2 pont)
¢) Mekkora az — a) részben kapott — ABC hdromszog teriilete? (3 pont)

3. a) Hatdrozza meg az
fTR-R; f(z) = —3cos(4x) +2

fiiggvény értékkészletét. (6 pont)

b) Szamitassal igazolja, hogy a
g R=R;  g(x) =20252" — 20262
fiiggvény pératlan. (6 pont)

4. a) Egy egyenes foly6 mentén fekvd téglalap alaki telek folyéval parhuzamos
oldaldnak hossza a téglalap méasik oldalhosszanak a négyszerese. A telek folyo fel6li
oldalan nincs kerités, a masik harom oldal mentén 1év6 kerités egyiittes hossziisaga
600 méter. Mekkora a telek tertilete? (8 pont)

b) Egy maésik folyéparti, téglalap alaki telek kérbekeritésére szintén 600 méter
hosszusagu keritést hasznalnak fel gy, hogy a folyépartra nem épitenek keritést,
de kozben a telek teriilete a lehetd legnagyobb legyen. Mekkora az igy kapott telek
tertilete? (8 pont)

¢) Hany osztdja van a (—45000)-nek? (4 pont)
II. rész

5. a) Adott az e: © —y = 8 egyenletii egyenes és a k: 22 +y?> —6x+4y+4=0
egyenletti kor. Allapitsa meg az e egyenes és a k kor kolesonds helyzetét. Ha
van(nak), adja meg a kozos pont(ok) koordinatait. (8 pont)

b) Adott a koordindtasikon a P(3;—5) és a Q(6;—2) pont. Jeloljiikk rendre P;-
gyel és Q1-gyel a P, illetve a @@ pont x tengelyre es6é merdleges vetiiletét; Ps-vel és
Q2-vel pedig a P, illetve a @ pont y tengelyre es6 merdleges vetiiletét. Mekkora a
Q1P Q2P négyszog kertilete? (5 pont)

¢) Mekkora a Q1P QP> négyszog teriilete? (8 pont)
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6. a) Anna, Bogi és Cili unokatestvérek. Hat év milva Bogi annyi id8s lesz,
mint most Anna. Hét év milva Anna 9-szer annyi idGs lesz, mint most Cili. Nyolc
év milva hdrman egytitt 42 évesek lesznek. Hany évesek most a ldnyok? (10 pont)

In(z)
b) Oldja meg a <5> > 6,25 egyenl6tlenséget a valds szamok halmazan. (6 pont)

7. a) Bizonyitsa be, hogy a tizes szdmrendszerben felirt 2,025 szam raciona-

lis. (6 pont)
b) Mutassa meg, hogy a 2-1g7 irracionalis. (5 pont)
¢) Szamitsa ki az /(5302 — 32° + 8x)dx hatdrozatlan integralt! (5 pont)

8. Tekintsiik a valés szdmok halmazan értelmezett f(x) = 23, illetve g(x) =
=2z + 1 hozzérendelési szabéllyal megadott két fiiggvényt. Adja meg az alabbi
Osszetett fliggvények hozzarendelési szabalyat és derivaltfiiggvényét.

a) (fog)(z)= (2 pont) b) (fog)(z)= (3 pont)
c) (fof)(z)= (2 pont) d) (fof)(z)= (2 pont)
e) (go f)(z)= (2 pont) f) (go f)(x)= (2 pont)
g9) (gog)(z) = (2 pont) h) (gog)'(x)= (1 pont)

9. ) Tohotom szamegyenesen dbrazolta a [—5;8] intervallumot, majd csukott
szemmel rabokott az egyik pontjara. Mekkora a valdszintisége, hogy Tohotom a
[—1;2] intervallum egyik pontjéra bokott ra, ha a vilasztéas valdsziniisége egyenesen
ardnyos az intervallum hosszdval? (8 pont)

b) Igazolja, hogy a [—5;8] és a [—1;2] intervallum szdmosséga egyenld. (5 pont)
¢) Héanyféleképpen vdlaszthaté ki pontosan két szam a Pascal-hdromszog felsd
6t sorabdl ugy, hogy 6sszegiik paros legyen? (Két kivalasztas kiillonboz6, ha legaldbb
az egyik szdmot masik helyrél valasztottuk a Pascal-hdromszogh6l.) (4 pont)

d) Hanyféleképpen valaszthaté ki legaldbb hét szdm a Pascal-haromszog felsd
6t sordbdl gy, hogy szorzatuk paratlan legyen? (Két kivdlasztas kiillonbo6zé, ha leg-
aldbb az egyik szdmot maésik helyrél valasztottuk a Pascal-hdromszoghdl.) (4 pont)

Kozma Katalin Abigél

Gy6r
Megoldasvazlatok a 2025./7. szam
matematika gyakorlo feladatsorahoz
L. rész
1. Oldja meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket.
z 20+1  3z+5
a)x71+x+1_:r271’ (5 pont)
b) cos2x + 2sinx + 3 =0. (5 pont)
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Megoldas. a) x # +1.

T +2x+1_ 3x+5
r—1 x+1 (z—1)(z+1)

/(@ =1)(z+1),

x(x+1)+ (z—1)(2x +1) = 3z + 5, rendezés és egyszeriisités utan: 22 —z —2 =0,

ennek gyokei: 1 = —1; xo = 2. Az értelmezési tartomany miatt az egyenlet megol-
désa: x = 2.
w2 0 11 C o N
Ellen6rzés: 1 + 3= 3 ami valoban teljesiil.

b)1—2sin?z + 2sinz +3 = 0; sin?z — sinz — 2 = 0; eszerint sinx lehetséges értékei
—1 és 2, am ez utébbi nem eleme az értékkészletnek, igy az egyenlet megoldasa:
x:—g+2k7r, kel

Ellenérzés: a kapott x értékekre cos(2z) = —1, sin(z) = —1, tehat valoban telje-
stil az eredeti egyenlOség.

2. Adott az f(z) =|z+1], (z €R), és a g(z) = vz — 2, (x € R, z > 0) figgvény.

a) Adja meg a g(x) fliggvény inverzének értelmezési tartomanyat és hozzaren-

delési utasitdsét. (4 pont)
b) Abrazolja az f o g fiiggvény grafikonjat a [0,16] intervallumon. (5 pont)
(Az fog korabbi jelélése: f(g(x)).)
¢) Hatdrozza meg a go f fliggvény Osszes zérushelyét. (4 pont)

Megoldés. a) Cseréljiik fel a viltozokat: x = ,/y —2, y > 0, ahonnan x > —2;
y = (x+2)2, tehat a g(x) fiiggvény inverze: g~ (z) = (v +2)?, (z = -2, x €R).

b) fog=IvE—2+1=|Va—1|, (t€R, 2 >0).
Yy

3
2
1

| 1 2 3 4 5 6 7 8 91'01'11'21'31'41'51'
c) gof=+/le+1]-2; /lx+1-2=0; /|lx+1]|=2; |x+ 1] =4, ahonnan
x1 = —5; 9 = 3. A fiiggvény zérushelyei: 1 = —5; xo = 3.
Ellenérzés: \/|-5+ 1] —2=+v4—-2=0, illetve /|3 +1] —2=4—-2=0.

3. Egy szabalyos tetraéder adott csticsabdl induld élei-
‘ nek a cstcshoz kozelebbi harmadolépontjain dtmend sikkal
AN lemetszettiik a test csticshoz kozelebbi részét. Mindegyik

csicsnél elvégeztiik ezt a csonkolast, és az dbra szerinti, 10

> cm éli poliéderhez jutottunk.
4 ‘l a) Mekkora a poliéder felszine és térfogata? (9 pont)
Sy b) Mekkora szoget zar be egyméssal egy hatszog és egy
vele szomszédos haromszoglap? (5 pont)
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Megoldas. a) A felszint négy szabdlyos hatszog, és négy szabdlyos haromszog
alkotja. A szabdlyos hatszdgben hat olyan szabédlyos haromszog talalhatd, mint
a levagott részeknél kialakult szabalyos haromszog, igy a test felszine 6-4 44 =
=28 darab, 10 cm oldali szabélyos hiromszog teriiletével (T = “24—‘/5) egyenld:

1023
4

A=28. =700/3 ~ 1212,4 cm?.

A test a csonkolds el6tt egy 30 cm élii szabdlyos tetraéder volt, amelynek
térfogatdt legegyszeriibben a V = T@a?’ képlettel szamithatjuk ki, ahol a a tetraéder
éle. Ha ebbél kivonjuk a négy levagott rész térfogatat — amelyet ugyanezzel az
Osszefiiggéssel kapunk —, akkor igy megkapjuk a test térfogatat:

V2

V=-—
12

(30° —4-10%) ~ 2710,6 cm®.

b) A keresett sz0g a szabdlyos tetraéder lapjai altal bezdrt szog mellékszoge.
D

Az abran lathaté VT D derékszogli haromszog VT befogdja a V' D atfogd harmada,
mivel PQDA = PQRA és a VR szakasz a PQR szabdlyos haromszog stlyvonala,
amelynek T harmadolépontja (a szabdlyos hdromszog stlypontja) a VT'D derék-
sz0gl haromszog derékszogli csicsa, tehat: cosa = 3 ebbdl o = 70,53°, igy a lapok
109,47°-0s szoget zarnak be egymédssal.

4. Dontse el az aldbbi A), B), C) allitdsokrdl, hogy igazak, vagy hamisak.
Vélaszait indokolja!

A) Egy héromszog stulypontjét a csticsokkal 0sszekotd szakaszok olyan kisebb
haromszogekre bontjak a hdromszoget, amelyek teriilete egyenld. (6 pont)
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B) Nincs olyan raciondlis egyttthat6ji méasodfokd egyenlet, amelynek egyik
gyoke raciondlis, a mésik irracionalis szam. (4 pont)

C) Ha egy adott év napjaibdl kivélasztunk 30-at, nem biztos, hogy lesz kozottitk
legalabb 6t olyan, amelyik a hét ugyanazon napjara esik. (4 pont)

C Megoldas. A) Az &llitds igaz. Beldtjuk, hogy
az ABS héromszog teriilete az ABC' hiromszog
teriiletének harmada. S a C'Fj silyvonal oldalhoz
kozelebbi harmadolépontja, valamint a CT3F3A
hasonl6 az ST F3A-hoz (szogeik paronként egyen-
16ek), ezért az ABS/A ¢ oldaldhoz tartozé ST
magassag harmada az mg-nak, igy a teriilete is.
A 1}13 T F B Ugyanigy igaz ez a masik két kis haromszogre is,
tehat teriileteik egyenldek.

B) Az allitas igaz. Indirekt médon tegyiik fel, hogy van ilyen egyenlet: ax? +
+br+c=0,a, b, ccQ, az#0, ahol az egyenlet gyokeire: 21 € Q, z2 € Q*.

Mivel 21 + x4 = —9, amely raciondlis szam, ebbdl kivonva x1-et, szintén racio-
nalis szamot kapunk, amely nem lehet egyenlé az x5 irraciondlis szdmmal. Ellent-
mondasra jutottunk, tehat a feltevésiink hamis, igy a tagadasa igaz.

C) Az allitds hamis. Indokl4s:

1. megoldas. Indirekt médon tegyiik fel, hogy a hét minden napjabdl legfel-
jebb 4 van, ekkor legfeljebb 4 -7 = 28 napot tudnank véalasztani, A&mde 30 napot
valasztottunk, ez ellentmondas, igy a bizonyitast befejeztiik.

2. megoldas. Az altalanos skatulyaelvet hasznalva legalabb nk + 1 golyét téve
n skatulyaba, lesz legalabb egy skatulya, amelyben tobb, mint k darab golyé lesz.
Jelen esetben a skatulydk a napok, 7 darab van. Mivel 30 > 4-7+ 1, igy a skatulyaelv
miatt lesz, amelyik napbdl tébb, mint 4, tehat legaldbb 5 van.

II. rész

5. Az a,, szdmsorozat els6 tagja a; = 1, és a masodik tagtél kezdve minden tagja
kiszamithato a kovetkezo rekurziv képlet segitségével: a,1 = a, + 2n.

a) Igazolja, hogy a, =n?—n+1. (3 pont)

b) Hatdrozza meg az {a,} sorozat els6 11 tagjdnak medidnjit, alsé és felsd
kvartilisét. (2 pont)

¢) Bizonyitsa be (teljes indukciéval vagy mds mddszerrel), hogy az {a, } sorozat
els6 n tagjanak Osszege:

242
Snzw. (6 pont)

Valasztunk egy n < 1000 pozitiv egész szdmot, majd képezziik az {an} sorozat
elsé n tagjanak atlagat.

d) Mennyi a valésziniisége, hogy a kapott dtlag egész szdm, ha minden n < 1000
pozitiv egész kivalasztasinak ugyanakkora a valészinlisége? (5 pont)
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Megoldas. a) Mivel a,, = ap—1+2(n—1)=ap—2+2(n—2)+2(n—1)=...=a1 +
21424+ =2+ (n—1))=142- 0" — 1 4 n(n—1)=n? —n+1, ezért
az allitast belattuk.

b) A sorozat elsé 11 tagja: 1; 3; 7; 13; 21; 31; 43; 57; 73; 91; 111. A medidn 31,
az als6 kvartilis 7, a fels6 73.

k(k* +2)
3

¢) Teljes indukciéval bizonyitunk. Elszor is: S = 1= 20+2) Ha 5, =

3
(indukcids feltétel), akkor

k(k? +2)

k3 +3k%2+5k+3
3 b)

+k+1)? - (k+1)+1= 3

Sk+1 =Sk + ax+1 =

masrészt

(k+1)[(k+1)2+2]  (k+1)(k*+2k+3)  k*+3k>+5k+3

3 B 3 B 3 ‘
A két kifejezés azonos, a ,kévetkezére 6roklédést” igazoltuk, ezzel a bizonyitdst
befejeztiik.

Mds modszerrel: mivel a, =n* —n-+1, a tagok Osszege ugy is kiszamithato,
hogy az elsé n pozitiv egész szam négyzete 6sszegébdl kivonjuk az elsé n pozitiv
egész szam Osszegét, és hozzéadjuk n-szer az l-et. Igy a sorozat elsé n tagjénak
Osszege

Sk41=

2

n(n+1)(2n+1) 3n(n+1)  6n  n[2n*+3n4+1-3n—3+6] n(n®+2)

6 6 6 6 3
— S, 242
d)S,=—"= n ; pontosan akkor egész, ha n? + 2 oszthaté 3-mal.
n
Ha n maradéka 3-mal osztva: 1; 2; 0,
akkor n? maradéka 3-mal osztva: 1; 1; 0,

n? + 2 maradéka 3-mal osztva pedig: 0; 0; 2.
Tehét n? + 2 akkor oszthaté 3-mal, ha n nem oszthaté 3-mal. Az 1000-nél kisebb
pozitiv egész szamok koziil % = 333 oszthatd 3-mal, a tobbi 999 — 333 = 666 nem,
. e 666 2
igy a keresett valdsziniliség: P(A) = 999 — 3"
6. A H halmazt azok az 6tpontu egyszerii grafok alkotjdk, amelyek pontjai egy
adott konvex 6tszog A, B, C, D, E cstcsai.
a) Hény eleme van H-nak? (3 pont)
b) Rajzolja le az Osszes H-beli harom éli grafot, amelyek paronként nem izo-
morfak egymadssal. (5 pont)
¢) Hany olyan graf van H-ban, amely sszefiiggd és van benne kér? (8 pont)

Megoldas. a) Az 6tpont teljes grafnak sszesen (g) =10 éle van, egy adott graf

esetén ezek mindegyikérdl fliggetleniil donthetiink, hogy behtzzuk, vagy nem, ezért
210 = 1024 ilyen graf van.
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Vagy masképp: egy graf a 10 él kozil tartalmazhat 0, 1, 2, ..., 9 vagy 10 élet.
Az Osszes lehet6ség:

10\  (10\ (10 10\ .10
() (D)4 (5) +r () =2 =0

Tehat H-nak 1024 eleme van.

b) Ha az 6t pont fokait nemcsokkend nagysdg szerint osszeadjuk, akkor a kovet-
kezd lehetéségek adédnak (egy pont foka legfeljebb 3): harom él esetén Osszegiik
6 =040+ 0+ 3+ 3; amely nem egyszerl graf, illetve 6 =04+ 0+ 142+ 3; ez sem
egyszer graf. Az ezutan kovetkezo esetekben esetleg tobb graf is rajzolhatd, meg-
vizsgalva Oket, kizardlag az alabbiak lesznek jok, azaz egyszerti grafok:

6=0+1+1+1+3; 6=04+0+2+4242; 6=0+1+14+2+4+2; 6=1+1+1+1+1+2.

=D

Mivel tovabbi lehet6ség nincs, ez a négy kiillonbo6zo 3 élu, egymassal paronként
nem izomorf graf taldlhaté H-ban.

¢) A négy élnél kevesebb él{i 6tpont egyszerii grafok nem lehetnek osszefiiggdk,
a hét vagy anndl tobb élet tartalmazdk pedig biztosan 6sszefiiggdk, és tartalmaznak
kort. Részletesen tehdt a 4-; 5-, 6-éli grafokkal kell foglalkoznunk. Ha egy négyéli
H-beli graf osszefuggd, akkor fagraf, tehat nem lehet benne kor. Az 6téli (H-beli)
grafok mindegyikében van kor, de nem mindegyik Osszefligg6. Legyen két kompo-
nense, koziilik az egyik izoldlt pont, a méasiknak négy pontja van (nyilvdnvald, ha
ketténél tobb komponense volna, nem lehetne benne 6t él). Ha ez a négyponti
komponens teljes graf lenne, hat éle volna, mivel csak 6t van, ezért ez hatféle-
képpen johet létre, igy Osszesen 5-6 = 30 ilyen graf van. Mivel (150) = 252 darab
otéll graf koziil 30 nem Osszefiiggd, ezért 222 olyan, amely Osszefiiggd és van benne
kor. A hatéli (H-beli) grafok koziil csak azok nem Gsszefiiggdk, amelyeknek egyik
komponense négyponti teljes graf, ezek szdma 5, a () = 210-bél 205 osszefiig-
g6, és kort is tartalmaz. Osszesen tehéat 222 4 205 + (170) + (180) + (190) + ( ) =603
Osszefiiggd és korrel rendelkez6 graf van az 1024 kozott.

7. Az origd kozépponti 5 egység sugart koron az olyan pontok, amelyeknek
mindkét koordinataja egész szam, egy korbeirt sokszoget hataroznak meg.

a) Mekkordk a sokszog szogei? (8 pont)
b) Szamitsa ki az y tengely azon pontjainak mésodik koordindtajit, amelyek-
bél az A(4;5) és B(8;—3) pontok &ltal meghatérozott szakasz 45°-0s szogben lat-
szik. (8 pont)

Megoldas. a) A kor egyenlete: 22 + y? = 25. Keressiik az egyenlet egész szampar
megoldésait. A valtozdk szimmetridja és masodik hatvinya miatt elég az dgyneve-
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zett alapmegolddsokat megadni, a tobbi az elGjelek megvaltoztatasaval és a valtozok
felcserélésével eldallithatd, tehat a sokszog szimmetrikus a koordindtatengelyekre,
és ezek szogfelezoire.

Legyen 0 < = < y, ekkor 22 4 22 < 25,
222 < 25, azaz 0 < z < 3, tehdt csak az
z=0, 1, 2, 3 egész szamokat kell az
egyenletbe helyettesiteni, amelyek koziil
az x =0; y=>5, illetve az v =3, y=4
esetben kapunk y-ra egész szamot. Az
Osszes pontot lathatjuk az dbrdn, ame-
lyen az is latszik, hogy a siknegyedek
belsejében levs csicsoknél (pl. C, D) a
szimmetria miatt ugyanakkorak a szo-
gek (@), valamint a koordindtatengelye-
ken lev6 cstcsoknal szintén egyenléek a
szogek (), ezért a sokszognek csupan
két szogét kell kiszamitani.

A B? = (3;—1) vektor koordinataibdl: tgg = %, ahonnan f =2 tg71(3) ~
~ 143,130°. Ekkor az els6 siknegyed szogfelezéjére vonatkozd szimmetria miatt
a=45°490° 4+ (90° — g) ~ 153,435°. Tehat a tizenkétszognek 4 darab 143,130°-0s

és 8 darab 153,435°-0s szdge van.

b) Tudjuk, hogy a sik azon pontjainak mértani helye, amelyekbdl egy adott
szakasz adott szog alatt latszik, két latészogkoriv, amely (irdnyitott) korivekhez
tartozé kozépponti szogek az adott latdszog kétszeresével egyenldk (keriileti és
kozépponti szogek tétele). A 14t6szog 45°, {gy a széban forgd kozépponti szog
most 90°, tehat a koriv kézéppontja az AB szakasz Thalész-korének (zold) és
szakaszfelezd merdlegesének (kék) metszéspontjdban van.

Q(0;=7)

Ezek a pontok az A, B pontokkal egyiitt egy négyzet csucsai. Az AB szakasz F
felezOpontjanak koordindtai: F'(6;1); innen FA(—2;4). Forgassuk el az origd koriil
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+90°-kal FTZl—t, majd adjuk hozza a (6;1) helyvektorhoz, {gy az egyik 14t6kor ko-
zéppontjdhoz jutunl{._)FA+900 (—4;-2), (—4;—2) 4 (6;1) = (2; —1), tehdt O1(2;—1),
a masik ugyanigy FA_gp0(4;2), ahonnan (4;2) + (6;1) = (10;3), azaz O2(10;3).
A (piros) latékorivek sugara: |OT>4(2;6)\ =210, igy egyenleteik:

ki:(x =22+ (y+1)2=40;  ky: (x—10)*+ (y —3)* = 40.

Az y tengely pontjainak abszcisszaja 0, az egyenletekbe beirva az elsébol y; = —7;
yo =5 adddik, a méasodiknak nincs valés gyoke. Ezzel a kérdéses koordinatakat
megkaptuk, a pontok: P(0;5); Q(0;—7).
. 1, 1, 1 . .

8. a) Igazolja, hogy az f(z) = 5 5t + 2 (x € R) fiiggvény grafikonjénak
nincs kozos pontja az x tengellyel. (2 pont)

b) Hatérozza meg az f(x) fiiggvény globalis és lokdlis szélséértékhelyeit és
szélsbértékeit. (6 pont)

¢) Mekkora annak a zdrt, korldtos sikidomnak a teriilete, amelyet az f(x)
fliggvény grafikonja, ehhez a grafikonhoz az x¢ = 2 abszcisszaji pontba hiizott érinté

és a két koordinatatengely bezéar? (8 pont)
. La 1o, 1 1 4 2 Lo 2 : .
Megoldas. a) 25 3% + 3= Z(x —22°42)= 1((3: —1)2+1) minden valés

x értékre pozitiv. Tehat a fliggvény grafikonjanak valéban nincs k6z0s pontja az x
tengellyel.

b) fl(x) =2z és f’(z) =32> — 1. x(2* — 1 =0) nullhelyei zq =0; w23 = +1
a lehetséges szélséértékhelyek. Mivel f”(x) = 3x% —1; f”(0) <0, igy a 0-nal lokalis

1
maximuma van a fiiggvénynek, értéke: 7 Mivel f”(1) >0 és f”(—1) > 0, igy ezeken

1
a helyeken lokalis minimum van, amelyek értéke egyarant T ez egyuttal abszolit
1.1

1
minimumérték is, mert f(z) = 1 (2? - 1)2 +->-

474
¢)

-3
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f(2) =25, ezért az érintési pont P(2;2,5), az érinté meredeksége: m = f/(2) =6,
az érinté egyenlete: y — 2,5 =6(x —2), y=6x —9,5. Az érintd az x tengelyt a

19 19
6z — 5= 0 egyenlet megoldasa alapjan a (ﬁ;0> pontban metszi.

2

2
1, 1, 1 2 19
e Nde=|——— 42| ==
/<4x 2x+2>x {20 6 2], 15
0

tq

2
- _ — 322 — 2 _25
ty = /(Gx 9,5)dx = [32% = 9,52, = L
19
12
179 179
t=1t1 —1ta= 210 ~ 0,75. A sikidom teriilete: 210 teriiletegység.
Megjegyzés. A tq elemi dton is kiszdmithatd. A derékszogii hdromszog vizszintes
19 5 5 %3 25
befogdja 2 — 2-12 2 fliggoleges befogdja 2 tehat a teriilete: to = 2 3 2 — TR

9. a) Egy kereskedelmi vallalatnak a vdsarlok palackvisszavaltdsi szokdsairdl
készitett felmérésén 500 olyan vasarlot kérdeztek meg, akik hasznéltak a visszavaltd
automatdt. A visszavalté automatdn a visszajir6 osszeget A) Bolti utalvany, B)
Banki utalds, C) J6tékonysagi felajanlas koziil az egyiket kivdlasztva lehet kérni.
398-an az A), 100-an a B) és 2-en a C) lehetdséget jelolték meg.

a) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy az

500 vasarlobol véletlenszeriien kivalasztva 20-at, ezet db e
koztiliik legfeljebb 16-an valasztottdk az A) le- 20 /"’
het6séget? Az eredményt négy tizedesjegyre ke- 157 M(2;12).%° .
rekitve adja meg. (5 pont) 10 ’/‘2"

Az egyik visszavalté ponton az els6 héten =g e
10000, a kovetkezd héten 11000, a harmadik -~
héten pedig 15000 terméket valtottak vissza. y
Ezek alapjan késziilt a mellékelt dbra, amelyen a P23 ¢ het

fliggbleges tengely egysége ezer darab terméket
jelent.

b) Adjon meg egy olyan elséfoki fiiggvényt, amelynek grafikonja &tmegy az
M (2;12) ponton, és amely az 21 = 1; x2 = 2; x3 = 3 helyen olyan értéket vesz fel,
amelynek az y; = 10; yo = 11; y3 = 15 értékektdl vald eltérésének négyzetosszege a
lehetd legkisebb. (9 pont)

A visszavaltott termékek anyagdnak tipusdt harom csoportba soroltdk: a (mii-
anyag), b (fém), ¢ (iiveg). A fenti 500 vésarlé koziil arra a kérdésre, hogy milyen
tipust palackokat szoktak visszavaltani, 380-an az a,b,c; 50-en az a,b; 24-en a
b,c; 10-en az a,c valaszt adtak. Azok szadma, akik csak egyfajta terméket valtottak
vissza, 3:2: 1 ardnyban oszlott meg az a : b : ¢ tipusok kozott.

¢) Hany vasarlénak volt ,a” tipust palackja a visszavaltottak k6zott? (2 pont)
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Megoldas. a) A komplementer esemény valdsziniisége:

e = CEL GGG Gl G2 )

gy az esemény valdsziniisége: P(A) =1 —0,3903 = 0,6097.

b) Mivel az elséfoka fuggvény f(z)=mzx +b grafikonja dtmegy az M(2;12)
ponton, 12 =2m+b=-b= 12 — 2m, amely a megadott helyeken 12 —m; 12; m + 12
értéket vesz fel. Ezeknek a 10; 11; 15 értékektdl vett eltérése m —2; —1; 3 —m, vagyis
ag(m)=(m—2)2+ (=12 +(3—m)? =2m? — 10m + 14 fiiggvény minimumhelyét
kell meghataroznunk.

Elemi megoldés: g(x) = 2m? — 10m + 14 = 2(m —2,5)% + 1,5 ez akkor a legkisebb,
ha m =2,5. A keresett elséfoku fiiggvény: f(z) = 2,52+ 7.

Differencidldssal: ¢'(m)=4m — 10, 0=4m — 10, ahonnan m=2.5; ¢ (2,5)=4>0,
az m=2,5 helyen minimuma van a fiiggvénynek.

¢) Elkészitjik az aldbbi Venn-diagra-
mot: Osszeadjuk az egyes tartomanyokba
irt mennyiségeket:

380 + 50 + 24 + 10 + 62 = 500,

innen x =6, tehat 3804+50+10+3-6 =
= 458 vasarléonak volt mlianyag palackja
a visszavaltott palackok kozott.

Németh Laszl
Fonyéd

Helyesbités. Kedves Olvasok! A szeptemberi szam emelt szintli feladatsoraban
az 5. a) feladat szovegébe sajndlatos sajtéhiba csiszott, a megjelent 202 helyett,
mint az az oktéberi szamban megjelent megoldasbdl is kideriil, 20p?-nek kellett
volna szerepelnie. Az esetleg okozott kényelmetlenségért elnézést kériink.

A Szerkesztdség

Matematika feladatok megoldasa

B. 5440 Egy hdromszég oldalait az oldalegyenesek mentén mindkét irdnyban
meghosszabbitottuk, és mindeqyik csucs utan felmértik még a csiccsal szemkézti
oldal hosszdt. Mutassuk meg, hogy az igy kapott hat pont egy korre illeszkedik.

(4 pont) Javasolta: Roka Sdndor (Nyiregyhdza)
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1. megoldas. Legyenek a hiromszog
csucsai A, B, C; az oldalak hosszusagai a
szokéasos jelolések szerint a, b és c. Az AB,
illetve AC szakaszokra az A-n til felmért
a hossztsagi szakaszok masik végpontjai
legyenek D, illetve E. Ugyanezen médon
a B-n tuli meghosszabbitasok végpontjai
F és G, végil a C-n tuli meghosszabbi-
tasok végpontjai H és K pontok az abra
szerint. Legyen tovabba az ABC harom-
sz0g beirt korének kozéppontja az I pont.

Ekkor CE=CA+AE=b+a=BF+
+ BC =CF, vagyis ECF egyenl§ szart,
tehat az EC'F haromszog C-nél 1évé bel-
s6 szogfelez6je szimmetriatengelye a ha- 1. dbra
romszognek, igy az is igaz, hogy e szogfe-
lez6 tetszoleges P pontjara PE = PF.

Ezenkiviil, mivel CE illeszkedik a C'A egyenesre és CB is illeszkedik a C'F
egyenesre, illetve mivel a pontokat kifelé vettiik fel, az ABC haromszog C-nél 1év§
belsé szogfelezbje egybeesik az ECF haromszog C-nél fekvd szoglelezojével, hiszen
valéjdban ugyanannak a két egyenesnek a szogfelezbit vettiik, igy tehat IE = IF
is teljestl.

Hasonléan BF = BG = b, illetve az F BG B-hez tartoz belso szogfelez6je meg-
egyezik az ABC B-hez tartozé belsé szogfelezdjével, tehdt ekkor a szogfelezé ha-
sonlbéan szimmetriatengelye F' BG-nek, vagyis [F = IG.

Logikai szimmetria miatt IG=1H, IH=1K, IK =1D és ID = IFE, vagyis
ID=I1IF=FF=I1G=1IH =1K, tehat a hat pont rajta van egy I kozépponti
koron, a hat pont egy koéron van.

Hollé Martin (Budapest, Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. o. t.)

2. megoldas. Az els6 megoldés jeloléseit megtartva legyenek az A BC haromszog
szOgei — a kényelmesebb szamolds érdekében — 2, 23, 2v az abra szerint, és
hatarozzuk meg az dbran lathaté egyes szogek nagysagat.

A DAEFE és HAG héromszogek egyenld szardak (AD=AFE =a, AG=AH =
= b+ ¢), mindkettd szdrszoge 2q, {gy az alapon fekvé szogek mind 90° — o nagysa-
guak.

ADE<=AED<=AGH<=AHG<1<=90° —a.

Ugyanilyen 6sszefiiggések irhatoak fel az abra més hasonloképpen létrejovo egyenld
szart haromszogeire, ekkor az abran lathatd nagysagu szogekhez jutunk:

BFGE<=BGF<1=BDK<=BKD<=90°-p,
CHK<=CKH<«<=CEF<=CFE<=90°—1.
Az FGHK négyszogben
FKHa+FGH<=90°—v+4+90° —a+90° — 5 =270° — (o + S +) = 180°,
ezért FGHK hurnégyszog.
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2. dbra

A Kkertileti szogek tételének megforditasa alapjan tudjuk, hogy mivel
HKF<x<=HEF<1<=90°—~,

ezért FHKFE is hurnégyszog.

Az FGK H és F HK E htrnégyszogeknek harom cstcsa azonos, a koriilirt koreik
megegyeznek a H K F haromszog koriilirt korével, tehat FGH K E hturotszog.

Az el6z6ekhez hasonléan latjuk, hogy
KHE<+EDK<=90°—~v+90° —a+90° — 5 = 180°,

ezért EDK H is hurnégyszog. Ennek a hurnégyszognek harom cstiicsa — H, K és F
— egybeesik az el6z6 hirotszog harom csicsaval, tehat korilirt koreik megegyeznek,
a hat pont D, E, F, G, H, K egy koron van.

Kovdcs Benedek Noel (Budapest, Fazekas M. Gyak. Alt Isk. és Gimn., 12. o. t.)

A feladatra 6sszesen 97 versenyzd és csapat kiildott megoldést. 4 pontos 89, 3 pontos 2
versenyzd dolgozata. 2, illetve 1 pontot kapott 1-1 versenyzo6. 0 pontos 4 tanulé dolgozata.

Megjegyzés. Az elsé megoldéas lényegében megegyezik a honlapon is szerepld
megoldasok egyikével.

B. 5459. Hatdrozzuk meg azokat az f: Q — Q figgvényeket, amelyekre bdrmely
raciondlis x, y szamok esetén teljestil, hogy

(5 pont) Javasolta: Firedi Erik (Budapest)
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Megoldas. y = x helyettesitéssel: 2f(z) = M

)
— 3
y = —x helyettesitéssel: f(z)+ f(—z) = w
Kivonva az elséb6l a mésodikat f(z) — f(—z) = M, amibdl rendezés

utdn f(x) = f(—x) adédik, vagyis az f fliggvény péros.
Allitas. Minden n € Z és z € Q esetén fennéll, hogy f(nz) =n?f(z).

Az Allitas bizonyitasa. Az f fliggvény paros tulajdonsdga miatt elegend6 n >0
esetén bizonyitanunk. Ezt n szerinti indukcioval tessziik.

Alapesetek:

e n=0: az z =y = 0 helyettesitéssel 2f(0) = £ £(0), amibél f(0) =

e n =1 trividlisan teljestil.

f(@)+f(2z)

e n=2: y =0 helyettesitéssel és az f(0) =0 felhasznaldsaval f(z) = 5 ,

rendezve f(2x) =4f(x).
e n=23: az y helyébe is z-et {rva 2f(z) = w, rendezve f(3x) =9f(z).
Indukcids 1épés. Tegyiik fel, hogy az &llitast igazoltuk n-ig (n > 3), beldtjuk
(n+2)-re
1. eset: n = 2k (ahol k > 1 egész). Ekkor az x = (k+ 1)z és y = 0 helyettesitéssel

flk+Dx)+ f(2(k+ 1)x)

P+ 1)2) + £(0) = -

Mivel f(0) =0 és k+ 1 < n, ezért az indukcids feltevés alapjan atirhaté igy:
(k+1)*f(2) + f(2(k+ 1))
5 )

amit atrendezve 4(k +1)2f(x) = f(2(k + 1)x), vagyis (n+2)2f(z) = f((n+2)x),
amit bizonyitani akartunk.

(k+1)2f(x) =

2. eset n =2k +1 (ahol k > 1 egész). Ekkor a fliggvényegyenletbe az x helyébe
(k + 1)z-et, mig y helyébe (—x)-et irva:
fllk—Dx)+ f((2k+3)x
F((k 1)) + () = LEZDD T (@R,
Mivel k—1 és k+1 is n = (2k 4 1)-nél kisebb nemnegativ egész, ezért az induk-
ci6s feltételt haszndlhatjuk, {gy (f fiiggvény paros tulajdonsdgét is felhasznalva)
atirhatjuk az egyenletet:

(k 1)2f(x)—|—f((2k+3)x)

(k+1) fl@)+ f(x 5

(z) =
(5(k* +2k+2) — (k* —2k+1)) f(2) = f((2k + 3)z)
(4k2 +12k+9)f(x) = f((2k + 3)x)

(2k +3) f(x) = f((2k + 3)z),
vagyis (n+2)2f(x) = f((n+ 2)x), amit bizonyitani akartunk.
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A kezdélépésekkel, a kétféle indukcids 1épéssel és az f paros tulajdonsagara
hivatkozassal minden n egész szam esetét lefedtiik, az allitast belattuk. O

Most legyen x = ¢ tetszéleges raciondlis szam (a,b € Z és b # 0). Mivel f(1) =

=1 (b 3) =0 (3), fay £ (3) = 55 Tebae f(§) =a?fgh = F(1) .
Azt kaptuk, hogy a feladat feltételeit teljesité fiiggvényekre f(x) = f(1)- 22 is
igaz, tehéat az =2 konstansszorosai. Az ilyen Q — Q fiiggvények pedig mind teljesitik
a feladat feltételeit, hiszen tetsz6leges ¢ € Q esetén ha f(z) = ca?, akkor
fl@+2y)+ fx—y)  clz+2y)*+c2z—y)?  c(ba? +5y?)

5 5 5
=’ + ey’ = f(z) + f(y).
Tehat a feladat megolddsai az f(x) = ca? alaki fiiggvények, ahol ¢ € Q tetszbleges
konstans.

Ali Richdrd (Godolls, Torok Ignac Gimn., 11. o. t.)

Megjegyzés. A feladatra érkezett Osszes megoldés teljes indukciéval bizonyitja,
hogy f(nz)=n?f(z) minden n € Z és = € Q esetén. A megoldasok donts tobbsége
a paros és a paratlan n esetét kettévalasztja, ez azonban nem sziikségszer(i. Példa-
ul Zhai Yufan (Budapest, Fazekas Mihdly Gyakorls Alt. Isk. és Gimn., 11. o. t.)
észreveszi, hogy minden 3-nal nagyobb egész szam felirhaté 2a + 3b alakban vala-
milyen a > 0 és b > 0 egészekkel, és erre alapozza az indukcios 1épését. Az x helyébe
bx-et, y helyébe (a+ b)z-et irva, az

f(bx)+ f((a+b)x) = 3
egyenletet kapja. Mivel a, a +b, |b—a| < 2a + b (itt hasznaljuk, hogy a > 0), ezért
az indukcids feltevésbol f((2 3t) ) (b a) f(x)

a+3b)r)+(0—a x
B f@) + (a4 () = -
adédik; atrendezés utén f((2a + 3b)z) = (2a+ 3b)* f(x).

Osszesen 52 dolgozat érkezett. 5 pontos 12, 4 pontos 14, 3 pontos 7 dolgozat. 2 pontot
5, 1 pontot 7, 0 pontot 7 versenyzd kapott.

f((Za + 3b)x) + f((b - a):c)

Kincsek a KoMaL muiltjabol

Ebben a rovatunkban a KoMal, hasdbjain régebben megjelent érdekes, dm feledésbe
merult cikkeket, feladatmegoldasokat vesziink el6 és mutatunk be. Felfrissitjiik, a mai
jelolésmoédokhoz, szohasznalathoz igazitjuk a stilusukat, esetenként tovabbi gondolatokat
fliziink hozzajuk.

Ezuttal részletesebben egy 1928. januarjdban kittizott feladatrdl és annak az ugyan-
azon év marciusi szdmaban megjelent megoldasardl, illetve tovabbi, szintén ehhez a té-
mahoz kapcsolhat6 feladatokrol lesz sz6. Mint kés6bb latjuk, ezek mindegyike szorosan
kapcsolédik az e szdmban megoldott B. 5440. feladathoz.

A kordbban megjelent feladatot és a megoldédst aprd valtoztatdsokkal kozoljik:

492 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/8



345. a) Jelentsék H,, Hy,, H. a nem derékszogii ABCA oldalain a magassigok
talppontjait. A H,HpH,. haromszog oldalainak felez6pontjai legyenek P, @, R.
Hosszabbitsuk meg a PQRA oldalait, amig az ABCA oldalait metszik; bizonyitsuk
be, hogy ilyen médon harom egyenld hossztsagi szakaszpart kapunk.

b) Ezen szakaszok végpontjai (amelyek tehdt az ABCA oldalain fekiisznek)
egy koron, az un. Taylor-féle koron fekiisznek. Ezen kér a PQRA-be irt vagy
ezen haromszoghoz hozzairt egyik korrel koncentrikus, aszerint, amint az ABCA
hegyes-, illetve tompaszogii.

¢) A b) alatti pontok egyszersmind a H,, Hy, H. pontokbdl, az ABCA oldalaira
bocsatott merdlegesek talppontjai.

Megoldas. a) Messe QR az AB és C' A oldalakat D, illetve D’ pontban. Ismert,
hogy egy nem derékszogli haromszog magassaga a magassagvonalak talppontjai
altal alkotott haromszog bels6 szogfelezbje, ezért HyH. A< = H,H.B<. Mivel pe-
dig QR || HyH,., QDH.< = HyH A<, ezért a QH.DA egyenl$ szart: QD = QH..
Ugyanigy az RHp D'/ is egyenl6 szart: RD' = RH,, (lasd 1. dbra).

1. dbra

Eszerint:
DD'=DQ+QR+RD' =QH.+ QR+ RH,= RP+ QR+ PQ,

azaz DD’ egyenld a PQRA keriiletével. Analég médon igazolhaté ez az EE’ és
FF’ tavolsagokrol is, amelyek a PR, illetve PQ oldalak meghosszabbitdsa altal
keletkeztek.
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Ha azonban példaul BAC< > 90°, akkor

DD'=EE' =FF' = PQ+ RP — QR.

b) Ha az ABCA hegyesszogli és a PQRA-be irhaté kor kozéppontja T, tovabbéa
a T pontbdl a QR oldalra bocsitott meréleges talppontja N, a PQRA keriiletének
fele:
QN+ RP=RN+QP,

vagy, mint a) alatt lattuk:
QN +QD=RN +RD’', azaz DN =D'N.

Ez annyit jelent, hogy N felezi a DD’ oldalt; mivel TN 1L DD’, azért T egyenld
tavolsagra van a D és D' pontoktol; ezen tévolség /(DD’/2)% + (T'N)2. Ugyanek-
kora tévolsdgban van tehat az E és E', illetve az F és F’' pontoktol; tehat T a D,
D', E, E', F, F' pontokon dtmend kor kozéppontja.

Ha példaul BAC<t > 90° (2. dbra), akkor a T pont azon kér kézéppontja, amely
a PQRA QR oldalat Q és R kozott kivilrél érinti.

2. dbra

¢) Lattuk, hogy RD’' = RH, = RH}, ebbdl maris kovetkezik, hogy H,D' 1 AC.
D’ a H,H, 4tmérdjii koron fekszik. Hasonléan igazolhatd, hogy H,D L AB s. 1. t.

Etre Sandor (Matyas kirdly rg. VIIL. o. Bp. II.)

Kiegészités. d) PT L BC; QT L AC; RT 1 AB.

Ugyanis PT felezi a QPR szoget és PEF'/ egyenld szart: PE = PF’, amint
ezt a) alatt lathattuk. Hasonldéan 4ll a dolog a mésik két esetben. A tulajdonsig
megmarad akkor is, ha az ABCA tompaszogii.

e) Jelentsék Hy, Hy, H3 rendre AHyH., BH.H,, C H, H, hdromszogek magas-
sagi pontjait. Fkkor H1H,, HoHy, HsH. a T pontban felezik egymdst.
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Bizonyitas. A Hi H.H,Hy és TQH, R négyszogek hasonlbak és hasonlé helyzetii-
ek; megfelel6 oldalaik egybeesnek, illetve parhuzamosak, és ezért megfelel6 szogeik
egyenldk, tovabba

HH,:QH,=2:1=HyH,: RH,.

8. dbra

Ebbdl pedig kovetkezik, hogy a megfelel6 T és Hy cstcsok is a H,-bol kiinduld
sugaron fekiisznek, ugy hogy H1H, = 2T H,, azaz T felezi a Hi H, tavolsagot.

Analdg a bizonyitds HoHy és HoH . esetére.

f) A T felezi az OH, tévolsagot is, ahol Hy a H,HyH./\ magassigi pontja, O
pedig az ABC haromszog koré irhato kor kézéppontja.

HyHy, és HsH,., mint e) alatt lattuk, a T pontban felezik egymadst; ezért a
HyH.HyH; idom paralelogramma, azaz HsHj || HyH.. Minthogy AH; | H Hy,
egyszersmind AH; | HoHj, a 345. a) &llitds szerint AH;, BH.(L H.H,),
CHs(L H,Hy,) az ABCa koré irt kor O kozéppontjdn mennek keresztiil. Azon-
ban O most a H; Ho H3a magassigi pontja is és mint ilyen, szimmetrikus helyzetii
a Hy ponttal a T pontra nézve, mert a H,HyH.A és HiHoH3/\ szimmetrikus
helyzetliek a T pontra nézve.

Az a), b), ¢), d), e), f) allitdsok alapjan kimondhatjuk, hogy minden hdrom-
szégben a Taylor-féle kor kozéppontja egyuttal a talpponti hdromszdg oldalainak
felezdpontjai dltal alkotott hdromszdgbe vagy a hdromszoghéz irt kor kozéppontja
aszerint, amint az ABC/\ hegyes-, illetve tompaszogdi. Tovabbd minden hdrom-
szogben a hdromszog koré irt kor koézéppontja, a Taylor-féle kor kizéppontja és a
talpponti hdromszég magassagi pontja egy egyenesen fekszik.

Megjegyzés. A feladat allitasaibol azonnal adédik, hogy a B. 5440. feladatban
szerepl6 ABC haromszog a fenti megoldasban az 1. dbrdn lathaté PQ R haromszog
megfeleldje. Vagyis az ABC hdromszog egy olyan A’B’C’ hiromszog talpponti
haromszogének oldalfelezé pontjaibdl alkotott haromszog, amelynek Taylor-korén
fekszenek a D, E, F, G, H, K pontok.

Tovébbi érdekesség, hogy a D'FE'DF'E hatszog szemkozti oldalai parhuza-
mosak (ahogyan az a B. 5440. feladat méasodik megolddsdbdl is lathatd), illetve
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a szemkozti cstcsokat Osszekotd 4tléi egyenld hossziak (amint az a feladat elsd
megolddsabdl lathatd).

Ehhez kapcsolodik az a feladat, amely korabban kétszer is megjelent a KéMal.-
ban: egyszer 1950-ben a Matematikai Olimpidsz Moszkvaban cimii versenybesza-
moléban; illetve még egyszer, amikor az 1958. évi Arany Déniel Matematikai Ta-
nuléversenyen a haladék I. kategéridjaban kitiizott feladatként idézi a lap.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy hatszég szemkizti oldalai pdrhuzamosak €s a szem-

kézti csucsokat 6sszekotd dtlok egyenld hosszuak, akkor kor irhato a hatszog koré.
A bizonyitas az el6z6ekbdl kévetkezik.
Am ezzel kordntsem meritettiik ki ezt a témat.
A KoMalL 1903/2. oktéberi szamdanak 26. oldalén jelent meg az 1195. feladat:

Egy hatszég minden szoge ugyanakkora, mdsodszomszédos oldalai egyenld hosz-
szuak. Mutassuk meg, hogy a hatszog koré kor rajzolhato.

Vazlatos megoldas. Ha egy hatszog minden szoge ugyanakkora, akkor persze
parhuzamosak a szemkozti oldalai, illetve minden masodik oldal egyenesét megraj-
zolva, azok 60°-os szoget zarnak be, vagyis egy szabdlyos hdromszoget hatarolnak.
Legyen a hatszog oldalainak hossza felvaltva a és b, és tegyiik fel, hogy a b hosszu-
sagu oldalak egyenesét rajzoltuk meg. Mivel a hatszog minden szége 120°-os, Ggy
kapjuk meg a hatszdget a szabdlyos haromszoghol, hogy annak minden csicsabdl
levdgunk egy a oldali szabdlyos haromszoget. Ebbdl (a fenndllé szimmetridkbol)
mar kévetkezik, hogy egyrészt a hatszog szemkozti cstcsait 6sszekoto atlék egyenld
hossziak, masrészt hogy a hatszog hurhatszog. Az is vildgosan latszik, hogy ekkor
a hatszog forgasszimmetrikus, mégpedig 120° szerint.

Ebbél pedig koévetkezik egy masik, a KoMaL 2019/8. novemberi szdm 483.
oldalan C. 1570. szimmal megjelent feladat allitasa:

Egy hatszog minden szdge 120°, szemkozti csticsait 0sszekdtd dtloi eqyenld hosz-
szuak. Igazoljuk, hogy a hatszog forgdsszimmetrikus.

T

Vazlatos bizonyitas. Az eléz6ekbdl kévetkezik, hogy a hatszog hirhatszog. Jelol-
je a hatszog csicsait sorban A, B, C, D, E, F. A feltétel szerint AD = BE =CF.

Tekintsiik a BC oldalt. Mivel a BC' szakaszfelez6 merélegesére szimmetrikusan
helyezkedik el a B csicsban BC-vel 120°-ot bezard félegyenes és a hatszog koré
irt kor metszéspontja (A), illetve a BC-vel C-ben —120°-ot bezard félegyenes és a
kor metszéspontja (D), igy AB = CD, és egyeneseik 120°-ot zdrnak be egymadssal.
Ebbdl kivetkezik, hogy a hatszog méasodszomszédos oldalai ugyanolyan hosszuak,
tehat az el6z6ek szerint forgasszimmetrikus.?

Kiss Géza Fried Katalin
(Cs6mor)  (Budapest)

2A cikk egyes részei elhangzottak 2021. évi KéMaL Ifjusdgi Ankéton, elérhetd a
Ko6MalL honlapjan.
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A K pontversenyben kittizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(874-878.) K &

K. 874. Andras, Bori, Cili, Dezsd, Elemér, Feri, Gabi és Hugé6 ebben a sorrend-
ben allnak korben, a keziikben néhany babszem van, 6sszesen 240 darab. Ha Andras
ad Borinak, Cilinek, Dezs6nek, Elemérnek, Ferinek, Gabinak és Hugonak 1-1 bab-
szemet, majd Bori ad Cilinek, Dezsének, Elemérnek, Ferinek, Gabinak és Hugénak
2-2 babszemet, majd Cili ad Dezs6nek, Elemérnek, Ferinek, Gabinak és Hugdénak
3-3 babszemet, majd Dezs6 ad Elemérnek, Ferinek, Gabinak és Hugénak 4-4 bab-
szemet, majd Elemér ad Ferinek, Gabinak és Hugénak 5-5 babszemet, majd Feri ad
Gabinak és Hugonak 6-6 babszemet, majd Gabi ad Hugénak 7 babszemet, akkor
mindenkinél ugyanannyi babszem lesz. Hany babszem volt kezdetben naluk?

K. 875. Bonts fel egy szabalyos hdromszoget négy egybevagd sikidomra, illetve
hat egybevigé sikidomra! Osszesen legaldbb négy felbontdst készits!

K. 876. Gondolj egy pozitiv egész szamra. Ha a szdm paros, akkor oszd el 2-vel,
ha péaratlan, akkor adj hozza 1-et. Az eredménnyel ugyanigy folytasd: ha a szam
paros, akkor oszd el kettével, ha paratlan, akkor adj hozza 1-et. Igaz-e, hogy ha egy
2025-nél kisebb szambdl indulunk ki, akkor kevesebb, mint 25 1épésben az 1-hez
jutunk?

K/C. 877. Irjuk be az 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9
szamokat az dbraba ugy, hogy a harom darab, & &
négy kis hdromszoget tartalmazé (a kis dbra-
kon sziirke szin{i) hdromszogben 1év4 szdmok &
szorzatat Osszeszorozva négyzetszamot kap-
junk. Hany ilyen kitoltés van?

K/C. 878. Hany olyan 91-gyel oszthaté négyjegy(l pozitiv egész szdm van,
amelynek kétféle szamjegye van és mindegyikbol két darab?

%

Bekiildési hataridé: 2025. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(877-878., 1873-1877.)

Feladatok 10. évfolyamig

K/C. 877. A szovegét lasd a K feladatoknal.
K/C. 878. A szovegét lasd a K feladatoknal.
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Feladatok mindenkinek

C. 1873. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valés szamharmasok hal-
mazan:

22 + 13z + 144 = 5y + 32z,
y? + 13y + 144 = 5z + 32z,
2% 4132+ 144 = 5z + 32y.

Javasolta: Czett Mdtyds (Zalaegerszeg)

C. 1874. Adott két pont a sikon, G és H. Szerkessziink olyan hegyesszogii, egyen-
16 szart hdromszoget, amelynek magassdgpontja H, sulypontja G. (Az elemi szer-
kesztési 1épéseket, mint pl. szog felezése, tengelyes titkrozés, nem kell részletezni.)

Javasolta: Barta-Zdgoni Csongor (Marosvasarhely)

C. 1875. Egy nagylelkli adomanynak hala a KéMaL. Ankét szombati ebédsziine-
tében m fajta konyvet osztottak szét a jelenlévd n didk kozott. A konyvek mindegyi-
kébdl rendelkezésre allt tobb példany is, tovabbd mindenki kedvére valogathatott:
tobbfajta konyvbdl is vihettek, de egy fajtabol legfeljebb egyet.

Tudjuk, hogy barmely két konyv esetén legalabb harom diakban kiilonb6zott a

konyveket valaszték halmaza. Bizonyitsuk be, hogy m < f—_:l

Javasolta: Paulovics Zoltdn (Budapest)

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1876. Micimacké a kovetkezo allitas helyességét prébélja eldonteni. ,Ha egy
adott év napjaibdl kivalasztunk 30-at, nem biztos, hogy lesz kozottiikk legalabb
Ot olyan, amelyik a hét ugyanazon napjara esik.” Az aldbbiak szerint érvel: Az
allitds hamis. A hét napjait vegylk egy-egy skatulyanak, majd tegyiink beléjik
egy-egy (ugyanolyan) goly6t a kivdlasztott napoknak megfelel6en. 28-at még el
tudunk helyezni gy, hogy mindegyik skatulyaban 4-4 golyé van, azonban a 29.
goly6 biztosan olyan helyre keriil, ahol mar van négy, igy biztosan lesz a hétnek
legalabb egy olyan napja, amelyre legaldbb 6t kivalasztott nap jut.”

Barétja, Rébert Gida ramutat érvelésének hidnyos pontjara: ,,Te Mackd, igy
csak 7 esetet vizsgaltdl meg: azokat, amikor mindegyik skatulydban pontosan 4
darab goly6 van, kivéve egyet, amelyben 5. A t6bbi esettel nem foglalkoztal!”

Hény esetet nem vizsgédlt meg Micimackd?
Németh Ldszlé (Fony6d) otlete alapjan
C. 1877. Az ABC hegyesszogli haromszog koriilirt korén az A, B, C pontot
nem tartalmazé6 BC, CA, AB iv felez6pontja rendre D, E, F. A DE szakasz a
BC, illetve C' A oldalakat a P, illetve Q pontban, az E'F szakasz a CA, illetve AB
oldalakat az R, illetve S pontban, végiil az F'D szakasz az AB, illetve BC' oldalakat

a T, illetve U pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy a PRT és QSU haromszogek
teriilete egyenld.

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)
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Bekiildési hatarid6: 2025. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5486-5493.)

B. 5486. Az ABCD konvex négyszog atléinak metszéspontja E. Tegyiik fel,
hogy AB =CD, és az ABE haromszog teriilete megegyezik a CDFE haromszog
teriiletével. Mutassuk meg, hogy a négyszog paralelogramma vagy hurtrapéz.

(3 pont) Javasolta: Hugjter Mihdly (Budapest)
B. 5487. Az aq, as, ..., asgos pozitiv szdmokra a; = 1, tovabba
1 1 1
it ——mm =a, —1
ay+az az+as Op—1+an

minden 2 < n < 2025 esetén. Hatdrozzuk meg asgos értékét.
(3 pont) Bencze Mihdly (Brassé) 6tletébél

B. 5488. Ki lehet-e szinezni a sik minden pontjat harom szin egyikével ugy,
hogy mindegyik szint felhasznaljuk legalabb egyszer, és ha egy haromszog minden
cstucsa két szin egyikével van szinezve, akkor azon haromszég minden bels6-, és
hatarpontja is ezen két szin valamelyikét viselje?

(4 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budakaldsz)

B. 5489. Az ABC derékszogli haromszoghen ABC< = 15° és CAB< = 75°,
tovabbd az AB atfogé felezépontja F. A BC befogén vegyiik fel a D pontot gy,
hogy BD =CA, a CA félegyenesen az A ponton tul az F pontot ugy, hogy CE =
= BC teljesiiljon. A BE és C'F egyenesek metszéspontja legyen M. Bizonyitsuk
be, hogy a DM és CM egyenesek érintik az AEF haromszog koré irt kort.

(4 pont) Javasolta: Biré Bdlint (Eger)

B. 5490. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész n szam létezik, amelyre
a 2™ — 2025, 2™ — 2024, ..., 2" 4+ 2025 szamok mind Gsszetettek.

(5 pont) Javasolta: Sdndor Csaba (Budapest)

B. 5491. Létezik-e legalabb maésodfoki, egész egyiitthatos polinomoknak olyan
H halmaza, amelyre teljesiil, hogy minden egész értéket pontosan egy H-beli poli-
nom vesz fel egész helyen?

(5 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)
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B. 5492. Kornél az I = [0,2*] intervallumnak (ahol k pozitiv egész) egy egész
végpont1, legaldbb 1 hosszisagu, zart részintervallumara gondol. Kristof kérdezhet
egy tetszOleges egész hosszusigi, de nem feltétleniil egész kezdd- és végpont,
zart részintervallumot, és Kornél elarulja a kérdezett és a gondolt intervallum
metszetének a hosszdt. (A vdlasz 0, ha a két intervallum metszete tres, és akkor is,
ha csak egyetlen pontbdl 4ll.) Hany kérdésbél tudja Krist6f biztosan meghatarozni
a gondolt intervallumot?

(6 pont) Javasolta: Matolcsi Ddvid (Berkeley/Briisszel)

B. 5493. Irjunk fel olyan, a sikvektorokhoz nemnegativ szdmokat rendels f
fiiggvényt, amelyre teljesiil, hogy barmely, az 22 — y? =1 hiperboldba irt ABC
haromszog teriilete f(ﬁ) f(B?’) f(C—/i)

(6 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)
ok

Bekiildési hataridé: 2025. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

| < |
| |

A. 917. Egy komplex szamokbdl all6 S halmazt nevezziink szimmetrikusnak, ha
minden S-beli elem komplex konjugaltja is S-beli. Hatarozzuk meg minden pozitiv
egész n-hez a legnagyobb K, pozitiv egész szadmot, amelyhez 1étezik olyan n-elemd,
szimmetrikus S = {21, 22,..., 2, } halmaz, amelynek a 0 nem eleme, és barmely 1 <
<k < K, egészre

Az A pontversenyben kitiizott nehezebb feladatok
(917-919.)

zf+z§+...+zﬁ <0.
Javasolta: Navid Safaei (Teherdn) és Kds Géza (Budapest)

A. 918. Egy n cstcst fagraf (n > 2) csicsait jeloljik vy, ve, ..., v,-nel. Minden
cstcson il egy torpe, és minden torpének van valamennyi, de legalabb n darab pénz-
érméje. Sorban, az indexek szerint névekvé sorrendben végighaladunk a csicsokon,
és mindig a soron kovetkez6 cstiicson 1lé torpe elvesz egy érmét a leggazdagabb
szomszédjatdl; ha tobb leggazdagabb is van, akkor mindegyiktél egyet-egyet.

Hatarozzuk meg n figgvényében azt a legkisebb k értéket, amelyre teljesiil,
hogy tetszéleges n cstcsu fagraf esetén van olyan kezdeti pénzérme kiosztéas, hogy
kezdetben barmely két torpe pénzérméinek szama legfeljebb k-val térjen el egymas-
tol, és a folyamat végén minden térpének pontosan ugyanannyi pénzérméje legyen,
mint kezdetben volt.

Javasolta: Németh Mdrton (Budapest)
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A. 919. Legyen P egy legaldabb négy csicsii konvex htrsokszog, amelynek seme-
lyik két atloja sem ugyanolyan hosszi. Bizonyitsuk be, hogy P-t legfeljebb egyféle-
képpen lehet azonos keriileti hdromszogekre bontani néhany egyméast nem metsz6
atlgjaval.

Javasolta: Andrei Chirita (Cambridge)
ok

Bekiildési hatarid6: 2025. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Informatikabol kitiizott feladatok -‘

(675-678.)

I. 675. Négyzethaloba rendezett, négyzetekbdl allé és kevés szint tartalmazé
SVG tipusu vektorgrafikus abrakat a szineket jel6lé karakterek felsorolasaval, t6-
moritve tarolhatunk. A négyzetek azonos méretiiek, szorosan illeszkednek, nem
fedik 4t egymast és oldalaik parhuzamosak a kép szélével.

Készitsiink programot ¢675 néven, amely el6allitja az SVG tipusu vektorgrafikus
abranak a szinek betiijével jelolt szoveges kddjat.

A szineket jelols nagybetiik: F fehér, P piros, K kék, Z zold, S sarga, N narancs,
L lila, B fekete.

A program standard bemenetének az SVG dllomany nevét adjuk meg.

A standard kimenetre irjuk ki az dbra szoveges kddjat.

Példa a bemenetre: Az eredeti SVG kép: Kimenet

zl.svg KKKKK
KSSSK
KSPSK
KSSSK
KKKKK

Az SVG allomény szerkezetérél tobbek kozott a http://svg.elte.hu/ cimen
olvashatunk.

Bekiildend6 egy tomoritett i675.zip dllomanyban a program forraskodja és rovid
dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrdsdllomény melyik fejlesztéi kornye-
zetben fordithaté.

Letoltheté minta bemenet: z1.svg
(10 pont)
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I. 676. Tekintsiik az 1, 2, 3, 4, 5 és 6 szdmjegyek permutacioit. Ha az adott
permutaciénak — példaul 6, 1, 5, 3, 4, 2 — a szamjegyeit egymas utan irjuk, hatjegyt
szamot kapunk, — az el6z6 példanal ez 615342.

1. Nyissunk meg egy iires tablazatkezel6 munkafiizetet, és mentsiik el specpermhat
néven a tablazatkezel6 alapértelmezett formatumaban.

Hatarozzuk meg az 1, 2, 3, 4, 5 és 6 szamjegyek Osszes olyan permutécidjat,
illetve az ezekbdl a fenti modon képzett hatjegyt szamokat, amelyek eleget tesznek
az alabbi kovetelményeknek:

. Az A oszlopba, amelyek 2-vel oszthatok.

. A B oszlopba, amelyek 3-mal oszthatok.

. A C oszlopba, amelyek 4-gyel oszthatok.

. A D oszlopba, amelyek 5-tel oszthatok.

. Az E oszlopba, amelyek 6-tal oszthatok.

. Az F oszlopba, amelyeknél az els6 és utolsd szamjegy Osszege kétjegyi.

. A G oszlopba, amelyeknél az utolsd harom szamjegy sszege 10.

. A H oszlopba, amelyeknél az utolsd két szdmjegybdl képzett szdm prim.

. Az T oszlopba, amelyeknél az utolsé harom szdmjegybol képzett szam prim.

O © 00~ O Uik Wi

—_

Az egyes oszlopokban a szdmok névekvd sorrendben jelenjenek meg. Segédszé-
mitasokat a J oszloptdl jobbra vagy egy tjonnan felvett munkalapon lehet végezni.
A megolddsban sajat fiiggvény vagy makré nem hasznalhaté.

Bekiildendo egy tomoritett 1676.zip allomanyban a specpermhat néven mentett
tablazatkezel munkafiizet és egy révid dokumentécié, amelyben szerepel az Gsszes,
a megoldasnal bevetett furfang magyardzata, a tablazatkezelé neve, verziészama.

(10 pont)

I. 677. Magyar taldlmanyok, technikai alkotdsok neveinek gylijteménye és a
feltaldlok néhany adata all rendelkezésiinkre egy adatbédzisban. A taldlményok és
a feltaldlok kozott N:M (t6bb a t6bbhoz) kapcesolat van, ezt egy kapcsoldtabla
hasznalataval oldjuk fel.

Tébla: talalmany (tkod, talnev)

tkod A taldlmany azonositéja (szdm), ez a kulcs
talnev A taldlmany neve (szoveg)
kutato (fkod, nev, szul, meghal)
fkod A kutatd vagy feltaldls azonositéja (szdm), ez a kulces
nev A kutat6 neve, vezeték- és uténév sorrendben (szoveg)
szul A kutato sziiletési éve (szdm)
meghal A kutaté haldlozasi éve — ma is €16k esetén iires (szdm)
kapcsol (tkod, fkod)
tkod A taldlmény azonositéja (szam)
fkod A kutaté azonositdja (szam)

Csak akkor szerepel egy taldlmany azonositéja a kapesol tablaban, ha a feltaldld
neve ismert.
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A kovetkezd feladatokat megoldd SQL-parancsokat rogzitsiik a feladatok végén
zaréjelben megadott nevi és .sql kiterjesztésii szoveges allomanyban! Példaul a
3. feladat megoldéasat a 3bay.sql nevii dllomanyban. Az értékelés soran csak ezeknek
az alloméanyoknak a tartalma lesz értékelve. Ugyeljiink arra, hogy a lekérdezésekben

pontosan a kivant mezdk szerepeljenek, felesleges mez6t ne jelenitsiink meg.

1. A feltalalok.sql &llomény tartalmazza az adatbdzist és a tdablakat létrehozo,
valamint az adatokat a tablaba besziuré SQL-parancsokat. Futtassuk az SQL-
szerveren a feltalalok.sql parancsfajlt.

2. Listazzuk ki abécérendben lekérdezés segitségével azoknak a taldlményoknak
a nevét és feltalalojuknak a nevét, amelyek nevében szerepel az ,optika” szo.
(20ptika)

3. Lekérdezéssel irassuk ki Bay Zoltdn taldlméanyainak nevét. (3bay)

4. Adjuk meg lekérdezés segitségével, hogy melyik talalmanyhoz f(iz6dik a legtobb
kutaté és az mennyi. (4tobben)

5. Soroljuk fel lekérdezés alkalmazasaval azoknak a kutatéknak a nevét, akiknek
se a sziiletési, se a haldlozdsi évszdma nincs megadva az adatbézisban. (5hiany)

6. Lekérdezéssel listazzuk ki azokat a kutatdkat és talalményaik nevét, akiknek a
vezetékneve szerepel a taldlmany nevében. (6nevado)

7. Milyen talalmanyaik voltak azoknak a kutatéknak, akik a XIX. szazad méasodik
felében (1851 és 1900 kozott, a hatdrokat is beleszdmolva) is éltek? A kutatok
és a taldlmdnyok nevét adjuk meg lekérdezés hasznélatéval. (7felszazad)

8. Soroljuk fel lekérdezés alkalmazasaval azoknak a kutatoknak a nevét és a talal-
manyaik szamat, akik Bay Zoltannal tobb kutatasi eredménnyel szerepelnek az
adatbézisban. (8kutszam)

9. Adjuk meg lekérdezés segitségével, hogy a ,,porlaszté” feltaldléinak — a porlasz-
ton kiviil — milyen mas taldlmanyai vannak az adatbéazisban. Minden taldlméany
neve egyszer szerepeljen a listdban. (9porlaszto)

Bekiildendok egy i677.zip tomoritett dllomanyban a lekérdezések.
Letolthet6 fajl: feltalalok.sql
(10 pont)

I. 678. Egy elektronikus reklamokkal foglalkozo cég cimlistajaban egyéni e-mail
cimek és csoportok e-mail cimei szerepelnek. Minden csoportban van legaldbb egy
maésik csoport vagy egy személy e-mail cime. Egy e-mail cim tobbszor is el6fordulhat
gy, hogy tobb csoportnak is tagja az adott személy vagy csoport.

A cimlistat egy szoveges dlloményban tarolja a cég. Az dllomény minden sora
egy e-mail cimmel kezdédik. Ha csak ez a cim all a sorban, akkor az egy egyéni
e-mail cim. Ha a cim utan tovabbi cimek kdévetkeznek, akkor az azt jeloli, hogy a
sor els6 cime egy csoport e-mail cime, a csoport tagjainak e-mail cimei a sorban
utdna kovetkeznek. A cimeket egy-egy szokoz vilasztja el egymastol.

Példaként tekintsiik a kovetkezd cimlistat:
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felso@alma.hu peter@alma.hu zsolt.kovacs@alma.hu

also@alma.hu andras.kovacs@bp.hu felso@alma.hu peter@alma.hu
kozepso@alma.hu peter@alma.hu also@korte.hu nagy.balint@bp.hu
balazs.kiss@alma.hu

also@korte.hu jozsef.kiss@korte.hu jozsef.nagy@bp.hu
felso@korte.hu kiss.jeno@bp.hu kozep@korte.hu

kozep@korte.hu nagy.balint@bp.hu felso@korte.hu

A cimekben csak az angol abécé kisbetiii, valamint a pont és @ jel szerepelnek.
El6fordul, hogy egy egyedi név megjelenik a cimlistdban egy kiilén sorban, de
el6fordul az is, hogy csak valamely csoport tagjaként szerepel.

A cég tgy dont, hogy meghivja a cimlistan szereplé személyek egy részét egy
taldlkozéra. Ehhez egy e-mailt kiildenek ki, amelyben megadjik a cimzetteket.
A cimlista alapjan azonban elég nehéz megmondani, hogy valéjaban hany személy
fogja megkapni a levelet. Segitsiink a cégnek, és allapitsuk meg a cimzett személyek
szamat.

Készitsiink programot, amely a cimlista és a kiilldend6 e-mail cimzettjeinek fel-
hasznéldsaval megadja, hogy a levél hany személynek szdl. A program olvassa be a
— honlapunkrol letoltheté — mellékelt cimlista.txt allomanyt, majd a standard be-
meneten megadott cimzetteket, és irja ki a standard kimenetre a cimzett személyek
szamat.

Példa, amelyben a cimlista a fenti példaban 1évé lista:

Bemenet: Kimenet

felso@korte.hu kozepso@alma.hu | 5

A programnak tetszOleges, legféljebb 100 sort tartalmazé cimlista allomany
mellett is mitkddnie kell. A cimlista allomany egy soraban legfoljebb 30 cim szerepel.

Bekiildend6 egy tomoritett 1678.zip dllomanyban a program forraskodja és rovid
dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomény melyik fejlesztéi kornye-
zetben fordithato.

Letolthet6 allomany: cimlista.tat
(10 pont)

ok

Bekiildési hatarid6: 2025. december 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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Egy egyszerii egyenletmegoldo eljaras

e

Kevés az olyan egyenlettipus, amely zart alakban megoldhato, a legtobb eset-
ben valamilyen numerikus megoldashoz kell folyamodnunk. Mindig lehetoségiink
van a probalgatasra, amit iigyesen végrehajtva megbizhat6 eredményre juthatunk,
de bizonyos esetekben a megoldas megkeresésére szisztematikus, konnyen automa-
tizdlhato eljaras is a rendelkezésiinkre all. Az aldbbiakban egy ilyet mutatunk be.
Ez az

(1) x=f(x)
tipust egyenletek esetében alkalmazhatd, és az f(z) fiiggvények egy széles oszta-
lydban eredményes. A mddszer lényege, hogy az

Tnt1 = f(zn)
képzési szabaly segitségével egy sorozatot generalunk. Ennek a sorozatnak az elemei
az f(x) megfelels tulajdonsdgai esetén egyre pontosabban megkozelitenek egy, a
kiindul6 7 megvalasztdsatdl fiiggetlen

LToo = f

értéket, ami nyilvan az egyenletiink megoldasa, hisz tetszéleges pontossaggal telje-
siil, hogy:
(2) £= f().
A tovabbiakban x altaldban az egyenletben szerepl6 valtozot, £ pedig mindig az
egyenlet megoldasat jeloli.

A médszer miikodése az 1. dbrdn szemléletesen kovetheto.

Y Y=z Y Yy=x
y=1(z)
y=f(z)
T T
é . Tn+l  Tp Tp41 f Tp4+2  Tp
Tn+2
a) b)
1. abra

Az eljaras nem mindig konvergal: ha az y = f(z) fiiggvény gorbéje til meredeken
metszi az y = ¢ egyenest, akkor a sorozatnak nincs hatarértéke, a tagjai az n
novekedésével egyre messzebb keriilnek a megolddstol (2. dbra).
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V' y=f@) y=z Y\u=f@) y=x
z z
f -i71 Tn+2 T+l f T, Tn+2
Tn41
a) b)
2. dbra

Ahhoz, hogy az eljards konvergenciajara kvantitativ feltételeket dllapithassunk
meg, vizsgaljuk meg (az amigy analitikusan is kezelhetd) f(x)=mx + b linedris
fliggvény esetét! Az

Tpg1 =MTy +b
rekurzié szerint
o =mxy +0b,
xg =m2x1 +mb+b,

xy=mzy +m2b+mb+b,

n—1 ) m"—1
Tpt1 =m"z;+ (Zml> b=m"xz1+ m—1 b.

i=0
Latni vald, hogy ez a kifejezés az n — oo esetben az
b
€T = —
T 1-m

értékhez tart, ha |m| < 1, de nincs hatdrértéke, ha |m| > 1. A két egyenes metszés-
pontja barmely m # 1 érték mellett £ = b/(1 —m)-nél van, de ezt az eljards csak
|m| <1 esetén adja vissza. Tekintettel arra, hogy a szdmunkra érdekes (fizikdban
el6forduld) folytonos és sima fiiggvények a metszéspont kornyékén jé kozelitéssel
egyenessel helyettesithetdk, azt mondhatjuk: ha az y = f(z) figgvény az y = = egye-
nest ugy metszi, hogy a { metszéspontban az m; meredeksége +1 és —1 kozé esik,
azaz |my| < 1, akkor az algoritmus a metszéspont kézeléb6l inditva konvergens. Az
eddigieket végiggondolva a kovetkezd preciz megéllapitast tehetjiik:

Ha az (1) egyenlet megolddsdt jelentd & pont eqgy € —d <z < &+d (d>0) kor-
nyezetében azy = f(x) figguény gorbéje hatdrozottan a §-n dtmend +1 meredekségi
y=ux és —1 meredekségii y = 2§ — x egyenesek kizitt halad a

(3a) E—alz—=& < flx) <€&+alz—§), ha 0<z—-£€<d,
és
(30) Etalz—8 < fle)<€&—alz—&), ha 0zx—€>—d

szabaly szerint, ahol 0 < a < 1, akkor a kézelité eljirasunkat a £ —d<x <&+d
tartomdny bdarmely pontjabdl inditva az az xo =& értékhez fog tartani.
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Allitdsunkat egyszertien igazolhatjuk. Az f(z) menetére vonatkozé (3a) és (3b)
feltételiink szerint

amit a sorozat képzésekor 1épésrol 1épésre alkalmazva az

|xn+1 75' g Ot|l‘n*§|
egyenl6tlenség sorozatot kapjuk. Fontos latni, hogy a 0 < o < 1 feltétel miatt, ha
|x1 —&| < d, akkor az |z, —&| < d is teljesiil minden n-re, tehét a képzési szabély
nem vezet ki a £ —d < x < £+ d intervallumbdl. Ennek alapjan

|[Tn1 — & <@ fwr = ¢,
és mivel n névelésével o™ nullahoz tart, az z,, értékek valéban egyre pontosabban
megkozelitik &-t.

Az itt megfogalmazott feltétel az eljaras konvergencidjara nézve egy elégséges,
a sziikségesnél szigorubb feltétel. Vannak olyan esetek, amikor ez nem teljesiil, a
rekurzié mégis konvergens, de olyan nincs, hogy a fentiek teljesiilnek, az eljaras
viszont mégsem haszndlhatd. (Lehetséges példdul olyan eset, hogy az iteracidt
valahonnan a fenti (£ —d,£ + d) tartoményon kiviilrél inditva is eljutunk a £-hez,
de ez altaldban nem garantdlhat6.) Itt nem célunk a pontos, mindenre kiterjedé
feltételek feltérképezése, csak azt akartuk bemutatni, hogy ez a megoldasi médszer
milyen feltételek k6z6tt hasznalhatd biztosan.

A gyakorlatban nem ismerjiik £-t, igy az f(z)-et sem tudjuk a £ kozelében ele-
mezni, de ha sziikséges, pl. grafikus abrazoldssal képet alkothatunk arrél, hogy hol
varhaté a megoldas, és az eljards konvergensnek igérkezik-e. Ha igen, a rekurzi-
ot addig folytatjuk, amig az eredmény megkivant pontossaganak megfelel6 értékes
jegyek mar nem véltoznak az jabb tagok generdldsakor. (A sorozat egymdst ko-
vetO elemeinek a felhasznédlasaval ennél szabatosabb hibabecslés is lehetséges, de a
gyakorlatban ez a  konyhaszabdaly” is b6ven megfelel.)

Ennél izgalmasabb kérdés, mit tehetiink, ha a sorozatunknak nincs hatarértéke,
a gyok varhatd kornyezetében az egymast kévetd tagok kiillonbsége nem csokken,
hanem egyre né? Ha valéban van az adott kornyezetben az egyenletnek megoldésa,
a divergencidt az okozza, hogy ott az f(x) meredeksége til nagy (|mys| > 1). Ebben
az esetben az egyenletiinket tgy kell atalakitani, hogy a gyok helye ne valtozzon, de
az x-szel egyenl6vé tett fliggvény meredeksége a megfelel hatarok kozé keriiljon.
Ezt tobbféleképpen is megtehetjiik.

A) Tegyiik fel, hogy az F(z) az f(x) inverze, azaz

F(f(z)) ==
Az x =€ helyen (2) miatt
F(&) =¢,
tehat az
x = F(x)

egyenlet gyoke(i) ugyanott van(nak), ahol az (1) egyenleté. Ez nem meglepd, hiszen
az y = f(x) és az y = F(x) gorbéi egymaés tiikorképei az y = x egyenesre. Ebbdl az is
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kévetkezik, hogy a két fiiggvény my és mpr meredeksége a metszéspontban egymaés
reciproka:
mygmpe = 1.

Igy ha |my| > 1, akkor |mp| < 1, és az eljardsunk f(z) helyett F(x)-et hasznélva
konvergalni fog.
B) Az
z=g(x)
egyenlet gyokei is megegyeznek az (1) egyenlet gyokeivel, ha
g(@) =ca+ (1= f(@) (c#£1).
Ennek a meredeksége a gyok helyén
mg=c+(1—c)my,

tehat ¢ alkalmas megvalasztdsiaval a meredekség ,behuzhat6” a +1 tartomany
belsejébe.
Mindkét trikk szemléltethetd a P. 5626. feladat megolddsiban (ldsd lapunk
2025. februéri szdmdban) szerepet kapott
ctgx
T
egyenlettel. Ahogy arrél meggyézédhetiink, az

ctgx,
2

szaballyal képzett sorozat, akdrhonnan inditjuk, nem konvergal. Ugyanakkor az
inverz fiiggvény hasznélata eredményes: az

(4@) Tn+1 =

(4d) Tpt1 = arcctg2x,

rekurzi6 10 értékes jegy pontossaggal az r., = 0,6532711871 értékhez tart. Ugyan-
ehhez konvergdl az
LTn Ctg Ln
4 —n, own
(4c) Tnt1 D) + 4
sorozat is, ami a B) eljardsban ¢ = 1/2-nek felel meg. Megjegyezziik, az

T, arcctg2z,

> T 2

sorozat is konvergens, de fontos latnunk, ez nem a (4c) rekurzi6 fiiggvényének az
inverzét haszndlja, hanem (4b) médositisa a B) eljaras szerint ¢ = 1/2 vélasztéssal.
A kiilonbo6z6 eljarasok kiilonbo6z6 nagysaga 1épésekben kozelitik meg az eredményt,
kiilonbozé sebességgel konvergalnak. Konyhaszabalynak elfogadhatjuk, hogy annal
gyorsabb a konvergencia, minél kisebb a jobb oldal meredekségének az abszolit
értéke a hatarérték kozelében. A (4b), (4¢) és (4d) sorozatokban a meredekségek
rendre —0,74, —0,17 és 0,13, ennek megfelel6en a (4c¢) és (4d) sorozat szdmottevien
gyorsabban kozeliti meg az ., értéket, mint a (4b) sorozat.

(4d) Tn41 =
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Végiil néhany szot kell szélnunk arrdl az esetrol y
is, amikor az (1) egyenletnek tobb gyoke is van. El6- y=f (ﬂ?)V y=x
fordulhat, hogy az eljaras egyik gyokot sem talalja
meg, mert az my meredekség abszolut értéke minden
gyok esetében nagyobb egynél. Ilyenkor az A) vagy
a B) trukk segitségével elérhetjiik, hogy az eljarés
barmely kivdlasztott gyok esetében megfelel6 kezdé-
értékrol inditva konvergaljon. Az viszont biztos nem T
lehetséges, hogy az eljaras minden tovabbi manipula- Gia & i
ci6é nélkiil minden gyok esetében konvergens legyen:
ha mondjuk f(z) a §; gyok kornyezetében teljesiti a
(3a) és (3b) feltételeket, akkor a szomszédos &;_1, illetve &1 esetében biztos nem
fogja, mert ott |m¢| tdl nagy lesz, ahogy azt a 3. dbrdn is lathatjuk.

3. abra

Woynarovich Ferenc

]
Mérési feladatok megoldasa “
| [ | \

M. 441. Egy vasalét dllitsuk ferde témasztélapjdra, majd kapesoljuk be. Abrdzol-
Juk az idé fliggvényében a vasald ki-be kapcsoldsdat! Virjuk meg a periodikus ki-be
kapcsolgatdst, és ennek segitségével becsiiljitk meg, hogy dllanddsult dallapotban md-
sodpercenként mennyi hét ad le a vasalé! A méréseket végezziik el harom kilonbozd
bedllitott hémérsékletnél! Minden mérés elétt varjuk meg, hogy a vasald szobahémér-
sékletre hiljon. A becsléshez a bekapcsolt vasalo teljesitményét kozelitsiik a névleges
értékkel.

(6 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhéz

Megoldas. A méréshez egy Bosch CCBD5 vasalét és mobiltelefont hasznaltam.
A telefon hangfelvevo alkalmazasanak elinditasa utan bedllitottam egy homérsék-
letet a (kezdetben szobahdmérsékletii) vasalén, és bekapcsoltam. Koriilbelil fél
oraig hagytam bekapcsolva, kdzben végig ment a hangfelvétel. A mérés végeztével
a hangfelvétel elemzésével megallapitottam tizedmésodperc pontossaggal a ki- és
bekapcsolési id6pontokat, amelyeket egy tablazatba foglaltam. A mérést harom kii-
16nb6z6 homérséklet-beallitasnal végeztem el. A bedllitott névleges hémérsékletek
a kovetkezok voltak: 110 °C, 150 °C, 200 °C.

Az 1. dbra killonb6z6 beallitott homérsékletek esetén mutatja a vasald ki- és
bekapcsoldsi idépontjait. A felfuté élek (a téglalapok bal oldala) a bekapcsolési, a
lemend élek (a téglalapok jobb oldala) pedig a kikapcsoldsi idépontokat jelzik. Az
egymast kovetd felfuté és lemend élek kozotti idOszakaszok az egyes flitési szakaszok
idGtartamat adjak. Mivel ezek a fiitési szakaszok viszonylag rovidek, szemléltetés
céljabdl az idétartamaikat (the) a megfeleld téglalapok magassagai jelzik. Az dbrdn
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lathato, hogy mar a masodik bekapcsolastdl kezdve allandoésult dllapotnak tekint-
het6 a vasal6 viselkedése, mert a révid bekapcsolasi idétartamok kozel egyformaék,
és kozel periodikusan kovetik egymast. Ezért az allanddsult dllapot megfigyelési
id6szakat gy jeloltem ki, hogy a masodik bekapcsoldsi idoponttdl az utolsé meg-
figyelt bekapcsolasi idépontig tart. Ezen beliil a fiitési id6 a bekapcsolt allapothoz
tartozé rovid idészakaszok osszege. Az allandésult allapot idejét és a fiitési idét a
tabldzat mutatja a harom kiilonb6z6 hémérséklet-beallitas esetén.

névleges hémérséklet, T (°C) 110 150 200
allandosult allapot idétartama, 5 (s) 1831,5 | 1788,7 | 1768,4
ebbdl flitési id6, t¢ (s) 72,4 119,8 160,7
elektromos energiafogyasztas, W, = Pty (J) | 130320 | 215640 | 289260
leadott hételjesitmény, P, = W, /ts (W) 71,2 120,6 163,6
Az elektromos energiafogyasztast a P, (W)

W, = Pty 0Osszefliggésb6l szamoltam, 1804 "

ahol a vasalé névleges teljesitménye P = .

= 1800 W. Feltehetjiik, hogy az allan- 19 o

doésult allapotban t; id6 alatt leadott

(Q hémennyiség megegyezik a felvett 60- °

elektromos teljesitménnyel: Q = W,. Az T (°C)

1 s alatt leadott homennyiség a P, = 0100 150 200

=Q/ts = We/ts képlettel szdmithato ki.
Az (elbre sejthetd osszefiiggés) jol leol-
vashaté a 2. dbrdn: a vasald altal masodpercenként leadott hémennyiség noé a be-
allitott névleges hémérséklettel.

2. dbra

Hibaforrasok: A kapcsolasi id6pontok meghatirozasa +0,1 s bizonytalansagi
volt. Mivel mindig koriilbeliil 20 bekapcsolasi idépont volt, ez a t; id6 meghata-
rozasdban koriilbelil +2 s-ot, a t; meghatarozasiban 40,1 s-ot jelent. A be- és
kikapcsolasi periédus ideje ingadozott, ebbdl t; meghatarozasara egy nagyobb bi-
zonytalansidg adodik, ami legalabb +5 perc, azaz +300 s hibat jelenthet.

Fiilép Magdaléna (Pécsi LeSwey Klara Gimn., 10. évf.)

8 dolgozat érkezett. Helyes 3 megoldds. Kicsit hidnyos (5 pont) 2, hidnyos (3—4 pont)
3 dolgozat.

M. 442. Mérjik meg eqy — még nem haszndlt — mosogatoszivacs anyagdinak
stirtségét!

(6 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest

Megoldas. A feladat: meghatdrozni egy mosogatdszivacs szildrd vdzelemének
stirtiségét.>

A mérést tobb szivacsra elvégeztem. Elszor megmértem a szaraz szivacs tome-
gét. A még szdraz szivacs , bruttd” térfogatat digitalis tolémérdvel hataroztam meg.

3 A megolddk tobbsége hibasan a levegével telt szivacs dtlagos stirliségét hatdrozta meg.
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A szivacs téglatest alakid, amely oldalait lemértem, és ebbdl térfogatot szamoltam.
Ezutan a szivacsot viz ald helyeztem, és addig nyomkodtam, amig nem tavozott be-
16le az Osszes levegd, majd hagytam, hogy megszivija magat vizzel. A mér vizzel teli
szivacsot kivettem, Gvatosan (szigorian csak a feliiletét) letoroltem, hogy megsza-
baduljak az odatapadt vizt6l, majd a tOmegét ismét megmértem. A szivacs eddig
levegovel telt pérusai ekkor mar vizzel teltek, és a tomegnovekedésbol kiszamol-
tam a pérusok Gssztérfogatat a szivacson beliil. Ezek utan meg tudtam hatarozni
a szivacs anyaganak sitrliségét.

Miiszerek és adatok:

digitalis mérleg méréshatar: 300 g, pontossag: dm = 0,01 g;
digitalis toléméré pontossig: 6¢ = 0,01 cm;

viz T =20 °C, g, = 0,998 g/cm?®.
Meért és szamitott mennyiségek:

mo, My a szivacs szaraz és vizzel teli tomege,

a, b, c a szivacs oldalhosszisagai,

Am=my—mgy tomegnévekmény,

Vo = abe a szivacs (teljes) térfogata,

Ve =Am/oy a felvett viz térfogata,

Ve, =Vo =V, a szivacs anyaganak térfogata,

0=mo/Vs, a szivacs slriisége.

A széraz szivacs mért és szamitott adatai:

mo = (5,36 £0,01) g,

a=(9,00£0,01) cm, b= (2,00+0,01) cm, ¢ = (6,00+0,01) cm,

Vo = abe = (108,00 + 0,86) cm?3.

A szivacsok egy csomagbdl kertiltek ki, mindegyik térfogatat és tomegét hiba-
hatdron beliil azonosnak mértem.

A vizes szivacsok mért és szarmaztatott adatai:

Am (g) Vi (ecm®) Vi, (em®) o (g/cm?)
103,10 103,29 4714058 1,14+0,14
103,40 103,59  4,41+0,58 1,21+0,16
103,60 103,79  421+0,58 1,27+0,18
103,50 103,69 4,314058 1,24+0,17
103,55 103,74  4,264+0,58 1,26+0,17

T W N =

A mért adatokat atlagolva:
0=(1,2240,07) g/cm?®.
A relativ hiba 5,7%. Ennek {6 forrdsa a V,, = Vi — V., kivonéas, ahol két egyméstol

csak kicsit kiillonb6z6 mennyiség kiilonbségét szamitjuk ki. A szivacsok méretei ki-
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csik, igy még digitdlis tolémérdvel is csak ekkora pontossdg volt elérhetd (ami azon-
ban sokkal pontosabb mintha egy hétkoznapi vonalzét haszniltam volna, melynek
abszoldt hibdja egy nagysdgrenddel nagyobb).

Erdélyi Dominik (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

Megjegyzés. A mérési eredményeket mindig érdemes Gsszevetni a tapasztalattal és a fel-
lelhetd irodalmi adatokkal is. Toébb megoldé 1 g/cm®-nél jelentSsen kisebb stirtiséget mért
a szivacs anyagara, amely ellentmond annak a hétkéznapi tapasztalatnak, hogy a vizzel telt
mosogatészivacs elsiillyed a vizben. A mosogatdszivacsok dltalaban poliuretanbél késziil-
nek, az irodalmi adatok szerint ezek sfirfisége (a kémiai Gsszetételtdl fiiggéen) 1,01 g/cm?®
és 1,26 g/cm® kozott valtozik (https://en.wikipedia.org/wiki/Polyurethane).

28 dolgozat érkezett. Helyes 3 megoldés. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 3, hidnyos (1-2
pont) 11, hibds 11 dolgozat.

[ <]

Fizika gyakorlatok megoldasa

L l

G. 891. Egy domind alakid hasdbot készitink valamilyen gyengén vezetd anyag-
bol. A méretek: 0,5 cm x 3 cm x 6 cm. Megmérjik a domind elektromos ellendlldsdt
ugy, hogy az eqymassal szemben lévéd oldalai kézott folyjon az dram. A csatlakozd-
sokat ugy alakitjuk ki, hogy a domindkban az dramsiriség homogén legyen. A fe-
sziiltségeket ugy valasztjuk meg, hogy az dramsiriiség nagysiga mindhdrom esetben
megegyezzen.

a) Hogy ardnylik eqgymdshoz a hdarom mért ellendllds?
b) Hogy ardnylik eqymdshoz az alkalmazott hdrom fesziltség?

c) Hogy ardnylik egymdshoz a hdrom esetben a mdsodpercenként felszabaduld
Joule-hé?

(4 pont)

Megoldas. A dominé méretei: a = 0,5 cm, b =3 cm, ¢ =6 cm.
a) Az ellendllas a dominé méreteinek és fajlagos ellenallasanak fiiggvényében:
L
R=9o—,
“A
ahol o a fajlagos ellenéllds, ¢ az aram iranyaval parhuzamos méret és A az erre
merdleges keresztmetszet. A harom kiillonb6zé esetben az ellenallas — rendre a
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legkisebb, a kozepes és a legnagyobb teriiletil lapok kozt mérve:
Ri=o—=p-4cem™,
ab
b 1
Ry=0—=p-1cm ",
ac
a

be

Rs=p :g-g—lﬁ em L.
Az ellenallasok ardnya:

Ri:Ry:R3=4:1:3;=144:36:1.

b) Az dramslirliség az dramerdsség és a keresztmetszet hanyadosa:
I
J= Za
amely a feladat szovege szerint mindhdrom esetben ugyanakkora. A domindkra
kapcsolt fesziiltség az Ohm-térvény alapjan:

4
U:RI:RjA:QZ-jA:gjé.
A harom kiilonb6z6 esetben a dominéra kapcsolt fesziiltség — ismét rendre a legki-
sebb, a kozepes és a legnagyobb teriiletii lapok kozt mérve:
Up=gjc=gj-6 cm,
Uz = 0jb=0j -3 cm,
Us = gja=0j- 5 cm.
A fesziiltségek aranya:
Up:Uy:Us=6:3:5=12:6:1.

¢) A felszabadulé Joule-hé:

U2 0 2
pP—-_ _ (Q]é) — 0j20A = 02V,
R 0%
ahol V' =/¢A a domin6 térfogata. Tehat a teljesitmény fiiggetlen attél, hogy melyik

lappar kozott mériink:

P :Py:P3=1:1:1.
Megjegyzés. Az a) és b) részek eredményeib6l is ugyanerre jutunk, hiszen

U? (0j-6 cm)2 9 3
p=t a2
"R T g dem-t YT

_ U3 _ (0j-3 cm)?

P=2= =0j°-9 cm®
2= =, Tomet — & 9 em,
. 2
Uy (QJ'%Cm) 2 3
P=—=-—3"—"=0j"-9cm’,

Ry 035 cm~!

és igy a teljesitmények aranya ugyanigy:

P:P:P3=9:9:9=1:1:1.

Szighardt Anna (Révkomdarom, Selye Janos Gimn., 9. évf.)

23 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos (1-2 pont)
5 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

P. 5635. A nyujton az oridskor bemutatdsandl a torndsz éppen dtbillen a felsd
fiiggdleges helyzetén. Amikor alulra ér, az acélrid lathatéan meghajlik. Modellezziik
a torndszt eqy vékony, sulyos, homogén riddal, ami vizszintes tengely kéril forog.
Ha a rid a felsd dlldsdbol az alsoba ér, akkor a sulydnak hdnyszorosdval hizza a
tengelyt? (A surldddst, kizegellendlldst, a tengely behajldsdt a rid hosszdhoz képest

hanyagoljuk el.)
(4 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

Megoldas. Modellezziik a tornaszt egy ¢ hossziisdgi, m tomegi vékony ruddal.
Ha a tornasz a felsé fiigg6leges helyzeten éppen atbillen, akkor ott a szdgsebessége 0,
az also helyzetben pedig legyen w. A tomegkoézéppontja éppen f-lel keriilt lejjebb
az Oriaskor sordan. A mechanikai energia megmaradasa alapjan:

1
mgl = §®w2,
ahol 1
@ = §m€2

a vékony rud tehetetlenségi nyomatéka a végpontjan atmend, a ridra meréleges
tengelyre vonatkoztatva. Ebbél
2 _ by
w=—=.
14
Als6 allasban a tomegkozéppontjat a rdhatd erék — a tengely altal kifejtett K
eré és az mg nehézségi eré — ereddje gyorsitja (tartja korpalydn):

l
K —mg=mac, = mw2§.

Ebbdl a tengely altal kifejtett kényszerero:
K =3mg+mg =4mg.

Newton harmadik térvénye értelmében a tornasz is K erdvel, tehat stlyanak négy-
szeresével hizza lefelé a tengelyt, az emiatt hajlik meg lathatoan.
Papp Emese Petra (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 10. évf.)

41 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 18, hidnyos (1-2
pont) 4 dolgozat.
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P. 5636. Egy drszonda a Féld v~ 30 km/s-os keringési sebességével ellentétes
iranyban, a Foldhioz képest nv sebességgel (n < 1) eltdvolodott a Féldtsl. Tovdbbi
mozgdsdat — jo kozelitéssel — csak a Nap graviticids tere hatdrozza meg.

a) Mekkora az drszonda pdlydjinak nagytengelye és a numerikus excentricitdsa?
b) Mekkora lehet n, hogy a szonda maradvdnyai eljussanak a Nap felszinéig?
(Ldsd még a Mesterséges égitestek mozgasaval kapcsolatos problémdk és felada-
tok c. cikket a honlapon.)
(5 pont) Almdr ITvan feladata nyoman
Megoldas. A szonda kezdetben a v sebességgel mozgd Foldhoz képest azzal
ellentétes irdnyban nv sebességgel tavolodik, igy sebessége ekkor vy = (1 —n)v
nagysagui és a Naphoz hiizott sugirra meréleges iranyt (tehdt ekkor van a szonda

a Naptol legtévolabb).
A szonda teljes mechanikai energidja (a feladatban hivatkozott cikk alapjan):

M
E=_ M’
2a
ahol v a gravitacios allando, Mg a Nap tomege, m a szonda tomege és a a palyaja-
nak félnagytengelye. v és M értékét tablazatokbol kikereshetnénk, de egyszertibb,
ha a (kozel) korpalydn mozgd Fold mozgasegyenletét hasznaljuk fel:

J\I@’U2 - ’YM@M@
re T3

)

ahol Mg, a Fold tomege és rq ~ 1,5-10" m
a Fold palyasugara. Ebbdl rendezéssel:

szonda palyaja

Mo _
w2

(1)

Tg.

a) A szonda mechanikai energidjat a nap-
tavoli pontra felirva:

mug _amMe . ymMe

2 T 2a

amibdl
1 2 (1-n)%* 2 (1-n)? 142n-—n?

2 —_— — =
) a g Mo ) ) Te

~—~

Az dbrdrdl leolvashatd, hogy re =a+c=a+ea=a(l+e), amibél a palya
keresett excentricitasa:

(3) e:%a—1:2n—n2:n(2—n).
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b) A szonda maradvényai akkor érik el a Nap felszinét, ha a — ¢ < Ry, ahol
Ro ~7-10% m a Nap sugara. Ez alapjan (2) és (3) felhaszndlasaval:
B 1—2n+n2T _ (1-n)? .
T 142m-n2 ¥ 2-(1-n2 @

| 2R
1-n< | —2— ~0,096,
’I“@-FR@

amibdl (a feladatban szerepl6 n < 1 feltételt is figyelembe véve) a napfelszin eléré-
sének feltétele:

Ro>a—c=a—ea=a(l—e)

0,904 <n< 1.

Kovdcs Tamds (Szeged, SZTE Béthory Istvan Gyak. Gimn. és Alt. Isk., 11. évf.)

15 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldas. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos (1-2 pont)
4 dolgozat.

P. 5639. A mellékelt kapcsoldsi rajznak megfelelden R
osszedllitott dramkérben a fesziltségforrds elektromotoros 1
ereje 6 V, belsé ellendllisanak nagysdga 2 2. Az idedlis
tekercs dnindukcids egyiitthatéja 1,56 H, az R ellendllds ’UI%?S?S‘

pedig 1000 Q nagysdgi. Kezdetben a kapcsolo zdrva van. K\

a) Mekkora toltés dramlik dt az R ellendllison a kap-
csold kinyitasa utan? Ry, Uy

b) Mennyi hé fejlédik az R ellendlldison ezalatt?

(5 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny nyomén, Hédmez6vasarhely

I. megoldas. Kezdetben az R ellenallason nem folyik dram, mert a kapcsol6
zardsa utan hosszu id6vel, allanddsult allapotban az idedlis tekercs révidzarként
viselkedik (1. dbra).

Ez alapjan a tekercsen atfoly6 aram:

Uo
Iy=—=3A.
=R,

a) A kapcsold nyitdsa utdn (2. dbra) a tekercs drama nem valtozhat ugréssze-
riien, igy a t =0 id6pillanatban az RL-korben Iy aram folyik. Ezutdn egy ideig a

tekercs fesziiltségforrasként viselkedik, és aramot hajt at az R ellenalldson:
Al

Ui=—-L— =RI.
At

Rovid id6 alatt az ellenallason Ag = I At toltés dramlik at, igy az el6zé kifejezés
alapjan:
Aq = L AT
q= R

A lecsengés teljes idejére mindkét oldalt Gsszegezve:

L L LU,
q Z q RZ RO RRy, 0 1M
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R 1~0 «I(t) B

— —
I I
Ui(t)
558 . 6666[ ;
K L 0 K L ()_>
—H» —
<1,
Ry W Ry, W
1. dbra 2. dbra

b) Az R ellenélldson annyi hé fejlédik, amekkora a kapcsol6 nyitasanak pillana-
tdban a tekercsben 1év0 magneses tér energiaja volt:

1 2
1,08
2 R}
Bélteki Teo (Hodmez6vasarhely, Bethlen G. Ref. Gimn., 11. évf.)

1
Q=FEn= §L13 = =6,75 J.

I1. megoldas. a) Az eléz6 megoldés jeloléseit haszndlva a kapcesold nyitdsa utan
az aram idébeli valtozasat leird differencidlegyenlet:

aIr(t) R

I TR A

Ez ugyanolyan alakt, mint a radioaktiv bomlast leiré egyenlet, igy a megoldésa is
ugyanolyan: N
I(t) = Ioeift.

Az R ellenallason kicsiny dt id6 alatt dg = Idt toltés dramlik at, gy a teljes atdramld
toltés:

q=/1dt=10/e—%fdt=—10§ [e_%t}o = 5lo=45mC.
0 0

b) Kicsiny id6 alatt az R ellendlldson dQ = R[I(t)]>dt hé disszipalodik. A teljes
disszipal6dd hot megkaphatjuk ennek integralasaval is:

Q= /R[I(t)ﬁdt = ng/e*%dt =—5LI; {e*%} = SLIZ =675 J.
0
0 0

Erdélyi Dominik (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. A ,végtelen” ideig tart6 Osszegzés furcsanak tlinhet, de valgjaban a lecsen-
gés a T = % = 1,5 ms iddallandé tizszerese (tehdt 15 ezredmésodperc) alatt lényegében
lejatszodik.

22 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldas. Kicsit hidnyos (4 pont) 4, hidnyos (2-3 pont)
4, hibas 1 dolgozat.

P. 5645. Egy motoros 36 km/h sebességgel hajt be eqy félkor alakd, ,visszafor-
dité” kanyarba. Az aszfalt és a kerekek kézotti tapaddsi surloddsi egyiitthato 0,58.
A motoros mindvégig egy 40 m sugari koriven tartja jarmdvét (pontosabban a motor
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és a motoros kozos tomegkozéppontidt), és kozben végig egyenletesen noveli annak
sebességét.

a) Legfeljebb hdny m/s-mal névelheti a motoros mdsodpercenként a sebességét?
b) Mekkora sebességre gyorsulhat fel a versenyzé a kanyar végére?

c) Hogyan vdltozik a motoros fiiggblegessel bezdrt szége a kanyarban?

(5 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves

Megoldas. A motorosra fligglleges iranyban az mg nehézségi erd és a talaj IV
nyombereje, vizszintes iranyban pedig az S tapadasi surlodasi erd hat. A fiiggdleges
er6k ered6je nulla, a vizszintes erd biztositja a motor a gyorsuldsat. A motor akkor
nem csuszik meg, ha

ma=.S < ulN = pmg,
(1) a < pg.

a) és b) Az r sugart korpalydn mozgd motoros gyorsuldsa két, egymadsra meréle-
ges komponensre bonthaté: az érintéirdnyt ay, komponens a feladat szovege szerint
allandé, a centripetalis gyorsulas viszont a sebesség novekedésével nd, hiszen

122

Qop =

r
A motoros gyorsuldsa a két komponens eredéje, ennek nagysdga:

(2) a:\/af—i—agp,

amely igy akkor lesz a legnagyobb, amikor a sebesség a legnagyobb, tehat a ,,vissza-
fordité kanyar” végén. Legyen ekkor a motoros sebessége v. A vy kezdGsebességrol
egyenletesen gyorsulé motoros atlagsebessége:

v+ vg
Vsl = 2
az s = rm hosszusagu koriv megtételéhez szitkséges id6:
s 2rm

Vil U+ Vo

A motoros érintéirdnyt gyorsuldsa:
Av v—vyg (v—wvo)(v+wvg) v*2—13

3
3) e t t 2rm 2rm
a teljes gyorsuldsa pedig (2) alapjan:

)

Az (1) feltétel szerint

a® < (ug)?,
2 2\ 2 2\ 2
V7 — g v 9
— <
( v ) +(T> < (ng)7,
v4—2v8v2+vé+f< 9 9
47272 2 SHE 9
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Hatéresetben ez v2-re egy méasodfoku egyenlet. A numerikus adatokat behelyette-

sitve és megoldva, majd a pozitiv megoldasbdl gyokot vonva:
Umax 2 15 m/s,

amibél (3) alapjdn a maximélis érintSirdnyt gyorsulds (a ,médsodpercenkénti se-
bességnovelés maximalis értéke”):

’U2 2

—,
max 0 o 2
Qtmax =~ —— & 0,5 m/s”.

¢) A motorosra a hozza rogzitett gyorsuld vonatkoztatdsi rendszerben tehetet-
lenségi erdk is hatnak. A motoros bed6lése szempontjabdl a palydjara merdleges
centrifugalis erének van szerepe. Az dbran lathatd, hogy a talajjal valé érintkezé-
si pontra vonatkoztatva a G' = mg nehézségi eronek és az Fyf = m% centrifugdlis
erének van forgatényomatéka (az O ponton dtmend, a nyomder&bél és a siarldédasi
erébél osszetevédé K kényszererének nincs).

Feltéve, hogy a folyamatosan valtozé sebességgel a
bedolés szoge is folyamatosan és ardnylag lassan valto-

K zik (a teljes kanyart t ~ 10 s alatt teszi meg a motoros),
kP a forgatonyomatékok egyensulyat irjuk fel:
02
) mglsina = m—~_cosc,
r
ahol ¢ a tomegkdzéppont tavolsiga az érintkezési pont-
(;‘y tol és v a motoros fliggblegessel bezart szoge. Ebbdl a

keresett szog a sebesség fiiggvényében:
02
« = arctg —.
r

2
Ez a szog a teljes visszakanyarodas kozben fokozatosan oy, = arctg Z—‘; ~ 14° ér-
tékrol apax = arctg Z—j ~ 30° értékre novekszik.
Ujpdl Bdlint (Miskolci Herman O. Gimn., 12. évf.)

Megjegyzések. 1. Eredményeink nem fiiggenek a tomegkozéppont magassagatol és a
rendszer tomegétol.

2. Az dbrdn csak a motoros haladési irdnydra merdleges sikban haté erdket dbrazoltuk.
A sebességét noveld motorra a haladési irdnyéaba is hat strlédési erd, a motoros vonatkoz-
tatasi rendszerében pedig azzal ellentétes irdnyba egy ma: nagysagu tehetetlenségi erét
is figyelembe kell venniink. Ennek az erének a forgatényomatéka a motort hatra akarja
donteni, amit a két kerékre haté eltérd nyomderdk forgatényomatéka egyenlit ki. (Ha a
gyorsulds nagyon nagy, akkor az els6 kerék meg is emelkedhet.) Ennek vizsgélatat azon-
ban a feladat nem kéri, és a motor geometriai adatainak — a kerekek tavolsdganak és a
tomegkozéppont magassdganak — ismerte nélkiil nem is tudnank szamitasokat végezni.

25 dolgozat érkezett. Helyes Ujpdl Bélint megoldésa. Kicsit hidnyos (3-4 pont) 9,
hidnyos (1-2 pont) 10, hibas 5 dolgozat.
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Fizikabdl kitilizott feladatok
2025. november

M. 444. Hatérozzuk meg egy AA-s ceruzaelem szimmetriatengelyére és egy arra
mer0leges, a tomegkdzépponton dthaladd tengelyre vett tehetetlenségi nyomatékait!

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest

G. 901. Egy folyami uszdly fedélzetén az ellendrzést végz$ matréz 3,6 km/h
nagysagu sebességgel jarja korbe az A-B-C-D-A tutvonalat. (Lasd a mellékelt
dbrdkat, ahol AB=CD ="75m, BC=AD =15m.) Az uszily 3,6 km/h sebességgel
halad a parthoz képest.

a) Hany percet vesz igénybe a matréz ellenérzd korutja?

b) Mekkora utat tesz meg a matréz a parton allé megfigyel6hoz viszonyitva,
mialatt egyszer korbejarja a fedélzetet?

¢) Rajzoljuk fel a matréz palydjat a parton allé megfigyel6hoz viszonyitval

(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny feladata nyoman

G. 902. Egy 12 m magas fa tetejérol leesik a termés, 8 m-es magassagban egy
kis 4gba titkozik, és bar 30%-nyit veszit sebességébdl, de — mivel letori az dgat
— folytatni tudja megkezdett pélydjat. Mekkora sebességgel ér foldet? (A termés
stlyos és kicsi.)

(8 pont) Koézli: Holics Laszlo, Budapest
G. 903. Négy gyerek szeretne mérleghintazni. Ancsi 20 kg, Bandi 25 kg, Ci-
li 30 kg, Dini 35 kg tomegii. A mérleghinta mindkét oldalan 2-2 {ilés van 120 és

150 cm-re a tengelytol. Tapasztalatuk szerint ugy a legjobb hintazni, ha a két oldal
kozott a leheto legkisebb a forgatényomatékok eltérése.

Segits nekik kivalasztani a két ,legjobb” iiltetést!
(3 pont) Kozli: Csernovszky Zoltdn, Budapest
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G. 904. A 230 V fesziiltségli hélézatra kapcsolt elektromos késziilékkel vizet
melegitiink. A vizmelegitében taldlhaté flitészal elektromos ellendlldsa miikodés
kdzben 46 €.

a) Mekkora a vizmelegitd elektromos teljesitménye?

b) Hany fokkal melegszik fel 1 liter viz 3 perc alatt? A melegités sordn 20% az
energiaveszteség.

(3 pont) Versenyfeladat nyomén

P. 5679. Vizszintes talajon surléddsmentesen mozoghat egy M tomegii, lapos
feliileti, kezdetben 4116 kiskocsi, melynek egyik végén egy m = M /2 témeg, kicsiny
hasab helyezkedik el. A kiskocsi £ = 24 cm hosszi, a rajta 1év6 hasdb és a kiskocsi
kozott a sturlédasi egyiitthaté p=0,2.

a) Legfeljebb mekkora vy sebességgel 16khetjiik meg a kicsiny hasabot, hogy ne
essen le a kiskocsir6l?

b) Mekkora lesz a kiskocsi és a hasdb sebessége abban a pillanatban, amikor a
hasab lerepiil a kiskocsirdl, ha v; = 2vy sebességgel 16kjiikk meg a hasabot?

(4 pont) Kozli: Wiedemann Ldszlé, Budapest
P. 5680. Amikor a 30°-os hajlasszogli, vizszintes sikban folytat6dé domboldalt

mindentiitt hé boritotta, Peti szokatlan moédjat valasztotta a szankézasnak: az
emelkedo aljatdl szamitott 5 m tavolsaghodl kiilonbo6z6 kezddsebességgel indult el.

a) Mekkora kezdésebesség esetében all meg leghamarabb a szanké?
b) Milyen hosszi utat tett meg felfelé az emelkedén ebben az esetben a szankd?

A szdnké palydja egybeesett a domboldal esésvonaldval. A lejtd toréspontmen-
tesen csatlakozik a vizszintes felillethez. A szdnké és a hé kozott a surlédés elha-
nyagolhato.

(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hédmezévasarhely

P. 5681. Két darab, egyenként L = 10 cm hossztsagu fonal egy-egy végét kozos
pontban egy fiiggdleges tengelyhez rogzitettiik, a méasik végiikre két egyforma, m
tomeg és @ t6ltési kicsiny gyongyot erdsitettiink. Egyensulyi allapotban a fonalak
o = 30°-0s szoget zarnak be a fliggblegessel. Ha a tengelyt egyenletesen forgatjuk,
a gyongyok az allandosult allapotban egyenletes kormozgassal mozognak tgy, hogy
a fonalak o = 45°-0s sz0get zarnak be a forgastengellyel.
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Mekkora a gyongyok kerin-
gési ideje?

Q7 m
(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5682. Egy R sugarti, H magassdgi hengerben folyadék van. A hengert a
tengelye koril forgasba hozzuk. A forgas szogsebességét lassan noveljik egészen
addig, amig a folyadék széle felhizddik egészen az edény szajiig. Ekkor a pohar
aljanak kozepérdl éppen ,eltiinik” a folyadék.

a) Mekkora az edény legnagyobb szogsebessége?
b) Milyen magasan all a folyadék a hengerben induldskor?
(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 5683. Az dbran kilonbo-
26 szinli LED-ek aram-fesziilt- I(mA) vores z6ld  kék
ség karakterisztikdjat lathat- 100
juk. A grafikonrdl leolvashat-
juk, hogy adott fesziiltség ese-

tén mekkora a LED arama. 807

a) Az dbra alapjan hata-
rozzuk meg, hogy mekkora tel- 60
jesitményt vesz fel egy voros,
egy zo6ld és egy kék LED, ha
2,5 V fesziiltségre kotjik Sket 407

parhuzamosan!
b) Mekkora lesz ugyanen- 204
nek a harom LED-nek a telje- /
sitménye, ha 7,5 V fesziiltségre U (V)
kotjiik ket sorosan? 0 —
0 1 2 3 4
(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

P. 5684. Egyenletes vastagsagu drétbél az dbrdn latha-
t6 keretet készitjik el. Szamitsuk ki az A és B, valamint
az A és C pontok kozotti eredd ellenallasok ardnyat!

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest
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P. 5685. Ismert jelenség, hogy egy tal vizbe részben bemeriild vékony, egyenes
pélca képén egy toréspont jelenik meg (1. dbra).

1. dbra 2. dbra

A 2. dbrdn egy olyan pélca fényképe lathato, amely a fiiggélegessel valamekkora
© szoget zar be. Ha alkalmas irdnybol fényképezziik (vagy nézzik) a pélcat, annak
a vizbe merilé része egyaltalan nem latszik, jéllehet a péalca itt is a tal aljaig ér.

Mekkora ¢ esetén johet létre ez a jelenség?
(4 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5686. Urhajosok egy a Foldrél induls 3 /5 ¢ sebességgel tavolodd tirhajéval
elindulnak felfedezni a tdvoli univerzumot. A f6ldi irdnyiték az inditds utdn 7" id6vel
a rakomany egy részét egy masik, 4/5c sebességgel haladé rakétaval az irhajé utdn
kuldik.

a) Mekkora sebességgel mozog a rakéta az {irhajésok koordindta-rendszerében?

b) Mennyi id6 telik el a rakomdnyt szallité rakéta elinduldsa és megérkezése
kozott a foldi iranyitok, illetve az irhajésok vonatkoztatdsi rendszerében?

A rakéta és az lirhajé gyorsitasahoz sziikséges id6 elhanyagolhaté T mellett.
(5 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

P. 5687. Négy darab, r sugard, m tOomegi go-
ly6t r hosszusagu, vékony fonalakkal kotiink fel
egy kozos pontba tgy, hogy a golydk kézéppont-
ja egy négyzetet hatdarozzon meg. A négyzet egyik
atléjanak végén 1évo két golyd piros, a mésik kettd
kék szinfl. (A golydk tomegének legnagyobb része
a goly6 kozéppontjanal talalhatd, emiatt a golydk
tehetetlenségi nyomatéka elhanyagolhatéan kicsi.
Ugyancsak elhanyagolhatd a golydk kozotti surlo-
dési erd is.)
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A golyok ilyen elrendez&dése instabil egyensilyi helyzet, amibdl a rendszer a leg-
kisebb kiils6 zavar hatasara ,kibillen”, és egyre gyorsulé mozgéassal egy alacsonyabb
helyzeti energiaju allapot felé mozdul el.

a) Mekkora szoget zdrnak be a fliggblegessel a fonalak a kezdeti, illetve a

ez

b) Mekkora a négy golyd Gsszes mozgési energidjanak legnagyobb értéke?
(6 pont) Kozli: Kis Tamds (Heves), Gnddig Péter (Vacduka)
ok

Bekiildési hatarido: 2025. december 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 75. No. 8. November 2025)

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL ' '

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 497): K. 874. Andras, Bori, Cili,
Dezs6, Elemér, Feri, Gabi and Hug6 are standing in a circle in this order, each holding
some beans, with a total of 240 beans altogether. If Andras gives 1 bean each to Bori,
Cili, Dezs6, Elemér, Feri, Gabi, and Hugd, then Bori gives 2 beans each to Cili, Dezsé6,
Elemér, Feri, Gabi and Hugd, then Cili gives 3 beans each to Dezs6, Elemér, Feri, Gabi
and Hugd, then Dezs6 gives 4 beans each to Elemér, Feri, Gabi and Hugé, then Elemér
gives 5 beans each to Feri, Gabi, and Hugo, then Feri gives 6 beans each to Gabi and Hugo,
then Gabi gives Hugd 7 beans, each of them will have the same number of beans in their
hands. How many beans did each of them have initially? K. 875. Divide an equilateral
triangle into four congruent 2D-shapes. Divide an equilateral triangle into six congruent
2D-shapes. Create a total of at least four different divisions. K. 876. Think of a positive
integer. If the number is even, divide it by 2, if odd, add 1 to it. Continue in the same
manner with the result: if it’s even, divide it by 2, if it’s odd, add 1 to it. Is it true that
if the initial number is less than 2025, we will get 1 in less than 25 steps? K/C. 877. Fill
in the diagram (see page 497) with numbers 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 in a way that in the
three grey parts containing four small triangles the product of the numbers is a perfect
square. How many ways are there to achieve this? K/C. 878. How many four-digit positive
integers divisible by 91 are there that contain exactly two different kinds of digits, with
each digit appearing exactly twice?

New exercises for practice — competition C (see page 497): Exercises up to grade 10:
K/C. 877. See the text at Exercises K. K/C. 878. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1873. Solve the following system of equations on the set of triples of
real numbers: 22 + 13z 4 144 = 5y + 322, y*> + 13y + 144 =52+ 32z, 22 + 132+ 144 =5z +
+ 32y. (Proposed by Mdtyds Czett, Zalaegerszeg) C. 1874. Two points, G and H are given
in the plane. Construct acute isosceles triangles using a straightedge and compass such
that H is orthocenter and G is the centroid of the triangle. (The elementary steps of
construction such as bisecting an angle, reflecting across a line etc. do not need to be
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detailed.) C. 1875. Thanks to a generous donation, during the lunch break of the K6MaL
Ankét on Saturday, m types of books were distributed among the n students present.
There were multiple copies available of each book type, and everyone could choose freely:
they could take books of several types, but at most one copy of each type. We know
that for any two books there were a difference of at least three students between the
set of students choosing each book. Prove that m < f—_:l (Proposed by Zoltdn Paulovics,
Budapest)

Exercises upwards of grade 11: C. 1876. Winnie the Pooh tries to decide whether the
following statement is true: 'If 30 days of a given year is chosen, there will not necessarily
be at least five of them falling on the same day of the week. He proposes the following
argument: 'The statement is false. The day’s of the week are the pigeon holes, and let’s
fill them with pigeons corresponding to the chosen days. We can distribute 28 (identical)
pigeons such that every pigeon hole contains exactly 4 pigeons, however, the 29*" pigeon
will surely be placed in a pigeon hole containing four pigeons, therefore there must be a day
of the week containing at least five of the chosen days.” Pooh’s friend, Christopher Robin
points out the missing part of the argument: 'Pooh, you’ve only considered seven cases:
when each pigeon hole contains four pigeons, except for one containing five. How many
cases were omitted by Pooh? (Based on the idea of Ldszlé Németh, Fony6d) C. 1877. Let
D, E and F be the midpoints of the arcs BC, C' A and AB not containing points A, B and
C, respectively, on the circumcircle of acute triangle ABC. Line segment DFE intersects
sides BC and C'A in points P and @, respectively. Line segment EF' intersects sides C'A
and AB in points R and S, respectively. Line segment F'D intersects sides AB and BC
in points T" and U, respectively. Prove that triangles PRT and QSU have equal areas.
(Proposed by Bdlint Bird, Eger)

New exercises — competition B (see page 499): B. 5486. Let E be the intersection of
the diagonals of convex quadrilateral ABC D. Suppose that AB = C'D, and the areas of
triangles ABE and CDE are equal. Prove that the quadrilateral is a parallelogram or an
isosceles trapezoid. (3 points) (Proposed by Mihdly Hujter, Budapest) B. 5487. Positive
numbers a1, ag, ..., a202s satisfy a; =1 and ﬁ + ﬁ +...+ m =a, — 1 for
every 2 <n < 2025. Find the value of az02s. (3 points) (Based on the idea of Mihdly Bencze,
Brasov) B. 5488. Is it possible to color the points of the plane with three given colors such
that each color is used at least once, and if the vertices of a triangle are colored with a
color chosen from only two of the three given colors, then every point inside and on the
perimeter of this triangle is also colored with one of these two colors? (4 points) (Proposed
by Mdrton Lovas, Budakaldsz) B. 5489. In right triangle ABC' the angles are the following:
/ABC =15° and ZCAB =75°. Let F be the midpoint of hypotenuse AB. Let point D be
chosen on leg BC' such that BD = C'A, and let point E be chosen on ray C'A beyond point
A such that CE = BC'. Let M be the point of intersection of lines BE and C'F'. Prove that
lines DM and CM are tangent to the circumcircle of triangle AEF. (4 points) (Proposed
by Bdlint Bird, Eger) B. 5490. Prove that there exist infinitely many positive integers
n such that numbers 2" — 2025, 2™ — 2024, ..., 2" 42025 are all composite. (5 points)
(Proposed by Csaba Sdndor, Budapest) B. 5491. Does there exist a set H of polynomials
with integer coefficients and degree at least two such that every integer value is taken
by exactly one polynomial in H at an integer place? (5 points) (Proposed by Péter Pdl
Pach, Budapest) B. 5492. Kornél thinks about a closed subinterval of I = [0,2*] (where
k is a positive integer) with integer endpoints and length at least 1. Krist6f can ask the
following question: he can choose an arbitrary closed subinterval with integer length, but
not necessarily integer endpoints, and Kornél tells him the length of the intersection of the
interval he picked and the interval chosen by Krist6f. (The answer is 0 if the intersection
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of the two intervals is empty or consists of a single point.) Find the smallest number
of questions with which Kristéf can guess the interval chosen by Kornél in all cases.
(6 points) (Proposed by Ddvid Matolcsi, Berkeley/Brussels) B. 5493. Show a function f
that assigns a non-negative value to every vector in the plane satisfying the following: for
an arbitrary triangle ABC with vertices on hyperbola z* —y? = 1 the area of the triangle
equals f(z@) . f(B?’) . f(CTZl) (6 points) (Proposed by Géza Kds, Budapest)

New problems — competition A (see page 500): A. 917. Let a set S of complex numbers
be called symmetric if the complex conjugate of every element of S also belongs to S. For
each positive integer n, determine the largest positive integer K, for which there exists
an n-element symmetric set S = {z1,22,...,2,} not containing 0, such that X4+
+ 2® <0 holds true for every integer 1 < k < K. (Proposed by Navid Safaei, Tehran and
Géza Kés, Budapest) A. 918. Given a tree with n > 2 vertices labelled v1, v, ..., v,. Each
vertex hosts a dwarf, and every dwarf has some number of coins, at least n. We then go
through the vertices in the order of increasing indices: the dwarf on the current vertex
takes one coin from its richest neighbour; if there are several richest neighbours, he takes
one coin from each of them. Determine, as a function of n, the smallest integer k such that
for every tree with n vertices there exists an initial coin distribution in which the numbers
of coins of any two dwarfs differ by at most k, and after the process every dwarf ends up
with exactly the same number of coins as at the beginning. (Proposed by Mdrton Németh,
Budapest) A. 919. Let P be a convex cyclic polygon with at least four vertices such that
no two diagonals of P are congruent. Prove that there is at most one triangulation of P
where all triangles have the same perimeter. (Proposed by Andrei Chirita, Cambridge)

Problems in Physics
(see page 521)

M. 444. Determine the moments of inertia of an AA battery which are calculated about
the axis of symmetry and about an axis perpendicular to the axis of symmetry passing
through the centre of mass.

G. 901. The sailor of a river barge is inspecting the deck of the barge and is walking at
a speed of 3.6 km/h along the route A-B-C-D-A. (See the figure; AB=CD ="75m, BC =
= AD =15 m.) The barge is travelling at a speed of 3.6 km/h relative to the riverbank. a)
How many minutes does it take for the sailor to complete his inspection route? b) What
is the distance covered by the sailor relative to an observer on the riverbank while the
sailor goes around the deck once? ¢) Plot the sailor’s path relative to the observer on the
riverbank. G. 902. A fruit falls from the top of a 12 m tree, hits a small branch at a height
of 8 m, and although it loses 30% of its speed, it can continue falling because it breaks
the branch. At what speed does it land? (The fruit is heavy and small.) G. 903. Four
children want to play on a see-saw. Their masses are: Anne 20 kg, Brian 25 kg, Cecily
30 kg, Dave 35 kg. There are 2-2 seats on each side of the see-saw, 120 and 150 cm from
the pivot. Based on their experience, it is best to swing with the smallest possible torque
difference between the two sides. Help them choose the two “best” sitting arrangements.
G. 904. An electric water heater connected to the 230 V mains is used to heat water. The
resistance of the heating element of the water heater during operation is 46 2. a) What
is the electrical power of the water heater? b) By how many degrees does 1 litre of water
warm up in 3 minutes? The energy loss during heating is 20%.

P. 5679. An initially stationary trolley of mass M can move frictionlessly on the
horizontal ground. The top of the trolley is flat and at one of its ends there is a small block
of mass m = M/2 (as shown in the figure). The length of the trolley is £ = 24 cm, and the
coeflicient of friction between the trolley and the block is p = 0.2. a) At what maximum
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speed of vg can we push the small block so that it does not fall off the trolley? b) What
will the speeds of the trolley and the block be at the moment when the block flies off the
trolley, if the block is given an initial speed of v1 = 2vo? P. 5680. The angle of elevation
of a hillside is 30°, and at the foot of the hill the ground is horizontal. When the hillside
was covered with snow everywhere, Peter chose an unusual way of sledding: he started at
different initial speeds at a distance of 5 m from the bottom of the slope (see the figure).
a) At what initial speed did the sled stop in the shortest time? ) How much distance up
the hill did the sled cover in this case? The path of the sled coincided with the fall line of
the hillside. The hillside and the horizontal ground at the bottom of the hillside form a
smooth curve. Friction between the sled and the snow is negligible. P. 5681. Two pieces of
thread, each of length L =10 cm, have one end fixed to a vertical axis at a common point,
and two small beads of equal mass m and of charge () are attached to the other ends. In
equilibrium, each thread makes an angle of ¢ = 30° with the vertical axis. When the axis
is rotated uniformly, the beads in the steady state undergo uniform circular motion such
that the threads make an angle of o = 45° with the axis of rotation. What is the period of
the circular motion of the beads? P. 5682. A cylinder of radius R and of height H contains
a liquid. The cylinder is made to rotate about its axis. The angular speed of rotation is
slowly increased until the edge of the liquid is drawn up to the rim of the cylinder. The
liquid then just “disappears” from the centre of the bottom of the cup. a) What is the
greatest angular speed of the cylinder? b) What is the initial height of the liquid in the
cylinder? P. 5683. The figure shows the current-voltage characteristics of different colour
LEDs. For a given value of voltage the current of the LED can be read from the graph.
a) Using the graph, determine the power consumption of a red, a green and a blue LED
when they are connected in parallel to a voltage supply of voltage 2.5 V. b) What is the
power of the same three LEDs when they are connected in series to a voltage supply of
voltage 7.5 V? P. 5684. The frame shown in the figure is made from a piece of wire, which
has uniform thickness. Calculate the ratio of the equivalent resistances between points
A and B and between points A and C. P. 5685. It is a well-known phenomenon that
a breakpoint appears in the image of a thin, straight stick when it is partly immersed
into a bowl of water (see Figure 1). In Figure 2 there is a photograph of a stick that
makes an angle ¢ with the vertical. When the stick is photographed (or viewed) from
a suitable direction, the submerged part of the stick is not visible at all, although the
stick still reaches the bottom of the bowl. At what angle ¢ can this phenomenon occur?
P. 5686. Astronauts set off to explore the distant universe. Their spacecraft is launched
from the Earth and travels at a speed of 3/5¢. The controllers on Earth send a part of
the cargo T time after the launch of the spacecraft in another rocket travelling at a speed
of 4/5¢. a) What is the speed of the rocket in the coordinate system of the astronauts?
b) How much time elapses between the launch and the arrival of the rocket, carrying the
cargo, in the reference frame of the ground controllers and in the reference frame of the
astronauts? The time required to accelerate the rocket and the spacecraft is negligible
with respect to T'. P. 5687. Four balls of radius » and mass m are held by thin threads
of length r. One end of each thread is fixed at a common point so that the centers of
the balls form a square. The two balls at the end of one diagonal of the square are red,
the other two are blue. (Most of the mass of each ball is at the centre of the ball, so the
moment of inertia of the balls is negligibly small. The frictional force between the balls is
also negligible.) In this arrangement the balls are in an unstable equilibrium, from which
the system will move away at the slightest external disturbance and will move towards a
state of lower potential energy with increasing acceleration. a) What is the angle between
the threads and the vertical in the initial and in lowest potential energy states? b) What
is the maximum value of the total kinetic energy of the four balls?
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