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KESZTHELYI GABRIELLA
MILYEN SZiNU A VALOSZINU?

A véletlen matematikaja

Fedezd fel, hogyan mikédik a véletlen a mindenna-
pokban! Ez a kotet nem egy szokvanyos matekkonyv,
hanem izgalmas, konnyed Utmutato az esélyek, sta-
tisztika es kritikai gondolkodas vilagaba. Humorral es
erdekes példakkal mutatja be, miert ertelmezzlk sok-
szor hibasan a valészinliségeket - és hogyan lathatunk
tisztabban a szamok moge?

Ajanljuk mindenkinek, aki kivancsi arra, hogy a mate-
matika hogyan kapcsolodik a randizashoz, a hirekhez,
a déntéseinkhez és a meglepo véletlenekhez. Megje-
lent a Typotex Kiadonal, 2025-ben.
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75 éves a Matematikai Kutatéintézet

L -

A magyar matematika egyik fellegvara az egyetemek mellett a Rényi Alfréd
Matematikai Kutatéintézet. A KbMaL rendszeres feladatmegold6i kézil is sokan

El6adas a Nagyteremben

jartak mar az intézet épuletében, hiszen gyakran rendeznek itt matematikai valo-
gatéversenyeket, és itt szokott sorra kertilni a Kiirschak Jézsef tanuloverseny ered-
ményhirdetése is. Emellett az intézet minden évben varja az érdekl®d®ket szeptem-
ber végén a Kutatok Ejszakaja keretében és apri-
lisban a Lanyok Napjan. De egyénileg is fel lehet
keresni az intézetet, e cikk ir6ja példaul nyolca-
dikosként lépett be el®szér megillet®ddtten a
Realtanoda utcai palota kapujan, a szakmodszer-
tani csoport egyik munkatarsahoz igyekezvén. S®t,
olyan kozépiskolasok is voltak, akik az itt dolgo-
z6 matematikusokkal kbzos kutatast végeztek, leg-
utébb példaul Miranda Anna Christ kapcsolddott
be a mesterséges intelligencia matematikai alapja-
ival foglalkozé vizsgalatokba.

Az intézményt 1950-ben alapitottak a Magyar
Tudomanyos Akadémia Alkalmazott Matematikai
Intézete néven. A kommunista ideol6gia szerint
a tudoméany kdzvetlen termel®er®vé Vvalik, en-
nek megfelel®en az intézet feladata a népgazdasag
] fejl®désének segitése volt a tudomany eszkozeivel.
Reényi Alfréd Az intézet vezetésével az akkor minddssze 29 éves
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sztarmatematikust, Rényi Alfrédot biztdk meg. Rényi boélcsen hagyta, hogy a kote-
lez® feladatok elvégzése mellett az intézetbe toborzott kivalé matematikusok elmeé-
leti kérdésekkel is foglalkozzanak, hiszen az alkalmazott és az elméleti matematika
Osszetartozik, egyitt mfvelve a két iranyt sokkal eredményesebb lesz a munka. Ezt
az Akadémia vezetésével is sikerilt elfogadtatnia, ennek megfelel®en mar 1955-ben
a Matematikai Kutaté Intézet elnevezés kerllt a cégtablara. Rényi Alfréd sajnos
koran, 49 évesen elhunyt. Az intézet 1999 6ta viseli alapit6é igazgatdjanak a nevét.

Laikusok sokszor szegezik nekem a kérdést, amikor megtudjak, hol dolgozom:
De hat mit lehet a matematikaban kutatni? Nincs mar minden felfedezve? Ennek
a vélekedésnek talan ott lehet keresni az alapjat, hogy mig a zikaban, a kémiaban,
a biologidban a kézépiskolai tananyagban is szerepelnek olyan tudomanyos felisme-
rések, amelyek a huszadik, s®t a huszonegyedik szazadban sziilettek, a kdzépiskolas
matematikdban szinte kizarélag tobb évszazaddal korabbi tudas atadaséara torek-
szenek. Hogy lassuk, ma is szilethetnek (] felfedezések a matematikaban, bemu-
tatok két olyan nagy hatasu eredményt, amelyek a Matematikai Kutatéintézethez
kot®dnek.

Az egyik Szemerédi Endre hires szamelméle-
ti tétele, amely 1975-ben jelent meg. Legye a
pozitiv egész szamoknak egy s{r{ részhalmaza.
Ez azt jelenti, hogy van olyan € > 0, hogy min-
den (elég nagy)N szamraaz 1, 2,3, ...N sza-
mok kozé6tt legaldbbeN eleme van azA halmaz-
nak. Erd®s P4l és Turan Pal az 1930-as években
fogalmaztak meg azt a sejtést, hogy ekkorA-
ban mindig van k-tagll szamtani sorozat, bar-
hogy is adjuk meg ak > 2 szamot. Mar ak =3
eset is nagyon nehéznek bizonyult, erre 1953- Szemerédi Endre
ban Klaus Roth talalt bizonyitast. A sejtést tel-
jes altalanossagban aztdn Szemerédi Endréneky
sikerult bizonyitania. Rendkivil bonyolult kom- .
binatorikus jellegy érvelésének egyik alappillére
az ugynevezett regularitdsi lemma, amely ki-
csit pontatlanul fogalmazva azt mondja ki,
hogy egy nagy graf kis hibaval mindig felbont-
hato olyan részekre, amelyek kozott a kapcsolat §
Ggy latszik, mintha véletlenszery lenne. Kozel
két évtizedet kellett varni arra, hogy ez a meg-
lep® felismerés a kombinatorika egyik alapvet® |
mobdszerévé fejl®djon, de azédta rengetegen hi
vatkoznak ra. Ezért és szamos mas kiemelked®
eredményéért itélték oda Szemerédi Endrének §
2012-ben az Abel-dijat, a legjelent®sebb nem-
zetkdzi matematikai dijat. Erdés Pal, Turan Pal és

A maésik kivalasztott eredmény Erd®s Pal Rényi Alfréd
és Rényi Alfréd nevéhez fz®dik. 1959-ben és
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1960-ban két cikkben foglalkoztak a véletlen grafok vizsgalataval. A ma oly nép-
szer(i h&l6zatelméletben gyakorta hivatkoznak erre az Erdés—Rényi-féle modelire.
A graf csucsainak szama legyen adott, jeldljik n-nel. Emellett rogzitsink még egy
p valdszinlséget is. A graf éleit véletlenszer(ien fogjuk valasztani, mégpedig bar-
melyik két csucs kdzdtt egymastdl flggetlendl p valészinliséggel hizunk élet. (Ha
példaul n =5 és p = 1/6, akkor mind a 10 csucspéarra elvégziink egy kockadobast,
ha 6-ost dobunk, akkor 0sszekdtjik azt a két csucsot, ha mast mutat a dobokocka,
akkor ott nem lesz éle a grafnak.) Erdds és Rényi az igy kapott véletlen grafnak
kilénboz6 tulajdonsagait vizsgalta, példaul hogy mekkora valdszinliséggel lesz a
kapott graf dsszefligg6, azaz barmely cstcsabol barmelyik masik cstcsba el lehet
jutni éleken haladva. Ha p kicsi, akkor a véletlen grafnak nagy val6szin(iséggel csak
kevés éle lesz, nem varhat6, hogy 6sszefiiggd legyen. Ha p nagy, akkor sok él lesz,
szamithatunk ra, hogy a grafunk 6sszefiigg6. Hol van az atmenet? Erdds és Rényi
azt talalta, hogy ha p = (Inn+c)/n, akkor annak a val6szinlsége, hogy a graf dssze-
fliggd, korllbelil exp —exp(—c) , ahol mind az In logaritmusfiiggvénynek, mind az
exp exponencidlis fliiggvénynek az alapja az e = 2,71828... szam. Figyeljink fel ar-
ra, hogy az 4tmenet nagyon gyors: Ha n nagyon nagy, akkor a p valdszin(iség igen
kicsi valtozdsan mulhat, hogy a gréaf dsszefligg6-e. Hasonlit ez ahhoz, ahogy egy t6
befagy: elészor csak kisebb jégtablak jelennek meg, majd a h6mérséklet egy csekély
csokkenése mellett hirtelen bedll a jég.

Ma is szamos témaban folytatnak
kiemelked6 kutatasokat az intézet
munkatarsai. A jové donti el, hogy
ezek kozil melyek fognak szerepel-
ni egy hasonlé irdsban 25 vagy
50 év mulva. Mindenesetre szamos
jel mutatja a Rényi Intézet nagy
nemzetkozi elismertségét. Evrél-évre
tobb jelentds konferenciat rendez az
intézet, amelyeken a tudoményte-
rilet legnagyobb alakjai tartanak
eléadasokat. Az Eurdpai Kutatasi
Tanacs (European Research Council,
- réviditve ERC) kutatasi palyazatain
1 \ a Rényi Intézet a legeredménye-
sebb magyar intézmény. Az utolsé
negyedszazadban a négy évenként
megrendezett Matematikai Vilagkongresszusok mindegyikén volt rényis kutaté a
rangot jelentd meghivott el6adok kozott. A munkatarsak kozil tébben tagjai a
Magyar Tudomanyos Akadémianak, illetve kilfoldi akadémidknak. Szamos hazai
és nemzetkdzi dijat kaptak, amelyek kozil kiemelkedik Szemerédi Endre (2012) és
Lovasz Laszl6 (2021) Abel-dija.

Lovasz Laszlo
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Az intézet 1958 6ta taladlhaté Budapest Bel-
varosdban, a Realtanoda utca 13-15. cimen.
El6tte lakasokbdl atalakitott irodakban helyez-
ték el a kutatdkat, példaul a Sztalin (ma And-
rassy) at 31-ben. Az intézet mai otthona az
1880-as években éplilt bard Redl Béla palotaja-
ként. A baré haladla utan az épuiletet a Magyar
Mérnok- és Epitész-Egylet vasarolta meg, és el-
nokének, Hauszmann Alajosnak a tervei alap-
jan kibdvitette. Ekkor épiilt az udvari szarny,
az el6addteremben ma is megfigyelheték kiilén-
b6z6 mérndki jelképek. A méasodik vilaghabora Realtanoda utca 13-15. alatt
utan allamositottdk a hazat, kilonb6z6 intéz-
mények (példaul népi kollégium) mikddtek benne, miel6tt még a matematikusok
birtokba vehették. A legenda szerint itt volt irodaja az Ebtenyészték Egyesiiletének
is, aminek emlékét ma is 6rzi az egyik szeminariumi szoba elnevezése, ez a Kutyas
terem.

A Rényi Intézetben a kiillénbdz8 matematikai agakat (algebra, geometria, anali-
zis, valészinlségszamitas, kombinatorika, topolégia stb.) mdvel6 osztalyok mellett
mikodik egy Szakmddszertan Osztély is, ahol a matematika oktatasanak elméle-
ti alapjaival foglalkoznak, szoros kapcsolatban a gyakorlé pedagdgusokkal. Bizom
benne, hogy — ahogyan egykor én magam is — a KiMaL mai olvasoi kozil is sokan
kapcsolatba kertilnek a Rényi Intézet szakmddszertani kutatéival és lesznek kozu-
lik, akik majd a jov8ben munkahelytknek valasztjak ezt
a nagy mualta intézményt.

Palfy Péter Pal
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Kiosztottak az idei Ericsson-dijakat

1

Idén 2025. jlnius 12-én az Ericsson Magyarorszag székhazaban adtak at az
Ericsson dijakat. Hat kategériaban 6sszesen kilenc pedagodgus nyerte el a rangos
elismerést és a vele jar®00 000 Ft-os jutalmat.

Az Unnepélyes dijatadon immar 25. alkalommal nyujtottak at ilyen dijakat a
kdzépiskolai matematika- és zikaoktatas kiemelked® pedago6gusainak, mig a Digi-
talis kultira népszer{sitéseért és a Digitalis kultira tehetségeinek gondozasaért
dijak atadaséara idén masodszor kerdilt sor.

Az egyes kategoériak dijazottjai:

,»Ericsson a matematika népszerdsitéséért” dij
Panczél Robert (Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimnéaziuma és Kollégiuma)

I I

Imagine

Passible

,,Ericsson a matematika tehetségeinek gondozasaért™ dij

Arki Tamas (Révai Miklos Gimnazium és Kollégium, Gy®r)

Steller Gabor (ELTE Radnéti Miklés Gyakorld Altalanos Iskola és Gyakorld Gim-
nazium, Budapest)
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»Ericsson a fizika népszer(isitéséért™ dij
Kilian Baldzsné dr. Raics Katalin (Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimnaziuma és
Kollégiuma)

»Ericsson a fizika tehetségeinek gondozaséaért” dij
Berkes-Sinka Marta (Dob6 Istvan Gimnazium, Eger)
Kis Tamas (Szent Imre Katolikus Altalanos Iskola, Tenk)

»Ericsson a digitalis kultara népszerdsitéséért” dij
Hipik Angéla (Kispesti Dedk Ferenc Gimnazium, Budapest)

,»Ericsson a digitalis kultara tehetségeinek gondozasaért” dij
Borbasné Penke Judit (Szent Istvan Gimnazium, Budapest)
Kiss Roébert (Banyai Julia Gimnazium, Kecskemét)
Gratulalunk a dijazottaknak!

iz

Tait tételének bizonyitasa

A KoMaL 2025 szeptemberi szamaban (Tait tétele és a 3-regularis grafok — a
B. 5403. feladat hattere, 346-350. oldal) kimondtuk Tait alabbi tételét.

Tétel (Tait tétele). Legyen G egy 3-reguldris, hidélmentes, sikbarajzolt graf. Ek-
kor G tartomanyai 4-szinezhet6k akkor és csak akkor, ha élei 3-szinezheték.

A tételben k-szinezésen olyan szinezést értiink, amely k-féle szint hasznal, és
az egymassal szomszédos tartomanyok (illetve élszinezés esetén az egy cslcsbhan
talalkozo élek) mindig kulénb6z6 szinliek.

A szeptemberi szdmba nem kerlilt be a tétel bizonyitasa (azzal a céllal, hogy
akinek van kedve, gondolkodhasson rajta), ezt most pétoljuk.

1. Tartomanyszinezésbdl élszinezést

A bizonyitast a kénnyebb irdnnyal kezdjik. Tegyuk fel, hogy G tartomanyait
sikeriilt jol kiszinezni 4 szinnel (ezek legyenek: kék, piros, sarga és zold). Belatjuk
— ezt a szinezést felhasznalva —, hogy ekkor az éleket ki tudjuk jol szinezni harom
szinnel (lila, narancs, turkiz).

G minden éle két kuldnbdz6 szinli tartomany kdzott képez hatarvonalat (hiszen
G hidélmentes). Az élek szineit az alapjan hatarozzuk meg, hogy milyen szin(i
tartomanyokat valasztanak el, az alabbi tablazat szerint:
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H Kék Piros Séarga Zéld

Kék - Lila Narancs Tarkiz
Piros Lila - Tlrkiz Narancs
Sarga Narancs Tirkiz - Lila
Zold Tarkiz Narancs Lila -

Hogyan szlletett a tablazat? A szabdly az, hogy egy-egy sorban, illetve oszlop-
ban 3 kilénb6z6 szinnek kell szerepelnie. Hiszen ha pl. a kék-piros és a kék-sarga
tartomanyokat elvalasztd élek ugyanolyan szinlek lennének, akkor a graf egy olyan
cstcsanal, ahol egy kék, egy piros és egy sarga tartomany talalkozik, két ugyan-
olyan szind él keletkezne. Kénny(i meggondolni (ezt az Olvaséra bizzuk), hogy igy
minden cstcsban 3 kilonb6z6 szind él fog taldlkozni. Egy példa a tablazat szerint
szinezett térképre:

i

/®'/N

-
T ET
o= . <§
N N
N (N }{ N/®/ G
T N S
/©/
1. abra

2. Elszinezésbél tartomanyszinezést

Kovetkezik a nehezebb és izgalmasabb?® irany bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy a
3-regularis grafunk élei mar jél ki vannak szinezve, gyartsuk le ebbél a tartoma-
nyok egy jo 4-szinezését. Az el6z6ek ismeretében természetes ezt megprobalni gy
csinélni, hogy a tablazatunkban régzitett szin-szabalyok most is m(ikddjenek, azaz
példaul egy kék és egy piros tartomanyt elvalaszté hatar mindig lila legyen.

Vegylk észre, hogy ha egy kivalasztott tartomanyt kedviink szerint Kiszinezlink
(példaul a nem korlatos tartomanyt kékre), akkor igy a tablazat méar egyértelmdi-
en meghatarozza a vele szomszédos tartomanyok szineit. Altalaban, ha egy még
szinezetlen tartomanyunk szomszédos egy mar Kiszinezett tartomannyal, akkor a
tablazat alapjan egyértelm(, hogy milyenre kell kiszinezni (ha példaul egy narancs
szin(i él egyik oldala kék, akkor a mésik oldalanak muszaj sarganak lennie). llyen
mddon a graf 0sszes tartoméanyéat ki tudjuk szinezni (amig nincs az 6sszes tarto-
many kiszinezve, addig mindig lesz olyan szinezett tartomany, amely szomszédos
egy szinezetlennel).

1Ez az irany ad(na) lehetdséget a négyszin-tétel 3-élszinezéseken keresztiil valé bizonyitasara.
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De honnan tudhatjuk, hogy ez a tartoményszinezés mindenhol j6 lesz, azaz
barmely két szomszédos tartomany kilénbdzd szind lesz a végén? Ennél is tobbet
fogunk belatni: két szomszédos tartomany nem egyszer(ien kulénb6z8 szinl lesz,
hanem az 6ket elvalaszté hatarvonal mindig épp a tablazat altal diktalt szind lesz,
akkor is, ha nem az elvalaszto él szinét felhasznalva szineztilk ki a két tartomanyt.

A bizonyitashoz kossiink 6ssze minden tartomanyt azzal a szomszédjaval, ame-
lyik alapjan kiszineztik. Jeléljunk ki minden tartomanyban egy belsé pontot f6-
varosnak, ezek legyenek az 6sszekottetések végpontjai. Konnyen meggondolhato,
hogy igy egy fagrafot kapunk, amelyet F -gal fogunk jelélni. A -gal arra utalunk,
hogy F a G sikbarajzolt graf an. dudlis grafjanak, G -nak az éleibél all. (igy F
a G egy feszitéfaja.) Vilagos az is, hogy az 0sszekottetéseket be lehet Ggy rajzolni,
hogy:

1. Csak a két érintett tartomanyban haladjon az azokat &sszekot6 él vonala. A két
Osszekotott tartomanyt elvalaszté hatart (G-beli élt) csak egyszer, annak egy
bels§ pontjdban messe.

2. Az Osszekottetések ne keresztezzék egymast, azaz F  sikbarajzolt legyen (lasd
2. abra).

2. abra

igy F élei persze megfeleltethetdk G egy-egy élének?, és igy beszélhetiink F
éleinek szinérdl is. F minden éle azt a szint kapja, amilyen szin(i G-beli élet
keresztez.

Legyen s és t két tetsz6legesen valaszott szomszédos tartomany G-ben. Ha F -
ban él koti 6ket 6ssze, akkor persze vilagos, hogy teljesiilni fog a tablazat altal
diktalt szabaly, hiszen a késébb szinezett tartomanyt éppen ez alapjan szineztik Ki.

Es mi a helyzet, ha F -ban nem koti 6ssze kozvetlen él s és t févarosat? llyenkor
a fagrafok ismert tulajdonsagai szerint F -ban egyértelm(ien létezik egy s és t féva-
rosat 0sszekotd at, ezt jeloljuk U -gal. Ezen Gt mentén kellene tudnunk végigkdvetni
a szinvaltasokat, és valahogy belatni, hogy az U két vége kozotti ,,kilonbség”, azaz
a tablazat altal diktalt hatarszin éppen az, aminek lennie kell.

2Altaldban a G sikgraf és az ®G “dudlisanak élei megfelelnek egymasnak. Ez a megfeleltetés
rdadasul egy-egyértelmy parbaallitas.
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2.1. Szdmoljunk szinekkel!

Ahhoz, hogy egy utat végig tudjunk kévetni, szamolnunk kellene tudni a szinek-
kel, ehhez pedig valamilyen algebrai struktaraval kell ellatni 6ket. Ehhez vegyik
azokat a 2-dimenzids vektorokat, amelyek mindkét koordinataja 0 vagy 1, és alkal-
mazzuk rajuk ezt a tomor jeldlést: 00, 01, 10, 11. Ezeket koordinatanként (biten-
ként) modulo 2 szdmolva adjuk 6ssze, vagyisaz 1+0=0+1=1650+0=1+1=0
szabdly szerint. Ha a tartomany- és az élszineket alkalmasan feleltetjik meg ezek-
nek a 2-bites objektumoknak, akkor igaz lesz, hogy a hatarol6 él szine mindig az
altala elvalasztott tartomanyok szineinek dsszege. A tablazatunk tulajdonképpen a
szinek ,,6sszeado-tablaja”:

| 00 ® Kék 01 ® Piros | 10 ~Sarga | 11 ® Zold
00 ® Keék - 01 @ Lila 10 ® Narancs | 11 ® Tirkiz
01 ® Piros || 01 ® Lila - 11 ® Turkiz 10 ® Narancs
10 © Sarga || 10 ® Narancs | 11 ® Turkiz - 01 ® Lila
11 ® zold 11 ® Trkiz 10 ® Narancs | 01 ® Lila -

(Mint lathaté, az egyes vektorok tartomanyként vagy élként més-mas szint je-
lentenek. A 01 példaul piros tartomanyt, de lila élet jelent.) Azért hasznos ez a
megfeleltetés, mert ennek segitségével az s és t szinének viszonyat jol meg tud-
juk fogni. Ha ugyanis U élein végigmegylnk s-bél t felé, minden egyes e élen
végigmenve éppen Ugy valtozik meg a tartomany szine, mint ha az eddigi tarto-
manyszinhez hozzaadnank e szinét. gy az s-t6l t-ig térténé valtozas éppen annyi,
mint az U élei szineinek az dsszege. Azt kell tehat belatnunk, hogy ez az dsszeg
megegyezik az s és t tartomanyokat elvalasztd hatarvonal szinével.

2.2. Kivulr®I belllre

Kossilk most 0ssze s és t févarosat egy Uj, kozvetlen éllel (most is figyelve
arra, hogy csak s-ben és t-ben haladjunk és a hatarukat csak egyszer, annak belsd
pontjaban messik; tovabba F éleit se keresztezzik). Ez az Uj él az U (ttal egyitt
egy grafelméleti kort alkot, ezt jeléljuk K -gal.
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Allitas. A K leinek szineit dsszeadva 00-t kapunk.

Bizonyitas. K “Elei nem keresztezik egymast, igy a kornek lesz egyértelmiien
belseje, illetve kilseje. A G csUcsai kozul néh&ny csucs belsd, néhény csucs kilsé
lesz (a 2. abran a bels6 csucsokat piros korokkel emeltik ki). Vegyik észre, hogy
K “lei a G élei koziil éppen azoknak felelnek meg, amelyek egy belsé és egy kiilsé
csucsot kotnek dssze.

Barmely csucsra igaz, hogy a harom ott talalkozé él szinének &sszege: 01 +
+10+ 11 =00. Igy ha az osszes belsé csucsra 6sszeadjuk az onnan kiindulé élek
szinét, akkor is 00-t kapunk. Ebben a X 6sszegben kétszer szerepel minden olyan
él, amely két bels6 csucsot kot 6ssze. De a modulo 2 sszeadas tulajdonsagai miatt,
ha valamit sajat magaval adunk 6ssze, akkor 00-t kapunk. Tehat = =00 éppen
megegyezik azon élek szineinek dsszegével, amelyek egy bels6 és egy kilsé csucsot
kotnek ossze. Ez viszont megegyezik K “lei szineinek dsszegével, hiszen K “inden
éle egy azonos szinl — egy bels6 és egy kuilsé csucsot 6sszekdtd — G-beli élt metsz. 1

Tehat a K Eleinek szineinek dsszege 00, ami éppen azt jelenti (a modulo 2
osszeadas tulajdonsagai miatt), hogy az U “&leinek szineinek Gsszege megegyezik
az s és t tartomanyokat elvalasztd hatarvonal szinével, mivel ezen él szinéhez csak
a sajat szinét hozzaadva kaphattuk meg a 00-t. Ezt szerettik volna bizonyitani.

2.3. Egy kozvetlen bizonyitas

Egy szép otlettel a nehezebb rész bizonyitasa joval révidebben is elmondhaté.
Tekintsuk a 3-regularis grafunk éleinek egy j6 szinezését, ahol tehat minden csucs-
ban egy narancs, egy lila és egy turkiz él talalkozik. Ebbél kiindulva gyartjuk le
a tartomanyaink 4-szinezését. A tartoméanyok lehetséges szineit most is két bittel
fogjuk kodolni: kordbban is alkalmazott médon 00 a kék, 01 a piros, 10 a sarga és
11 a z6ld szin kédja.

Ideiglenesen felejtsiik el a lila éleket, igy maradnak a narancs és a tirkiz élek,
minden csucsban egy-egy talalkozik bel6lik. A narancs és a tirkiz élek tehat egy

L
0_ N T 0
J T
L 1 L 1_
N N
N N 0_ . U N ) O_L
1 3 0_ L T
T N U 1 N
L 1 L
T
4, ébra
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2-regularis sikgrafot, azaz egy vagy tobb diszjunkt kort alkotnak. Most minden
kiszinezend® tartomanyéra szamoljuk meg, hogy hény ilyen narancs-tirkiz kérnek
van a belsejében. Ha péaros soknak, akkor a tartomany szinének els® bitje legyen 0;
ha pératlan soknak, akkor pedig 1.

Ezutan a narancs éleket felejtsuk el ideiglenesen, igy a lila-tirkiz kérék marad-
nak, amelyek egy masik diszjunkt korékb®I allé rendszert alkotnak. A tartomanyok
szinének masodik bitje legyen 0, ha paros sok kérnek van a belsejében; illetve 1, ha
paratlan soknak.

T

N
@_0 0 ;J B ®/<D/ -F
T N) T
1

P

5. abra

J T
—L— 0 <|_$ 1
- N
N _

Koénnyen meggondolhatd, hogy barmely két szomszédos tartomany szine kilon-
b6z® lesz. Ha narancs él valasztja el ®ket, akkor a szinlk els® bitje kilénbézik. Ha
lila él valasztja el ®ket, akkor a masodik bit kilénbézik. Egy turkiz él két olda-
lan pedig mindkét bit ellentétes lesz. Vagyis a 00, 01, 10 és 11 (kék, piros, séarga
és z0ld) szinekkel sikerllt igy szinezniink a gréaf tartomanyait, hogy a szomszédos
tartomanyok mindig kiilénb6z® szinfek.

6. abra

3Az abran bemutatott példan egyetlen kort alkotnak a narancs és tiirkiz élek. Akkor lehetne
tobb kor, ha a lila élek egy része elvagé élhalmazt alkotnanak, azaz a lila élek nélkul tébb
Osszefligg6ségi komponensre esne szét a graf.
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Megjegyzés. Tait az On the Colouring of Maps (Proceedings of the Royal Society
of Edinburgh, Volume 10, 1880, pp. 501-503) cim( irdsaban azt latja be vazlato-
san, hogy ha egy haromszogelt sikgraf élei ki vannak szinezve Ugy, hogy minden
tartomanyt harom kilénbozd szindi él hatarol (egy csucsban tébb azonos szind él
is talalkozhat), akkor a csucsait is ki tudjuk négy szinnel szinezni (Ggy, hogy a
szomszédos csucsok killénbozd szinlek). Tait f§ dtlete az, hogy ha az egyik szind,
pl. a lila éleket ideiglenesen egy-egy Uj csuccsal felosztjuk, akkor az igy kapott graf
minden tartomanya négy oldalu lesz. Belathato (ezt Tait sem részletezi), hogy az
ilyen grafok paros grafok, azaz a csucsaik két szinnel szinezhet6k. Ha a lila élek
visszaallitasa utan a narancs éleket osztjuk fel, akkor egy masféle 2 szinnel valé szi-
nezést kapunk. A kétféle kétszinl szinezés dsszekombinalva a graf cslicsainak olyan
4 szinnel vald szinezését adja, melyben a szomszédos cstcsok mindig kilénbéz8
szindek.

Ez a kozvetlen bizonyitas lényegében Tait gondolatmenetének leforditésa a du-
alis sikgraf nyelvére.

Hujter Balint

Rejtvények, 6rddglakatok
Emelt szintl bujécska 1.

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorét mu-
tatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonb6z6 kirakés jatékok, topo-
légiai feladvanyok, 6rddglakatok és a matematikat felhasznalé bilvészmutatvanyok.

Manapséag szinte mindent meg lehet talalni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a blvészmutatvanyok trikkjeit mi talaljuk
ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezzilk meg és készitjik el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, altalanositani, igyekezziink 0] feladatokat kitalalni.

Legutobb szeptemberi szamunkban foglalkoztunk bajécska tipusa 6rddglakatok-
kal. Elkészitésre ajanlottunk olvaséinknak egy palcas valtozatot, ahol a ,,szokasos”
trikk nem m(ikodik, mivel az atbajtatas utan (lasd &bra) a péalca nem fér at a
hurkon a zsinor révidsége miatt. Azonban vegyuk észre, hogy ebben az atbujtatott
allapotban val6jaban annyi a célunk, hogy a hurok a dupla zsinér masik oldala-
ra kertljon. Ezt agy is elérhetjik, ha a téglatest form4aja ,,alapot” buajtatjuk at a
hurkon. Ezzel a feladatot gyakorlatilag meg is oldottuk.
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1. 4bra 2. abra

3. abra 4. abra

Erdemes sz6t ejteni a klasszikus (és a szeptemberi szamban mar bemutatott)
drétszives drddglakat kiilonboz6, a boriton lathat6 variacidirdl is. Ezek a jatékok
alapvet6en ugyanarra az egyszer( triikkre épitenek, mint az dsszes alapszintd ba-
jocska tipusu jaték, de meghokkentd formajukkal, vagy egyéb apré csavarral a gya-
korlottabb megolddknak is sz6rakoztat6 feladvanyt biztositanak. Személyes kedven-
cem a négyzetes spiral kialakitasu valtozat: az egyik legegyszerlbb bajécska felad-
vany gy(jteményemben, amely csupan formdjaval csalja meg a jatékost — tapasz-

talataim szerint mégis sokaknak
beletorik a bicskdja.

Egy nagyon meghokkent6 bi-
jocskat lathatunk az 5. dbran. Ez
egy fatalapzatbdl és két szal drot-
bol all — utébbiakra jobb és bal
oldali drétként fogunk hivatkoz-
ni a szerint, hogy a foton a jobb
vagy a bal oldalra esik a talapzat-
ba rogzitésik. A célunk a zsinor
leflizése.

5. abra

542 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/9



A jobb oldali drét egy hurok-
ban végzédik, amely kérilfogja a
bal oldali drotét. Képzeletben ezt
a hurkot emeljuk fel (mintha a
drét gumibdl lenne), és hizzuk ki
a bal oldali drot végén Iév6 hu-
rokbol. (A mellékelt dbran szem-
léltettiik az atalakitast.) Ezzel az
egyszerd médositassal a feladvany
kdzonséges bujocskava véltozik: a
jobb oldali drot végén 1év6 hur-
kon kell el6szor fentrél atbujtat-
ni a zsinort, majd kigombolni az
»akadalyt”, ami esetlinkben a bal
oldali drét 6nmagédba hurkol6dd
Vége.
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6. abra

Természetesen a fémbol készult, valodi jaték ilyen modon nem deformélhato.
De a leirt elképzelt modositas megadja a megoldas kulcsat. Latjuk, hogyan?

Veégezetll bemutatjuk a drétsziv jaték tobb
emeletes véaltozatait. Itt az eredeti jatékban
a keretet lezaro, stlyzéra emlékeztetd forma-
ju pantot egy komplett Gjabb drotsziv jatékra
cseréltik, igy egy kétemeletes jatékot kaptunk.
Ahhoz, hogy az alsd szintrél le tudjuk venni
a szivet, menet kdzben ra kell tegyik a felsd
szintre. Vagyis a kétemeletes jatékot visszave-
zethetjik az alapjaték megoldasara.

Epithetiink harom- vagy még tébb emeletes
drétszivet is, de ebben a forméban a keretek
fizikai merevsége miatt ezek megoldhatésaga
mar nehezen megvalésithatd. A tobbemeletes
drétsziv jatékot més forméban szokas megépi-
teni, amirdl mér valdjaban irtunk: ez Iényegé-
ben a meleda, amelyet a KiMaL 2024. marciusi
szdméaban mutattunk be.

Jo6 szbérakozast!

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/9

7. abra

Vigh Viktor

543



| | Gyakorlé feladatsor

|§| emelt szintl matematika erettségire

1. Oldja meg a val6s szamok halmazan a kévetkez6 egyenletet!

l. rész

—, 1 1
x2—5x —14-|5—x]-sin 2x+g -1g(9—x)=0 (13 pont)
2. a) Tizes szamrendszerben hany jegy(l szam az 5%°? (3 pont)

b) Egy mértani sorozat els§ tagja 5 2°, kvociense 5. Az els§ tagtdl kezdve
legaldbb hany tagot kell dsszeszorozni ebben a sorozatban, hogy a szorzat értéke

elérje 52°-t? (8 pont)
c) Apaczai Csere Janos éppen 400 éve sziiletett. irja fel a tudos sziletési évsza-
mat 6tds szamrendszerben! (2 pont)

3. Egy 34-f8s osztalyban senki sem sziiletett februarban.
a) Bizonyitsa be, hogy van olyan honap, amelyben az osztalybol legalabb négy

didk szlletett! (3 pont)
b) Mennyi annak a valdszin(sége, hogy lesz két olyan diak ebben az osztalyban,
aki ugyanazon a napon szuletett? (6 pont)

c) Az iskolahoz kozeli fagyizoban tizféle fagylaltot arulnak. Legalabb hanyszor
kellett a teljes osztalynak elmennie a fagyizéba, ha biztosak lehetlink abban, hogy
a fagyizasok alatt volt két pontosan ugyanolyan rendelés, ha mindenki legfeljebb
két gombdc fagyit vehet? (Két fagyirendelés kulénbdz6, ha a két télcsérben az alsé
vagy a fels§ gombdéc ize eltér rendelésekben.) (5 pont)

4. Egy osztaly nyari bulijan az osztaly egy része a strandon a bifében vasérol.
Lujzi csak egy langost vesz maganak, de kifizeti Sanyi, Szoszi, Kati és Béla tea-
stltkrumpli mentjét is (négy teat és négy sultkrumplit), ezért végil 7130 Ft-ot
fizet. Jani is dsszegy(jtott par rendelést, nyolc teat, 6t langost és két siiltkrumplit
vesz, amiért 12 790 Ft-ot fizet. Armand csak Zsuzsit és Amandat hivja meg most,
azt tervezi, vesz mindharmuknak egy-egy teat, siltkrumplit, langost, de rajon, hogy
6 igy éhes maradna, igy végul hozzacsap még a rendeléshez két siltkrumplit; egy
tizezressel fizet, és még vissza is kap 230 Ft-ot.

a) Mennyibe kerll a tea, a langos és a siltkrumpli ebben a bifében? (8 pont)

b) Hanyféle sorrendben adhatjak ki a kiaddpulton az el6bb kifizetett dsszes italt
és ételt, ha az azonos termékek kozott nem tesziink kilénbséget? (3 pont)
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Il. rész

5. Az a és b vektorokra teljesul, hogy |a| = |b|=|a+b|=1.
a) Mekkora a és b vektorok skalaris szorzata? (4 pont)
b) Mekkora 2a + b vektor abszolUtértéke? (4 pont)

Adott az a(3;4) vektor. Az origd kdzéppontl 6 egység sugaru koér a vektorral
parhuzamos érintéje az y tengelyt a (0;p) pontban metszi.

¢) Adja meg p lehetséges értékeit! (8 pont)

6. Zsigri tanar Ur egy magannyugdij-megtakaritasi konstrukci6ban vesz részt:
2001 els6é banki napjan, és azéta is minden hdnap elsd banki napjan befizetett
40000 Ft-ot. A nyugdijpénztar mindvégig havi 0,4%-0s kamatot biztosit. Az &llam,
hogy tdmogassa az dngondoskodéast, az adott évben befizetett Gsszeg 5%-at, de
legfeljebb évi 25 000 Ft-ot, a kovetkez6 év elsé banki napjan befizeti a pénztartag
szamlajara.

a) Mekkora 6sszeg lesz a tanar ar szamlajan 2026 els6é banki napjan? (2026-ban
mar nem fizet be tanar dr és mar nem is szamol kamatot a bank, csak az allami
jovairast 2025-re.) (7 pont)

A 2026-ra dsszegy(ilt pénz egy részébdl Zsigri tanar Gr vilagkorili utazasba kezd,
de 12 millié Ft-ot a szdmlan hagy majd, hogy abbol havi allandd dsszegl nyugdij
kiegészitést kapjon pont 20 éven keresztil. (A pénztar minden hénap elsd napjan
jovéirja a kamatot, majd dijmentesen atvezeti a tanar Gr normal bankszamlajara
a nyugdijkiegészités dsszegét.)

b) Mekkora havi nyugdijkiegészitéssel szamolhat ebbdl a tanar Gr, ha a pénztar
tovabbra is fix 0,4%-0s havi kamatot biztosit a szdmlan maradé pénzre? (6 pont)

Minden egyes évben 0,002 annak a val6szinlisége, hogy ez a nyugdijpénztar
kamatot csokkent.

c) Mennyi a val6szin(isége annak, hogy a teljes folyamat 45 éve alatt egyszer
sem fog kamatot csdkkenteni a pénztar? (3 pont)

7. Egy szellemvasut olyan szérnyszaj alaki cégért készit, amely
terveinek hatarvonalait a koordinata-rendszerben az y = x+5 egyen-
let( egyenes, illetve az

1 13 3
F(X)=2x—4x+2 ésa g(X)=—-X>+ X+
2 8 4

fuggvények gorbéi hatarozzak meg.

Hany deciliter piros festéket kell hasznalni a nyelvhez és hany
deciliter szirke festéket a sz4j belsejének befestéséhez, ha négyzet-
méterenként 7 dl festék sziikséges mindkét szinbdl, és a koordinata-
rendszer tengelyein a terveken az egységek valdsagban 50 cm-nek

felelnek meg? (A fogakat egy fehér ledldmpa szolgéltatja majd, de az alatta 1év6
terlletet is befestik szlirkére.) Véalaszait egészre kerekitve adja meg! (16 pont)
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8. Egy egyenld szari haromszdg alapja 10 egység, szarai 13 egység hosszUak.
A haromszdgbe téglalapokat irunk, amelyeknek egyik oldala a haromszdg alapjara
esik, a masik két cslicsa pedig a haromsz6g egy-egy szarara.

a) Mekkora a téglalap teriilete, ha haromszdg alapjara es6é oldalhossza 8 egy-
ség? (5 pont)

b) Mekkorak a maximalis terulet( beirhaté téglalap oldalai? (5 pont)

A haromszoget kétféleképpen megforgatjuk: A) az alapja koril, B) az egyik
szara korul.

c) Mekkora az A), illetve a B) esetben keletkezett testek felszineinek aranya?
Az arany pontos értékét adja meg! (6 pont)

9. Egy ellen6rzés soran azt vizsgaltak, hogy az 1 kg-os csomagolasu rizs tdmege
valéjaban mennyire tér el az 1000 grammtol. Két sorozatban 8-8 mérést csinaltak,
az eredményeket az alabbi tablazatba foglaltak.

A mért eltérések grammokban
1. méréssorozat 1 3 |55]25]| 3 6 5 0

2. méréssorozat 3 6 6 3 3 3 6
a) Hany gramm az elsé méréssorozat atlaga és szérasa? Valaszat egy tizedesjegy
pontossaggal adja meg! (3 pont)

b) Készitsen sodréfa (boxplot) diagramot az els§ méréssorozat adatairél! (5 pont)
A masodik méréssorozat szérasa 1,5 gramm.
c) Mi lehetett a tablazat hianyz6 adata? (8 pont)

Az ELTE Apaczai Csere Janos Gyakorlé
Gimnazium matematika munkakdzossége
Budapest

Megoldasvazlatok a 2025./8. szam
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

l. rész

1. Két pozitiv szdm szamtani kdzepe 205, a szamtani és mértani kdzepik kilonb-
sége 160. Melyik ez a két szdm? (11 pont)

Megoldés. Jeldljuk az egyik szdmot x-szel, a mésikat y-nal, ahol x>0 ésy > 0.
Szamtani kozepuk
X+Yy

2

= 205, amibdél X+y =410, y=410 x.
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A mértani kozép legfeljebb annyi, mint a szamtani, ezért most a feladat feltétele
alapjan 160-nal kisebb, mint a szamtani kdzép, azaz értéke 205— 160 = 45. Ekkor

\/W: 45 - xy =452 =2025,
amibe az y helyére (410— x)-et helyettesitve egy masodfoku egyenletet kapunk:
X(410— x) = 2025 < x? —410x+2025 =0,

amelynek gyokei x; =405, x; =5, igy y1 =410 —405 =5, x, =410 — 5 = 405, azaz
ugyanazt a szampart kapjuk meg kétszer.

Ellendrzés: Az 5 és a 405 szamtani kozepe tényleg 205 mértani kozepik pedig
45, ami valéban 160-nal kisebb a szamtani kézepUknél.

A keresett két pozitiv szam az 5 és a 405,

2. @) Szamitsa kix [RIlértékét, haAB - AC = 0, valamint A(x;7), B(4;—1) és

C(x—11;-4). (8 pont)
b) Adja meg az a) részben kapott ABC haromszoég sulypontjat. (2 pont)
c) Mekkora az a) részben kapott ABC haromszog teriilete? (3 pont)

Megoldas. a) Elséként kiszamitjuk a két vektor koordinatait:
AB=(4 —x:—8) 6 AC=(-11—11),
igy skalaris szorzatuk a kdvetkez&képpen irhaté fel:
AB-AC=(4 —x) (—11)+(—-8)-(—11) =0,
amibdl x = —4 adddik, ez a feladat egyetlen megoldéasa.
Ellendrzés: x= —4 esetén AB =(8; —8), ekkor AB-AC =8 - (—11)+(—8) -(—11)=
= —88+88=0.
b) A feladat el6z6 részében x = —4-et kaptunk, igy az ABC haromszdg csucsai
a kovetkezdk:

A(X;7)=(—4;7), B(4;—1) és C(x—11;—4)=(—15;—4).
A sulypont koordinatai a csucspontok megfelel6i koordinatainak atlagaként sza-

molhatok ki: 1 1 [
—4+4+(—15) 7+(-1)+(—4) -5 _5?
3 ’ 3 ) '3

c) Az a) részben lattuk, hogy a haromszog két oldalvektoranak skalaris szorzata

nulla, ezért mepélegpsek egymasya, igy az ABC harenpszog derekszogl. & befogok

hossza: AB= 8+(—8)2=8 2, illetve AC= (—112+(—11)2=11 2. A ha-
romszog terllete: v.
8 2:11 2

T= — = 88.

3. a) Hatarozza meg az
f:R-R; f(x)= —3cos(4) +2
figgvény értékkészletét. (6 pont)
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b) Szamitassal igazolja, hogy a
g:R! R; g(x) =2025x°  2026x
fuggvény paratlan. (6 pont)
Megoldas. a) Ismert, hogy a k(x) = cos(x) fiiggvény értékkészleteR, =[ 1;1].
Ha h(x) = cos(4x), akkor R, =[ 1;1]. Ha i(X) = 3cos(4x), akkor Rij =[ 3;3],
vegll F(x) = 3cos(4x) + 2 értékkészlete:Re =[ 1;5].
b) Minden x 2 R-re:

g( X)= (2025 ( x)® 2026 ( x))=
= ( 2025x3+2026x) = 2025x°> 2026x = g(X).
Azt kaptuk, hogy minden valds x-re g(x) = ¢( x), azaz ag(x) fuggvény paratlan.

4. a) Egy egyenes folyd mentén fekvd téglalap alakd telek folydval pdrhuzamos
oldalanak hossza a téglalap maésik oldalhosszanak a négyszerese. A telek foly6 fel8li
oldalan nincs kerités, a masik harom oldal mentén lévd kerités egylttes hosszlisaga
600 méter. Mekkora a telek terulete? (3 pont)

b) Egy masik folyoparti, téglalap alaku telek korbekeritésére szintén 600 méter
hosszlsagu keritést hasznalnak fel Ggy, hogy a folydpartra nem épitenek keritést,
de kozben a telek teriilete a lehetd legnagyobb legyen. Mekkora az igy kapott telek
terilete? (8 pont)

¢) Hany osztdja van a ( 45000)-nek? (4 pont)

Megoldas. a) Legyen a téglalap révidebb oldalanak hosszac méter, ekkor a
hosszabb oldal4x méter hosszu. A folyd mentén nincs kerités, tehat a kerités
a harom masik oldal mentén van:x + 4x + x = 6x = 600, amib®l x = 100 méter.
Ekkor a hosszabb oldal:4x = 400 méter, igy a telek terilete:T =x 4x =100 400=
=40000 m?,

b) Legyen a téglalap folyéra mer®leges oldaldnak hosszaméter, a folyéval
parhuzamos oldaldnak hossza pedig méter. Ekkor a kerités 2y +z = 600 méter
hosszl, amib®z =600 2y. A teriletet felirjuk y fliggvényében:

T(y)=y z=y(600 2y)=600y 2y?,
ezutan megkeressiK (y) maximumat:
T(y)= 2(y> 300y)= 2(y 150)*+ 45000,

igy a lefelé nyilé parabola maximumpontja: P (150;45000). Ez azt jelenti, hogy a
telek teriilete y = 150 esetén a legnagyobb, mégpedig5000 m?.

Ellen®rzés: Hay = 150 méter, akkor z=600 2 150 =300 méter, igy a telek
teriilete valoban T =150 m 300 m = 45000 m?.

) A primtényez®s felbontasbol kiszamitjuk a pozitiv osztok szamat:
45000 =23 3% 5%

amib®I a pozitiv osztok szama(3+1) (2+1) (4+1)=4 3 5=60. Minden pozitiv
oszto ellentettje is oszto, igy a 45000-nek 2 60 = 120 osztdja van.
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Il. rész

5. a) Adott az e: x —y = 8 egyenlet(i egyenes és a k: x> +y? —6x +4y+4=0
egyenletli kor. Allapitsa meg az e egyenes és a k kor kolcsonds helyzetét. Ha
van(nak), adja meg a kozds pont(ok) koordinatait. (8 pont)

b) Adott a koordinatasikon a P(3;—5) és a Q(6;—2) pont. Jel6ljik rendre P;-
gyel és Qi-gyel a P, illetve a Q pont x tengelyre esé meréleges vetlletét; P,-vel és
Q2-vel pedig a P, illetve a Q pont y tengelyre esé merdleges vetiiletét. Mekkora a
Q1P1Q2P, négyszdg kertilete? (5 pont)

c) Mekkora a Q;:P1Q2P, négyszdg terllete? (3 pont)

Megoldés. a) Megoldjuk az e egyenes, illetve a k kor egyenletét tartalmazé
egyenletrendszert, példaul Ugy, hogy az egyenes egyenletébdl kifejezzik y-t:

y=x—28;
majd a kapott kifejezést behelyettesitjuk y helyére a kor egyenletébe:

x?+(x—8)? —6x +4(x —8) +4 =0;
2x2 —18x + 36 = 0;

amib6l x; = 3; x, = 6 adddik, igy y1 = —5; y, = —2.
A kbzds pontok: M1(3;—5) és M,(6; —2), vagyis az e egyenes a k kor szelgje.
b) Egy tetsz6leges pont x tengelyre torténd mer6leges vetitésekor az abszcisszaja
nem valtozik, az ordinataja pedig 0 lesz, igy a megfelel§ vetiiletek:

P1=(30) é  Qi1=(60):

Az y tengelyre torténé merdleges vetitésekor viszont az abszcissza valik nullava, az
ordinata pedig nem valtozik, igy a megfelel§ vetuletek:

P=(0;=5) é  Q2=(0;-2):

Abréazoljuk a pontokat:

ya
1+
. P QL
y/34567891'0'X
Q
P
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A Q1P1Q,P, négyszdg oldalainak hossza:

Q]_P_‘]_: |6—3 :3,
P1Q,= 32+22= 13
P,=|—2+5|=3,
QP2 =1z2451=38,
P,Q1 = 62+52= 61,

i ) v__ v__ v_ V_
igy a keresett kerulet: K=3+ 13+3+ 61=6+ 13+ 61
c) Az origot jeldljuk O-val. Ekkor a Q1P1Q2P, négyszdg terllete a Q; 0P, és a
P10Q, derékszdgl haromszogek tertletének kilonbségével egyenlé:
_65_32

T 5~ 15 —3 =12 (teriletegység).

6. a) Anna, Bogi és Cili unokatestvérek. Hat év mudlva Bogi annyi idés lesz, mint
most Anna. Hét év milva Anna 9-szer annyi id8s lesz, mint most Cili. Nyolc év
mulva harman egyutt 42 évesek lesznek. Hany évesek most a lanyok? (10 pont)

. 2 e . s .
b) Oldja meg a 3 =6,25 egyenlétlenseget a valés szamok halmazan. (6 pont)

Megoldas. a) Legyen Anna jelenlegi életkora a, Bogi életkora b, Cili életkora
c. Mivel 6 év milva Bogi annyi id6s lesz, mint most Anna, ezért b= a—6. Hét
év mulva Anna 9-szer annyi id6s lesz, mint most Cili, vagyis 9c = a+ 7, ebbdl
kifejezzik c-t: ¢ = agﬂ. Végil 8 év mulva harman egyltt 42 évesek lesznek, ezért
(a+8)+( b+8)+( c+8)=42, amibdl

a+b+c+24=42,

rendezve
a+ b+ c=18.

Az el6z6ekben targyalt b=(a—6)-ot,ac= aT”-et behelyettesitjik:

a+7 _

at(a—6)+ 18,

a+7

2a—6+ =18,

18 —54+a+7=162,

amibdl a=11 adadik.
Ekkor:

b=a—6=5, c= = —=2,
9

igy most Anna 11, Bogi 5, Cili pedig 2 éves.
Ellendrzés: Bogi 6 év mulva tényleg 11 éves lesz, mint amennyi most Anna.
Anna 7 év mulva 18 éves lesz, ami valoban 9-szer annyi, mint a 2 év. Végil 8 év
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mulva 6sszesen 19+13+10 =42 évesek lesznek a lanyok, igy a megoldas kielégiti
a feladat feltételeit.

b) Az egyenl6tlenség értelmezési tartomanya: x > 0. Felirjuk a 6,250t a %
hatvanyaként:
ey 13

5 - 5

Mivel % <1, ezért a hatvanyainak értéke kisebb kitev6 esetén nagyobb, igy:

In(x) C=2,

amib6l —2 =In(e~?), illetve az In(x) fliggvény szigortian monoton noévé tulajdon-
saga miatt
x Ce1?.
Figyelembe véve az x > 0 értelmezési tartomanyt, a megoldashalmaz:
0] _, O
x C0e - .
Ekvivalens atalakitasokat végeztiink.

7. a) Bizonyitsa be, hogy a tizes szamrendszerben felirt 2,025 szdm racio-

nalis. (6 pont)
b) Mutassa meg, qo_g}/ a 2-1g7 irracionalis. (5 pont)
c) Szamitsa ki az (5x% —3x® + 8x)dx hatarozatlan integralt! (5 pont)

Megoldas. a) Mivel

1 1
=2+ + =2+ +— -
2,025 =2+0,025+0,000025..=2+0,025 T 0,025 10 0,025...,
ezért a szam tort része az a; = 0,025 kezd6tagu, q = % hanyadosu mértani soro-

zatbol képezett sor. Alkalmazzuk a mértani sor dsszegképletét:
aa _ 0025 0,025 25

1-0 1-mGp  mmo 999
Ebbél kévetkezik, hogy 25 2023
205=2+ _—= ——
999 999

vagyis felirhat6 két egész szam hé&nyadosaként, azaz racionalis. Ezzel a bizonyitas
végére értlnk.

b) Tegyuk fel indirekt médon, hogy 2-1g7 raciondlis, és mivel Ig7 pozitiv, ezért
felirhatd p és q pozitiv egészek hanyadosaként:

2-Ig7:g=»2q-lg7:p«=lg72q: po7X=10P - 79=2P. 5,

ami azt jelenti, hogy a bal oldalon a 7-nek egy pozitiv egész kitev6j(i hatvanya all.
Ez pedig a szdmelmélet alaptétele alapjan nem lehet egyenld egy olyan szammal,
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amelynek primtényez6s felbontadsaban nem szerepel a 7. Marpedig a jobb oldalon
egy ilyen szdm van, igy ellentmondasra jutottunk, azaz az indirekt feltevésiink
hamis. Tehat az eredeti allitas igaz, azaz belattuk, hogy a 2 Ig7 szdm irracionalis.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

c)
1
) 9 5x3  3x10 )
(5x¢ IX+8x)dx= — ——+4x°+C, C2R.
3 10

8. Tekintsik a valds szamok halmazan értelmezett f(x) = x3, illetve g(x)=
=2x+1 hozzarendelési szaballyal megadott két fliggvényt. Adja meg az aldbbi dssze-
tett fliggvények hozzarendelési szabalyat és derivaltfliggvényét.

a) (f g)(x)= (2 pont) b) (f g){x)= (3 pont)
c) (F F)(x)= (2 pont) d) (f F)¥x) = (2 pont)
e) (9 F)(X) = (2 pont) f) (g )x)= (2 pont)
9) (9 9)(x)= (2pont) h) (g 9){x)= (1 pont)

Megoldas. a) (f g)(x)= f(g(x))= F(2x+1)=(2 x+1)3

b) (F 9){x)=[(2x+1)%"=3(2x+1)2 2=6(2x+1)?

c) (f H)(x)= F(F(x)= F(x*)=(x®)°=x°

d) (F F){x)=(x%)E=9x8

e) (g F)(¥) = g(f(x) = g(x*)=2x°+1

(@ HEx)=@x3+1)=6x%x2

9 (@ 9(x)=9(9(x)= 9g@2x+1)=2(2 x+1)+1=4 x+3

h) (9 9)(x)=(4x+3) =4

9. a) Tohotdom szamegyenesen &brézolta a [ 5;8] intervallumot, majd csukott
szemmel rabdkott az egyik pontjara. Mekkora a val6szin(isége, hogy Tohétom a

[ 1;2]intervallum egyik pontjara bokott ra, ha a valasztas valdszin(isége egyenesen
aranyos az intervallum hosszaval? (3 pont)

b) Igazolja, hogy a[ 5;8]ésa[ 1;2]intervallum szdmossaga egyenld. (5 pont)

c) Hanyféleképpen valaszthaté ki pontosan két szam a Pascal-haromszdg fels6 6t
sorabol ugy, hogy dsszeglik paros legyen? (Két kivalasztas kiilonbdz6, ha legalabb az
egyik szamot masik helyrdl valasztottuk a Pascal-haromszéghél.) (4 pont)

d) Hanyféleképpen valaszthat6 ki legalabb hét szam a Pascal-haromszdg felsé 6t
sordbol ugy, hogy szorzatuk paratlan legyen? (Két kivalasztas kilonboz6, ha legalabb
az egyik szamot masik helyr6l valasztottuk a Pascal-hdromszdghdl.) (4 pont)

552 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/9



Megoldas. a) A valészinlség egyenletes eloszlas esetén a geometriai valdszindségi
modell alkalmazésaval:

_ kedvezé hossz _ 2—(—1) _ 3

teljes hossz =~ 8—(=5) 13

b) Két halmaz szamossaga egyenl6, ha létezik koztiik egy kdlcsdndsen egyértelm(i
leképezés. Legyen példaul f(x) = Sx+ &, ekkor f(—=5)= —1,ésf(8)=2,igy az f
flggvény leképezi a [—5; 8] intervallumot a [—1; 2] intervallumra. Ez egy szigordan
monoton (ndvekvd) flggvény, igy bijekcid. Tehat

%-S;S]HE %—1;2]-E

c) A Pascal-haromszog fels6 6t sora a 0. sortol a 4. sorig terjed:

0. sor: 1

1. sor: 1 1

2. sor: 1 2 1

3. sor: 1 3 3 1
4.s0r: 1 4 6 4 1

Itt 6sszesen 1+2+3+4+5=15 szam talalhat6, amelyek kézil 4 paros, a tobbi,
azaz 15— 4 =11 darab pératlan. Két egész szdm &sszege akkor és csak akkor qgﬁ
ha paritasuk megegyezik. Ha mindkettd paros, akkor a kivalasztasok szama: =
=6. Ha mindkett6 paratlan, akkor a megfelel6 kivalasztasok szama: 5 =55, igy
6 +55 = 61 -féleképpen valaszthat6 ki a megfelel6 két szam.

d) Néhany egész szam szorzata pontosan akkor paratlan, ha mindegyik szam
paratlan. A kérdéses helyen 11 paratlan szam talalhatd, amelyek kozil legaldbb
hetet, azaz 7, 8, 9, 10 vagy 11 darabot valasztunk, igy a lehet6ségek szdma:

e Y
7 + 3 + 9 + 10 + 1 =330+165+55+11+1=562 .
Kozma Katalin Abigél
Gyé6r

Matematika C gyakorlatok megoldasa

C. 1847. Az ABCD négyzet AD oldalan véalasszuk ki ugy a P pontot, hogy
CPAIL[=105" legyen. A CP egyenesre az A pontb6l bocsdssunk merélegest, amely-
nek talppontjat jelolje Q. Hatarozzuk meg az ABQ és az ACP haromszdgek terilete
aranyanak pontos értékét.

Javasolta: Bir6 Balint (Eger)
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1. Megoldas. Legyen a négyzet oldaldnak hossza a, és alkalmazzuk az AP =p
jelolést. A feltételek miatt APQ” =75°; QAP~ =15°; PACN =CAB”" =457;
ACP" =30°.

Tekintsuk az 1. abrét.

D a C
P
a
p
A a B
1. abra

Az APQ deréksz6gl haromszoégben cos15° = %, ahonnan AQ =p-cos15°.
A trigonometrikus teriiletképlet alkalmazésaval:

AQ-a-sin105° _ p-cosl5°-a-sin105°

T = ,
ABQ 2 2
amelyb6l a sin105° =sin75° = cos15° trigonometrikus azonossagok alkalmazaséaval
-a-c0s?15°
(1) TABQ = pf
Hasonloképpen kapjuk, hogy
p-AC -sin45°
Tace = —

v_ v_
ahonnan AC =a 2 éssin45° = 72 alapjan
pa
5
Az (1) és (2) megfelel6 oldalainak aranyabdl

2 Tace =

-
3) ABQ — c0s?15°.
Tacp

Tudjuk, hogy
€0s15% = cos(45° —307) = cos45” - c0s30° +sin45° -sin30°,

v V_
ezért a sir1/45°\/: cos45° = -2, cos30° = -2, illetve sin30° = 3 értékek beirasaval
2. 3+1 . . . . e o .
c0s 15" = —————, innen négyzetre emeléssel es egyszerdsitéssel adodik a két
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haromszdg teriletének aranya:

V_
TABQ _2+ 3

Tacp 4

(To6bb dolgozat alapjan)

2. Megoldas. Jeldléseink a 2. abran lathatdk.

D C
¥
k
P
Q 1057
A B
2. abra

Az ABCQ négyszog harnégyszég, mert a B és Q csucsoknal lev6 bels6 szogei
egyarant derékszogek. A harnégyszog koré irt k kor egyben az ABCD négyzet
korulirt kore is, hiszen az AC atmérgjl korre a D pont is illeszkedik.

Nyilvanval6, hogy BCA C=IDAC [=145° és igy PAC [(=145° is igaz.

A k korben az AB és BC négyzetoldalakhoz egyenl6 nagysagu kerileti sz6gek
tartoznak, tehat QB felezi a CQA [dkrékszoget, és igy BQA [=145°, vagyis az
ABQ és CP A haromszdgek Q, illetve A csucsanal levd bels6 szogek nagysaga 45°.

A CPAL=1105° feltételbdl és a PAC (=145 eredménybdl kovetkezik, hogy
ACP [=IACQ[=130°, de akkor a kerileti sz6gek tétele miatt ABQ [=I30° is
teljesul. Az ABQ és ACP héaromszogek két-két szdge tehat megegyezik, ezért
hasonldk, a hasonlgsag arénya:

A= AB_cCD
T CP  CP’

Az ACD [=M5° és ACP [=130° egyenl&ségekbdl adédik, hogy P CD [C=115°, ezért
(4) szerint A=cos15".
Az ABQ és ACP haromszogek teriiletének aranya A%-tel egyenld, tehat

4)

TaBo

S PN
=co0s-15°.
Tacp
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v. 4 O
3+

Az 1. megoldasban igazoltuk, hogy cos15° = %, ebbdl négyzetre emeléssel
és egyszer(sitéssel kapjuk, hogy

v_
TABQ — 2+ 3

Tacp 4

Hetyei Daniel (Révai M. Gimn., Gydr, 11. o. t.) dolgozatanak felhasznalasaval
Baréati angyalai csapat (Ciszterci Rend Nagy L. Gimn., Pécs) dolgozata alapjan

34 dolgozat érkezett. 5 pontos 21, 4 pontos 2, 3 pontos 3, 2 pontos 3, 1 pontos 2, 0
pontos 3 dolgozat.

C. 1853. Néhany kutatd egy viragos homokgyepen zimmég® poszméhek 6tvenf®s
csapatat gyeli. Izgatottan allapitjdk meg, hogy a poszméhek mindegyike pontosan
négyféle viragrdl gyfjtott viragport, miel®tt tovabbrepiilt volna. S®t, még azt is felje-
gyezték, hogy mindegyik poszméh kiulonbdz® négyest valasztott, de minB0gaosz-
méh meglatogatott egy buglyos fatyolviragot. Bizonyitsuk be, hogy 6sszesen legalabb
9-féle viragrol gyfjtottek a poszméhek.

Javasolta: Paulovics Zoltan (Budapest)

Megoldés. Legyen a virdgok szdma a fatyolviragon kivil n. Ha a posz%k
valoban kulonb6z6 viragneégyestdl gydjtik a viragporaikat, akkor ¢sszesen 5 Vi-
ragnégyest latogathatnak meg (hiszen a fatyolvirag porait mind begydjtétték), ami
igy nem lehet kevesebb mint a poszméhek szama. Avagy

| I |

2 50
I-l%viﬁg lenne, akkor (n =8—1 =7 miatt) ?D= 35 <50 lenne. Es mivel |EDI:I
31 (n [3)tra, ezért kevesebb virag esetén sem Iehetnégﬁmeg a kulénbz4
4-esek. Tehat n [81Ha 9 virag lenne (tehat n =8), akkor , =56 [50. Azaz 9
virag valéban a minimalis virdgszam, ahonnan a poszméhek viragport gy(jthettek
ily mddon.
Farkas Andras (Jaszberény, Lehel Vezér Gimn., 11. o. t.) dolgozata alapjan

187 dolgozat érkezett. 5 pontos 165, 4 pontos 19, 3 pontos 1, 1 pontos 2.

C. 1855. Egy 19 drénbdl all6 csapat repil egy gyakorlétér felett, a biztonsagi
el®irasoknak megfelel®en olyan rogzitett alakzatban, ahol barmely két gépnek ki-
16nbdz® a tavolsaga. Egy hackertamadas kovetkeztében a dronok egymasra nyitnak
tlizet: mindegyik drén I® egyet a hozza legkdzelebbi drénra, és ezzel megsemmisiti
azt. (Feltételezziik, hogy minden drén tudott I®ni, a dronok pontszer{nek tekinthe-
t®k, tovabba hogy a dronok csak azutan semmisilnek meg, miutan minden goly6
becsapdédott.)

Van-e koztuk talél® dron?

Egy dront legfeljebb hany azonos (®t is tartalmazd) sikbdl szarmazd |6vedék
talalhatott el?

Javasolta: Paulovics Zoltdn (Budapest)
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Megoldés. El6szor arra a kérdésre adunk valaszt, hogy van-e koztuk tuléld.
Réaadasul kétféle modon.

1. modszer. Az aldbbiakban bebizonyitjuk, hogy a drénok kézétt mindig van
legalabb egy taléld. Indirekt bizonyitunk, ehhez feltételezzik, hogy nincsen tuléld
drén.

Mivel barmelyik két gépnek kiilonboz6 a tavolsaga, egyértelmiien beazonosithatd
az a dronparos, amelyek tavolsaga a legkisebb. Jeldljik ezt a két dront A-val és
B-vel. Ezek alapjan az A-hoz legkozelebbi dron B és a B-hez legkdzelebbi dron A,
azaz egymast kolcsonosen lelévik. Ezen kivil még 17 dron marad, amelyek 6sszesen
17 16vést adnak le. Ezek kozil egyik sem talalhatja el A-t vagy B-t, hiszen ebben az
esetben kevesebb mint 17 16vés iranyulna a maradék 17 drénra, azaz lenne koztik
taléls. gy a megsemmisitett A és B dronok a maradéktol fiiggetlenek, nem koti
Oket dssze 10vés, tehat ez a drénparos figyelmen kiviil hagyhat6.

Ezt a gondolatmenetet elismételhetjiik 17-re, illetve C és D legkisebb tavolsagra
lévé dronokra. Es igy tovabb. ..

Lathato, hogy itt egy Iépésben mindig egy dronpéros, azaz két drén tavolithato
el a csapatbdl, azaz mindig csak a maradék 17, 15, 13, 11, 9, 7, 5, 3, 1 drént kell
figyelembe venniink. Igy a végén marad 1 drén, amelyre még nem I6tt semmi, igy
tuléli a thmadést. Ez ellentmond annak a feltevésnek, hogy nincs tuléld dron, igy
belattuk, hogy van legalabb egy tulél6 dron.

Fllop Magdaléna Hasian(Pécs, Pécsi Lebwey K. Gimn., 10. o. t.)
dolgozata alapjan

2. mddszer. Teljes indukcidval altalanos esetben adunk vélaszt a kérdésre, azaz
megmutatjuk, hogy 2n+1 darab drén esetén lesz tuléld.

n=1 esetén nyilvanvald, hogy lesz tulélénk, hiszen ,,kdrbeldvés” nem lehetséges,
mert ha az X drénhoz Y van a legkézelebb, Y -hoz Z, Z-hez pedig X, Ugy X és
Y tavolsaganal kisebb Y és Z tavolsaga, amelynél kisebb Z és X tavolsaga, ami
ellentmondasra vezet: X-nek nem Y -ra, hanem Z-re kellett volna céloznia.

Tegytik fel, hogy igaz az allitas n-re, megmutatjuk, hogy (n+1)-re is teljestl-
ni fog.

Vezesstink be egy iranyitott grafot: a pontjai a dronok legyenek, és fusson az u
cslcsbdl iranyitott él a v cslcsba, ha az u-nak megfeleltetett dron ralétt a v-nek
megfeleltetett drénra. Tovabba irjuk az élekre a csucsoknak megfeleltetett drénok
tavolsagait, amelyet egy (u;v) él esetén jel6ljon d(u;v).

Vélasszuk ki a grafunk egy tetsz8leges cslUcséat, és a bel6le indulé iranyitott
élen 1épjink &t egy masik csucsba. Folytassuk a lépkedést egészen addig, amig egy
olyan csiicsba nem jutunk, ahol mar jartunk. Ez bizonyosan bekdvetkezik, hiszen
minden cslcsbdl tovabb tudunk lépni (ugyanis minden cstcsbol indul ki irdnyitott
él), igy legfeljebb 2(n+1)+1 lépést kbvetben elakadunk. Ekkor egy iranyitott kért
taldltunk, amelynek cslcsait rendre jelélje: vi, Vo, ..., Vk, €S az utolsd lépésiink
Vk-bol vi-be vezetett (ahol k > 1 pozitiv egész). El6szor vizsgaljuk azt az esetet,
amikor k [Z3IMivel minden drén a hozza legkdzelebbi drénra 16tt, igy a kér mentén
vizsgélva a tavolsagokat azt kapjuk, hogy: d(vi;v2) >d(vz;v3) > ... >d(vk;v1). Ami
viszont azt jelenti, hogy a vi-gyel jel6lt dronhoz kozelebb van a vg-val jel6lt drén,
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mint a v,-vel jeldlt, és mégis a tavolabbira nyitott tizet. Ez ellentmond a feladat
feltételeinek, igy arra jutottunk, hogy k <3, tehat k =2.

A k=2 jelentése az, hogy van két dron (a vi-gyel és vo-vel jeldlt), amelyek
egymaésra tizeltek. Ha a grafunk tébbi csicsabol iranyitott dton nem érhet6 el
sem vi, sem v, Ugy ezeket elhagyva egy, a feltételeknek megfelel§, 2n+1 cstcsu
grafot kapunk, amelyre az indukcios feltétel miatt teljestl az allitas: létezik tulélé.
Ekkor persze a 2n+3 cslcsu grafnak megfeleltetett dréncsapatban is ugyanaz a
drén tulél.

Amennyiben valamely masik cslcsbol vezet irdnyitott Ut vi-be vagy v,-be, gy
a tobbi 2n+1 csucs kozott futd (azaz az altaluk feszitett) élek szama kevesebb,
mint 2n+1. Ez pedig azt jelenti, hogy hem mutathat minden csucsba él, tehat lesz
tulélé dron.

Kall6s Klara (Nyiregyhaza, Szent Imre Kat. Gimn., Két Tan. Nyelvi Alt. Isk.,

Koll., 7. 0. t.),
Hetyei Daniel (Gy6r, Révai M. Gimn., 11. o. t) és
Lovas Mark (Pécs, Pécsi Janus Pannonius Gimn., 9. o. t.) dolgozata alapjan

Valasz a feladat masodik részére: Egy dront legfeljebb hany azonos (6t is tartal-
mazd) sikbdl szarmazo 6vedék talalhatott el?

Ha egy dront n masik dron eltalalhatott, akkor n-nél kevesebb is eltalalhat-
ta, ha pedig n drén mar nem taldlhatta el, akkor n-nél tdébb sem. Tegyik fel,
hogy létezik olyan drén, amelyet 6 lovedék talalt el, és nevezziik el D-nek. Tekint-
stk a D-bdl és a ra 16v6kbél alld dronhetest. Ekkor ha minden szég 60°-0s a D
korul, ugy — mivel egyik harmas sem feszithet szabalyos haromszgget — D és vala-

mely masik két (D-re 16v6) drén altal alkotott

D haromszdgben az egyik szdg biztosan nagyobb

55 lesz, mint 60°. Ismert, hogy egy haromszdg-
ben nagyobb szdggel szemben nagyobb oldal

49 51 van, tehat az egyik dron a 6 kozil nem D-t

47 fogja 16ni, hanem azt, amelyik kozelebb van
46 C hozza, ami ellentmondas. Ha pedig nem mind-

6,7 O ' egyik sz6g 60°-0s, akkor van egy kevesebb mint
60°-0s, de ekkor — az el6z6ekhez hasonléan —

53 4 A48 megint arra jutunk, hogy az egyik D-re 16v6
v dronhoz nem is D &ll a legkézelebb. igy n [51

5,6 5 Az abra mutatja, hogy az n=5 eset megvalo-
sithatd. (Az abran nem lathato dronok nagyon
messze vannak az abrazolt pontoktol.)

Molnar-Saska Taméas (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 7. 0. t) és
Bodd Rokus Daniel (Szegedi Radndti M. Kis. Gimn., 8. o. t.) dolgozata alapjan

A

A feladatra dsszesen 133 dolgozat érkezett. 5 pontos 19, 4 pontos 12, 3 pontos 15, 2
pontos 24, 1 pontos 24. 0 pontot 39 bekilldd kapott.
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A K pontversenyben kit(izott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kdz6s pontverseny
9. osztalyosoknak

(879-883.) | i

K. 879. Nyuszi répét visz a kosaraban. Ha utkdzben talalkozik egy masik nyullal,
akkor ad neki egy répat, ha pedig egy rokaval talalkozik, akkor az elveszi t®le a
répai felét.

Osszesen négy allattal talalkozott Gtkozben (mindegyik allat nyal vagy roka
volt) és ennek soran az dsszes répaja elfogyott. Hany répa lehetett a kosaraban az
els® taldlkozas el®tt?

K. 880. Nyolc haromlabu sarkany énekkart alapitott. Mint az kéztudott, egy
haromlabl sarkanynak egy, harom, hét vagy kilenc feje van. A haromfejfek min-
den feje szopran, a hétfejfek minden feje mezzo, a kilencfejfek minden feje alt
sz6lamban énekel, mig az egyfejfiek nem énekelnek, ®k csak karvezet®k lehetnek. A
sarkanyoknak 0sszesen kétszer annyi feje volt, mint laba. Hany fej énekelhette az
O, ha rézsabimbo lehetnék cimf haromszélamu kérusmy egyes szélamait?

K. 881. Andris, Bori, Csaba, Dori, Egon, Fanni és Gabor egy taborban talalkoz-
tak. Andris Fanni kivételével mindenkit ismert kézulik, Borinak harom ismer®se
volt, Csabanak egy, Dérinak pedig feleannyi, mint Egonnak. Fanninak eggyel keve-
sebb ismer®se volt, mint Gabornak. (Az ismeretségek kdlcsdndsek.) Kit ismerhetett
kdzuluk Fanni a tAbor kezdetén?

K/C. 882. Egy ABCDEFGH IJKL szabalyos tizenkétsz6gAC ésFH &atlojara
befelé egy-egy négyzetet irunk. Mutassuk meg, hogy a két négyzetnek van egy k6z6s
csucsa.

K/C. 883. Egy sorozat képzési szabalya a kovetkez®: ha a soroZatleme pa-
ratlan pozitiv szam, akkor a kovetkez® elem legyeBt — 9, ha péaros pozitiv szam,
akkor a kovetkez® legyer2t — 7. Tegyuk fel, hogy a sorozatot két pozitiv szam
alkotja véltakozva: a, b, a, b, ... Mi lehet a ésh?

L1

Bekildési hataridd: 2026. januar 12.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1
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A 2024 2025-6s tanév pontversenyeinek
iskolanként dsszesitett eredménye

Az aladbbiakban azokat az iskolakat gy{jtottik 6ssze, amelyeknek legalabb egy
diakjat felsoroltuk a 2025/6. szamban kdzolt pontverseny eredményekben. A za-
réjelekben az értékelt versenyz®k szama, pontszdmuk 6sszege all az egyes katego6-
ridkban, illetve a tanaraik neve. A szaktanarok neve Ugy szerepel, ahogyan azt a
versenyz®k a regisztraciékor megadtak, ezért el®fordulhat, hogy a tanar nem okta-
téja a versenyz® iskolajanak. Az esetleges névelirasokért szives elnézésiiket kérjik.

A tablazatokban hasznalt jel6lések:
benevezett: benevezettek, akik legaldbb 1 dolgozatot bekildtek;
értékelt: akiknek neve szerepelt a szeptemberi szamban 2024 2025-6s tanévi
pontversenyek eredménylistaiban.

Matematika
K, C verseny A, B verseny Osszesen

Evfolyam | benevezett értékelt | benevezett értékelt | benevezett értékelt
1 8. oszt. 34 23 19 9 41 29

9. oszt. 292 127 52 19 328 145
10. oszt. 176 83 72 27 215 110
11. oszt. 116 22 112 33 184 53
12. oszt. 77 28 53 25 117 51
Osszesen 695 283 308 113 885 388

Béacs-Kiskun varmegye
Baja:
Magyarorszagi Németek Altalanos Mdvelédési Kézpontja Gimnazium 1 versenyz®
(K, C: 1/155).

Kecskemét:

Kecskeméti Banyai Jilia Gimnazium 2 versenyz® (A, B: 2/317; Bogdanyné Pig-
niczki Erzsébet, Reiterné Makra Zsuzsanna),

Kecskeméti Katona Jozsef Gimnazium 2 versenyz® (K, C: 2/207; Arany Tinde,
Csordasné Szécsi Jolan, Reiter Istvan).

Baranya varmegye
Pécs:
Ciszterci Rend Nagy Lajos Gimnaziuma és Kollégiuma 1 versenyz® (K, C: 1/282;
Barati Akos, Gellén Veronika),
Koch Valéria Gimnazium, Altalanos Iskola, Ovoda, Kollégium és Pedagdgiai Intézet
1 versenyz® (K, C: 1/152),
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PTE Dedk Ferenc Gyakorlo Gimnazium és Altalanos Iskola 10 versenyz6
(K, C: 1/167; A, B: 9/396),

Pécsi Janus Pannonius Gimnazium 1 versenyz6 (K, C: 1/427),

Pécsi Lebwey Klara Gimnazium 2 versenyz6 (K, C: 1/196; A, B: 1/123; Kiss Zoltan,
Porkolab Tamas),

Pécsi Tudomanyegyetem Gyakorld Altalanos Iskola, Gimnazium és Ovoda Babits
Mihaly Gimnaziuma 1 versenyz6 (K, C: 1/198; A, B: 1/42).

Békés varmegye
Gyula:
Erkel Ferenc Gimnazium 1 versenyz6 (K, C: 1/221; Székely Andrés).

Oroshaza:
Tancsics Mihaly Gimnazium és Szakkozépiskola 1 versenyzd (A, B: 1/48; Nagyné
Domotor Marta).

Borsod-Abauj-Zemplén varmegye

Miskolc:

Foldes Ferenc Gimnazium 18 versenyzé (K, C: 15/1619; A, B: 3/272; Csendi Balazs,
Csetneki Csilla, Grallert Krisztina, Kovacs Attila Andrasné, Kovacs Attilané,
Kovéacs Beata, Nagy Edina, Szabadfalviné Kormanyos Aniko, T6th Tibor),

Miskolci Herman Otté Gimnazium 38 versenyz6 (K, C: 38/3191; Buza Attila, Gu-
lyasné Nemes Katalin, Madarasz Péter, Pantyané Kuzder Maria, Pilzné Nagy-
laki Tunde, Pilzné Nagylaki Tunde Erika, Takacs Zoltan, Taricska David).

Budapest
Budapest:
Ady Endre Gimnazium 1 versenyz6 (K, C: 1/74),

Baar-Madas Reformatus Gimnazium, Altalanos Iskola és Kollégium 10 versenyz6
(K, C: 8/926; A, B: 2/121; Csanady Gabor Matyasné, Rakamazi Richard),
Békasmegyeri Veres Péter Gimnazium 5 versenyzd (K, C: 3/364; A, B: 2/345;

Dobos S&ndor, Gyenes Zoltan, Holl6 Gabor, Molnar-Szab6 Vilmos, Surényi
L4szl6, Szamadoné Békéssy Szilvia, Szmerka Gergely, Tassy Gergely),
Berzsenyi Daniel Gimnazium 6 versenyzd (K, C: 5/510; A, B: 1/60; Csernovszky
Zoltan, Gal Gyorgyné, Nemecsko Istvan, Okordi Péterné, Sztranyak Attila),
Budai Ciszterci Szent Imre Gimnazium 1 versenyz6 (K, C: 1/111; Stirling Anna),
Budai Nagy Antal Gimnazium 1 versenyz6 (K, C: 1/141; Bugly6né Ludmann Maria,
Dani Péter, Nagy Emese, Szasz Péter),
Budapest I. Keruleti Toldy Ferenc Gimnéazium 1 versenyz (A, B: 1/71),
Budapest I1. Keruleti Rakdczi Ferenc Gimnazium 1 versenyz8 (K, C: 1/156; Csutor
Csilla),
Budapest IX. Kerileti Ledvey Klara Gimnazium 2 versenyz8 (K, C: 2/306),
Budapest V. Kerileti E6tvos Jozsef Gimnazium 7 versenyzd (K, C: 7/1433; Balogh
Andrea, Czirok Adrienn, Horvathné Bujtas Anna, Hujter Balint, Székely Péter),
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Budapest-Fasori Evangélikus Gimnazium 33 versenyz§ (K, C: 33/1682),

Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altalanos Iskola és Gimnazium 39 versenyz6
(K, C: 6/785; A, B: 36/5250; Adam Réka, Bereczki Zoltan, Damasdi Gabor,
Dobos Sandor, Farkas Margit llona, Fazakas Tilinde, Fejes Téth Gabor, Gyenes
Zoltan, Hujter Balint, Kiss Géza, Kocsis Szilveszter, Lenger Daniel, Nagy
Kartal, Pereczes Marianna, Pésa Lajos, Racsamny Anna, Roka Sandor, Simon
Péter, Somodi Zoltan, Suranyi Laszl6, Székely Marton, Szepessy Luca, Szolda-
tics Jdzsef, Terpai Tamés, Yakumo Ran),

Corvin Métyas Gimnazium 1 versenyz§ (K, C: 1/44),

ELTE Apéaczai Csere Janos Gyakorl6 Gimnazium és Kollégium 4 versenyz6
(K, C: 3/358; A, B: 1/140; Antal Zoltan, Csanyi Janos, Suta Judit, Toth Attila),

ELTE Trefort Agoston Gyakorl6 Gimnazium 2 versenyz6é (K, C: 2/144; Ujhazy
Marton),

KMASZC Bercsényi Miklos Elelmiszeripari-Kérnyezetvédelmi Technikum, Szak-
képzd Iskola és Kollégium 2 versenyz6 (K, C: 2/188; Almésy Miklés),

Karinthy Frigyes Gimnéazium 1 versenyz§ (A, B: 1/278; Grof Andrea),

Kempelen Farkas Gimnazium 3 versenyz6 (K, C: 3/794; Pach-Pluhdr Gabriella,
Romhanyi Katalin),

Madéach Imre Gimnazium 1 versenyz6 (K, C: 1/51),

Obudai Arpad Gimnazium 7 versenyz6 (K, C: 6/927; A, B: 1/128; Blumenau-
Szabd Zsuzsanna, Kézér Ildikd, Nemecskoné Szab6 Zsuzsanna, Szamado Laszlo,
Sztojcsevné Fekete Maria, Sztojcsevné Fekete Maria ),

Szent Istvan Gimnazium 8 versenyz6 (K, C: 4/338; A, B: 4/488; Bora Eszter,
Csepregi-Horvath Zséfia, Dankowsky Anna Zéra, Jeneiné Bicsédk Krisztina, Ju-
hész Istvan, Juhdsz Péter, Magyar Zsolt, Molnar-Saska Ildikd, Pdsa Lajos,
Tamas Beata),

Tancsics Mihaly Altalanos Iskola és Gimnazium 1 versenyz6 (K, C: 1/166),

Varosmajori Gimnéazium 23 versenyz§ (K, C: 23/1884; Palfiné Kovacs Erika, Szabo
Marton).

Csongrad-Csanad varmegye
Hdodmezdvasarhely:
Bethlen Gébor Reformatus Gimnazium és Szathméary Kollégium 3 versenyz§
(K, C: 3/161; Prikler Gyorgy).

Szeged:

Déri Miksa Ipari Szakkozépiskola 1 versenyz (K, C: 1/226),

Karolina Gimnazium 1 versenyz6 (K, C: 1/156; Horvath Tamas, Nagy Gabor),

Szegedi Radndti Miklés Kisérleti Gimnazium 65 versenyz§ (K, C: 47/5072;
A, B: 18/1795; Abraham Gabor, Baloghné Cseh Judit, Fronebl Maria, Mike
Janos, Schultz Janos, Szaszkd-Bogarné Eckert Bernadett, Tigyi Istvan),

Szegedi Tudomanyegyetem Bathory Istvan Gyakorlé Gimnazium és Altalanos Iskola
2 versenyz8 (K, C: 2/329; Veres Réka, dr. Matos Zoltan).
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Gydbr-Moson-Sopron varmegye
Gy®r:
Kazinczy Ferenc Gimnazium 1 versenyzf (A, B: 1/123; Pob6czané Kecskeméty
Szilvia),
Révai Miklds Gimnazium és Kollégium 3 versenyz8 (K, C: 1/204; A, B: 2/267).

Hajdu-Bihar varmegye

Debrecen:

Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnaziuma és Altalanos Iskolaja 1
versenyz6 (K, C: 1/134),

Debreceni Fazekas Mihaly Gimnazium 9 versenyz (K, C: 4/824; A, B: 5/581; Ba-
lazs Tivadar, Gaal Istvanné, Kovacs Péter, Mester Gyula, P6sa Lajos, Remeténé
Orvos Viola, Téth Mariann),

Debreceni Reformétus Kollégium Déczy Gimnaziuma 5 versenyz6 (K, C: 5/437),

Péchy Mihaly Mliszaki Kozépiskola 1 versenyzd (K, C: 1/192; Dr. Pink Istvan,
Droftiné Ori Enikd).

Heves varmegye
Eger:
Dob6 Istvan Gimnazium 4 versenyz6 (K, C: 3/422; A, B: 1/193; Bata Zoltan, Biro
Bélint, Pappné Balazs Judit).

Jasz-Nagykun-Szolnok varmegye
Jaszberény:
Lehel Vezér Gimnazium 1 versenyz6 (K, C: 1/180; Nagyné Kontra Nora).

Szolnok:
Verseghy Ferenc Gimnazium 9 versenyz6 (K, C: 9/1872; A, B: 1/118; Dréavucz
Anita, Karakas Zs6fia Noémi, Lapu Béla, Pogany Gyula).

Komarom-Esztergom varmegye
Esztergom:
Arpad-hazi Szent Erzsébet Gimnazium, Ovoda és Altalanos Iskola 1 versenyz6
(A, B: 1/9).

Nograd varmegye
Balassagyarmat:
Balassagyarmati Balassi Balint Gimnazium 1 versenyzd (A, B: 1/226; Hegeds
Csaba).

Pest varmegye
Biatorbagy:
Biatorbagyi Innovativ Technikum és Gimnazium 1 versenyz6 (K, C: 1/241).
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Cegléd:
Ceglédi Kossuth Lajos Gimnazium 1 versenyz6 (K, C: 1/82).

Godollés:
Godolléi Tordk Ignac Gimnazium 4 versenyzé (K, C: 2/265; A, B: 2/305; Budai
Tinde, Thuréczy Erzsébet, Varga Csaba).

Somogy varmegye
Kaposvar:
Kaposvari Tancsics Mihaly Gimnazium 1 versenyz6 (A, B: 1/53; Szigeti Tamas,
Trembeczki Csaba).

Szabolcs-Szatmar-Bereg varmegye
Kisvarda:
Kisvardai Bessenyei Gydrgy Gimnazium és Kollégium 1 versenyzd (A, B: 1/97;
Maklariné Gubik Anna).

Nyiregyhaza:
Szent Imre Katolikus Gimnazium, Két Tanitasi Nyelvl Altalanos Iskola, Kollégium,
Ovoda és AMI 1 versenyz6 (K, C: 1/189; Kallds Béla, Kirdlyné Varga Krisztina).

Vas varmegye
Szombathely:
ELTE Bolyai Janos Gyakorld Altalanos Iskola és Gimnazium 1 versenyz6
(K, C: 1/191; Fekete Marta).

Veszprém varmegye
Papa:
Turr Istvdn Gimnazium és Kollégium 1 versenyz6 (A, B: 1/167).

Veszprém:
Lovassy Laszl6 Gimnazium 2 versenyzd (A, B: 2/164; Mar [y Katalin, dr. Kantorné
Kovécs Csilla).

Zala varmegye
Zalaegerszeg:
Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimnazium 5 versenyz6 (K, C: 5/302; Benke Barbara,
Kiss Zsolt, Schneider Janos).
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Hataron tulrol

Belgium
Brisszel:
Brussels European School | (Uccle)3 versenyz® (K, C: 3/597; Csonka Dorottya).

Kina
Szencsen:
Shenzhen Middle School versenyz® (A, B: 1/96; Wei Wu).
Vuhan:

Qi Yi Middle School 1 versenyz® (A, B: 1/84).

Németorszag
Neufahrn bei Freising:
Oscar Maria Graf Gymnasium 1 versenyz® (K, C: 1/291).

Wuppertal:
Carl-Fuhlrott-Gymnasium 1 versenyz® (K, C: 1/110).

Romania
Csikszereda:
Marton Aron Liceum 3 versenyz® (A, B: 3/557; Csap6 Hajnalka, Pal Olga).
Ersekujvar:
Jedlik Anyos Elektrotechnikai Szakkdzépiskold versenyz® (K, C: 1/189).
Kolozsvar:

Transylvania College 1 versenyz® (A, B: 1/234; Br tf lean-Igna lulia, Simion
Radu).

Székelyudvarhely:
Tamasi Aron Gimnazium 1 versenyz® (K, C: 1/162; A, B: 1/209).

Temesvar:
Bartok Béla EIméleti Liceum 1 versenyz® (A, B: 1/184; P curar Maria).

Szlovakia
Falek:
Fileki Gimnazium 1 versenyz® (K, C: 1/195; A, B: 1/87; Molnar Laszl0).

Galéanta:
Kodaly Zoltdn Gimnazium 1 versenyz® (K, C: 1/76).

Révkomarom:
Selye Janos Gimnaziumé versenyz® (K, C: 6/1993; Edes Erzsébet).

Somorja:
Madach Imre Gimnazium 1 versenyz® (K, C: 1/60; Mészéaros Csilla).
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Vietnam

Ha Tinh City:
1 versenyz6 (A, B: 1/109; Huu Dinh Tran).
Informatika
I verseny

Evfolyam | benevezett értékelt
1-8. oszt. 1 1
9. oszt. 11 4
10. oszt. 24 6
11. oszt. 34 11
12. oszt. 8 6
Osszesen 78 28

Bacs-Kiskun varmegye
Kecskemét:
Kecskeméti Banyai Julia Gimnazium 1 versenyzé (I: 1/338; I: 1/338),
Kecskeméti Bolyai Janos Gimnazium 1 versenyz6 (I: 1/161; I: 1/161; Kutas Tibor).

Baranya varmegye
Pécs:
Pécsi Janus Pannonius Gimnazium 1 versenyzd (I: 1/153; I: 1/153; Gydngyiné
Mester Henriette).

Budapest
Budapest:
Balassi Balint Nyolcévfolyamos Gimnazium 1 versenyz6 (I: 1/216; I: 1/216),
Budapest I. Kerileti Toldy Ferenc Gimnazium 1 versenyz8 (I: 1/58; I: 1/58),
Budapest V. Kerileti Edtvos Jézsef Gimnéazium 1 versenyzd (1: 1/236; I: 1/236),
Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altalanos Iskola és Gimnazium 3 versenyz6
(I: 3/848; 1. 3/848; Nikhazy Lé&szI, Pasztor Attila, Sasdi Mariann, Szoldatics
Jozsef),
Madéach Imre Gimnazium 1 versenyzd (I: 1/80; I: 1/80; Benis Erzsébet),
Sztehlo Gabor Evangélikus Ovoda, Altalanos Iskola és Gimnazium 10 versenyz6 (1
10/729; 1: 10/729).

Gybr-Moson-Sopron varmegye
Pannonhalma:
Pannonhalmi Bencés Gimnazium, Egyhazzenei Szakkdzépiskola és Kollégium 1 ver-
senyz8 (I: 1/95; 1. 1/95; Bella Gabor ).
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Hajdu-Bihar varmegye
Debrecen:
Debreceni Fazekas Mihaly Gimnazium 1 versenyzd (I: 1/140; I: 1/140; Simon
Gyula).

Heves varmegye
Eger:
Dobo Istvan Gimnazium 1 versenyzé (I: 1/100; I: 1/100; Fazekasné Vincze Henri-
etta),
Neumann Janos Gimnazium, Technikum és Kollégium 1 versenyz6 (I: 1/341; I:
1/341).

Jasz-Nagykun-Szolnok varmegye
Szolnok:
Varga Katalin Gimnazium 1 versenyz§ (I: 1/70; I: 1/70; Dedkné Longauer Adél).

Pest varmegye
Godolls:
Godolléi Torok Ignac Gimnazium 1 versenyz6 (1: 1/127; 1: 1/127; Markd Daniel).

Hataron tulrol

Németorszag
Waldkirchen:
Johannes Gutenberg Gymnasium Waldkirchen 1 versenyzg (I: 1/749; |: 1/49).

Romania
Székelyudvarhely:
Tamasi Aron Gimnazium 1 versenyz6 (1: 1/178; 1: 1/178).
Fizika
P, G verseny M verseny Osszesen

Evfolyam | benevezett értékelt | benevezett értékelt | benevezett értékelt
1-8. oszt. 4 1 0 0 4 1
9. oszt. 65 35 6 1 69 35
10. oszt. 58 38 9 8 61 44
11. oszt. 67 47 7 5 74 52
12. oszt. 36 16 3 2 36 16
Osszesen 230 137 25 16 244 148
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Bacs-Kiskun varmegye
Kecskemét:
Kecskeméti Banyai Julia Gimnazium 2 versenyz® (P, G: 2/277; Bakk Janos, Szittyai
Istvan),
Kecskeméti Katona Jozsef Gimnaziuml2 versenyz® (P, G: 12/845; Arany Tinde,
Szalai Péter).

Baranya varmegye
Pécs:
Pécsi Le®wey Klara Gimnaziumb versenyz® (P, G: 4/373; M: 1/52; Almasi Laszl6,
Hegedis Janos, Simon Péter).

Borsod-Abauj-Zemplén varmegye
Miskolc:
Foldes Ferenc Gimnazium4 versenyz® (P, G: 4/134; Bir6 Istvan, Pal Mihaly),
Miskolci Herman Otté6 Gimnazium 1 versenyz® (P, G: 1/166; Dudas Imre, Pantyané
Kuzder Méria, Pilzné Nagylaki Tinde, Veres Palné).

Budapest

Budapest:

Baar-Madas Reformatus Gimnazium, Altalanos Iskola és Kollégiuml versenyz®
(P, G: 1/60),

Balassi Balint Nyolcévfolyamos Gimnaziuml versenyz® (P, G: 1/110; Jakab Hilda),

Berzsenyi Daniel Gimnazium 2 versenyz® (P, G: 1/80; M: 1/35; Baranyai Klara,
Barkdczi Gergely),

Budai Ciszterci Szent Imre Gimnazium 1 versenyz® (P, G: 1/62; Stirling Anna),

Budapest IX. Kerlleti Lebvey Klara Gimnazium 1 versenyz® (P, G: 1/148; Barabas
Péter, Kriska Adam),

Budapest V. Keriileti E6tvos Jozsef Gimnazium4 versenyz® (P, G: 4/310; Feke
Zsolt, Gyertyan Attila, Varga Balazs),

Budapest-Fasori Evangélikus Gimnaziuml versenyz® (P, G: 1/143; Izsa Eva),

Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altalanos Iskola és GimnaziunY versenyz®
(P, G: 7/816; Nagy Piroska Maria, Schramek Anikd),

ELTE Apaczai Csere Janos Gyakorl6 Gimnazium és Kollégium18 versenyz®
(P, G: 15/981; M: 5/148; Gyertyan Attila, Szentivanszki Soma, Zsigri Ferenc),

Karinthy Frigyes Gimnazium 1 versenyz® (P, G: 1/92),

Kempelen Farkas Gimnazium 1 versenyz® (P, G: 1/88; Dezamicsné Babich
Gertrd),

Obudai Arpad Gimnazium 1 versenyz® (P, G: 1/77; Tarr Levente),

Piarista Gimnazium 2 versenyz® (P, G: 2/181; Chikan Eva),

Varosmajori Gimnazium 5 versenyz® (P, G: 5/212; Abram LaszI6).
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Csongréad-Csanad varmegye
Hodmez®véasarhely:
Bethlen Géabor Reforméatus Gimnazium és Szathmary Kollégium 21 versenyz6
(P, G: 21/921; M: 3/46; Berecz Janos, Kovacs Eszter).

Szeged:

Szegedi Radndti Miklés Kisérleti Gimnazium 9 versenyz6 (P, G: 9/600; Csanyi
Sandor, Gutai Arpad Tamas, Mike Péter),

Szegedi Tudomanyegyetem Bathory Istvan Gyakorlé Gimnazium és Altalanos Iskola
8 versenyz8 (P, G: 5/489; M: 3/93; Csiszar Imre, Nagy Tibor).

Hajdu-Bihar varmegye
Debrecen:
Debreceni Ady Endre Gimnazium 1 versenyzd (P, G: 1/111),
Debreceni Reformétus Kollégium Ddczy Gimnaziuma 12 versenyz6 (P, G: 12/302).

Heves varmegye
Eger:
Dobo Istvan Gimnazium 4 versenyzd (P, G: 4/355; Berkes-Sinka Marta, Pecsenye
Pal).

Jasz-Nagykun-Szolnok varmegye
Szolnok:
Verseghy Ferenc Gimnazium 1 versenyz6 (P, G: 1/128).

Nograd varmegye
Balassagyarmat:
Balassagyarmati Balassi Balint Gimnazium 3 versenyz6 (M: 3/29).

Pest varmegye
Cegléd:
Ceglédi Kossuth Lajos Gimnazium 1 versenyz6 (P, G: 1/129).

Godoll®:
Godolléi Torok Ignac Gimnazium 1 versenyzé (P, G: 1/88).

Somogy varmegye
Kaposvar:
Kaposvari Tancsics Mihaly Gimnazium 1 versenyz8 (P, G: 1/92; Hunka Géborné).
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Tolna varmegye
Szekszard:
Szekszardi Garay Janos Gimnazium 1 versenyz6 (P, G: 1/95; Elblinger Ferenc).

Vas varmegye
Szombathely:
ELTE Bolyai Janos Gyakorlo Altalanos Iskola és Gimnazium 1 versenyz6
(P, G: 1/91; Pajer Szabolcs).

Zala varmegye
Zalaegerszeg:
Zalaegerszegi Zrinyi Miklds Gimnazium 4 versenyzd (P, G: 4/201; Bdbics Lilla,
Kovacs Tibor).

Hataron tulrol

Amerikai Egyesilt Allamok
South Bend:
Career Academy South Bend Public Charter School 1 versenyzd (P, G: 1/163).

Németorszag
Neufahrn bei Freising:
Oscar Maria Graf Gymnasium 1 versenyzg (P, G: 1/59).

Waldkirchen:
Johannes Gutenberg Gymnasium Waldkirchen 1 versenyz6 (P, G: 1/20).

Roméania
Székelyudvarhely:
Tamasi Aron Gimnazium 3 versenyz6 (P, G: 3/247; Székely Zoltan).

Szlovakia
Révkoméarom:
Selye Janos Gimnazium 4 versenyz6 (P, G: 4/317; Hevesi Aniko).
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438. ... 123 443. ... ... 458
439. ... 186 444, ... ... 521
440. .......... 250 445. ... 603
441. ... 313

A pontversenyben megoldott

Kitlzott gyakorlatok:

873-876....... 59 893-89%....... 393
877-880....... 123 897-900....... 458
881-884....... 186 901-904....... 521
885-888....... 250 905-908....... 603
889-892....... 313

Kit(izott elméleti feladatok:
5616-5624..... 59 5661-56609..... 393
5625-5633..... 123 5670-5678..... 458
5634-5642..... 186 5679-5687..... 521
5643-5651..... 250 5688-5696..... 603
5652-5660..... 313

Angol nyelvl kivonatok:

Problems in Physics 63, 127, 191, 255, 319,
399, 463, 527, 607

és kitzott matematika és fizika

példak csoportositasa targykorok szerint

A példak szdma mogott zardjelben az oldalszdm olvashatd, ha két szam fordul el6, az elsé a
kitlizés, a masodik a megoldas helyét jeldli. A matematika feladatok felsorolasanak sorrend-
je: A jell nehezebb feladatok, B feladatok, C gyakorlatok, K gyakorlatok, K/C gyakor-
latok. A fizika feladatok felsoroldsédnak sorrendje: M mérési feladatok, G gyakorlatok, P

feladatok.

MATEMATIKA

Aritmetika, algebra (mUveletek szamokkal,
kifejezésekkel, azonossagok):
A. 903 (161); 914 (434); 917 (500); 921
(579); — B. 5430 (34); 5438 (95); 5464
(289); 5471 (371); 5479 (432); 5482
(433); 5487 (499); — C. 1837 (151); 1845
(94); 1863 (370); 1868 (431); — K. 840
(32); 850 (157); 854 (222); 859 (287);
865 (369); 874 (497); 876 (497); 879
(559); 880 (559); — K/C. 862 (287); 868
(369); 872 (431).

Szamelméleti feladatok (egész szamok, prim-
szdmok, oszthat6sag, szdmrendszerek):
— A. 903 (161); 904 (161); 909 (290);
916 (434); — B. 5399 (27); 5434 (34);
5436 (35); 5443 (95); 5445 (96); 5449

574

(160); 5450 (160); 5461 (226); 5464
(289); 5467 (290); 5481 (433); 5485
(433); 5490 (499); 5491 (499); 5496
(578); — C. 1822 (22); 1833 (428); 1838
(33); 1843 (94); 1846 (94); 1857 (225);
1860 (288); 1878 (577); — K. 841 (32);
845 (93); 850 (157); 852 (157); 871
(430); — K/C. 847 (93); 862 (287); 868
(369); 877 (497); 878 (497).

Halmazok (ponthalmazok is):

C. 1875 (498); — K/C. 842 (32); 847
(93); 872 (431).

Valészin(iség, kombinatorika, statisztika (ki-
valasztas, leszamolas, binomialis egyutt-
hatok):

A. 896 (35); 904 (161); 908 (290); 913
(372); 922 (579); B. 5430 (34); 5438
(95); 5442 (95); 5454 (225); 5462 (289);
5470 (371); 5476 (371); 5482 (433); 5498
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(578); 5499 (578); — C. 1846 (94); 1853
(224, 556); 1867 (370); 1876 (498); 1853
(556); — K. 839 (32); 841 (32); 861
(287); 869 (430); 879 (559); — K/C. 873
(431); 877 (497).

Logikai kérdések (jatékok, szinezések, tabla-

zatok, sakktabla):

A. 908 (290); 914 (434); 918 (500);
922 (579); — B. 5448 (159); 5462 (289);
5483 (433); 5488 (499); 5492 (500); 5494
(578); — C. 1838 (33); 1844 (94); 1858
(288); 1870 (432); 1872 (432); 1875
(498); K. 819 (133); 844 (93); 845 (93);
849 (157); 856 (223); 864 (369).

Egyenletek (aranyossag, szazalék):
C. 1845 (94); 1868 (431).

Specialis egyenletek (egész rész, tort rész, ex-

ponencialis, logaritmikus)::

C. 1842 (33, 285); 1880 (577).
Egyenletrendszerek:

C. 1833 (428); 1840 (33); 1852 (159);

1857 (225); 1873 (497); — K. 866 (369).

Egyenl®tlenségek, becslések (geometriai is):

A. 917 (500); 921 (579); — B. 5430 (34);
5435 (34); 5441 (95); 5446 (159); 5447
(159); 5456 (225); 5466 (289); 5468
(290); 5498 (578); 5500 (578); — C. 1837
(151); 1850 (158); — K/C. 857 (223).

Flggvények (széls®érték, hatarérték, fiigg-

vényvizsgalat):
A. 916 (434); 921 (579); — B. 5432 (34);
5459 (226, 490); 5473 (371); 5500 (578);

Polinomok:
A. 898 (36); 904 (161); B. 5432 (34);
5434 (34); 5491 (499); C. 1872 (432).
Sorozatok:
B. 5443 (95); 5445 (96);
5485 (433); 5487 (499); - K/C.
(559); — C. 1848 (158); 1860 (288).
Grafok:
A. 918 (500); — B. 5403 (345); 5454
(225); 5483 (433); — C. 1844 (94); 1855
(224, 556); 1865 (370); 1870 (432); —
K. 881 (559).
Sikmértani bizonyitasok:
A. 897 (35); 902 (161); 910 (290); 912
(372); 915 (434); 919 (501); 920 (579); —
B. 5394 (24); 5402 (29); 5404 (89); 5413

5469 (290);
883
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(153); 5431 (34); 5435 (34); 5437 (35);
5439 (95); 5440 (95, 488); 5444 (95);
5451 (160); 5452 (160); 5455 (225); 5457
(225); 5458 (226); 5460 (226); 5465
(289); 5472 (371); 5477 (372); 5478
(432); 5480 (433); 5484 (433); 5486
(499); 5489 (499); 5495 (578); 5497
(578); 5501 (579); — C. 1822 (22); 1839
(33); 1847 (94, 553); 1849 (158); 1851
(159); 1854 (224); 1859 (288); 1874
(498); 1877 (498); 1882 (577); - K. 860
(287); K/C. 848 (93); 863 (287); 882
(559).

Sikmértani szerkesztések:
B. 5463 (289); — C. 1839 (33);
(370); 1874 (498); — K. 875 (497).

1866

Sikmértani szamitasok:
A. 910 (290); 911 (372); B. 5402 (29);
5446 (159); 5451 (160); 5452 (160); 5455
(225); 5457 (225); 5475 (371); 5489
(499); 5495 (578); — C. 1841 (33); 1847
(94, 553); 1849 (158); 1851 (159); 1864
(370); 1869 (431); 1879 (577); - K. 855
(223); 860 (287); — K/C. 843 (32); 848
(93); 858 (223); 863 (287); 867 (369).

Kombinatorikus geometria, sikidomok dara-
bolasa, sik lefedése:
A. 919 (501); — B. 5474 (371); 5488
(499); — C. 1855 (224, 556); 1881 (577);
— K. 846 (93); 851 (157); 870 (430).

Mértani helyek:
B. 5493 (500).

Koordinatageometria:
B. 5433 (34); 5452 (160); 5493 (500);
C. 1837 (151); 1871 (432).

Trigonometria, goniometria:
B. 5441 (95); — C. 1841 (33); 1856 (225).

Térmértani bizonyitasok:
B. 5433 (34); 5453 (160); 5457 (225); —
C. 1861 (288).

Térmértani szamitasok (térelemek tavolsaga,
szége, felszin, térfogat):
B. 5453 (160); — C. 1861 (288); — K. 853
(158).
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FIZIKA

Kinematika:
G. 873 (59, 297); 874 (59, 299); 877
(123); 881 (186, 448); 893 (393, 585);
901 (521); 902 (521); 905 (603); —
M. 433 (111); 437 (59, 233); 440 (250);
— P. 5589 (57); 5607 (242); 5616 (60,
304); 5619 (60, 306); 5625 (124); 5626
(124, 309); 5643 (251); 5652 (314, 453);
5653 (314); 5670 (459); 5688 (604).
Pontmechanika:

G. 878 (123, 388); 882 (187); 888 (251,
449); 889 (313); 897 (458); 899 (459);
- M. 436 (169); — P. 5599 (238); 5610
(303); 5617 (60); 5618 (60, 246); 5622
(61, 389); 5627 (124, 391); 5629 (124),
5634 (187, 588); 5636 (188, 516); 5642
(189); 5599 (238); 5643 (251); 5644
(252, 592); 5645 (252, 518); 5646 (252,
594); 5660 (316); 5661 (394); 5662
(394); 5671 (459); 5672 (459); 5673
(460); 5678 (461); 5679 (522); 5680
(522); 5681 (522); 5687 (524); 5689
(604); 5690 (604); 5696 (605).

Merev testek mechanikgja:
G. 875 (59); 894 (393); 898 (458); 903
(521); 907 (603); — M. 444 (521); -
P. 5591 (115); 5600 (240); 5611 (243);
5624 (61, 390); 5628 (124); 5635 (188,
515); 5643 (251); 5654 (315); 5663
(394); 5664 (395, 597); 5669 (396, 601);
5691 (604).

Kotelek, lancok, granulalt anyagok mechani-
kaja:
M. 445 (603); — P. 5592 (117);
(459).

Rugalmassagtan:
M. 436 (169); — P. 5654 (315).

Hangtan:
P. 5655 (315).

Folyadékok és gazok mechanikdja:
G. 866 (113); 895 (393); 906 (603); —
P. 5664 (395, 597); 5682 (523).

5671

576

Fénytan:
G. 880 (123, 301); 884 (187); 885 (250);
892 (314); — M. 443 (458); — P. 5595
(118); 5621 (61); 5633 (125); 5640 (188,
591); 5649 (253); 5658 (315); 5667 (395,
599); 5685 (524); 5694 (605).

H®tan:
G. 867 (234); 879 (123, 300); 887 (250);

904 (522); 908 (603); — M. 441 (313,
509); — P. 5612 (245); 5620 (61); 5630
(124); 5637 (188); 5647 (252); 5657
(315); 5665 (395); 5673 (460); 5674
(460); 5692 (604).
Csillagaszat, asztro zika:

G. 890 (314); — P. 5597 (120); 5610
(303); 5619 (60, 306); 5623 (61); 5629

(124); 5636 (188, 516); 5642 (189); 5646
(252, 594); 5672 (459); 5689 (604).

Statisztikus zika:
P. 5650 (253).

Elektrosztatika:
G. 886 (250); 890 (314); — P. 5575 (55);
5622 (61, 389); 5631 (124, 311); 5632
(125, 452); 5638 (188); 5651 (253, 596);
5666 (395); 5675 (460).

Magnetosztatika:
— P. 5696 (605).

Egyenaramu halézatok:
G. 868 (236); 876 (59, 300); 883 (187);
891 (314, 513); 896 (394, 586); 899
(459); 900 (459); 904 (522); - M. 439
(186, 446); — P. 5604 (175); 5648 (252);
5656 (315); 5676 (460); 5677 (461); 5683
(523); 5684 (523); 5693 (604).

Valtéaramu haloézatok:
P. 5615 (178); 5639 (188, 517).

Atom zika és mag zika:
P. 5641 (189); 5659 (316, 455); 5668
(396); 5677 (461); 5695 (605).

Egyéb:
M. 437 (59, 233); 438 (123, 386); 442
(393, 511); - G. 5623 (61); 5633 (125);
5686 (524).
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A C pontversenyben Kit(izott gyakorlatok
(882-883., 1878-1882.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 882. A szbvegét lasd a K feladatoknal.
K/C. 883. A szdvegét lasd a K feladatoknal.

Feladatok mindenkinek

C. 1878. Hany olyan tizes szamrendszerbeli négyjegy( pozitiv egész szam van,
amelyben legfeljebb az egyik szdmjegy oszthat6 3-mal, a szamjegyek dsszege 15, a
szdmjegyek 3-as maradékainak dsszege pedig 6?

Javasolta: Biré Béalint (Eger)

C. 1879. Adott az asztalon egy konvex n-szdg, amelynek minden oldala 2 egység
hosszlsagu. A sokszég minden cstcsaba egy egységsugaru korongot helyeziink gy,
hogy a szomszédos korongok érintsék egymast. Az igy létrejott alakzaton kivilrél
végiggorgetiink egy ezektdl kiilonbdz8 egységsugard korongot Ggy, hogy az a végén
a kiindulasi helyére keriljon. Hatarozzuk meg n fliggvényében, hogy 6sszesen mek-
kora szdggel fordul el ez a korong a végiggdrgetés soran.

német versenyfeladat

C. 1880. Oldjuk meg a természetes szamok halmazan az (x + 1)! = x3 — x egyen-
letet.

Javasolta: Biré Balint (Eger)

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1881. Adott egy n x n-es sakktabla, melyet szeretnénk lefedni atfedésmen-
tesen 3 négyzetbdl allé L betlikkel agy, hogy legfeljebb egy mez6 maradjon Uresen.
Mutassuk meg, hogy ez tetsz6leges n & 3 pozitiv természetes szdmra megtehetd.
(Az L bet(ik minden oldala racsvonalra kell, hogy essen.)

Javasolta: Czett Matyas (Zalaegerszeg)
C. 1882. Legyen ABCD konvex négyszdg, az ABD haromszog beirt kdérének

kdzéppontjat jeldlje 1. Mutassuk meg, hogy ha CB =CD =ClI, akkor ABCD
hdrnégyszdg.

Javasolta: Vigh Viktor (Sandorfalva)
L1

Bekildési hatarid6: 2026. januar 12.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

L1
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A B pontversenyben kit(izétt feladatok
(5494-5501.)

B. 5494. Anna és Béla a kdvetkez6 jatékot jatsszak egy 2 x 2026-os tablan.
Felvaltva helyeznek le domindkat a tablara, egészen addig, amig mar nem lehet
0j dominot elhelyezni. Ha ekkor a tabla teljesen le van fedve, akkor Anna nyer,
kulénben Béla. Kinek van nyer§ stratégidja, ha Anna kezd? (Egy domind két
élszomszédos mezét fed le. A domindk nem ldghatnak le a tablardl és nem fedhetik
egymast.)

(3 pont) Javasolta: Lovas Marton (Budakalasz)

B. 5495. Egy derékszdgld haromszog befogdi a és b, atfogdja c, beirt kdérének
sugara r. Mutassuk meg, hogy

2r2 =(c—a)(c—h).
(3 pont) Javasolta: Kiss Géza (Cs6mor)

B. 5496. Jeldljuk p(r)-rel egy r pozitiv egész szam pozitiv osztéinak a szor-
zatit. Adott n pozitiv egész szam esetén hatérozzuk meg azokat a k pozitiv egész
szamokat, amelyekre p(k™) egy egész szdm n-edik hatvanya.

(4 pont) Javasolta: Horvath Aron (Nemesb&d)

B. 5497. Adott egy AB végpontu k koriv, a felez6pontja F. Egy kér a P pontban
beltlrdl érinti k-t, és a Q pontban érinti az AB szakaszt. Mutassuk meg, hogy az
APQ és BPQ korok sugarainak 0sszege egyenld az AF szakasz hosszéval.

(4 pont) Javasolta: Németh Laszl6(Fonyod)

B. 5498. Legyen n [Zlegy adott pozitiv egész. Az 1,2,...,n szamok mely
ai,apz,...,an permutacidjara lesz

ajap +agag+:---+an 18n

maximalis?
(5 pont) Javasolta: Lovas Marton (Budakalasz)

B. 5499. Egy szabalyos 45-sz6g minden cstcsat kiszineztik a piros, sarga és zold
szinek valamelyikével; mindegyik szinnel 15 cstcsot. Egy haromszdg piros (sarga,
z6ld), ha mindharom csucsa piros (sarga, zold). Bizonyitsuk be, hogy van harom
egybevago haromszog, amelyek kdzil az egyik piros, a mésik sarga, a harmadik
zold.

(6 pont) Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhaza)

B. 5500. Hatarozzuk meg |a| + |b| + |c| + |d| + |e| legkisebb lehetséges értékét, ha
az x8 +ax® + bx* + cx® + dx? + ex + 1 = 0 egyenletnek van valds gyoke.

(5 pont) Javasolta: Somogyi Akos(London)
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B. 5501. Az ABC haromszdg beirt kére a BC, CA, AB oldalakat rendre a
D;E;F pontokban érinti, az F ponttal atellenes pont a beirt kéron G. A GD és
GE egyenesek az AB egyenest a DY illetve E Ppontokban metszik. Mutassuk meg,
hogy az AED Més BDE “korok a beirt korén metszik egymast.

(6 pont) Javasolta: Jarmai Roland (Budapest)

L1

Bekildési hataridd: 2026. januar 12.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

L1

| < |

Az A pontversenyben Kitlzott nehezebb feladatok
(920-922.)

| < |

A. 920. Adott egy nem egyenl§ szard ABC haromszég, melynek kérilirt kérét
jeloljuk -val. Legyen ! o az A cslcshoz tartozd mixtilinearis beirt kér (azaz az
a kor, ami érinti az AB;AC oldalakat és -t bellrél). Hasonléan definidljuk az
I g;! ¢ koroket. Jeldlje az ! a;! g;! ¢ korok -n 1év6 érintési pontjait rendre Ta; Tg
és Tc.

Mutassuk meg, hogy az ! a;! g;! ¢ kérok Monge-egyenese (azaz a hdrom kor
paronként vett kilsé hasonlésagi kdzéppontjain &tmend egyenese) egybeesik az
ATcBTACTg hlrhatszég Pascal-egyenesével (azaz az ATc n TAC, TcB nCTg,
BTa n TgA pontokon atmend egyenessel).

Javasolta: Sha Jingyuan (Budapest)

szamok, melyek szorzata n — 1. Mutassuk meg, hogy

1 1 1
X1+ it Xp— g+t —— < (n—1)}"n:
X7 xn

Javasolta: Ban-Szab6 Aron (Palaiseau)

A. 922, Roégzitsink két pozitiv egész szamot, a-t és b-t. Legyen n egy pozitiv
egész szdm, és T egy an x bn-es tabla mezGinek egy fekete—fehér szinezése, melyben
van legalabb két fehér mez6. Csigusz, a csiga elindult egy fehér mez6rél, bejarta az
osszes fehér mez6t pontosan egyszer, majd visszaért a kiindulé mezéjére, mindezt
agy, hogy végig csak oldalszomszédos fehér mez6k kozott haladt. Ezutan észrevette,
hogy ezt pontosan egyféleképpen tudta megtenni (vagyis azutan, hogy elindult, mar
csak egyféleképpen tudta befejezni a kérutat).
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Jeldlje T, azonT szinezések halmazéat, melyekre teljesil a fenti tulajdonsag, és
jelélie @(T) a fehér mez®k szd&mat -ben. Mutassuk meg, hogy

. T
L= lim maxrer,, ¢(T)
nil abn?

létezik minden pozitiv egésza ésh esetén, és hatarozzuk med. értékét.
Javasolta: Lovas Méarton ésBeke Csongor (Cambridge)

L1

Bekildési hatarid®: 2026. januéar 12.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet

1
‘ Informatikabol kitfzott feladatok
T (679 682.)
frr T W

I. 679. Egy kisvaros utcain és terein a meleg nyari napokon a fakat és mas koztéri
ndvényeket locsoljak. A modern locsolékocsi adatrégzit®je feljegyzi, hogy az egyes
novényeknél hany liter vizet hasznalt fel a kertész.

Készitsiink programot i679 néven, amely megadja a locsolasi adatok atlagat,
moéduszat, medianjat és az éppen ennyit fogyaszto els® novények sorszamat, vala-
mint, hogy hany névény locsolasanal hasznaltak fel éppen ennyi vizet.

A program standard bemenetének els® soraban a meglocsolt ndvényiiszama
(1 CNICIDO00) és egy ndvény locsolasahoz felhasznalt viz maximalidl térfogata
(1 CMI200) literben van szokdzzel elvalasztva. A kdvetkez® sorban aX névény
locsolaséhoz felhasznalt vizX V5] [Mlegész szam) térfogata szerepel.

A program standard kimenetére harom sort irjunk ki, bennik az adatokat sz6-
kozzel elvalasztva. Az els® sorba az atlagos locsolasi térfogatot egész szamra kere-
kitve, az els® éppen atlagos vizfogyasztdé névény sorszamat, és hogy hany névényt
locsoltak éppen ennyi vizzel. A masodik sorba irjuk ki a locsolasi térfogatok mo-
duszét (tobb modusz esetén a legkisebbet), valamint az els® ennyivel locsolt nbvény
sorszamaét, illetve dsszes szamat. A harmadik sorban a vizmennyiségek medianja
legyen, az els® ennyi vizzel locsolt névény sorszama, majd az éppen ennyivel lo-
csolt névények szama. Ha az adott kozépértéknek megfelel® vizzel egy ndvényt sem
locsoltak, akkor a masodik szam az adott sorban legyer-1.

Bemenet: Kimenet:
11 100 18 3 4
48 15 18 18 15 18 8 1511 18 10 | 18 3 4
1523

580 Ko6zépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/9



Bekuldend6 egy tomoritett i679.zip allomanyban a program forraskddja és révid
dokumentécidja, amely tartalmazza a megoldas révid leirasat, és megadja, hogy a
forrasallomany melyik fejlesztdi kérnyezetben fordithato.

(10 pont)

I. 680. Nézzilk meg a mintat, és nyissuk meg a mellékelt F1-2024.xlsx tablazatot.

A B C D E = G H ] J F
1 |Futam Varos Futam napja Futamkor Palyahossz[m] Versenytdv[km] Futamidd  Helyezés Rajtszdm Versenyzd Szid
2 .Bahreini'negydl'] Szahir 2024.03.02 37 5408 308,256 1:31:44.742 1 1 Max Verstappen 1
3 |Bahreini nagydij Szahir  2024.03.02 57 5408 308,236 2 11 Sergio Perez 1
4 |Bahreini nagydij Szahir  2024.03.02 57 5408 308,256 3 55 Carlos Sainz 19
5 |Bahreini nagydij Szahir  2024.03.02 57 5408 308,256 4 16 Charles Lecterc
6 |Bahreini nagydij Szahir  2024.03.02 57 5408 308,256 5 63 George Russell
7 |Bahreini nagydij Szahir  2024.03.02 57 5408 308,256 & 4 Lando Norris }f
.\B_._:ﬁ'-d" e T LI AP s e AGHE N A Ao AR AN s SAEE I L e R b, g ALt g o g
: K L M N Q B Q R
‘ Szilletésiidd Csapat Rajtpozicio Kordk MNemmindsitett Pont Leggyorsabb kir  Leggyorsabb korido
5 1957.09.30 Red Bull Racing Honda RBPT 1 57 26 Yes 1:32,608
1590.01.16 Red Bull Racing Honda RBPFT 5 57 18 No 1:34,364
P, 1994.09.01 Ferrari 4 57 15 No 1:34,507
\ 1897.10.16 Ferrari 2 57 12 No 1:34,080
: 1998.02.15 Mercedes 3 57 10 No 1:35,065
19991103 MclarenMgrcedes | L. e T o 5T e BNO e 34476 |

A téblazat a Formula 1 2024-es nagydijainak néhany adatat tartalmazza.
480 sorbol és 18 oszlopbdl all. Azért ilyen nagy, mert az adatokat redundéansan
— indokolatlanul tébbszérdsen — tarolja.

Ezeket az adatokat — kés6bbi felhasznalas céljabdl — alakitsuk at adatbéazis tab-
lakké. Ha alaposan atvizsgéljuk az adatokat, hét kulonboz6 entitas adatai keve-
redtek Ossze, ebbél négy a Futam, a Csapat, a Versenyz§ és az Eredmény.

1. Valogassuk szét e négy entitashoz tartoz6 adatoszlopokat. Figyeljink arra,
hogy a tobbiekbdl kiszamithaté vagy megadhatdé oszlop ne szerepeljen egyik
adattablaban sem.

. A maradék oszlopok alapjan allapitsuk meg a maradék harom entitast.

3. Hét 0j munkalapon, amelyek neve az egyes tablak/entitasok nevével egyezd,

jelenitsiik meg a megfelel6 tabla adatait.

4. Egészitsik ki szamlalé tipusu els6dleges kulcsokkal a tablakat, valamint Ujabb
mezdk bevezetésével biztositsuk a tablak kozotti kapcsolatot. és a tablak kap-
csolatat biztosité mezdkkel a tablakat.

5. Jelenitstik meg egy Uj munkalapon a tablak kapcsolatat a minta szerint.

N

A B @ D E

1 Csapat Versenyz6 Futam 4
2 csapatlD versenyzélD futamiD f
3 csapatnév veresenyzonév futamnév 4
4 sziiletésiidd Varos f
5 rajtszam futam napja {
6 csapati futamkér “;
S A e R SRET ) [ B PUIF FUNF 4 RN AP et
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6. Egészitsik ki a tablakat azokkal a mez®kkel, amelyek a tablak kapcsolataiért
felel®sek!
7. Készitsiik el az F1-2024.sql széveges allomanyt.
a. Ez tartalmazza az adatbazist létrehozé SQL parancsokat,
b. a tablakat |étrehozé SQL parancsokat,
C. és az adatokat a tablaba beszir6 SQL parancsokat!

Bekildend® azi680.zip tomortett &llomanyban a munkafiizet az eredeti nevén,
az F1-2024.sql allomany és egy rovid dokumentacid, a tablazatkezel® neve, verzio-
szama.

Letolthet® fajl: F1-2024.xlsx
(10 pont)

I. 681. Budapest turistalatvanyossagai k6zé tartoznak a szobrok, amelyek szét-
szoérva taladlhatok a varosban népszery és kevésbé latogatott helyeken. A koztéri
szobrok adatai a bpszobrok adatbazisban alinak rendelkezésre.

Az adatbazis a kovetkez® tablakat tartalmazza:

Tablak:
szobor (id, cim, ev, kerulet, hely)
id A szobor azonositoja (szam), ez a kulcs
cim A szobor elnevezése (szbveg)
ev Melyik évben &llitottak fel az alkotast (szam); Ures, ha az adat
nem ismert
kerulet Melyik budapesti kertletben talalhat6 (szam)
hely A szobor jelenlegi kdztertileti helye (széveg)

alkoto (id, szoborid, nev)

id A szobor alkotéjanak, illetve alkotéinak azonositéja (szam), ez a
kulcs

szoborid A szobor azonositéja (szam); egy-egy szobrot tdbben is készit-
hettek

nev A mfvész neve (szbveq); a mivészek kozott nincs két azonos nev

anyag (id, szoborid, nev)

id A szobor anyaganak, illetve anyagainak azonosit6ja (szam), ez a
kulcs

szoborid A szobor azonositdja (szam); egy-egy szobor tébbféle anyagbdl is
készilhetett

nev Az anyag neve (széveq)
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g & bpszobrok alkoto g & bpszobrok szobor ﬂ £ bpszobrok anyag
@ id 1 int(11) @ id :int(11) i :id s int(11)

# szoborid : int(11) P 2 ¢im : varchar(100) { & szoborid : int(11)

£ nev : varchar(50) # ev:int(11) 2 nev : varchar(50)

# kerulet : int(11)

5 hely : varchar(100)

A kovetkezd feladatok megoldasat rogzitsik a szobrok megoldas.sgl allo-
manyban a feladatok végén zarojelben megadott névvel. A javitas soran csak ennek
az allomanynak a tartalma lesz értékelve. Ugyeljiink arra, hogy a lekérdezésekben
pontosan a kivant mez6k szerepeljenek, felesleges mez&t ne jelenitsiink meg.

1. A bpszobrok.sgl allomany tartalmazza az adatbazist és a tablakat létrehozé,
valamint az adatokat a tablaba beszaré SQL parancsokat. Futtassuk a lokalis
SQL szerveren a bpszobrok.sgl parancsfajit.

2. Soroljuk fel lekérdezés segitségével abécérendben a Margitsziget szobrainak
cimét és a felallitasuktol eltelt id6t. (2margit)

3. Készitstink lekérdezést, amely megadja az észak-pesti, azaz a 4., 13. és 15.
kerililetek szobrainak cimét, kerliletét és kdzterileti helyét. (3eszal

melyik évben Allitottdk fel a legtébb szobrot, és ez hany alkotast jelent.
(4legtobb)

5. A koztéri szobrokat kiilénb6z6 anyagokbol készitik. Adjuk meg lekérdezés segit-
ségével, hogy az egyes nyersanyagokat hany szobor elkészitéséhez hasznaltak.
A listdban darabszam szerint csokkenéen jelenitsik meg a nyersanyagneveket
és a darabszamokat. (5anyagok)

6. Soroljuk fel az Anonymus szobranal kordbban felallitott alkotasok cimét és
felallitasuk évét. A lista az alkotasok cime szerint abécérendben jelenjen meg.
(6anonymus

7. Liszt Ferencnek tobb szobra lathato a varosban. Lekérdezés segitségével hata-
rozzuk meg, hogy a Liszt Ferenc-szobrok alkotdinak milyen mas cim( alkotasaik
vannak még felallitva Budapesten. A listaban a Liszt Ferenc-szobrok cime ne
jelenjen meg, de a tébbi alkotas cime és a szobraszok neve szerepeljen. (7liszt)

8. Sokféle alapanyagbdl készitenek szobrokat, de a legnépszer(ibb a mészkd és
a bronz. Készitsuink lekérdezést, amely megadja, hogy az adatbézisban hany
olyan vegyes technikju szobor van, amely egyszerre tartalmaz mészkovet és
bronzot. (8vegye9

9. Azon mlivészek nevét keressiik, akiknek szobrai 1990-t6l Iathatok a varosban, de
el6tte nem volt feldllitott mlvik. Készitsik el a sziikséges lekérdezést. (9valt)

Letolthetd allomany: bpszobrok.sql
(10 pont)
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I. 682. Andras széles konyvespolcan egyméas mellett sorakoznak a kdnywvek.
A legtobb konyv Andrés kedvenc szerz6itél van, némelyiktél jo néhany, de vannak
olyan szerzék is, akiktdl csak egy konyv. Andras kényvei egy sorban egymas mel-
lett vannak a polcon, semmilyen szempontbdl nincsenek rendezve, és Andras nem
szeretné Gket atrendezni. Azért, hogy mégis jobban elkiléniljenek, kitalalta, hogy
mindegyik kdnyv kapjon egy megfelel§ szind papirkdtést. Az azonos szerz6t6l szar-
mazo6 konyvek azonos szint kapjanak, de ezt a szint kaphatjak még mas szerz6tél
szarmaz6 konyvek is. De az nem fordulhat el6, hogy két egymas melletti kdnyv
azonos szind, de nem azonos a szerz6juk. Andras alaposan elgondolkodott azon,
hogy végul is hany kilénbdz6 szinli papirt kell vennie a bekdtéshez, és melyikb6l
mennyit.

Készitslink programot i682 néven, amely a polcon sorakozé kényvek szama és a
konyvek szerz8i ismeretében kiszamitja, hogy legkevesebb hany szint kell hasznalni
a bekdtéshez, illetve melyik szinnel hany konyvet kell majd bekédtni.

A program standard bemenetének elsé soraban a konyvek szama (1 <N < 500)
szerepel. A kovetkezd sorban egy-egy székozzel elvalasztva N darab egész szam
taladlhatd: az i-edik szam a polcon taldlhato i-edik kdnyv s; szerzdjét jelenti
(1 =sj =N). Természetesen minden szerzének egyedi szdma van, amely pontosan
az 6 konyveit jeldli.

A program a standard kimenet els6 soraba irja ki, hogy legalabb hany szint
kell hasznalni a bekdtéshez, a kimenet masodik sordba szokdzzel elvalasztva adja
meg, hogy az egyes szinekhez hany konyv tartozik, a kimenet harmadik sordban
adja meg a kényvek egy lehetséges szinezését. A program sorrendben adjon szint
a konyveknek, az els6 kdnyvnek az 1-es szint, a kévetkezd eltér6 szinl kényvnek a
2-es szint és igy tovabb.

Példa:

Bemenet: Kimenet:
12 3
343323542736|/633
121131321312

Bekuldend6 egy tomoritett i682.zip allomanyban a program forraskédja és révid
dokumentécidja, amely megadja, hogy a forrasallomany melyik fejleszt6i kornye-
zetben fordithato.

10 pont
(10 pont) L

Bekuldési hataridd: 2026. januar 15.
Elektronikus munkaftizet: https://www.komal . hu/munkafuzet

L1
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Fizika gyakorlatok megoldasa
L

G. 893. A folyos6 padlojara leteritett, 4 m hosszlsagu sz6nyeget négyrét (négy
egyforma rétegben) 6sszehajtjuk agy, hogy bal oldali szegélyét (B) megfogjuk, és
folyamatosan 20 cm/s nagysagu, vizszintes iranyu sebességgel el6szor jobbra, azutan

balra, majd ismét jobbra visszik. (Lasd az abrat!)
a) Mennyi id6t vesz igénybe a sz6nyeg Osszehajtasa?
b) Az 6sszehajtds megkezdésétl mért 5 s elteltével a sz6nyegnek milyen hossza
darabja rendelkezik jobbra iranyuld sebességgel? A sz6nyeg vékony, kdnnyen hajthatd

anyaghol készilt, és nem cslszik meg a padléon. Az iranyvaltoztatasok pillanatsze-
rden kovetkeznek be.
% ’ /)
) A—
1m
=

B,
Tornyai Sandor fizikaverseny, HodmezGévasarhely

(4 pont)
Megoldas. a) A szényeg B szélét allandd v =20 cm/s sebességgel huzzuk, mig
a J széle végig egy helyben marad. Az dsszehajtas Iépései az 1. abran lathatok.
J

Kiindulas:

1. hajtas:
3m
4m
//—\
. 2m

2. hajtas:

Im

2m +

2m

— T

3. hajtés: """"_é
S 1lm 1m

1. abra
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Az 1. abrarol leolvashatd, hogy a szényeg B széle (és vele egyiitt a kezlink)
Osszesen s =6+4+2 =12 m utat tett meg. Ezt v =20 cm/s = 0,2 m/s sebességgel

t_§_ 12m
v 0,2m/s

=60 s=1 perc

id6 alatt lehetett megtenni. Tehat a szényeg dsszehajtasa 1 percig tartott.

b) t; =5 s alatt a szényeg B széle s; =vt; =0,2 cm/s-5 s =1 m utat tesz meg.
Azonban a hajtas feleakkora sebességgel mozog, igy ekdzben csak 3 = 0,5 m-t tesz
meg, ahogy ez a 2. abran is latszik.

Im

A
05m 05m
2. abra

Ebbdl kovetkezéen a sz6nyegnek 5 =0,5 m hossz( darabja fog ebben a pilla-
natban jobbra iranyul6 sebességgel rendelkezni.

Csikos Attila (Budapest, Varosmajori Gimn., 9. évf.)

70 dolgozat érkezett. Helyes 22 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 27, hianyos
(1-2 pont) 18, hibéas 3 dolgozat.

Rs G. 896. Ot ellenallast kapcsolunk az abra szerint egy
— K 24 V-os fesziiltségforras A és B kimenetére. Az ellenal-
lasok: R1 =40 Q, R, =50 Q, R3=R;=10 Q és Rg =
=20 Q.
|:| Ry Rs |:| Rz a) Hatéarozzuk meg az aramkor eredd ellenallasat a
kapcsol6 zart és nyitott allasaban!
,il b) Mennyivel valtozik meg az Ry ellenallas teljesit-
— ménye, ha a zart kapcsolot kinyitjuk?
oA oB (4 pont) Kozli: Veres Dénes, Szolnok

Megoldas. a) Ha a K kapcsol6 nyitva van, akkor az R,, Rz és R, ellenallasok

sorba vannak kotve, és az R; ellenallas pedig velik parhuzamosan. igy nyitott
kapcsol6 esetében az eredd ellenallas:
R]_(Rz +R3+ R4) _ 40-70
Ri+R;+R3z+R; 40+70
(Itt a x jel a ,,replusz” maveletet jel6li, ami a reciprokok 6sszegének reciprokat irja
le roviden.)

Zart kapcsol6 esetén a kapcsolas bonyolultabb, az attekinthetdség érdekében
érdemes atrajzolni (abra a taloldalon).

A soros és parhuzamos kapcsoldsok egymésutanja alapjan az ered6 ellenallés:
Rz =R1 % (R2+Rs %< (R3 +Ry)).
Ez kifejtve nagyon bonyolult képlet, érdemes tobb 1épésben kiszamitani:

RnyZRlx(R2+R3+R4)= Q=2550Q.
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R,
Ry I
1
LI
R,
1
)
A oB

R3+R;=2-10 Q=20 Q,
Rs % (R3+R4) =20 Q%20 Q=10 Q,
R, +Rs % (R3+R4) =50 Q+10 Q=60 Q,
40 - 60
40+ 60

Az ered§ ellenallas tehat zart kapcsolo esetén R, =24 Q, nyitott kapcsolonal
pedig Rny = 25,5 Q, tehat a kapcsold kinyitasakor kis mértékben megnovekszik.

RZ:R]_X(R2+R5X(R3+R4)):40QXGOQ: Q=24 Q.

b) Mindkét esetben meghatarozzuk az R4 ellenallason es6 fesziiltséget, és aztan
abbdl a rajta disszipalddo teljesitményt. Nyitott kapcsolé esetén a sorba kapcsolt
R2, R3 és R4 ellenallasokon U =24 V fesziiltség esik, igy az R4 ellenallasra es6
feszliltség a fesziiltségosztd képlet alapjan:

_ Re 4,10
R,+R3z+R; ~ 50+10+10

Zart kapcsol6 esetén az U =24 V fesziiltséget el6szor az egymassal sorba kap-
csolt Rs < (Rz +R4) =10 Q és R, =50 Q kozott kell elosztani:

Rs % (Rs +Ry) _ 10
R,+Rsx<(R3+Rs)  50+10
majd ezt kell tovabb osztani a sorosan kapcsolt Rs és R, ellenallasok kozétt. Ezek
egyforma nagysaguak, igy a fesziltség felez6dik:

Usny = .24V =343 V.

24V =4V,

Uzgs, =

U
Us, = 3;5'2 =2V.

Az ellendllason disszipalodd teljesitmény nyitott kapcsolonal:

2

U
Pany = ;:y =12 W,

zart kapcsolonal pedig:

uz,

R4

A teljesitmény tehat kdzel haromszorosara névekszik a kapcsol6 kinyitasakor.
Blaskovics Balint (Budapest, NKE Obudai Arpad Gimn., 9. évf.)

49 dolgozat érkezett. Helyes 23 megoldas. Kicsit hianyos (3 pont) 4, hidnyos (1-2 pont)
17, hibas 5 dolgozat.

Py, = =0,40 W.
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P. 5634.Egy rajztabla és egy rajta nyugvé konyv kdzétt a surlédasi egyltthato .
A rajztabla egyik szélét lassan emeljik.

a) Mekkora a hajlasszdg esetén csuszik meg a kdnyv?

b) Mekkora a tabla 2a hajlassz6gl helyzetében a lecslsz6 kdnyv gyorsulasa?

c) Mekkora az a legkisebb vizszintes gyorsulas, amivel a 2a hajlasszég(i tablat
elére kellene tolni ahhoz, hogy a kdnyv ne csisszon meg?

Fizika feladatok megoldasa

A csUszasi és a tapadasi surlodasi egyutthatot tekintsiik egyenlének. Az eredmé-
nyeket U és g segitségével adjuk meg.

(5 pont) Kézli: Honyek Gyula, Veresegyhéaz
I. megoldas. a) Egyensuly akkor all fenn, ha a lejtével parhuzamos és a lejtére
merdleges erék ereddje is nulla. Az mg nehézségi erét lejtével parhuzamos és lejtére
merd6leges komponensekre bontva, a nyomdéer6t Ni-nel, a surlédéasi erét S;-sel
jelolve:
mgsina =Sy,
mgcosa = Nj.

Hatéaresetben
S1 = HUNg,

ezt az els6 egyenlet jobb oldaldba beirva, majd N; értékét a masodik egyenletbdl

kifejezve kapjuk:
mgsina = pmgcosa,

amibdl
tga=p
és
o =arctg .
b) Jeldlje a kdnyv keresett gyorsulasat a megadott helyzetben a. Felirhatjuk a
lejtével parhuzamos irdnyban a dinamika alapegyenletét:

ma = mgsin2a — S, = mgsin2a — umg cos2a,

ahol felhaszndltuk, hogy az a) részben kévetett gondolatmenet alapjan a strlédasi

eré most:
S; = UN2 = umgcos2a.

A 1 =tga eredmény behelyettesitése és egyszerdsités utan:

a=g(sin2a —tgacos2a).
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A kétszeres szogek szogfliggvényeire ismert 6sszefliggések:

. 2tga 1—-tg?a
sm2a:792, cosZazigz.
l1+tg a l1+tg a

Ezeket beirva és rendezve:

2 - 3
2tga 0ll—tg a _ tga+tg a_ taq =
1+tga g 1+tg?a g 1+tg?a gtga=He-

Tehat a kdényv gyorsulasa ekkor a = pg.

c) Legyen a tabla minimalis gyorsulasa ag. Vizs- N3
galjuk a mozgast a lejt6hoz rogzitett vonatkozta-
tasi rendszerben, ebben a kényv nyugalomban van. S3
Ugyanakkor, mivel nem inerciarendszerben dolgo-
zunk, fel kell venniink egy, a tabla gyorsulasaval el- ,/2a\Mag
lentétes iranyd, map nagysagu tehetetlenségi er6t
is (1. abra). Az elébbieknek megfelel6en ezt is lej-
tével parhuzamos és lejtére merdleges komponen-
sekre bontjuk.

Az egyensuly feltétele a megcsuszas hataranal
(a tébla minimalis gyorsulasanal): mg

\J
mg sin2a —mag cos2a = Sg, A

mg cos2a + mag sin2a = N, 1. &bra
Sz = MN3.

N

2a

Ebbdl az a) részhez hasonléan:
mg sin2a — mag cos 2a = (Mg cos2a + mag sin 2a),
amelybdl rendezve:
ag(psin2a + cos2a) = g(sin2a — pucos2a).

Ismét felhasznélva a u = tga egyenl@séget és a kétszeres szogek szogfliggvényeire
mar hasznalt 6sszefiiggéseket:

, [ ] )
2tga +l—tga _ 2tga 1-tg°a

ap, tga = a
o W 1+tg?a 1+tg’a J 1+tg?a g 1+tg?a

majd mindkét oldalon k6z6s nevezére hozva, dsszevonva és egyszerdsitve:

ao = gtga = ug.

A tablat tehat legalabb ag = pg gyorsulassal kell el6re tolni ahhoz, hogy a kényv
ne cslsszon meg.

Klement Tamas (Pécsi Lebwey Klara Gimn., 12. évf.)

Megjegyzések. 1. A feladatnak csak akkor van értelme, ha 2a <907, és igy p< 1.
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2. A feladat c) része megoldhato inerciarendszerben is: ilyenkor a harom er6 a kdnyvet
ao gyorsulassal gyorsitja vizszintesen (hogy ne mozogjon a lejtéhoz képest). Ekkor az
eréket célszerl vizszintes és fligg6leges komponensekre bontani. A mozgésegyenletek:

mg = N3 cos2a + Szsin2q,
mao = N3sin2a — Sz cos2a,
S3 = UNg,

amelybdl a minimalis gyorsulasra ugyanazt az eredményt kapjuk.

3. A feladat a lejté legkisebb gyorsulasat keresi, de meghatarozhatjuk a legnagyobb
gyorsulast is, amely esetében a kényv nem csuszik meg. Ekkor a surlédasi erd nagysaga
szintén maximalis, de irdnya ellentétes (hiszen azt kell megakadalyoznia, hogy a kényv fel-
felé megcsusszon). Ekkor az egyensuly feltétele (a lejtével egyutt gyorsuld vonatkoztatasi
rendszerben):

mg cos 20 + maj sin2a = NJ,
mgsin2a + SJ = mad cos 20,
0 __ 0
S3 = HUNs3,
amibdl a tadbla maximalis gyorsulasa:

sin2a+pcos2a _ (3 —p?)

ap =
© ™ cos2a — psin2a 1—3p2

g.

A képlet p> p% esetben negativ értéket ad, de ez hibas eredmény, mert a tapad6 surlodéas
nem tudja elinditani a kbnyvet — ilyenkor a surlédasi eré nagysaga kisebb lesz a maximalis
értéknél. Ezt el lehetett volna keriilni, ha az egyenletrendszer harmadik egyenlete helyett
egyenlétlenséget frunk: 0 CS§ CNg.

Lathatd, ha p (azaz a , 20 ), akkor a gyorsulas végtelen nagy lehet,
a konyv ,,befeszil”, ,,ratapad” a lejtére.

A 1. megoldas. A megcslszas hataran a

nyomoer6 és a surlédasi erd eredéje a fe-
lulet normalisaval € szdget zar be, ez a meg-
csUszas hatarszoge. Mivel a sarlddasi eré
nagysaga ekkor éppen a nyomoéer6 nagy-
z saganak p-szorose, és a két er6 merdleges
egymasra, tg e = .

K1

y a) A konyvre a nehézségi er6 és a rajz-
tabla felllete altal kifejtett kényszererd hat
(2. abra). A két erg csak akkor lehet egyen-
mg sulyban, ha iranyuk (és nagysaguk) meg-
egyezik. Ez alapjan:

o= g=arctg .
v g H

2. abra b) A konyvre most is csak a nehézségi

erd és a kényszererd hat (amelynek a nagy-

saga természetesen nem egyezik meg az a) részben szereplével: akkoranak kell
lennie, hogy a lejt6re (rajztablara) meréleges komponense kiegyenlitse a nehézségi
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erd lejtére mer6leges komponensét). Ezek ereddjének a feltlettel parhuzamosnak
kell lennie: ez az ered6 erd hozza létre a konyv keresett lejtdiranyd gyorsulasat. A
3. &bran berajzoltuk a kényvre haté eréket és ezek ereddjét is: ez utdbbi végpontjat
a kényszerer6 hatasvonala metszi ki a lejtével parhuzamos egyenesbdél. Bejeloltiink
szogeket, és megrajzoltunk néhany egyenest: lathato, hogy az alul keletkez6 kis ha-
romszdg egyenl8szard, és igy a vizszintes szara is ma hosszUsagl. Ezutan mar a
3. abrarol leolvashatjuk:

ma = mgtg [ 1a=9gtg = g:

K3z

mg

A A mag
3. abra 4. abra

c) A mozgast vizsgaljuk a lejt6vel egyitt gyorsuld vonatkoztatasi rendszerben.
Legyen a lejté minimalis gyorsulasa ag. Ekkor egy vizszintes, mag nagysagu tehetet-
lenségi erd hatasat is figyelembe kell venni (amely a lejté gyorsulasaval ellentétes
irdnyba mutat). Az erének akkoranak kell lennie, hogy kiegyenlitse a nehézségi
erd és a kényszererd eredgjét. A legkisebb ilyen gyorsulast keressiik, ezért a kény-
szererd most is az eddigi, ,,éppen nem csuszik meg lefele” hatarhelyzetben van. A
4. abran lathatjuk, hogy a kényszererd hatasvonala kimetszi az mag eré végpontjat
(és egyben meghatérozza K3 nagysagat is, de arra a feladat megoldasdhoz nincs
szlikségiink). Az abrarol kozvetleniil leolvashato a lejté keresett legkisebb gyorsu-
lasa:

mag = mgtg [ 1a=9gtg =g:

46 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldas. Kicsit hianyos (3—4 pont) 23, hianyos (1-2
pont) 4 dolgozat.

P. 5640. A Kanari-szigetek legnagyobb varosaban, Las Palmasban talalhaté egy
Eurépaban egyediilallo kiallitas, amely a Fold vizeinek él6vilagat mutatja be. A ki-
allitas egyik attrakcioja egy 400 kobméteres, fligg6leges, henger alaku tengeri akva-
rium, melynek karbantartasat bavarok végzik. Vizszintesen kérbenézve az akvarium
faldnak hanyad részén lat ki az a bavar, aki az R sugard henger szimmetriatenge-
lyétél d tavolsagra van? A tengerviz térésmutatoja n.

(5 pont) Kozli: Vigh Maté, Herceghalom
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Megoldas. A fénysugarak Gtja megfordithatd, igy a bavar abba az iranyba lat
ki, amerre egy fénysugar ki tud 1épni az akvariumbdl. Ennek az a feltétele, hogy az
akvarium falanal a fénysugar beesési szége ne le-
gyen nagyobb a teljes visszaverfdés = arcsin%
hatarszogénél. Az akvariumot fellilnézetben mu-
tato abran ez a pirossal jelolt P{P; és PP, iveken
teljesul.

A keresett arany az ivekhez tartozé kozépponti
szdgek Osszegének és a teljes szognek a hanyadosa:

_2+)_ +
== =
A szdg az OBP;, haromszdg kiilsd szoge, igy
= =+

A szinusztételt az OBP; és OBP, haromszdgekre is felirva:
R _sin( +") _sin

3

d sin sin
amibdl egyrészt
= (+)= +;
masrészt
sin = R sin = R.
T d T nd’

Mindezek alapjan a keresett arany:
+ + + 2 2 . R
= = = — = —arcsin—:
nd

A kifejezés csak d [R1értékeknél értelmezheté. Ha d < B, akkor =1, azaz a
bavar minden iranyba kilat az akvariumbal.

Fekete Lucia (Budapest V. Ker. E6tvos J. Gimn., 12. évf.)

9 dolgozat érkezett. Helyes 3 megoldas. Kicsit hianyos (3—4 pont) 2, hianyos (2 pont)
2, nem versenyszer( 2 dolgozat.

P. 5644. Milyen egyetlen, m tdmeggel kellene helyettesiteni az
abran szerepl® jobb oldali csigat és a rajta 1év® témegeket, hogy az
m; tdmegy test ugyanigy mozogjon, mint az eredeti elrendezésben?
Hanyagoljuk el a csigak tdmegét és a sarlédast.

(4 pont) Kozli: Siposs Andras,Budapest

I. megoldas. A csigak és kotelek tomege, valamint a sUrlodas
elhanyagolhato, igy az egyes testek mozgasegyenlete:

mig 2K =mjA;

(1) K mzg=ms(A+a),
) K myg=my(A a);
©) 2K mg=mA:
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Itt A az m; témeg( test, a koteléhez kapcsolédod csiga, valamint a keresett m
helyettesité tdmeg gyorsulasa, a az m, és m3 tdmegek gyorsulasa a mozgécsigahoz
viszonyitva, K pedig a mozgocsigan atvetett kétélben a kotéler. Az 1. &bra bal
oldalan az eredeti, a jobb oldalan a helyettesitd elrendezés lathatd (m, > mg és
m; >m, és ebbdl kovetkez6en A >0 és a > 0 valasztassal, de ennek a megoldas
szempontjabdl nincs jelentdsége).

PIIIIIIIIIIIA PIIIIIIIIIIIA

2K X 2K
2K

AV

AT

2K

myg Y TA myg 1\
A

mg

1. adbra

Az (1) és (2) egyenleteket a tomegekkel elosztva, majd az egyenleteket dsszeadva,
és végul rendezve:

K K my + m
— —g+ ——g=2A, [1A=_*"2K-yg,
ms3 mo 2m,oms

majd A értékét (3)-ba beirva:

2K m, + m3
— —g= ——K —q.
m g 2moms g

Ebbdél a keresett helyettesit témeg:

4m2m3
mo + M3 '

Zadori Gellért (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)
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7777777777777 I1. megoldas. Vizsgaljuk a mozgast a jobb oldali csi-
gaval egytt mozgd vonatkoztatasi rendszerben. A csiga
gyorsulasa legyen A, igy ebben a rendszerben vizsgélva
a mozgast az m; tdmeg( testre az m;g nehézségi erén
kivil egy m;A nagysagu, lefelé mutatd tehetetlenségi
erd hatasat is figyelembe kell venniink, tehat olyan,
mintha a nehézségi gyorsulas értéke g° =g+ A lenne.

! |
I |
! |
! |
! |
! |
! |
! |
I |
|
AT K K | \ . , _
| | A 2. abra alapjan a mozgéasegyenletek:
K |
! |
! |
! |
‘ |
! |
! |

?

mea=myg° — K,

o [Tt i

* msa =K —msg°.

myg* msg9
Ebbdl

2. abra a= mz—ms , és K = 2m2m3 ?
my +mg my+ms”

A csigat tartd kotélre (a csiga elhanyagolhaté tdmege miatt) 2K erd hat. Ha a
csigat és a két rajta 16g6 testet egyetlen m témeggel helyettesitenénk, akkor arra
(mivel ebben a rendszerben nyugalomban van) 2K —mg? =0 eré hatna. Ebbdél a

keresett tomeg:
_ 2K _ dmoms

9’ my +ms’
Megjegyzés. Lathatd, hogy a megoldas szempontjabdl az m; tdmeg nagysaga erdektelen.

24 dolgozat érkezett. Helyes 9 megoldas. Kicsit hianyos (3 pont) 4, hianyos (1-2 pont)
8, hibas 3 dolgozat.

P. 5646. Urutazast terveznek a Marsra. Az (irhajé a Foldet elhagyva olyan el-
lipszis palyara all, amely érinti a két bolyg6palyat, perihéliumaba esik a felszallas,
aphéliumaba pedig a megérkezés. A visszaut hasonlé ellipszispalyan torténik. Az in-
dulashoz mindkét esetben ki kell varni, amig a két bolygd megfelel6 helyzetbe kertdil.
Mennyi ideig tart az oda-, illetve visszaut, és legalabb mennyi id6t fognak a Marson
tolteni? A bolygdpalyakat tekintsiik azonos sikban fekv6 kdroknek, a Mars keringési
ideje 687,0 foldi nap.

(5 pont) Kozli: Vladar Karoly, Kiskunhalas
Megoldéas. A Mars keringési ideje Ty =687,0 nap = 1,881 év. Kepler I11. térvénye

alapjan a Mars-palya sugara:
R _RE Y z
A=t [Ruy= — Rg=1,524 CsE,
T2, ~ T2 M T=
ahol R = 1CsE a Fold-palya sugara és T = 1év a Fold keringési ideje. Az oda-
és visszaut ellipszispalydjanak félnagytengelye:
_ Rm+Re

=1,262 CsE,
5 S
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amelyen a keringési idd (ismét Kepler I1I. tor-

vénye alapjan):
a® RE a 3
===, [TI= — T =1,418év.
T2 T2 Re
Az oda- és visszaut id6tartama egyarant ennek S
az idének a fele:
T .
t= 0 =0,709 év = 259 nap.

Az (irhajot akkor lehet visszainditani, ha
a t ideig tartd visszaut utan éppen a Fdlddel
egyszerre ér az ellipszis napkodzeli pontjaba. 1. &bra
A 2. 4bran az odaudt indulasanak és megérke-
zésének, valamint a visszaut indulasanak pilla-
nata lathatd.

odaut odaut visszaut
indulaskor érkezéskor indulaskor

Az odautazas indulasakor a Mars még a = %t = 135,7°-kal a talalkozasi pont
elétt jar. Mire az Grhajé pontosan fél fordulat utan eléri a Marsot, a Fold B =
= 380t =255,2°-0t tesz meg a palyajan, igy a Fold ekkor B —180° = 75,2°-kal
jar a Mars el6tt. Emiatt a visszaindulaskor a Marsnak kell ugyanekkora szdggel a
Fold el6tt jarnia. Tehat a Foldnek az (irhajé megérkezése és visszaindulasa kozott
a Marshoz viszonyitva

y =360° —2(3 —180°) = 209,6°
szoget kell elfordulnia a Nap kortl. A két bolygo relativ szogsebessége
360° 360° _ 168,6°

Wrel =

Te Twm év
igy a legrovidebb varakozasi id6:
t, = Y =1,243 év = 454 nap.
Wrel

Elekes Panni (Budapest-Fasori Evangélikus Gimn., 10. évf.)
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Megjegyzések. 1. A megadott ellipszispalyat Hohmann-palyanak nevezik Walter Hoh-
mann német mérndk utan, aki 1925-ben javasolta, mint rakétalizemanyag-felhasznalas
szempontjabol leggazdasagosabb bolygokozi palyat.

2. A Mars és a Fold

360°

rel

Tre =

=2,135 év =780 nap

id6kozénként kerull ugyanilyen relativ helyzetbe, igy az els6 lehetséges alkalom utan ennyi
idénként adddik Gjabb lehet6ség a visszaindulasra.

3. A Fold és a Mars palyajanak numerikus excentricitasa: 0,0167, illetve 0,0934. A
Mars-palya inklinacidja (a palya sikjanak a Fold palyajaéval, vagyis az ekliptikaval bezart
szOge): 1,85°. Ezeket a végs6, pontosabb tervezéskor figyelembe kell venni.

22 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldas. Kicsit hianyos (4 pont) 4, hianyos (2-3 pont)
10 dolgozat.

P. 5651. Egy szigetelt, egyenletesen fglileti toltessTrseéggel rendelkez® szaba-
lyos haromszdg alakd lap minden oldala 2a hosszisagu. Mekkora az elektromos
térer®sség értéke abban a pontban, amely minden csucspontdiavolsagra helyez-
kedik el?

(6 pont) KVANT feladat

Megoldés. Tegyuk fel, hogy a cstcsoktdl a tavolsagra Iév6é pontban van egy g
toltésd pontszerd test. Ekkor Newton 111. térvénye alapjan ugyanakkora erével hat
a ponttéltés a lapra, mint a lap a ponttdltésre. Osszuk a lapot kis darabkékra,
és jeloljik az i-edik darabka teriletét AA;-vel. EKkor az egyenletes toltéseloszlas
miatt az i-edik darabka toltése

AQi = oA,
nagysagu, igy a rahato elektromos eré nagysaga
Fi =EAQ;,

ahol E; a q ponttoltés altal a darabka helyén létrehozott térerésség nagysaga. A szi-
getel6lapra hato er6t a lemezdarabkékra hato er6k vektori 6sszegeként szdmithatjuk
ki. A szimmetria miatt az eredd er6 a lemezre mer6leges lesz, igy elegendd az ilyen
irAnyu er6komponenseket 6sszegezni:
I 1 I 1 1
F = Ficosa; = EioAA;cosa; =0 Ei AA cosa;,

ahol o; a ponttoltést a feluletdarabkéval dsszekotd egyenes és a felllet normalisa
altal bezart szog. A kapott kifejezésben az 6sszeg a q ponttdltés altal a lapon
Iétrehozott elektromos fluxus:

L 1

Y= E; AA; cosq;.
I
) . v_

Ha gondolatban kérbevesszik a ponttoltést szimmetrikusan egy  2a oldaléld okta-
éderrel, akkor a pontt6ltés tavolsaga a csucsoktol a lesz. A Gauss-torvény alapjan
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az oktaéder lapjain dsszesen q="o fluxus halad &t, ezért egyetlen haromszdglapon
ennek a nyolcada: q

8"0 *
Ezt felhasznalva a ponttoltés és a haromszoglap kozott hato er6:

q
F=_—:
8"0
és ebbdl a g ponttoltés helyén létrejoveé elektromos térerdsség:

F

q 8%
Kiss Adorjan Timon (Kaposvari Tancsics M. Gimn., 12. évf.)

Y=

7 dolgozat érkezett. Helyes 6 megoldas. Hidnyos (2 pont) 1 dolgozat.

P. 5664.Sokszor halljuk, hogy a sarkokon olvadé jég lassitja a Fold tengely korali
forgasat. Becsiiljilk meg a jelenség nagysagat! Az Antarktisz teriilete 14 millié km?,
az Arktisz jégtakarojat is tekintsiik ugyanekkoranak. Vizsgaljuk azt, ha a Déli, illetve
az Eszaki sarkon 1 m vastagsagban elolvad a jég.

a) Mennyivel valtozik a tengerszint az egyik és a masik esetben?
b) Mennyivel valtozik egy foldi nap hossza?

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

Megoldas. A feladatban felhasznalt megadott, tablazatokbol kikeresett és sza-
mitott adatok:

az Antarktisz (és az Arktisz) terilete: A = 14 millié km? =1;4- 1013 m?2,

az olvado6 jég vastagsdga: h =1 m,

a jég strtisége: % = 917 kg=m?3, a viz slirlisége: % = 1000 kg=m?3,

a Fold sugara: R = 6;371-10° km,

a Fold tehetetlenségi nyomatéka?: © = 8;04 - 1037 kgm?,

az 6cednok és tengerek felszine: A, =3;61-10'* m? (a Fold felszinének 70;8%-a),

a) |. Antarktisz (szarazfoldi jég).

Az elolvadé jég térfogata:

V; = Ah =1;4-10" m?;

a keletkez6 viz térfogata:
_%
%
Ebbdl a tengerek vizszintemelkedése:

Vy V; =1;28 10" m*:

Ah = X—V =0;0358 m=3;6 cm:

o

4Irodalmi adat. A Féld tehetetlenségi nyomatékara az egyszer(i homogén gémb modellel ennél
nagyobb érték adodik: = ZmR2=09,7-10%7 kgm?. Az eltérés f6 oka (a nem teljesen szabalyos
gémb alakon kivil), hogy a Féld nem homogén, a magjanak sokkal nagyobb a siriisége, mint a
kéregnek.
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Il. Arktisz (tengeri jég).
A tengeri jég Uszik a vizen, igy a megolvadas el6tt is a sulyanak megfelel§
mennyiségi vizet szorit ki. A tengerek szintje ezért az olvadas miatt nem emelkedik.

b) Az olvadas kdzben a Fold perdilete nem véltozik, igy
N = = allando.
Ebbdél a napok T =1 nap = 86400 shosszanak® valtozasa:
T=—T.
—1
Az elolvadé jég tomege:
m; = GV = 1,284 10'° kg.
A (kezdeti) tehetetlenségi nyomaték meghatdrozasahoz a jeget gdmbsiiveg alakinak
tekintjiik.6 Ekkor a teriilete igy is felirhato:
A =21R?(1 — cos9),

ahol 9 a jégtakard peremének szdgtavolsaga a sarkoktol. Az adatokat behelyette-
sitve 9 =19°.

A jégsapka tehetetlenségi nyomatéka a Fold forgastengelyére vonatkoztatva:

z z5
0= [GRsing)?dV =2nGAR*  sin®9d39,
v 0
ahol dV =2nRsindhRdd a jégsapka elemi gémbdvének térfogata. Az integral
értéke:
z9 s
sin®9d9 = —cosd+ %co?ﬁ = % —cos9 + %co§8 =0,0029

0 0

Ezt felhasznalva és az adatokat behelyettesitve:
0=27 10 kgm?.

I. Antarktisz.
Az olvadas utan a viz eltertil a vildgtengereken. A kontinensek eloszlasa nem

egyenletes, de kozelitéleg ugy szamolhatunk, mintha egy vékony gdémbhéj lenne.
Ennek tehetetlenségi nyomatéka:
2
1= ém,-R2 =3,47-10°° kgm?.
A tehetetlenségi nyomaték valtozasa:
= 1— 0=3,20-10*° kgm?,
és ez alapjan a napok hosszanak véltozasa:

T=—T=3410%s=0,34ms
1

5Azért csak kozeliten, mert valéjaban itt nem a 24 6ras nap, hanem a 23" 56%4%es csillagnap,
a Fold allécsillagokhoz viszonyitott forgasi periddusanak valtozasat szamitjuk.

6Mivel a gémbsiiveg magassaga mindossze a Féld sugaranak 5%-a, feladat megoldasanak
kozelitései mellett a gdmbsuliveg helyett — sokkal egyszerlibben — kdrlappal is szamolhatunk.
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[1. Arktisz.
Ebben az esetben nincs témegatrendez®dés, igy a napok hossza se valtozik.

Az Entropiatagaddk csapat: Budai Maté, Nacsa Doman
(Gyula, Erkel F. Gimn., 12. évf.)

26 dolgozat érkezett. Helyes 4 megoldas. Kicsit hianyos (4 pont) 10, hianyos (2-3 pont)
8, hibas 1, nem versenyszer( 3 dolgozat.

P. 5667. Az abran egy izzolampa lathaté két homoru tukor kozott. A jobb ol-
dali tikor parhuzamos fénynyaldbot allit el§, mig a bal oldali, kis méret( tukor
megakadalyozza, hogy az izz6ldampa fényének jelentds része kiszokjon ebhdl az dssze-
allitashdl, ami egy gépkocsi reflektoranak felel meg.

7\

.
/

a) Magyarazzuk el, hogy miért ad erésebb fényt a reflektor a bal oldali kis tikor
hasznalataval, mint nélkule!

b) Vonalzéval végezziink méréseket az abran, és allapitsuk meg a két tukor
fokusztavolsaganak aranyat!

¢) Vonalzoval elvégzett méréseink alapjan becsuljik meg, hogy az izz6lampa fé-
nyének hany szazaléka kertl a reflektor altal eléallitott parhuzamos fénynyalabba a
kis tukor hasznalata nélkil, illetve a kis tikor beépitésével!

(5 pont) Példatéri feladat nyoman

Megoldas. a) A re ektornak parhuzamos fénynyalabot kell el®allitania. A kis
tukor visszajuttat a parabolatiikorre olyan fénysugarakat, amelyek enélkil mas
irAnyokba szdérédtak volna. Ezaltal annak ellenére megn® a re ektor fényereje, hogy
a kis tikor a fénynyalab egy részét kitakarja.

b) A nagy tukor egy parabolatiikér, aminek éppen a fékuszaban helyezkedik
el az izz6 (ezért hoz létre parhuzamos nyaldbot), igy annalf; fékusztavolsaga
kdzvetlendl lemérhet®. A kis tikor egy gombtikdr, ennek kézéppontjaban van az
izz6 (ezért a fény ugyanabba az iranyba ver®dik vissza), igy a gémb sugara
olvashat6 le. Az f, fékusztavolsag ennek fele.
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A kinyomtatott abrardl leolvasott és az ezekb@l szamolt értékek:

f1=8;8cm;
r=35cm;

r
fo= 7 =1;75 cm;

f—l =5;03=5:
fa

Megjegyzés A feladatban nincsenek abszolut méretek megadva, a kinyomtatott abrardl
leolvasott méretek a nagyitastol fuggenek. Igy csak a fokusztavolsagok keresett aranya
fliggetlen a nyomtatas nagyitasatol.

c) A @ fényaramokat a térszogek” alapjan lehet kiszamolni:
o=1Q;

ahol | a fényforras intenzitasa, Q pedig a térszdg. Egy ' félnyilasszdgl kuphoz
tartozo térszog:

QC)=2 (1—cos");
a teljes térszog pedig 4 .

Az &bran harom kilénbdzd szoget jeloltink be: és a nagy, illetve a kis tukor
pereméhez huzott sugarak optikai tengellyel bezart szége, pedig annak a sugarnak
a szbge, amely a parabolatikorrdl visszaverédve éppen a kis tikor peremét érinti.
Erre azért van sziikségink, mert az ennél kisebb szégben indulé fénysugarakat a
kis tukor kitakarja. A kinyomtatott 4bran lemerve:

=47, =42, =15":

ﬁ\

/\

=)

k%

/

7A térszég nagysaga a térszég altal egy r sugar( gémb feliiletébél kimetszett feliiletdarab
teriilete osztva r2-tel ( = A/r2). Mértékegysége a szteradian (sr).
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A kis tukor nélkil az izzé fényének hasznosul6é hanyada:
Q(a) _2m(1 cosa) 1 cosa
am 4n T2

A Kkis tukor hasznalataval ehhez hozzadadodik az arrél visszaver6dd fény is, viszont
mindkett6bdl le kell vonnunk a kitakart részt. Ez alapjan a hasznosulé fényaram
és a teljes fényaram aranya:
Q(a)+Q(B) 2Q(y) _ 2cosy cosa cosf3
4n B 2

Lathatjuk, hogy a kis tikér tobb mint masfélszeresére noveli a reflektor telje-
sitményét.

16%.

25%.

BUs Léaszl6 Teodor (Ceglédi Kossuth L. Gimn., 12. évf.) és
Siimeghi Nandor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan.

Megjegyzés. A fényb6l az izz6 foglalata is kitakar valamennyit, de ezt nem vettik
figyelembe a szamitasnal. A kis tikrot gyakran beleépitik az izzéba.

26 dolgozat érkezett. Helyes 3 megoldas. Kicsit hianyos (3-4 pont) 15, hianyos
(1-2 pont) 7, nem versenyszer(i 1 dolgozat.

P. 5669. Egy R =5 cm sugard, m=0,5 kg tdmegl, homogén anyageloszlasu
tarcsa r = 0,5 cm sugaru tengelyéhez egy L =20 cm hosszUsagu, vékony fonal egyik
végét rogzitjik, és a fonal L/2 hosszUsagu részét a tengelyre feltekerjiik. A flgg6leges
fonél masik végét rogzitett helyzetben tartva a tarcsat elengedjik.

a) Mekkora erd fesziti a fonalat az egyenletesen s
gyorsulé tarcsa (,,jojo”) mozgasa kdzben?

b) Mekkora a tarcsa tengelyének sebessége a fonal
kitekeredésének pillanataban? L/2

c) A tarcsa fligg6leges mozgasanak megfordulasakor
a fonalat feszitd erd egy rovid idére megné (a tarcsa
»rant egyet” a fonalon). Becsiljik meg a fonalerd at-
lagos értékét a rantas alatt! 2r

A tengely tdmegét, a fonal fiigg6legestdl vald eltérését R
és a kozegellendllast elhanyagolhatjuk. A tarcsa sz6g-
sebességét az ,,atfordulds™ alatt tekintsuk allandonak.

(6 pont) Kozli: Gnadig Péter, Vacduka
Megoldés. a) A tarcsara két erd hat: a nehézségi erd és a fonaler6 (abra).
A tomegkozéppont gyorsulasa agwp, a tarcsa szoggyorsulasa 3. A mozgasegyenletek:
Mmawp =mg K,
OB =K,
ahol @ = %mR2 a tarcsa tehetetlensegi nyomateka. A kényszerfeltétel miatt (a fonél

nem csuszik meg a tengelyen):
agkp = I'B.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2025/9 601



Loes Az egyenletrendszer megoldasa:

2r
1+ 22
Atkp = HLF\’Z =0;192 m282:

2r2

Tehat a fonalerd a letekeredés alatt: K =
latkp = 4:81 N.

b) A tengely awp gyorsulassal tesz meg L=2
tavolsagot, igy a végsebessége:
—1

1 Lg
V= Lawp= =T = 0;196 m=s:
+ oz

Megjegyzés. A végsebesség (a gyorsulas ismerete nélkiil) az energiamegmaradasbol is

meghatarozhato:

1 -, 1 _ 5 L
—_ —+ — frd _—
2mv 2@0) mg o
amib6l a v =rw kényszerfeltétel és © = %mR2 felhasznéalasaval:

1 1
1+ R _ L

v oz Y

az el6z6 megoldassal megegyezéen.

c) A rantés alatt a tdmegkozéppont sebessége iranyt valt, igy a rendszer impul-
zusa
Al =2mv
értékkel megvaltozik. Ekdzben a tengely kozel allando szdgsebességgel atfordul, a
szogelfordulashoz
r
At=—=—
! \
id6re van sziikség. (Itt ismét felhasznaltuk a v =r! kényszerfeltételt.) A rantas
alatt a testre hato atlagos eré:

Al
Kr mg=—;
r MIT A
amibdl a keresett (atlagos) fonéleré a rantés kozben:
Al 2mv? aLr
Ki=—+mg= +mg= ————-+1 =735 N:
rTa ™ M= ~orzery - M9

Papp Emese Petra (Budapest, ELTE Apaczai Csere J. Gyak. Gimn., 11. évf.)

36 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldas. Kicsit hianyos (4-5 pont) 17, hianyos
(1-3 pont) 7, nem versenyszer(i 1 dolgozat.
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Fizikabadl kit(zott feladatok

M. 445. Mérjik meg, hogy egy adott granularis anyagnak (pl. rizs, gersli sth.)
mekkora a térkitdltése! Mennyire fligg ez a rendszer preparalasatol (pl.: tomorités,
rézogatés stb.)?

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest
G. 905. A folyon lefelé halad egy evez6s, a parthoz képest 8 m/s sebességgel.
Szembe jén vele egy motorcsénak a vizhez viszonyitott 10 nV's sebességgel. Talal-

kozéasuk utédn 10 mésodperccel 160 méterre vannak egymaéstdl. Mekkora sebesseggel
folyik a foly6?

(3 pont) Versenyfeladat nyoman

G. 906. A s6s tengerviz siir(isége 1025 kgm?3, az édesvizé 1000 kg/m?.

a) Hogyan valtozik a hajéra hato felhajtéer6 nagysaga, amikor a folyo torkolatat
elhagyva kiuszik a nyilt tengerre?

b) Szamitsuk ki, hogy 1 m® tengerviz hany kg sét tartalmaz, ha tudjuk, hogy a
tengeri s6 sirlisége 2200 kg/m3.

Tegyik fel, hogy a sé és a viz keverése nem jar térfogatvaltozassal.
(3 pont) Versenyfeladat nyoman

G. 907. Az egyenletes tomegeloszlasu, m=0,7 kg tdmegd,
ABC szabalyos haromszog alaku lemez A cslcsa az abra szerint
csukléval csatlakozik a fligg6leges falhoz. A haromszog vizszintes

AB oldaldnak B végpontjat egy fonal koti 6ssze a fallal. A fonél
a vizszintessel ¢ =60°-0s szoget zar be.

a) Mekkora er8 ébred a fonalban?

b) Mekkora nagysagu, és milyen iranyu erdvel terheli a ha-
romszoglemez a csuklot?

A B
(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
G. 908. Mennyi hét kozoljink egy 15 °C-os, 4,00 cmatmérdji
rézgolyoval, hogy ne férjen &t egy 4,02 cm atméréjd lyukon? C

(3 pont)
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P. 5688. Egy adott pontbdl a szdg alatt vy kezd&sebességgel elhajitunk egy su-
lyos testet. Adjuk meg a pélya egyenletét abban a ferdesz6g(i koordinata-rendszer-
ben, amelynek egyik tengelye a hajitas iranyaba, a masik pedig a nehézségi er6
irdnyadba mutat. Kapcsolatba hozhat6-e az egyenletben fellépé allandé a parabola
alaku palyagorbe p ,,paraméterével”?

(4 pont) Példatéri feladat nyoman

P. 5689. Tekintsik a Fold Nap korali palyajat 150 millio kilométer sugaru
kérnek. Tegyuk fel, hogy egy Ustokds az ekliptika sikjaban, parabolapalyan kozelit a
Naphoz ugy, hogy a Fold palyajat kétszer metszi, és a két metszéspontot §sszekdtd
egyenes szakasz hossza éppen a foldpalya a&tmér6je. (Szerencsére a Fold jo messzire
elkertili az Ustokost, amikor az a féldpalya kozelében mozog.)

a) Mennyire kbzel halad el az Ustokés a Nap koézéppontjahoz, és mekkora a
sebessége ekkor?

b) Mekkora szégben metszi egymast a Fold és az istokos palyaja?
(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhéaz

P. 5690. Egy o hajlasszdgl lejtén G sulyd kicsiny test nyugszik. A test és a lejtd
kozotti tapado surloédas egyutthatdja p > tga.

Legalabb mekkora nagysagu és milyen irdnyu erével tudjuk a testet megmozdi-
tani?

(5 pont) Kozli: Gnadig Péter, Vacduka
P. 5691. Hatarozzuk meg egy vékony, m tomeg(, homogén témegeloszIlasu, a

oldall szabalyos haromszdg alaku lemez tehetetlenségi nyomatékat az egyik csucsan
athaladé tengelyre vonatkozéan, ha az

a) a haromszog sikjara mer6leges,
b) a magassagvonal,
c) az el6z6 két tengelyre merdéleges.
(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
P. 5692. Egy adott mennyiségl egyatomos idedlis gaz kvazisztatikusan eljut a
kezdeti po nyomasu és Vg térfogata allapotabdl a po nyomasu és 2V, térfogatu

végallapotaba. A folyamatot Ugy valasztjuk meg, hogy a gaz h6mérséklete sohasem
csokkenhet, illetve a gaz sohasem adhat le hét.

a) Minimalisan mekkora hét kézélhettiink a gazzal?
b) Maximalisan mekkora hét kozolhettiink a gazzal?
(5 pont) KVANT feladat
P. 5693. Hat darab egyforma R ellenalldsbdl egy ABCD tetraédert allitunk
Ossze, és a tetraéder A és B, valamint C és D cslicsa kozé egy-egy Ug fesziiltség(i

telepet kapcsolunk. Mennyi hé fejlédik adott T id6 alatt az egész halézaton?
(A telepek belsd ellenéllasa elhanyagolhat6.)

(4 pont) Példatari feladat nyoman
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P. 5694. Egy hagyomanyos optikai raccsal eléallitjuk egy natriumg6zlampa fé-
nyének di[rakcids képét. Becslljuk meg, hogy hany vékony résbél all a racs, ha
elsé rendben éppen hogy csak fel tudjuk bontani a natriumldmpa két, 589;6 nm és
590;0 nm hullamhosszt spektrumvonalat!

(5 pont) Példatari feladat nyoman

P. 5695. Allandd teljesitmény(, 420 nm hullamhosszusagu fénynyalabbal cézium
katodu vakuum-fotocellat vilagitunk meg. Az aldbbi grafikon mutatja a fotocella
fotoaramanak | erdsségét az andd katodhoz viszonyitott U fesziltségének fliggvé-
nyében.

1 (nA)
75
50 -+
25
U (V)
T T T T T T T T T T T T
-4 -2 0 2 4 6 8

a) Mekkora a cézium kilépési munkéaja?
b) Legaldbb mekkora teljesitményd fénynyalab érkezett a fotocella katédjara?
(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hodmez&vasarhely

P. 5696. Vakuumban fligg6legesen elhelyezkedd, .
hosszU, egyenes vezetében id6ben allandé aram fo- i
lyik. A vezet6tdl ro tavolsagra Iévé P pontbdl az
abra szerint egy protont inditunk az egyenes ve-
zetére és a P pontra illeszked6 sikra meréleges !
irdnyban. Mozgéasa soran a proton maximalis tavol-
saga a vezetOtél 4ry. - -~

. . S . -.To )
a) A mozgas soran mekkora maximalis # szoget ~ ~~-___ | ,/
zar be a proton mozgasiranya a vizszintessel? P

b) Mekkora a # szdg abban a pillanatban, amikor
a proton 2rq tavolsagra van az egyenes vezet6t6l?

(6 pont) Kozli: Vigh Maté, Herceghalom

L1

Bekildési hataridd: 2026. januar 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal .hu/munkafuzet
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL ' '

FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 75. No. 9. December 2025) I '
Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 559): K. 879. A bunny is carrying
carrots in its basket. If it meets another bunny, it gives it one carrot. If it meets a fox,
the fox takes half of its carrots. It meets 4 animals in total (each one is either a bunny or
a fox) during which, at some point, it is left with no carrots. How many carrots could it
have started with? K. 880. Eight three-legged dragons formed a choir. As we all know, a
three-legged dragon can have one, three, seven, or nine heads. The three-headed ones are
sopranos, the seven-headed ones are mezzos, the nine-headed ones are all altos, and the
one-headed ones do not sing, they can only be choir leaders. The dragons have altogether
twice as many heads as legs. How many heads could have sung each voice of the famous
three-voice choral piece: “l wish | were a rosebud”. K. 881. Andris, Bori, Csaba, Dori,
Egon, Fanni and Gabor took part in a summer camp together. Andris knows everybody
except Fanni, Bori knows three of the kids, Csaba knows one kid, and Déri knows half
as much of the kids as Egon. Fanni knows one less kid than Gabor. (Acquaintances are
considered mutual.) Find the possible number of acquaintances of Fanni. K/C. 882. Inside
regular dodecagon ABCDEFGHIJKL we draw squares on diagonals AC and FH. Prove
that the two squares share a common vertex. K/C. 883. A sequence is obtained with the
following recursive method: if member t is a positive odd number, then the next member
is 3t—09, if it’s a positive even number, then the next member is 2t — 7. Suppose that the
sequence alternates between two positive values: a, b, a, b, ... Find the possible values of
a and b.

New exercises for practice — competition C (see page 577): Exercises up to grade 10:
K/C. 882. See the text at Exercises K. K/C. 883. See the text at Exercises K. Exercises for
everyone: C. 1878. How many four-digit positive integers in base ten are there in which at
most one of the digits is divisible by 3, the sum of the digits is 15, and the sum of the mod
3 remainders of the digits is 6? (Proposed by Balint Bird, Eger) C. 1879. A convex n-gon
is given on the table, the sides of which have length 2. We place a disk with unit radius
on each vertex of the polygon such that the adjacent disks are tangent to each other. We
roll another circular token with unit radius around this arrangement such that it returns
to its initial position. Determine, as a function of n, the total angle through which this
disk rotates during the rolling process. (German competition problem) C. 1880. Solve
equation (x + 1)! = x3 — x on the set of natural numbers. (Proposed by Balint Bird, Eger)
Exercises upwards of grade 11: C. 1881. Given an n < n chessboard, we want to cover it
without overlaps using L-shaped pieces consisting of 3 squares, in such a way that at most
one square remains uncovered. Prove that this is possible for any positive integer n & 3.
(All the sides of the L-shape should follow the grid lines.) (Proposed by Matyas Czett,
Zalaegerszeg) C. 1882. Let ABCD be a convex quadrilateral, and let | be the incenter
of triangle ABD. Prove that if CB =CD = CI, then ABCD is a cyclic quadrilateral.
(Proposed by Viktor Vigh, Sandorfalva)

New exercises — competition B (see page 578): B. 5494. Anna and Béla plays the
following game on a 2 = 2026 board. They take turns to place dominoes on the board
until no new domino can be placed on the board. If the board is fully covered, the winner
is Anna, otherwise Béla is the winner. Who has a winning strategy, if Anna is the first
player? (A domino covers two adjacent squares on the board. The dominoes cannot extend
beyond the edges of the board and cannot overlap each other.) (3 points) (Proposed by
Marton Lovas, Budakalasz) B. 5495. The legs of a right triangle are a and b, its hypotenuse
is ¢, and its inradius is r. Prove that 2r? = (c—a)(c —b). (3 points) (Proposed by Géza
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Kiss, Csomor) B. 5496. Let p(r) denote the product of the divisors of positive integer r.
For a given positive integer n determine those positive integers k for which p(k") is the n*"

power of an integer. (4 points) (Proposed by Aron Hotvath, Nemesbéd) B. 5497. Circular
arc k with endpoints AB is given. Let F be the midpoint of the arc. A circle is tangent
internally to k at point P, and tangent internally to line segment AB at point Q. Prove
that the sum of the radii of circle APQ and BP Q equals the length of line segment AF.
(4 points) (Proposed by LaszI6 Németh, Fonyod) B. 5498. Let n [ 2Zbe a given positive
integer. For which permutation a1,az,...,an of numbers 1,2,...,n will the value of a;a, +

+ azazg+ + an—1an be maximal? (5 points) (Proposed by Marton Lovas, Budakalasz)
B. 5499. Each of the vertices of a regular 45-gon are colored red, yellow or green, and each
color is used exactly 15 times. A triangle is red (yellow, green), if all three of its vertices is
red (yellow, green). Prove that there exists a red, a yellow and a green triangle, all three
of which are congruent to each other. (6 points) (Proposed by Sandor Réka, Nyiregyhaza)
B. 5500. Find the smallest possible value of jaj+ jbj + jcj + jdj + jej, if equation x® + ax® +

+bx*+ cx®+ dx?+ ex+1=0 has a real root. (5 points) (Proposed by Akos Somogyi,
London) B. 5501. The incircle of triangle ABC is tangent to sides BC, CA and AB at
points D, E and F, respectively. Let G be the antipode of point F on the incircle. Lines
GD and GE intersect line AB at points D™and E" respectively. Prove that circles AED"
and BDEintersect each other on the incircle. (6 points) (Proposed by Roland Jarmai,
Budapest)

New problems — competition A (see page 579): A. 920. Given a non-isosceles triangle
ABC, let its circumcircle be denoted by . Let wa be the mixtilinear incircle correspond-
ing to vertex A (that is, the circle tangent to sides AB, AC, and internally tangent to ).
Define wg and wc analogously. Let the points where wa,ws,wc touch  be denoted by
Ta,Te, Tc, respectively. Show that the Monge line of the circles wa,ws,wc (that is, the
line passing through the pairwise external homothety centers of the three circles) coin-
cides with the Pascal line of the hexagon ATcBTACTg (that is, the line passing through
the points ATc\ TaC, TcB\ CTg, BTa\ TgA). (Proposed by Sha Jingyuan, Budapest)
A.921. Let n 2 be an integer. LgtX1,...,Xn be posjtive real numbers whose product is

n 1. Prove that X; + ...+ Xn Xn%l+ ot Xn%l <(n 1) #. (Proposed by Aron

1
Ban-Szabo, Palaiseau) A. 922. Fix two positive integers a and b. Let n be a positive in-
teger, and let T be a black-white coloring of the cells of an an bn grid, containing at
least two white cells. Csigusz the snail starts on a white cell, visits all white cells exactly
once, and then returns to the starting cell, always moving between side-adjacent white
cells. He then notices that he was able to do this in exactly one way (that is, once he
made his first move, there was a unique way to complete the cycle). Let T, denote the

set of all colorings T satisfying this property, and let ¢(T) denote the number of white

lattice points in T. Show that L =1lim n . eo "2 LI8 ®D) exists for every choice of positive

integers a and b, and determine the value of L. (Proposed by Marton Lovas and Csongor
Beke, Cambridge)

Problems in Physics
(see page 603)

M. 445. Measure the space-filling properties of a given granular material (e.g. rice,
barley, etc.). To what extent does this depend on the preparation of the system (e.g.,
compaction, shaking, etc.)?

G. 905. A row boat is moving downstream at a speed of 8 m/s relative to the shore.
A motorboat is coming upstream towards the row boat at a speed of 10 m/s relative to
the water. Ten seconds after they meet, they are 160 meters apart. What is the speed
of the river? G. 906. The density of salt water is 1025 kg/m®, while that of fresh water
is 1000 ko/m®. a) How does the buoyant force exerted on a ship change when the ship
leaves the river mouth and sails out into the open sea? b) Calculate how many kilograms
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of salt are contained in 1 m® of seawater, given that the density of sea salt is 2200 kg/m?.
Assume that mixing salt and water does not cause any change in volume. G. 907. Vertex
A of the ABC equilateral triangle-shaped plate, which has uniform mass distribution and
mass m = 0.7 kg, is connected to the vertical wall with a hinge, as shown in the figure.
Vertex B, which is the vertex at the other end of the horizontal side AB of the triangle, is
connected to the wall by a string. The string makes an angle of ¢ =60 with the horizontal.
a) What is the tension in the string? b) What is the magnitude and the direction of the
force exerted on the hinge by the triangle-shaped plate? G. 908. How much heat must be
transferred to a copper ball with a diameter of 4.00 cm and a temperature of 15 “C so
that it cannot pass through a hole with a diameter of 4.02 cm?

P. 5688. From a given point, a heavy body is thrown at an angle a with an initial
velocity vo. Give the equation of the trajectory in the oblique coordinate system, where
one axis points in the direction of the initial velocity and the other in the direction of the
gravitational force. Can the constant in the equation be related to the “parameter” p of
the parabolic trajectory? P. 5689. Consider the Earth’s orbit around the Sun as a circle
with a radius of 150 million kilometres. Suppose that a comet in the plane of the ecliptic
approaches the Sun along a parabolic path such that it intersects the Earth’s orbit twice,
and the length of the straight line connecting the two points of intersection is exactly the
diameter of the Earth’s orbit. (Fortunately, the Earth misses the comet by a wide margin
when it moves close to the Earth’s orbit.) a) How close does the comet get to the centre
of the Sun, and what is its speed at that position? b) What is the angle between the
Earth’s orbit and the comet’s orbit? P. 5690. A small body of weight G rests on a slope of
angle a. The coe Lcieht of friction between the body and the slope is u > tana. What is
the minimum force needed to move the body, and in what direction should it be exerted?
P. 5691. Determine the moment of inertia of a thin, equilateral triangle-shaped plate of
uniform mass distribution, with mass m, and side length a, with respect to an axis, which
goes through one of the vertices of the triangle, and a) which is perpendicular to the plane
of the plate, b) which coincides with the altitude of the triangle, c) the axis is perpendicular
to the previously described two axes. P. 5692. A given quantity of monatomic ideal gas
is quasi-statically taken from its initial state of pressure po and volume V, to its final
state of pressure po and volume 2Vo. The process is chosen so that the temperature of
the gas never decreases and the gas never releases heat. a) What is the minimum amount
of heat that can be transferred to the gas? b) What is the maximum amount of heat
that can be transferred to the gas? P. 5693. A tetrahedron is assembled from six identical
resistors each of resistance R, and two batteries, each with a voltage of Up, such that
one battery is connected across the vertices AB and the other is connected across the
vertices CD. How much heat is generated over a given time T across the entire network?
(The internal resistance of the batteries is negligible.) P. 5694. We use a conventional
di [raction grating to produce the di[raction pattern of the light from a sodium vapour
lamp. Estimate how many thin slits the grating consists of if we can just resolve the two
spectral lines of the sodium lamp with wavelengths of 589.6 nm and 590.0 nm in the
first order. P. 5695. We illuminate a vacuum photocell with a caesium cathode using a
constant-power light beam with a wavelength of 420 nm. The graph on page 605 shows
the intensity | of the photocell’s photocurrent as a function of the voltage U between the
anode and cathode. a) What is the work function of caesium? b) What is the minimum
power of the light beam that reaches the cathode of the photocell? P. 5696. A constant
current flows through a long, straight conductor positioned vertically in vacuum. From
point P, located at a distance ro from the conductor, we launch a proton onto the straight
conductor in a direction perpendicular to the plane containing point P, as shown in the
figure. During its motion, the maximum distance of the proton from the conductor is 4ro.
a) During the motion, what is the maximum angle 9 between the direction of motion of
the proton and the horizontal? b) What is the angle 9 at the moment when the proton is
at a distance 2ro from the straight conductor?

75. évfolyam 9. szdm KéMaL Budapest, 2025. december



FIZIKA AZ ELTE-N

TANULJ FIZIKAT AZ ELTE-N!
ALAKITSD A JOVO TECHNOLOGIAJAT!

6 FELEV
ALAPKEPZES S
ERSS ELMELETI TUDASALAP TANARKé PZés

MEGSZERZESE
ONALLSO GONDOLKODAS TANARNAK LENNI NEM CSAK
e e o IIROORAMOZA ST HIVATAS, HANEM ALKOTAS IS!
KESZSEGEK FEJLESZTESE
VALASZTHATO IRANYOK: KREATIiV, VALTOZATOS, FIATALOK
FIZIKUS KOZOTT VEGZETT MUNKA, AHOL
INFORMATIKUS FIZIKUS MEGMUTATOD A DIAKOKNAK A
BIOFIZIKUS FIZIKAI VILAG SZEPSEGEIT.
CSILLAGASZ
GEOFIZIKUS

4 FELEV

MESTERKEPZES

* SZAKMAI TUDAS ELMELYITESE

* KUTATASBA VALO BEKAPCSOLODAS

* FELKESZULES A KUTATO-
FEJLESZTS KARRIERRE

FIZIKUS MSc
CSILLAGASZ MSc
ANYAGTUDOMANYI MSc

KUTATASI 8 Féuﬂ:v, )
TERULETEK DOKTORI KEPZES

, ; ; ONALLS KUTATAS Es VALADI
ANYAGTUDOMANY ES SZILARDTESTFIZIKA . E
RESZECSKE- ES ATOMMAGFIZIKA TUPO,IV'ANY‘)? EREDMENYEK
AL ST ELERESE AKAR NEMZETKOZI
BIOLOGIAI FIZIKA ES KUTATOCSOPORTOKKAL
KVANTUMRENDSZEREK FIZIKAJA EGYUTTMUKODVE!

* CSILLAGASZAT Es UGRFIZIKA
A FIZIKA TANITASA
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Termeszettudomanyl Kar

Az ELTE Természettudomanyi Kara (TTK) minden felmérés
szerint az egyik legjobb egyetemi kar Magyarorszagon. A
képzések a természettudomanyok teljes spektrumat felolelik:
matematika, bioldgia, fizika, foldrajz, foldtudomanyi, kémia,
kornyezettan alapszakok (BSc) — ezeken beltl kilonbdzd
specializaciok (biofizikus, csillagasz, meteorologus...) — ke-
rilnek meghirdetésre: https://ttk.elte.hu/

Matematikai Intézet

A matematika alapszak (BSc) egyarant felkészit a kutatoi
életpalyara és a matematika killonbo6z4 teriileteken térténé magas
szintd alkalmazasarais —kivalo karrierlehetéségeket nyujtva.

Az intézetben nagy hangsulyt helyeziink a tehetséggondozasra,
és hogy a valaszthatd szintek és blokkok révén mindenki
megtalalja a neki megfeleld kurzusokat.

Az intézetben altalanos- és kdzépiskolai tanarképzést is folytatunk
osztatlan matematikatanari szakon. https://www.math.elte.hu/

Az ELTE TTK idén december 9-én tartja nyilt napjat: https:/ttk.elte.hu/nyiltnap_2025.
Haesetleg késén jutna el hozzad ez a hir, a program a fenti linken vissza is nézheté.
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