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Holics Lészl6 tanar ur (1931-2025)

Rovid betegség utan meghalt Holics Laszlé tanar tr. Februdrban lett volna
95 éves. Egyediilall tanari palyafutds volt az 6vé. 1949-ben érettségizett a Szent
Imre Gimnaziumban, és abban az évben gy6zott az Eotvos-versenyen. Az ELTE
Természettudomanyi Kardan matematika-fizika-abréazol6é geometria szakon diplomé-
zott 1953-ban. Hat évig tanitott a II. Rakéczi Ferenc Gimnaziumban, majd 1959-t61
az ELTE Apéczai Csere Janos Gyakorloiskoldjaban. Hamarosan fizika szakos ve-
zetGtanar lett, és oraadoként az ELTE-n is vezetett fizika gyakorlatokat. 51 évig
tanitott az Apdaczaiban, kozel 80 éves volt, amikor az dltala tanitott utolsé osztély
2010-ben elballagott.

Holics tandr ur

A fizika rovattal bévitett KoMalL el6szor 1959-ben jelent meg, és Holics tanar ar
a kezdetektol a fizika szerkesztObizottsag tagja volt. Fizika feladata jelent meg az
elsé szamban, majd azt kovetéen még tobb mint 500 alkalommal. Szinte nem volt
olyan szdma a lapnak, amelyben nem volt Holics-feladat. Nemzedékek tanultak
ezekbdl a példdkbol. Elete végén a fizika szerkeszt6bizottsig tiszteletbeli elndke
lett, mar nem jart el a bizottsagi iilésekre, de a korabban elkészitett feladatait még
évekig kozolte a lap. Szinte addig élt, amig hénaproél honapra Gjra és tjra feladata
jelent meg a KoMal-ban.

Az 1980-as évek elején jelent meg elészor I11. osztélyos (ma 11.-esnek mondjuk)
gimndziumi fizika tankonyve, majd utdna sok éven at Gjabb és jabb kiaddsokban,
atdolgozasokban. Ez a tankonyv szenzacidésan magas szinten, csodalatos gondos-
saggal targyalta az elektrodinamikat. Holics tandr Gr nagyszeri elektrodinamika
példatarakat irt, majd szerkesztette és jelentOs részben megirta a hidnypotlo Fizika
Osszefoglalo kotetet, ami el0szor 1986-ban jelent meg a Miiszaki Konyvkiad6 gon-
dozasaban. Ennek a részletes és magas szinvonali miinek késébb szamos valtozata
jelent meg kés6bb mas kiad6knal is (Akadémiai Kiad6, Typotex).

Szamos orszagos fizikaverseny feladat-osszedllité bizottsigaban dolgozott. So-
kaig volt a Mikola-verseny gyongyosi dontéjének zsiirielnoke. Nagyon sok feladatot
készitett a fizika OKTV kiilonb6z6 forduldi szamara. Megjelentette a fizika OKTV
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Osszes feladatat 1961-t61 2016-ig tobb koétetben, rendkiviil részletes megoldassal
minden egyes feladatrél. Legérdekesebb feladatainak gyijteménye angolul is meg-
jelent (300 Creative Physics Problems with Solutions, Anthem Learning), a példak
szovegét itt lehet megtekinteni: https://physicsgg.me/wp-content/uploads/2019/
01/Lazlo-300-Creative-Physics-Problems.pdf

Holics tanar urnak a fizika mellett a komolyzene volt a maésik szenvedélye.
Kedvenc tanitvanyait meghivta magahoz tgynevezett mikrobarazdas koncertekre,
ahol beszélgettek, hanglemezeket hallgattak.

Ratz Tanar ur életmiidij 2025

Negyedszazados jubileumdhoz érkezett a magyar természettudoményos oktatas
egyik legrangosabb kitiintetése: 25. alkalommal adtak 4t a Ratz Tanar ar életmi-
dijakat. A 2000-ben alapitott elismerés mar 192 dijjal tisztelt meg a kivalé peda-
gbégusokat, amelyhez a tamogatok — az Ericsson Magyarorszag, a Graphisoft SE
és a RichterGedeon Nyrt. — 270 milli6 forintot meghaladé 6sszegben jarultak hoz-
zé. A jubileumi dijatadé szinhelye idén ismét, a 200. évforduléjat tinneplé Magyar
Tudomanyos Akadémia feltjitott székhdzaban zajlott.

Az Alapitvany a Magyar Természettudomanyos Oktatasért kuratériumanak tag-
jai:

e Dr. Kro6 Norbert professzor, akadémikus, a kuratorium elndke
o Lajos Jézsefné (Baldzs Erzsébet) matematika tantdrgyi szakértd
e Dr. Falus Andras professzor emeritus, akadémikus

e Dr. Ifj. Szantay Csaba professzor, az MTA doktora

A kitiintetést 2025-ben az alabbi pedagdgusoknak itélte oda a kuratérium:
Matematika:

Dr. Kéntor Séndorné — Debreceni Fazekas Mihdly Gimndzium /DE TTK Matema-
tikai Intézet, Debrecen

Dr. Pintér Kléra — SZTE Bdthory Istvdn Gyakorld Gimndzium és Altaldnos Isko-
la/SZTE Juhdsz Gyula Pedagdgusképzé Kar, Szeged

Fizika:

Abrém Laszlé — Vdrosmajori Gimndzium, Budapest

Horvath Norbert — Badr-Madas Reformdtus Gimndzium, Altaldnos Iskola és Kol-
légium, Budapest

Kémia:
Karasz Gyongyi — Gaddlloi Torok Igndc Gimndzium, G6dollo

Nagy Istvan — Szekszdrdi I. Béla Gimndzium, Kollégium és Altaldnos Iskola, Szek-
szdrd
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Biologia:
Bédis Bertalan — Bérzsony Altaldnos Iskola, Nagyoroszi

Mandics Dezsé — ELTE Radndéti Miklés Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gyakorld
Gimndzium, Budapest

A KoMalL szerkesztésége is kivan mindnyajuknak — és tanartarsaiknak is — to-

vabbi erét a tanitdshoz, a tehetséges és érdeklodd didkok felkutatasdhoz, tamoga-

A Kkitiintetettek részletes bemutatésa és az évente megujulé fel- =

hivas megtaldlhaté a Ratz Tanar Ur Eletmiidij hivatalos honlapjén:
https://www.ratztanarurdij.hu/

==

Rejtvények, ordoglakatok

|

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorét mu-
tatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonboz6 kirakds jatékok, topo-
l6giai feladvanyok, 6rdéglakatok és a matematikat felhasznalé blivészmutatvanyok.

L

Manapsag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a blivészmutatvanyok tritkkjeit mi talaljuk
ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiikk el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, dltaldnositani, igyekezziink 1j feladatokat kitalalni.

Szindomindktdél a Wang csempékig

Ha egy négyzetet a két atlojaval felosztunk négy haromszogre, majd ezeket
kiszinezziik harom szinnel az 6sszes lehetséges médon, akkor megkapjuk a négyzetes
szindomindkat. Két szinezést akkor tekintiink egyformanak, ha sikbeli forgatdssal
egymasba vihet6k. Tehdt a tiikorképek (pl. az 1. dbra alsé sordnak 4. és 5. eleme)

kilonbozéek.

X X

dbra

4 [ bd
DX

A szindomindkat elészor a mult szdzad elején irta le Percy Alexander MacMa-
hon, a kalandos életli matematikus. O rogton megadott tobb nehéz feladatot is
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hozzdjuk. Példaul: rakjunk ki az Osszes elembdl egy téglalapot gy, hogy oldalak
mentén csak azonos szinek érintkezzenek. A 2. dbra mutat egy lehetséges megoldast.

2. dbra

Erdemes elkésziteni az 1. dbrdn lathaté MacMahon-féle készlet elemeit. A fenti
4 x 6-0s téglalapon kiviil még a szoba joheté 2 x 12-es és 3 x 8-as is kirakhatd
beloliik, igaz, hogy csak gy, ha nem kivanjuk meg, hogy a téglalap keriiletére
csupa azonos szin keriiljon. Prébaljuk meg megoldani ezeket a feladatokat!

Ha néhany elemet elhagyunk, kisebb téglalapokat is ki tudunk rakni. Minden
olyan téglalap kirakhat6, ami 24 vagy anndl kevesebb négyzetbdl all, és mindkét
oldala egész. Erdekes megvizsgalni, hogy kéziilitk vajon melyikek rakhatdk dgy ki,
hogy a keretiik egyféle szinii legyen. (Lasd a cikk végén kitiizott feladatokat.)

Mindazonaltal 24 elem elég sok egy jo jatékhoz. Méas Osszerakd jatékokndl ta-
pasztalhatjuk, hogy 7, 10 vagy 12 elembél is meglepéen nehéz feladvanyok készit-
hetOk. Felmeriilhet az 6tlet, hogy ne 3 szint hasznaljunk, illetve ne engedjiik meg
a szinek ismétlodését egy elemen belul — ezekkel kapcsolatban szintén lasd a cikk
végén kitlizott feladatokat. Természetes gondolat az is, ha més alakzatokbdl allé
jatékot keresiink.

A szabalyos sokszogek koziil a négyzeten kiviil az egyenl6 oldali hdromszog és a
hatszog alkalmas arra, hogy a sikot csempézze (mds széhasznalattal parkettdzza),
vagyis hézagmentesen, atfedés nélkiil lefedje. Ezekbdl is érdekes, jatékra alkalmas
szindominék készithetok.

Ha a szabélyos hdromszog kozéppontjat kotjik dssze a csiucsaival, akkor harom
egybevagd haromszogre bontjuk. Ezeket kiszinezve kaphatjuk a haromszog szin-
dominéit (8. dbra). Taldn meglepd, hogy négy szinnel éppigy 24-féle szindominét
készithetiink, mint harom szinnel négyzetet.

Ezekbdl az elemekbdl pl. paralelogrammakat lehet kirakni és egészen hasonld
kérdések vethetok fel, mint a négyzetes kirakénél.

Jatszhatésag szempontjabdl lényegesen més a helyzet a hatszogekkel. Ha harom
szint haszndlunk a szinezéshez, amelyek ismétlodhetnek is, akkor 100-nal tobb
elemet kapunk. Szintén szaz feletti az elemek szdma hat szin ismétlédés nélkiili
hasznalata esetén. Két szin hasznalata viszont érdekes készlethez és kérdésekhez
vezet. Ebben az esetben 14 kiilonbozé elemet kapunk (4. dbra).
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Ez az elemkészlet még kevéssé vizsgalt, de az mar kiderult réla, hogy jé nehéz
feladvanyok létrehozasira alkalmas! Részletesebb elemzése majd egy mésik cikk
téméja lesz. Probédljunk hozzd mi magunk érdekes feladvanyokat kitaldlni!

AL A A
AAALLA
AAAAAA

AL LA

A A A A

3. dbra

RO TFOE
W T 00X

4. abra

A 2. dbrdn lathato téglalap kerete egyszinti. Ha sok készletiink lenne MacMa-
hon négyzeteibél, akkor a fenti kirakdst minden irdnyban megismételhetnénk, hi-
szen csupa kék mez6bél all a korvonala, ezért egy masik ugyanilyen téglalap mellé
helyezheto. Ha ezt a kirakast periodikusan ismételgetjiik, a teljes sikot ki tudjuk
szindomindinkkal csempézni. A periodikus csempézés kénnyen értheté fogalom: 1é-
tezik olyan (nem nulla vektorral térténd) eltolds a sikon, ami a csempézést dnmagéa-
ba viszi. (Csempénként értelmezve: egy csempézés periodikus, ha van olyan eltolds,
amelyre minden csempe eltolt képe vele azonosan szinezett csempe.) A periodikus
csempézésnek bizonyos értelemben az ellentéte az aperiodikus csempézés. Ez tehat
azt jelenti, hogy az egész sikot csempézziik szindomindkkal, de nincs olyan (nem
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nulla vektorral térténé) eltolds a sikon, amit erre a fedésre alkalmazva a szinezés
nem valtozik meg. (Lasd 5. feladat.)

Sokaig azt gondoltdk, hogy ugyantugy viselkednek a kiilonb6z6 moédokon szi-
nezett négyzetes szindomindk: ha ki lehet veliik csempézni a sikot, akkor perio-
dikusan is ki lehet csempézni. De hogyan lehet eldénteni, hogy egy szindomind
elemkészlettel ki lehet-e csempézni a sikot? Van-e erre valami j6 mddszer, 1étezik-e
ra algoritmus, amivel esetleg egy — kell6en gyors — szamitégép segitségével mindig
valaszolhatunk a kérdésre? Ezt a kérdést nevezték el ,,csempézési problémanak”.

1961-ben Hao Wang amerikai matematikus bebizonyitotta [1], hogy akkor és
csak akkor létezik algoritmus egy dominé készlet josidganak eldontésére, ha azzal
periodikusan is le lehet fedni a sikot. Ezen eredmény tiszteletére a szinezett négyze-
tekbdl allo készleteket Wang domindknak vagy Wang csempéknek nevezziik. Wang
azt gondolta, hogy minden j6 készlet periodikus, azaz ha egy készlet csempézi a
sikot, akkor periodikusan is tudja ezt.

Aztan 1966-ban Wang tanitvanya, Robert Berger taldlt egy domindkészletet,
amivel ugyan ki lehet csempézni a sikot, de csak aperiodikusan. Ezzel elddlt, hogy
a dominé csempézési probléma algoritmikusan nem megoldhaté. (Hasonléan a
Turing-gép megallasi probléméajahoz, csak ez sokkal kénnyebben érthetd, sokkal
jatékosabb feladvény.)

Berger domindkészlete tobb mint 20 ezer elembdl allt, ami a tényleges megvalé-
sitast szinte lehetetlenné tette. Azdéta szdmos matematikus préobéalkozott minél ke-
vesebb darabszamu és szintli készlet megalkotasaval, amivel a sik csak aperoidikusan
csempézhetd. 2019-ben Emmanuel Jeandel és Michaél Rao [2] francia matemati-
kusok, szamitastudomanyi szakemberek megalkottak egy 11 elembdl all6 készletet,
amihez mindossze 4 szinre volt sziikségiik. Készletiik elemei az 5. dbrdn lathatbak.
(Az & definicidjuk szerint a csempézéshez nem forgathatdk el a négyzetek, tehdt
csak olyan alldsban haszndlhaték, ahogy az dbran lerajzoltuk.) Azt is bebizonyi-
tottak, hogy ez lehetd legkevesebb elembdl és szinbdl allé készlet.

= X X NS
X NK X

5. dbra

Ez annyira kevés elem, hogy akar mar jatszani is alkalmas. A 6. dbrdn egy
20 x 20-as téglalap lathaté Jeandel és Rao csempéibél kirakva. Lehet prébalkozni
még nagyobb teriiletek létrehozasaval!

A cikket néhany kapcsolddé feladvannyal zarjuk. (A feladatokban szereplé alak-
zatokat nem tekintjiik kiillonbozéknek, ha azok egymésba forgathatok.)

1. Ha csak 2 szint hasznalhatunk, hanyféle négyzetes elem készitheto?

2. Hany kiilénbo6z6 négyzetes elem készithetd 4 szinnel, ha minden négyzeten
minden szinnek szerepelni kell?
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6. dbra
3. Hany kiilonb6z6 négyzetes elem készithetd 5 szinnel, ha a szinek egy elemen
beliil nem ismétlodhetnek?

4. Keressiink példat olyan, a MacMahon-féle készletbdl elkészithet6, 24-nél ki-
sebb teriiletli téglalapra, amely kirakhatd tgy, hogy a kerete egyszini, és olyanra
is, ami nem rakhato ki ilyen médon!

5. Adjuk meg a sik egy aperiodikus csempézését a MacMahon négyzetekkel!
(Nem feltétleniil szitkséges az Osszes elemet felhasznalni.)

6. Mutassuk meg, hogy a 4. dbrdn lathat6 hatszogekkel kirakhato6 olyan alakzat,
amit sokszor egyméas mellé helyezve a sik egy periodikus parkettazasat kapjuk!

Hivatkozasok

[1] Hao Wang. Proving theorems by Pattern Recognition II. Bell Systems Technical
Journal, 40:1-41, 1961.

[2] Emmanuel Jeandel and Michaél Rao. 2021. ,An Aperiodic Set of 11 Wang Ti-
les.” Advances in Combinatorics, January. https://doi.org/10.19086/aic.18614.

J6 szorakozast!

Gal Péter
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1. a) Oldja meg a kovetkez6 egyenletet az egész szamok halmazan:

Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire

I. rész

1 1
2— —_ —_ =
(x 9)(917_3 213 1) 9+z (6 pont)

b) Egy négyszog a szogére teljesiil, hogy 4 sin?a — 3 = 0. Mekkora lehet az «
sz0g nagysiga? (6 pont)

2. Zoli biciklikerekének atmérdje 70 cm, a pedalhoz kapcsolodd elsé valtdja olyan
fokozatban van, ahol a fogaskerék keriiletén 56 ,,fog” van, mig a hats6 kerékhez kap-
csolddé valté esetén a fogaskeréken 20 ,fog” helyezkedik el. (A biciklin a peddlhoz
kapcsolodd els6 valtd fogaskereke és a pedal teljesen egyiitt forog. Az els6 és a
hatsé fogaskereket koti 6ssze a biciklilanc, igy a két fogaskerék mindig ugyanannyi
yfogat” fordul.)

a) Mekkora sebességgel halad Zoli, ha a pedalja 10 teljes kort 8 masodperc alatt
tesz meg, illetve a hatso kerék és a hatsé fogaskerék teljesen egytitt forog? (4 pont)

b) Zoli 34 bardtjdval egylitt kozos kerékpartirdra indul. A biciklik minden
kereke egymastol fiiggetleniil két egész kilométer kozott 0,0005 valdsziniiséggel kap
defektet. Milyen hosszu Ut esetén mondhatjak, hogy legalabb 0,95 valdszinliséggel
lesz defekt a tdran? (6 pont)

¢) Egy biciklikolesonzOben kedden 48-an kértek kerékpért, 4-gyel tobb né, mint
férfi. A legaldbb 40 éves vendégek szdmédnak 60%-a volt a 40 évnél fiatalabbak
szama; a legaldbb 40 évesek koziil 6tszor annyian kértek hagyoményos kerékpart,
mint elektromosat. Egyetlen férfi kért elektromosat, 2-vel t6bb legalabb 40 éves né
volt, mint férfi. Hany 40 évesnél fiatalabb né kolesonzott kedden biciklit? (4 pont)

3. a) Adja meg az (m —1)z% + (2m — 9)z + 1 = 0 masodfokti egyenlet m € R
paraméterének lehetséges értékeit ugy, hogy az egyenlet két kiilonbozé pozitiv
gyokének osszege 5-nél nagyobb legyen. (7 pont)

b) Gondoltam egy szdmra, lejegyeztem egy lapra, és lefrtam mellé a négyzetét.
Lehet-e a gondolt szadm paros, ha a leirt szamok tizes alapt logaritmusainak Gsszege
kisebb, mint a szamok Osszegének tizes alapt logaritmusa? (6 pont)

4. Egy pozitiv tagokbdl all6 szamtani sorozat elsé harom tagjanak 6sszege 10,5.
Az f: RT = R, f(x) = 2% fiiggvény helyettesitési értékeinek dsszege a sorozat elsé
hirom tagjanak helyén 73+/2. Hatérozza meg a sorozat differenciajat. (7 pont)

b) Igazolja, hogy ha egy sorozat elsé n tagjanak osszege S, = 1,5n2 —n, akkor
az egy 3 differencidju szamtani sorozat. (5 pont)
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II. rész

5. Egy kastély parkjaban a tulipdnok virdgigyasa derékszogi trapéz alakd,
amelynek parhuzamos oldalai 8 m és 5 m, derékszogii szara pedig 4 m hosszusagu.

a) Igazolja, hogy a hegyesszogili csticsbdl induld 4t16 mentén tiltetett tulipdnok
a hegyesszog szogfelezbjére illeszkednek. (6 pont)

Egy olyan hurtrapéz alaku teriiletet fiivesitenek be a kertészek, amelynek alap-
jai 6 m és 3 m hossztusaguak, hegyesszogei 60°-osak. Erre a teriiletre a gyerekek
30 cm sugari milanyag hulahoppkarikdkat dobédlnak. A karikdk (képzeletbeli) ko-
zéppontjai véletlenszeriien esnek valahova a fiivesitett teriiletre.

b) Mennyi a valészinfisége, hogy egy hulahoppkarika nem 1ég le a fiives teriilet-
rél? (5 pont)

A park kozepén 1évé toban tavirdzsdkat lathatunk. A virdgzas idészakdaban
naponta 30%-kal tobb kinyilt virdgot ldthatunk itt.

¢) Ha junius elsején tizenkét virdgot szamoltunk meg, akkor mikor lesz legaldbb
kétszaz kinyilt virdg ezen a tavon? (5 pont)

6. A H halmazt azok az (a;b) szdmpérok alkotjik, amelyekre teljesiilnek a
kovetkezo feltételek:
eaceN;beN
e a<b
e al12;b]12
a) Igazolja, hogy a H halmaznak 21 eleme van. (8 pont)
Tekintsiik azt a 21 ponti grafot, amelynek cstcsai a H halmaz elemei. Ebben
a grafban két pontot akkor kotiink Ossze, ha a nekik megfeleld szampéarok kozott
vannak azonos szdmok. Pl. sszekotjiik a (4;6) pontot és a (6;12) pontokat, mert
mindegyik szamparban szerepel a 6.

b) Csticsai felsorolasaval adjon meg egy 5 pontbdl 4116 kort ebben a grafban.
(2 pont)

¢) Hany él van ebben a gratban? (5 pont)

d) A 21 pontu grafnak megfeleld szabdlyos 21 szoget szeretnénk egy korlapra

megrajzolni gy, hogy a szabdlyos sokszog leghosszabb atléja 18 cm legyen. Ehhez
minimélisan mekkora sugaru korlapra lesz sziikség? (6 pont)

7. a) Szilard id6jérds el6rejelzésében hétf6t6l péntekig a napi maximumok a
kovetkez6 médon alakulnak: 34 °C, 30 °C, 26 °C, 22 °C és 28 °C. Szilard azt
is elmondta, hogy a teljes hétre szamitva a napi maximumok atlaga 28 °C és az

atlagtol vald atlagos abszolut eltérés értéke 1—78 °C. Hatérozza meg a hétvégi napi
maximumokat, ha vasdrnapra varhatéan kicsit lehtil az idé. (6 pont)

b) A 2023. évre vonatkozoan Szildrd Gsszegytijtotte a napi csapadékmennyisé-
get és megadta a sodrofadiagram elkészitéséhez sziikséges adatokat. Qo = 0 mm;
@1 =1mm; Q2 =5 mm; @3 =8 mm és @4 = 32 mm. Mennyi lehet a 2023. évben
Osszesen mért csapadék mennyiségének legkisebb, illetve legnagyobb értéke?

(5 pont)
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¢) Szilard szamitégépén elromlott a T-es szadmjegy, ezért az adatok tovabbi-
tdsdhoz a 10-es szamrendszer helyett a 7-es szamrendszert hasznalja. Mekkora a
szélerosség, illetve a legalacsonyabb és legmagasabb hémérséklet 10-es szamrend-
szerbeli értéke, ha Szilard iizenete igy szolt:

A mai napon mért legnagyobb szélerdsség 50 km/h. A legmagasabb és legalacso-
nyabb hémérséklet osszege 105 °C, kiilonbsége pedig 15 °C. (5 pont)

8. a) Egy négyzetes hasib tetejére olyan 6 c¢cm magas szabélyos négyoldald
gulat helyeziink, amelynek alaplapja pontosan illeszkedik a négyzetes hasab négyzet
alaki lapjara. Szamitsa ki a test felszinét, ha az alapéleinek hossza 12 cm, teljes
magassaga pedig 30 cm. (4 pont)

b) Az elébbi test éleire pozitiv primszadmokat irunk gy, hogy az egy cstcsba
befutd éleken kiilonb6zé szamoknak kell szerepelni. Lehetséges-e olyan eset, hogy
az élekre irt szamok Osszege kevesebb, mint 707 Valaszat indokolja! (4 pont)

¢) Van egy 22 cm magas négyzetes hasdbunk, amelynek az egyik négyzet alaki
lapjara 6 cm magas szabalyos négyoldalu gulat illesztiink. Az Gsszeillesztett testet a
négyzetlapjara allitjuk, 500 ml folyadékot toltiink bele, és megjeldljiik a vizszintet.
Ezt kovetden a testet a gila csticsara allitjuk, és azt tapasztaljuk, hogy a folyadék-
szint most 2 cm-rel magasabban van, mint az els6 esetben bejel6lt szint, de mindkét
esetben a hasab alaki részre esik. Mekkora a hasab alapéleinek hossza? (8 pont)

9. Az emelt szintii matematika érettségi szébeli vizsgarészének fontos eleme
az adott témakorhoz kapcsolédo gyakorlati alkalmazasok ismertetése. A didkok a
differencidl- és integralszamitdshoz kapcsoléddan gyakran hoznak példakat a fizika
tertiletérdl.

a) Egy aut6 pillanatnyi sebességét olyan masodfoku fiiggvény irja le az id6 fige-
vényében, amelynek két zérushelye a 0 masodpercnél, illetve a 10 masodpercnél van,
maximalis értéke pedig a mozgéds 5. masodpercében 8 m/s. Igazolja, hogy a sebes-
ségnek megfeleld fiiggvény hozzarendelési szabalya f(x) = —0,322%+3,2x. (4 pont)

b) Az auté dltal megtett it nagysigat a sebesség-id§ grafikon alatti tertilet
szémértéke adja meg. Szdmitsa ki az autd dltal a megdlldsig megtett utat. (4 pont)

¢) A testek gyorsuldsdt tgy szdmithatjuk ki a sebesség-idé fiiggvény ismere-
tében, ha meghatarozzuk a fiiggvény adott idoponthoz tartozd érintéjének a me-
redekségét. Egy harmonikus rezglé mozgast végzo test esetén a sebességet leird
figgvény: f(z)=0,3cos(3z). Szdmitsa ki az © = 2 méasodperchez tartozé gyorsulds
szamértékét. (4 pont)

d) A munka kiszdmitdsahoz az erd és az erd irdnydba torténé elmozdulds szor-
zatat kell kiszamitani. Mekkora a munkavégzés szamértéke abban az esetben, ha a
testre haté allandé 45 N nagysigi er6 a derékszogli koordinatarendszer x tengelyé-
nek pozitiv irdnydba mutat, mikézben a test az origébdl felfelé induléd f(z) = %x
fiiggvényre illeszkedd emelkedén 160 m utat tesz meg? (4 pont)

Jocsik Csilla
Gyér
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Megoldasvazlatok a 2025/9. szam
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. Oldja meg a valos szdmok halmazdn a kovetkezd egyenletet!
Va2 —5x—14-|5—x|-sin (2x+ %) 1g(9—2z)=0 (13 pont)

Megoldas. Az értelmezési tartoméany a logaritmikus kifejezés miatt 9 —x > 0,
igy x < 9, tovabbé a négyzetgyokos kifejezés miatt 22 — 5z — 14 > 0, amibdl z < —2
vagy x > 7 (Osszesitve: x < —2 vagy T< x <9).

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényez6je 0, igy a lehetséges esetek:

1. |b—2| =0, azaz 5 — 2 =0, ahonnan « = 5, de ez nem eleme a fenti értelmezési
tartomanynak; 1g(9 — x) = 0, tehdt 9 —a = 1, amibél x = 8, és ez megoldds;

2. Vx2 =52 —14 =0, vagyis 2 — 5z — 14 =0, amibél £ = —2 és & = 7 is megol-
das; sin (23: + %) = 0-bol koévetkezik, hogy 2z + ¢ = km, ahol k € Z, ezt dtrendezve
r = —75 + k%, de az értelmezési tartomany miatt, csak k < —1, illetve k = 5 esetén
kapunk megoldéast.

Tehat osszesitve: x € {—2;7;8}U{—5 +k-Z | k< —1 vagy k =5} (ahol k € Z),
és a kapott megolddsok igazza teszik az egyenletet (ekvivalens dtalakitdsokat vé-
geztiink).

2. a) Tizes szdmrendszerben hdny jegyii szdm az 52° 2 (3 pont)

b) Egy mértani sorozat elsé tagja 529, kvéciense 5. Az elsé tagtdl kezdve leg-
aldbb hdany tagot kell 6sszeszorozni ebben a sorozatban, hogy a szorzat értéke elérje

529.¢7 (8 pont)
c¢) Apdczai Csere Jdnos éppen 400 éve sziiletett. Irja fel a tudds sziletési évszd-
mat 6tos szamrendszerben! (2 pont)

Megoldas. a) Mivel 20 < Ig5%9 < 21 (igy 10%° < 529 < 102!), ezért az 5% tizes
szamrendszerben 21-jegyti.

b) Jelolje a mértani sorozat elsé n tagjanak szorzatit P,.

n—1 n . 1424+3+...4+(n—1) nln1)

P,=a1-a1q-a1¢* - a1q® - ...-a1¢" P =a1" - q =a"q

Behelyettesitve a; = 5727, ¢ =5 értékét, az alabbi egyenlStlenség adédik:

(5—29)" ) 57"‘“;*” > 5%,

n:(n—1)
2

amelynek 6sszevont alakja: 5297+ > 529,
Mivel az 5% fliggvény szigortian monoton névekvo, ezért —29n + @ > 29,
amib8l n?—59n —58 >0. Ennek megolddsa a pozitiv szdmok halmazén:
> 59EVSTI3 ~ 59,97 legaldbb 60 kell &sszes i
nz= o) ~ 99,97, azaz legala tagot kell 0sszeszorozni.
¢) Apéczai Csere Janos 2025 — 400 = 1625-ben sziiletett, és az 1625 6t6s szadm-
rendszerbeli alakja: 162519 = 23 0005.
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3. Eqy 34-f6s osztalyban senki sem sziiletett februdrban.

a) Bizonyitsa be, hogy van olyan hdnap, amelyben az osztdlybol legaldbb négy

didk sziiletett! (3 pont)
b) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy lesz két olyan didk ebben az osztdlyban,
aki ugyanazon a napon sziletett? (6 pont)

c) Az iskoldhoz kézeli fagyizéban tizféle fagylaltot drulnak. Legaldbb hdnyszor
kellett a teljes osztalynak elmennie a fagyizéba, ha biztosak lehetink abban, hogy a
fagyizasok alatt volt két pontosan ugyanolyan rendelés, ha mindenki legfeljebb két
gombdc fagyit vehet? (Két fagyirendelés kiilonbozd, ha a két tolesérben az alsé vagy
a felsé6 gombdc ize eltér rendelésekben.) (5 pont)

Megoldés. a) Ha nem lenne 4, ugyanazon hénapban sziiletett didk, akkor egy
honapban legfeljebb 3-an sziilethettek volna, de akkor legfeljebb 11 -3 =33 didk
lehetne az osztalyban.

Ez ellentmondas, igy kell lennie 4 ugyanazon hénapban sziiletett didknak.

b) Ha nem sziiletett senki februdrban, akkor 365 — 28 = 366 — 29 = 337 lehetd-
ség marad egy évben. Ha mindenki kiillénb6z6 napon sziiletett, akkor a kedvezd
lehet6ségek szama:

337!
337~336~335-...-304<_ 303'> ,

az Osszes lehet6ség pedig 33734,
Igy annak a valdszinfisége, hogy mindenki més napon sziiletett:
337-336-335-...-304 330

= ~0,1
33734 33734 0,1788,

vagyis a keresett valészintiség: 1 — 0,179 = 0,821.

¢) Egygombécos fagyibol 10 kilonb6z6 van. Kétgombocos lehet egyforma —
ilyenb6l 10 lehet&ség van — vagy két kiilonboz6 (és a sorrend is szamit), ez 10-9 =
=90 lehet6ség, Osszesen 110 eset. Egy fagyizas alatt legfeljebb 34 kiilonb6z6 fagyi-
lehetGség addédhat, és mivel 4-34 > 110 > 3 - 34, azért legalabb 4-szer kell menni
fagyizni az osztallyal.

4. Egy osztdly nydri bulijan az osztdly egy része a strandon a biifében vdsdrol.
Lujzi csak egy langost vesz magdnak, de kifizeti Sanyi, Szoszi, Kati és Béla tea-
stlt krumpli meniijét is (négy tedt és négy silt krumplit), ezért végil 7130 Ft-ot
fizet. Jani is Osszeqyijtott pdr rendelést, nyolc tedt, ot ldngost és két silt krumplit
vesz, amiért 12790 Ft-ot fizet. Armand csak Zsuzsit és Amanddt hivja meg most,
azt tervezi, vesz mindharmuknak egy-eqy tedt, silt krumplit, ldngost, de rdjon, hogy
d igy €hes maradna, igy végil hozzdcsap még a rendeléshez két silt krumplit; egy
tizezressel fizet, és még vissza is kap 230 Ft-ot.

a) Mennyibe keril a tea, a ldngos és a sult krumpli ebben a bifében? (8 pont)

b) Hdnyféle sorrendben adhatjdk ki a kiaddpulton az elébb kifizetett osszes italt
és €telt, ha az azonos termékek kézott nem tesziink killonbséget? (3 pont)
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Megoldas. Adatok tabldzatosan:

langos | tea | siilt krumpli | Osszar

Lujzi 1 4 7130

Jani 5 8 2 12790

Armand 3 3 5 9770
Osszsen 9 15 11

l t s Ft/db

a) Legyenek az egyes termékek egységarai rendre [, ¢t és s Ft/db, ahol [, t és
[+ 4t +4s=7130
s € R*. Ezekkel felirhat6 a kovetkezd egyenletrendszer: < 51+ 8t +2s=12790.
314 3t+5s=9770
A megoldasi médszer lehet az egyenld egyiitthatok médszere vagy kifejezés és
behelyettesités, amely alapjén a megolddsok: [ = 1210 (Ft/db), t =630 (Ft/db) és
s =850 (Ft/db). Tehéit a ldngos 1210 Ft-ba, a tea 630 Ft-ba és a siilt krumpli
850 Ft-ba kertl.
Ellenérzés a szoveg alapjan.
b) Osszesen 9 langost, 15 teat és 11 siilt krumplit vasdroltak, ezen 35 termék

lehetséges sorrendjeinek szdma: (ismétléses permutdcidval) ﬁ‘?'n,(z 5,455-1014).

II. rész

5. Az a és b vektorokra teljesiil, hogy |a|] = |b| =|a+b| =1.
a) Mekkora a és b vektorok skaldris szorzata? (4 pont)
b) Mekkora 2a + b vektor abszolitértéke? (4 pont)

Adott az a(3;4) vektor. Az origd kézépponti 6 egység sugard kér a vektorral
parhuzamos érintdje az y tengelyt a (0;p) pontban metszi.

c) Adja meg p lehetséges értékeit! (8 pont)
Megoldas. a) Az a, b és a+b vektorok felrajzolhatéak egy

szabalyos hiaromszog oldalvektoraiként, igy az a és b vektorok
altal bezart szog 120°, ezért skalaris szorzatuk

1 1
a-b=|a|-|b|-cos120°=1-1- <> =——.
2 2

b) 2a, b és 2a+b vektorok felrajzolhatéak egy olyan
haromszog oldalvektoraiként, amelyben két oldal hossza 2
és 1 egység, és az oldalak bezart szoge 60°. Jeloljik a ke-
resett vektorhosszt z-szel: |2a+b| = x, a fenti hdromszog-
ben koszinusztétellel szamithaté ki az ismeretlen x oldal:
2?2 =224+1%2-2.2.1-c0s60°, amibél z = /3 (z > 0), ami
éppen a kérdéses vektor hossza.
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¢) Készitsiink 4bréat.
) . k:z® + y2 = 36
Az a vektor egyenesének meredeksége %,
igy a vele parhuzamos egyenesek egyenlete
Y= %x—i—b, ahol b € R. Ez b-nek arra az ér-
tékére érinto, amikor az egyenesnek egyetlen a(3;4)
kozos pontja van a korrel. Helyettesitsiik be
az y-ra felirt kifejezést a kor egyenletébe:

4 2
22+ (3x—|—b) = 36.

Akkor van egyetlen kozos pont, ha az igy
kapott mésodfoki egyenlet, 25x2 + 24b -z +
+9b% — 324 =0 diszkriminansa 0, azaz D = 576b% — 100(9b? — 324) = —324b2 +
+32400 =0, ahonnan b= 410, igy a két érinto egyenlete: y = %x +10ésy= %x —10.
Ebbdl kovetkezik, hogy p lehetséges értékei 10 és —10.

6. Zsigri tandr dr egy magdnnyugdij-megtakaritdsi konstrukcioban vesz részt:
2001 elsé banki napjdn, és azdta is minden honap elsé banki napjin befizetett
40 000 Ft-ot. A nyugdijpénztdr mindvégig havi 0,4%-0s kamatot biztosit. Az dl-
lam, hogy tdmogassa az ongondoskoddst, az adott évben befizetett osszeg 5%-dt, de
legfeljebb évi 25 000 Ft-ot, a kévetkezd év elsé banki napjdn befizeti a pénztdrtag
szdmldjdra.

a) Mekkora dsszeq lesz a tandr dr szdmldjdan 2026 elsé banki napjdn? (2026-ban
mdr nem fizet be tandr ur és mdr nem is szamol kamatot a bank, csak az dllami
jouvdirast 2025-re.) (7 pont)

A 2026-ra osszeqyiilt pénz eqy részébdl Zsigri tandr ur vildgkorili utazdsba kezd,
de 12 millié Ft-ot a szamldn hagy majd, hogy abbol havi dllandé 6sszegli nyugdij
kiegészitést kapjon pont 20 éven keresztil. (A pénztdr minden hénap elsé napjdn
jovdirja a kamatot, majd dijmentesen dtvezeti a tandr ur normdl bankszamldjdra a
nyugdijkiegészités dsszegét.)

b) Mekkora havi nyugdijkiegészitéssel szamolhat ebbdl a tandr ir, ha a pénztdr
tovdbbra is fix 0,4%-o0s havi kamatot biztosit a szdmldn maradd pénzre? (6 pont)

Minden egyes évben 0,002 annak a valdszinisége, hogy ez a nyugdijpénztdr ka-
matot csokkent.

c) Mennyi a valdszinidsége annak, hogy a teljes folyamat 45 éve alatt egyszer
sem fog kamatot csékkenteni a pénztdr? (3 pont)

Megoldas. a) Minden évben &sszesen 12 -40 000 = 480 000 Ft a befizetés, amibol
az allami jovairds ennek 5%-a: 24 000 Ft. Mivel a betett 40 000 forintok havonta
kamatoznak, ezért egy év miilva a szamlan:

Ay =40 000 - 1,004 +40 000 - 1,004 + ... +40000- 1,004 + 40000 -+ 24 000
S—— S——

2001. évi betett 6sszegek 2002 elején allami
betett Osszeg jévairas

forint lesz.
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A 25 év alatt 300 hénap telik el, amibdl a tanar ur altal betett Osszegek és az
allami jovairdsok is tovabb kamatoznak, de az allami jévairasok csak 12 havonta
adddnak hozza, igy 25 év milva, tehat 2026 els6 banki napjan a szamlan:

Ags = 40 000 - 1,0043°° 4 40 000 - 1,004%%° + ... + 40 000 - 1,004+
+24 000 - 1,004%88 24 000 - 1,004%7 + ... 4 24 000

forint lesz.

Ezt az Osszeget két mértani sorozat els6 néhany tagjanak 6sszegére bonthatjuk:
a havi betett pénzekhez tartozé mértani sorozat kvéciense 1,004, és 300-tagi az
dsszeg; a jovairdsokhoz tartozd mértani sorozat kvéciense 1,004'2, és 25-tagi az
osszeg;
Ag5=40 000 - (1,004%°°+1,004%99+. . .4+1,004)+24 000 - (1,0042%%4+1,004%70+.. +1) =

1,004300 — 1 (1,00412)° — 1
=4 1,004 ————— +24 St i —_ S
0000 - 1,00 10041 -+ 24000 100412 1
~ 23214 280+ 1 130 876 = 24 345 156,

tehat a tanar ar szamlajan 24,345 millié forint lesz.

b) Jeloljiik z-szel a kapott havi Osszegeket és B,,-nel az n. hénap végén a szamlan
maradé Osszeget: By =12-10°-1,004 — x, By = (12-10°-1,004 — ) - 1,004 — 2 =
=12-105-1,004%2 — 2 - 1,004 — z, és hasonléan az utols6, 240. hénap végére: Boyg =
=12-10°-1,00424° — 2 1,004239 — - 1,004238 — ... — 21,004 — z.

Mivel az 6sszeg éppen elfogy, igy
12-10°-1,004** — 2 - (1,004** +1,004%** + ... + 1,004 + 1) =0.

A zéréjelben szerepld kifejezés egy mértani sorozat elsé 240 tagjanak Osszege, igy

1,004240 — 1
12-10-1,004?0 = . ——— —
’ Y0041
amelybél & = 12-10°-1,00424 . H050s = 77875 forint a havi nyugdijkiegészités.

¢) 0,998 a valészintisége, hogy egy adott évben nem csokkent kamatot a pénztar.
Annak a valdsziniisége, hogy 45 év alatt egyik évben sem csokkent: 0,9984% ~ 0,914.

7. Egy szellemvasut olyan szérnyszdj alakid cégért készit, amely
terveinek hatdrvonalait a koordindta-rendszerben azy=x+5 egyen-
letti egyenes, illetve az

f(x):21'2*433+2 és a g(x):ffx 4+ 4z

fiigguények gorbéi hatdrozzik meg.

Hdiny deciliter piros festéket kell haszndlni a nyelvhez és hdny
deciliter sziirke festéket a szdj belsejének befestéséhez, ha négyzet-
méterenként 7 dl festék sziikséges mindkét szinbél, és a koordindta-
rendszer tengelyein a terveken az egységek valosagban 50 cm-nek

felelnek meg? (A fogakat egy fehér ledlimpa szolgdltatja majd, de az alatta lévd
teriiletet is befestik szirkére.) Vilaszait egészre kerekitve adja meg! (16 pont)
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Megoldas. f(x) fliggvény mi- YA
nimummal rendelkezd, g(z) pedig gl
maximummal rendelkezé masodfo-
ki fiiggvény, ezek grafikonja a sz4j T

6,,

és nyelv megfelel6 hatarvonalai.

A nyelv és a szdj csatlakozdsa- (=0,5:4,5)
nak pontos helyét az f(z) = g(x)
egyenlet megoldasai adjak:

1 13 3 y 3

202 —dx4+2=——2?+ "a+° 19 2
2% — 4z + ST T (Z’é 1

innen gxz——485x+%:0, amibol | _1(1) z

T = i és 1o = 2.

A szaj ferde hataroléegyenese és a konvex hataroléfiiggvény metszéspontjaihoz
az 222 —4x + 2 = x + 5 egyenletet megoldasait kell kiszamolni, amelyek x3 = —% és
Xryq = 3.

Tehét a piros nyelv teriiletét az alabbi hatarozott integrallal kapjuk:

2
1 13 3
Thyelv = / (—SBQ +—-z+ ) — (22 —da +2)dz =

2
:/EIQ 45 5. [ 55 45 , 51° 1715
, 768

1

~ 2,233 teriiletegység.

Tszéj = /(37 + 5) — (2.1?2 —4x+ 2)dl‘ =

Nl

3

3
2 5 343
= / —22% + 52+ 3dx = [—3x3 + ixQ + 31':| =57 ~ 14,292 teriiletegység.

=

Nl

Egy egységnégyzet valodi teriilete T,> = 50 cm - 50 cm = 2500 cm? = 0,25 m?.
Tehdt a két szines teriilet a valésdgban: Thyely = 2,233+ 0,25 ~ 0,558 m? és Tyys5 =
=14,202 0,25 ~ 3,573 m?.

Tehat a sziirke teriilet nagysiga: T iirke = 3,573 m? — 0,558 m? = 3,015 m?.

Igy a sziirke festékbdl 3,015 -7 ~ 21 dl sziikséges, piros festékbél pedig 0,558 - 7~
~ 4 dl-re van sziikség.

8. Egy egyenld szdri hdromszog alapja 10 egység, szdrai 13 egység hossziak.
A hdromsziogbe téglalapokat irunk, amelyeknek egyik oldala a hdromszog alapjdra
esik, a masik két csicsa pedig a hdromszdg egy-eqy szdrdra.

a) Mekkora a téglalap teriilete, ha hdromszog alapjdra esé oldalhossza 8 egység?
(5 pont)
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b) Mekkordk a mazimdlis teriletd beirhatd téglalap oldalai? (5 pont)
A hdromszoget kétféleképpen megforgatjuk: A) az alapja koril, B) az egyik szdra
koril.

c) Mekkora az A), illetve a B) esetben keletkezett testek felszineinek ardnya? Az
ardny pontos értékét adja meg! (6 pont)

Megoldas. a) Az ABC egyenld szari haromszog alapja AB,
a beirt téglalap legyen FGHI (14sd dbra).

A haromszog alaphoz tartozé magassaga a téglalapnak és a
haromszognek is szimmetriatengelye, ezért AF = FB =5 egy-
ség és EF = FG = 4 egység.

Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt C'F =
=+/132 —-52=12.

A EFG B Az AFC és IKC haromszogek hasonloak, mivel megfele-

16 oldalaik parhuzamosak (vagy a parhuzamos szelészakaszok

tétele miatt), {gy a megfelel§ oldalak ardnyara felirhato: % = 12_15 £ amibsl KF =
=24, igy az EGH]I téglalap teriilete 82,4 = 19,2 (teriiletegység).

b) Legyenek a maximélis teriiletii téglalap oldalai 2z és y.

C P ‘ —
Ekkor az el6z6 alponthoz hasonléan: £ = 1224

5 T,am1b6]y:12—
—24x és igy a téglalap teriilete T'(z) =z - (12 — 2,4x).
1/ |K\H A teriilet fliggvénye olyan méasodfoku fiiggvény, amelynek

maximuma van, és mivel a két zérushelye x1 =0 és x5 = % =5,
;

C

Yy fgy a maximumhelye @yax = 2522 =2,5. Tehdt a maximalis
z teriiletl téglalap oldalai 2x =5, illetve y = 12 — 2,42 = 6 egység
AEF GB hosszuak.

¢) Az A) esetben olyan kettds kipot kapunk, amelynek alkotdja 13 egység, alap-
korének sugara 12 egység. Igy a kettés kup felszine: Ay =2-12-13 -7 = 3127 (te-

rilletegység).

=

13
10
.

13/ [1\13
12

: 10
13\ || /13 ‘

A) eset B) eset
A B) esetben olyan kettds kiipot kapunk, amely alapkorének sugara az egyenld
szaru haromszog szarahoz tartozé magassaga: my. Az egyenld szard haromszog
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tertiletét kétféleképp felirva: Th = % = %, az egyenletbdl adédik, hogy my =

_ 120 4
= 13 (egyseg)'
120 __ 2760

Igy a kettSskup felszine: Ap = 2010 m+ 12213 . 7 = 2107 (teriiletegység).
Vagyis a két keletkezett forgastest felszinének aranya:

Ay 312m 169

Ap ~ T = 115

9. Egy ellendrzés sordn azt vizsgdltdk, hogy az 1 kg-os csomagoldsi rizs tomege
valdjaban mennyire tér el az 1000 grammtdl. Két sorozatban 8-8 mérést csindltak,
az eredményeket az aldbbi tablazatba foglaltdk.

A mért eltérések grammban
1. méréssorozat 1 3 55 | 2,5 3 6 5 0

2. méréssorozat 3 6 6 3 3 3 6
a) Hdny gramm az elsé méréssorozat dtlaga és szordsa? Vilaszdt egy tizedesjegy
pontossdggal adja meg! (3 pont)

b) Készitsen sodrdfa (boxplot) diagramot az elsé méréssorozat adatairél! (5 pont)
A mdsodik méréssorozat szdrdsa 1,5 gramm.
c) Mi lehetett a tdbldzat hidnyzo adata? (8 pont)

143+45,542,5+3+6+5
3

Megoldas. a) T = = 3,25 ~ 3,3 gramm.

= 2,0 gramm.

- \/2,252+0,252+2,252+2-0,752+2,752+1,752+3,252
= 8
b) A medidn: Me =3, az als6 kvartilis: Q1 = % = 1,75, a fels6 kvartilis:
Qs = L;” =5,25.

Igy a sodréfadiagram:
min Q1 Me @3 max

0 1 2 3 4 5 6

¢) Legyen a hidnyzo adat a, az adatok atlaga pedig b. Ekkor 80 =4-3+43-6 +a,
amibol a = 8b — 30. Ekkor a szorasnégyzetre felirhatjuk az alabbi egyenletet:

4-(3-0)2+3-(6—b)>+(8—30—-0)% (3)2
2 )

< b
ahonnan 5652 — 480b + 1026 = 0.

Az egyenlet gyokei: by = % és by = ?—Z, amelyekbél a hidnyzé adat: a1 = 8- % —

—30 =6 (gramm) vagy as = 8- 27 —30 = 18 (gramm) lehet.

Az ELTE Apéaczai Csere Janos Gyakorlé Gimnazium matematika munkakozossége

Budapest
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ERSULAT

) BOLYA Beszamol6 a 64. Ratz Laszlé6 Vandorgytilésrol

Miskolc immar 6todszor latta vendégiil a matematikatanarok népes csapatat a
Réatz Laszlé Vandorgytilés keretei kozott.

Az elsé napon, 2025. julius méasodikdn a Miskolci Egyetem disztermében Lajos
Jozsefné dtadta a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Beke Mané Emlékdijait.
Szintén ekkor osztottdk ki a Reményi dijakat az orszidgos matematikaversenyeken
kivalé eredményt elért tanulék tanarainak. Ezutan néhany szakmai el6adéast, majd
a Miskolci Egyetem Bartok Béla Zenemiivészeti Karanak névendékeibél allé Palota
Harsona Kvartett szinvonalas koncertjét hallgattak meg a résztvevok.

Julius 3-an kora reggel megkezd6dott a munka, négy szekcidban hatalmas érdek-
16dés mellett zajlottak a szemindriumok és az eldadasok. Kiilonésen sokan voltak
kivancsiak Babus Réka és Juhasz Péter gerrymanderingrél, valamint Tamasné Kol-
lar Magdolna a statisztika témakorének érdekes megkozelitésérol szolo eléadasara.

Julius 4-én délel6tt folytatdédott a szakmai program, a kollégék interaktiv fel-
adatmegold6 szemindriumokon és plenaris eléadasokon gyarapitottak matematikai
és modszertani tudasukat. Délutan tartalmas kirandulasokon ismerhették meg ko-
zelebbrdl a varost, a kornyéket és egymast az orszadg minden részébdl és a hatdaron
talrél érkezé matematikatanarok.

A leglelkesebbek még julius 5-én, szombaton is remekbe szabott eléadéast hall-
gathattak meg Fried Katalin és Korandi Jozsef parhuzamos tolmécsoldsaban. A 90
perc gyorsan elrepiilt, amelynek soran a tankoényvekben, valamint a tanarok és a
didkok gondolkodasadban megjelend tévedések, tévesztések, hibak jellegét boncolgat-
tak a kollégak. Bizony, kozépiskolas koraban mar nehezebben latja be a gondolkod-
ni szeretd tanulé, hogy a 0,9 = 1-gyel, ha az é fogalomrendszerében két kiilénbozé
szamként jelenik meg. A szimmetrikus trapéz elnevezése is szamos kérdést vet fel
és folytathatnank a sort. Erdemes lenne bévebben foglalkozni e téma kifejtésével,
akar révid podcastok, akar egy cikksorozat keretében.

A 65. Ratz Laszldé Vandorgyiilést 2026. julius 7-tél 10-ig, Esztergomban rendezi
meg a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat, amelyre szeretettel varnak minden
érdekl6dét.

Kozma Katalin Abigél
Gyér

Tanarverseny kozépiskolaban tanit6 tanaroknak — feladatok

A verseny id6tartama 90 perc. A feladatok pontozdsa: minden helyes valasz 5
pontot ér; helytelen valaszra 0 pont jar; valasz nélkiil hagyott kérdésekre 1-1 pontot
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adunk. A versenyen iréeszk6zon, papiron, korzén és vonalzén kiviill semmilyen mas
segédeszkoz nem hasznalhatd, azaz szamolégép sem. A verseny befejeztével csak
a kodlapot kell beadni. Kérjik, hogy a versenyen csak olyan tanarok induljanak,
akik kozépiskoldban tanitanak!

Feladatok

1. Az Azariah koncertre jegyet vasarlok soraban David elolrdl a 2024., hatulrdl
a 2025. varakozé. Hany ember &ll a sorban?
(A) 4047 (B) 4048 (C) 4049 (D) 4050 (E) 4051

2. Dia és Viki egy tablan meglat néhany szdmot. Dia minden szamhoz hozzaad
3-at, majd megallapitja, hogy a kapott szdmok Osszege 45. Viki az eredetileg a
tablan szerepld szamokat megszorozza 3-mal, és meglepodve allapitja meg, hogy
az altala kapott szamok Osszege is 45. Hany szam volt felirva a tdblara a lanyok
érkezésekor?

(A) 10 (B) 9 (C) 8 (D) 6 (E) 5

3. Ha az a, b, ¢ valés szdmok atlaga 0, az a2, b2, ¢ szamoké 10, akkor mennyi
az ab, be, ca szamok atlaga?
(4) -5 ®-5 ©-53 O () 5

4. A Miskolci Egyetemen a hallgaték 60%-a szeret tancolni, a tobbiek nem ked-
velik ezt a szérakozasi format. Megkérdezve a didkokat, sajnos nem mindenki drulta
el magdrdl az igazsdgot. A tancolni szeret6k 80%-a azt mondta, hogy szeret tan-
colni, a tobbiek pedig azt, hogy nem szeretnek. A tancoldst nem kedveld hallgatok
90%-a mondta azt, hogy nem szeret tdncolni, a tobbiek pedig azt, hogy szeretnek.
A ,nem szeretek tancolni” valaszt addk hany szézalékéra igaz, hogy szeret tancolni?

1
(A) 10 (B) 12 (C) 20 (D) 25 (E) 33§
: i . . 2025

5. Melyik az a legnagyobb n pozitiv egész szam, amelyre a 2% 4 ST n>0

egyenl6tlenség barmely x valds szamra teljesiil?
(A) 45 (B) 64 (C) 69 (D) 79 (E) 89

6. Mennyi az alabbi egyenlet megoldasa a pozitiv egész szamok halmazan?

logyw-loggw
log,  +logsz

(A) 25 (B) 32 (C) 36 (D) 42 (E) 48

7. A 2025. évi Diirer Verseny dontéjére 150 didk nevezett, akik 3 f6s csapatokban
mérték Ossze tudasukat matematika, fizika és kémia tantargyakbdl. A csoportok
Osszetétele az alabbiak szerint alakult:
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— 15 csapatban csak 1 fit szerepelt;
— 27 csapatban 2 vagy t6bb fit vett részt a versenyen;
— a fiticsapatok szama kétszerese volt a lanycsapatok szaméanak.

Hény lany vett részt a versenyen?

(A) 50 (B) 60 (C) 65 (D) 70 (E) 85
A 8. A 20 egység oldali RLV szabdlyos ha-
romszog oldalaira kifelé négyzeteket rajzolunk.
R Ha az abra szerinti A és B pontok tévolsagat

a+b (a, b€ N) formaban fejezziik ki, akkor
mennyi az a + b Osszeg értéke?

(A) 40 (B) 80 (C) 620
L v (D) 1220 (E) 1600

9. Az RLV2025 karaktersorozatnak hany
olyan sorrendje létezik, amelyben nincs egy-
mas mellett két méassalhangzo?

(A)144  (B)360  (C) 576
(D) 720  (E) 1440

\/5005(296

10. M ia —————
eyt a cos(z) — sin(x)

(zr € R\ {F +kn,k € Z}) kifejezés maximalis érté-

(A) = (B)1 (C) 3 (D) 2 (E) nincs maximélis érték

11. Az 1+ 3+ 5+... 435+ 37+ 39 kifejezésben Rézi néhany pluszjelet minusz-
jelre valtoztatott. Igy a kapott miiveletsor eredménye negativ lett. Mennyi lehetett
a legkevesebb miiveleti jel, amit R6zi megvaltoztatott?
(A) 4 (B) 5 (C)6 (D)7 (E) 8

A 12. Az alabbi sematikus térkép Miskolc 12 nevezetes-
ségét és az azokat Osszekotd 17 utat abrézolja. Vivi az A
helyrol szeretne eljutni a B-be gy, hogy itja soran pon-
tosan 13 tutszakaszt jarjon végig, azokon ne haladjon at
tObbszor, és sétaja soran minden nevezetességhez eljusson.
(Utja soran t6bbszor is eljuthat ugyanahhoz a nevezetességhez.) Hanyféle killonbo-
z06 ton haladhat Vivi?

(A)O (B) 1 (C) 2 (D) 3 (E) 4

B

13. Az z, y, a, b valés szamok teljesitik az

2?2y —6x—8y=a
2+ —10x+4y=>

egyenlGségeket. Mennyi az a + b kifejezés minimalis értéke?
(A) —54 (B) —46 (C) —-34 (D) —16 (E) 34
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14. Az ABCD négyzetet az O kézéppontja koriil
az 6ramutato jardsaval megegyez6 iranyba 20°-kal el-
forgatva az abra szerint az EFGH négyzetet kapjuk.
Hény fokos az EAD<?

(D) 32 (E) 35

15. Az A és B varosokat 30 km hosszi egyenes 1t
koti 6ssze. Két aut6 az A, illetve B varosbdl egyszerre
indul el egymas felé. Az A varostol B felé haladva

(A) 20 (B) 24 (C) 30
L
A

c
7(:
o

~ B

H

a megengedett sebességhatdr 10 km-enként rendre 50, 80, illetve 40 km/h. Az
A véarostdl hédny km-re taldlkozik a két autd egymdssal, ha mindketté végig a

megengedett maximalis sebességgel halad?

(A) 15,5 (B) 16 (C) 16,5 (D) 17 (E) 17,5

16. Az alabbi abra szerint az ABC'D hirnégyszog AB c B
oldala a koriilirt korének &tmérGje, tovabbi oldalainak
hossza pedig rendre BC =14, CD = DA = 6 egység. Hany 6
egység hosszi a négyszog AB oldala? D
(A) 16 (B) 17 (C) 18 6
(D) 19 (E) 20 A

17. Egy 5 x 5-0s tablazat néhany mez6jébe az alabbi szdmokat
irtuk: Melyik szam kertil a ? helyére, ha tudjuk, hogy a tablazat ?
minden soraban és oszlopaban az egymas utdni szamok egy-egy 5 48
szamtani sorozat szomszédos tagjai? TG
(A) 24 (B) 29 (C) 34 0
(D) 36 (E) 39

18. Az f: R— R, x+ ax?® +br +c (a # 0) masodfoku fiiggvény y
maximumbhelye —1, és grafikonja az alabbi abran lathat6. Hany
allitas teljesiil biztosan az aldbbiak koziil: 1 -
La-b+c>0 ILatb—c>0 ILa+bte>0 IV.abe<0 —ATNGT
(A) 0 (B)1 (C) 2 /AR
(D) 3 (E) 4

19. Az &bra szerinti ABCD téglalap oldalainak
hossza AB =8 és BC =4 egység. E és F rendre az D ¢
AB és BC oldal azon pontja, amelyekre DEF< = F
=90°, és T(DAEA) =T(DFCA). Hény teriiletegy- 4
ség a DEFA teriilete?
(A) 12 (B) 14 (C) 15 A E 8 B
(D) 16 (E) 18
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20. A Keszthelyi Vajda Janos Gimnazium 11. B osztalyos tanuléi azt kaptdk
tandrn6jiktdl feladatként, hogy az alabbi tablazat tires mezGibe irjak be a ,lehetsé-
ges” vagy a ,nem lehetséges” valaszokat aszerint, hogy egy adott, nem végtelen me-
redekségli egyenes tartalmazhat-e adott szamu récspontot (olyan pontot, amelynek
mindkét koordindtaja egész szam). A 12 helyes valasz koziil hany lesz ,lehetséges”?

meredekség 0 pontosan 1 pontosan 2 pontosan 3
m=20
m € Q\ {0}
m € Q*
(A) 4 (B) 5 (€)6 D)7 (E)9

21. Hany olyan kiilénb6z6 pozitiv egész szamokbdl allé (a;b;c;d) szamnégyes
van, amelyekre a >b>c>d, a+b+c+d=2024 és a® — b* + % — d? = 20247
(A) O (B) 1 (C) 24 (D) 504 (E) 505

22. Egy tanteremben 35 fogas taldlhatd. Dani szereti a rendet, ezért a sajat
és az osztalytarsai kabatjait mindig tgy prébélja felakasztani, hogy az els6 kabat
el6tt, két szomszédos kabat kozott és az utolsé utan ugyanannyi iires fogas legyen.
Hényféle kabatszam esetén tudja Dani az altala elképzelt elrendezést megvalositani,
ha tudjuk, hogy ha a fogasokon elhelyezett kabatok szama k, akkor 1<k < 34

(keN)?
(A) 2 (B) 4 (©)5 (D) 7 (E) 9

23. Az ABC hiromszogben ABC<t=90° és BA=BC =+/2. Py, P,, ..., Pyyos
az AC étfogé azon pﬂai, ﬂelyekre AP]_ = P1P2 = P2P3 = = P2024P2025 =
= Pgogsc. Mekkora a BP1 + BP2 + ...+ BP2024 + BP2025 Vektorosszeg hossza?
(A) 1011 (B) 1012 (C) 2023 (D) 2024 (E) 2025

24. Andris megrajzolta az 5 X 5-0s négyzetracsban az ésszes olyan racsvonalakon
haladé utvonalat, amely a bal als6 sarokbdl a jobb fels sarokba vezet, és 1 egység
hosszisagu jobbra vagy felfelé iranyulé szakaszokbdl &ll. Minden egyes esetben
kiszamitotta a négyzetracsnak az itiranytél jobbra esé teriiletét. Az aldbbi abrakon
két példa lathatéd. Hany egység az Andris altal kiszamolt teriiletek Osszege?

T =13 T=11
(A) 2520 (B) 3150 (C) 3840 (D) 4730 (E) 5050

25. Hany olyan k egész szam létezik, amelyre a kz? + 20z + 20 — k = 0 masodfoki
egyenletnek csak egész megoldasa van?
(A)1 (B) 4 ()6 (D) 8 (E) 12
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26. Kiss ur egy irdszerboltban vasarolt 7 mappat, 5 golyostollat, 9 radirt, és
ezekért 27 eurdt fizetett. Kovacs ur ugyanebben az itizletben 13 mappaért, 11
golyostollért és 21 radirért 60 eurdt fizetett. Hany eurdba keriil ebben a boltban 8
mappa, 4 golyéstoll és 6 radir egyiitt?

(A) 21 (B) 22 (C) 23 (D) 24 (E) 26

27. Az dbran lathaté téglalapok koziil héany teljesiti azt a 2112212324125
feltételt, hogy a belsejében 1évE szamok Gsszege oszthatd 5-tel?

(A) 45 (B) 57 (C) 60 n

12]13|14]15
(D) 71 (E) 75 6|7]8|9]10
2 5

28. Egy kisvaros gimnaziuméban 50 végzoés tanuld érettségizett. Koziilik 40
didk kapott jelest magyarbol, 45 matematikabdl és 42 torténelembol. Ha m és n
jeloli rendre a mindharom tantargybol 6tost szerzett didkok maximalis és minimalis
szamat, akkor mennyi az m — n kiillonbség értéke?

(A) 13 (B) 14 (C) 15 (D) 16 (E) 17

29. Bea véletlenszertiien kivalaszt 3 kiilonboz6 szdmot az {1,2,3,4,5,6} halmaz-
bdl, és csokkend sorrendbe rendezve azokat egy haromjegyt szamot képez beldliik.
Baldzs az {1,2,3,4,5} halmazbdl valaszt véletlenszertien 3 kiilénbo6zé szamot, és 6
is csokken6 sorrend szerint felir belSliik egy haromjegyii szamot. Mennyi a valOszi-

niisége annak, hogy Bea szdma nagyobb, mint Baldzsé?

(4) 5 ®) ©3 () 2 (E) 30

30. Van néhany egyforma négyzet alaka papirlapunk, mindegyiknek az egyik
oldala fehér, a masik fekete. Hat papirnégyzetet Osszeillesztiink, igy egy 3 x 2-es
téglalap alaki kartyat kapunk. Minden kis négyzet esetén szabadon megvalaszt-
hatjuk, hogy melyik szinii fele legyen foliil. Ha két 3 x 2-es kartyat nem lehet el-
forgatni vagy atforditani agy, hogy pontosan ugyanigy nézzenek ki, akkor azokat
kiilonbozének tekintjiik. Hany kiillonb6z6 3 x 2-es kartya készithetd?

(A) 20 (B) 23 (C) 26 (D) 27 (E) 28

Fony6 Lajos, Fonyéné Németh Ildiké

A kozépiskolai tanarok versenyének eredménye
1. helyezett Molndr Istvdn (Gal Ferenc Egyetem Gazdasagi Kar, Békéscsaba)
2. helyezett Cseh Judit (Radnéti Miklés Kisérleti Gimnazium, Szeged)

3. helyezett Teleki Olivér (Koérosi Csoma Sandor Két Tanitdsi Nyelvii Baptista
Gimnézium, Budapest)

4. helyezett Magyar Zsolt (Szent Istvin Gimnazium, Budapest)

5. helyezett Tamdsné Kollar Magdolna (Pannonhalmi Bencés Gimnézium)
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6. helyezett Urbin Diana (Szent Margit Gimndzium, Budapest)

7. helyezett Bekdné Wekszli Mdria (Mosonmagyarévari Kossuth Lajos Gimndzium
és Kollégium)

8. helyezett Retki Botond (XIII. keriileti Ady Endre Gimnazium/ELTE hallgato)
9. helyezett Kovdcs Ildiké (Veres Palné Gimnézium, Budapest)

10. helyezett Bene Koppdny (Szlovdk Tanitasi Nyelvii Ovoda, Altaldnos Iskola,
Gimndzium, Budapest)

Tanarverseny kozépiskolaban tanitéo tanaroknak — megoldasvazlatok

A helyes valaszok kodjai

1. 2. 3. |4. |5 |6. |7. |8 9. [10. |11. |12. |13. |14. |15.
B |[A /A |D |E |[C |C |D D |E |C |E |C |E |D
16. | 17. |18. [19. [20. |21. [22. |23. |24. |25. |26. |27. |28. [29. |30.
¢ |B |C |Cc |C |[D D |E |[B |[E |[A |[D |A |B |A
1. (B) ElStte 2023, mogotte 2024 varakozé all: 2023 + 1+ 2024 = 4048.

2. (A) A tébladn n szadm van, az Osszegiik S. Dia: S+ 3n = 45; Viki: 35 =45,
tehat S =15; n =10.

a+b+c

3. (A) —5 =0, tehat a+b+c=0, igy a® +nb? + ¢ + 2ab+ 2bc + 2ca = 0;
M =10, vagyis a®+b% +c® =30, igy 2ab+ 2bc+ 2ca = —30, ahonnan
ab+bc+ca 5

3

4. (D) A ,nem szeretek tancolni” vélaszt adék széma: 0,6-0,2n+ 0,4-0,9n =

= 0,48n, kozulik szeret tancolni: 0,6 - 0,2n = 0,12n, ezért (O):jéz = i =0,25. Tehat

25%.

2025 /2025
5. (E) 2* + 9% >24/2%. ETH =2-45 =90 > n, ahonnan ny., = 89.

log, x - logs 9 log, x +logs @ 1
. —_— = 1 =
logy x +logs x ’ logyx-logsx  logsx  logyx

6

=log,3+log, 2=

=log, 6= 2 ahonnan x = 36.

150
7. (C) o 15 — 27 = 8 csapatban nem volt fit, ezért 2-8 = 16 a fitcsapatok

szama. A pontosan 2 fitt tartalmazo csapatok szama 27 — 16 = 11, azaz a fiik szdma
15-14+11-2+16-3 = 85, a lanyoké 150 — 85 = 65.
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8. (D) AB = 20+ 20v/3 = 20 + v/1200. Tehat a + b= 20+ 1200 = 1220.

A
20
R
10v3 60
20
20
L Tv
60
20
10v/3
B

4!
9. (D) A szdmjegyek 2= 12-féle sorrendben kovethetik egymadst. A szdmjegyek
elé, kozé és mogé a méssalhangzok 5 -4 -3 = 60-féleképpen sztrhaték be. Ezért a
megfelel§ sorrendek szdma 12 - 60 = 720.

10. (E) V2 cos(2x) _ V2(cos?z —sin?x) _ V2(cosz —sinz)(cosz + sinx) _

cosx —sinz cosx —sinx cosx —sinz
2 2
=/2(cosz +sinz) = v/2(cosz +sinz) = 2 ({ cosz + %sinx = 2sin (x+ %) <

< 2, de a maximumhelyeknél az eredeti kifejezés nem értelmezhetd, ebbdl kovetke-
zik, hogy nincs maximalis érték.

1439
11. (C) 1+3+5+...+35+37+39:%'20:400,

14+3+5+...+(2n—-1)]—[(2n+1)+...+39] <O0.

Innen n? — (400 —n?) < 0, azaz n? < 200, tehdt nma, = 14, eszerint legalabb 6
eléjelvéaltas sziikséges.

12. (E) Irjuk r4 a térképre, hogy melyik ne-

vezetességtol hany utszakasz indul, vagyis a graf A2 3 3 2
csucsainak fokszamat. A grafbdl 4 élet kell torol- O O

ni ugy, hogy A és B fokszama paratlan legyen, a 3 1 1 3
tObbi csticsé pedig paros. A megmaradt két kor O 0

két-két forgasirany szerint jarhatd be, vagyis a ) 3 3 2B

megfelel6 utak szdma 2 -2 = 4.
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13. (C) a+b=222+2y® — 16z — 4y = 2(x — 4)? + 2(y — 1)2 — 34 > —34, tehat
(a+b)min:_34 (haa::4 éS y:l)

F
D [~ ¢
7G
(0]
E 0
A \/B
H

14. (E) OA=OF, AOE< = 20°, ebbél kivetkezik, hogy OAE< = 180°-20°
=80°. OAD< = 45°, tehat EAD< = 80° — 45° = 35°.

15. (D)
A 10 km 10 km 10km B
50 km/h 80 km/h 40 km/h
Y
B
4.5 perc
2 et
3 km
2 ORI A . Y Fo---
7 km
1 TS pere
A
0l 1 12 15 19 22 £
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1 1
Az 1. auté AX tavolsdgot 5 h alatt, a 2. aut6é a BY tdvolsidgot 1 h alatt teszi

1 1 1
meg. 1 5% h alatt az 1. auté az XY szakaszon 4 km-t halad, ezutan a két
jarml azonos utat tesz meg a taldlkozasig, kévetkezésképp az 1. autdé 4 km-rel

—4
tobbet halad, 4 + ?)()T =17 km-t tesz meg.

m2=1r2—49

m*=36—(r—7)>2]"
innen 72 —49 = 36 — (r — 7)2, vagyis 72 — Tr — 18 = 0, ezért 1y = 9 és 7o = —2, tehat
AB =2r; =18.

16. (C)

C 7 14 7 B
N
m r m T
D\
Dy =7 7 0
'
A
20+ 12 3a+48 —4b

17. (B) 32—2b =

, innen a + 2b=26; 48 = , innen pedig 3a —

2
—4b = 48. Eszerint a = 20, b = 3. Tehat a tablazat els6 soraban all6 szamok rendre:

12, 29, 46, 63, 80, vagyis ? = 29.

? 4a 7 164-5h da

48 | 3a 48—4b| 48 | 3a

12 2a 12 32—2b| 2a
16 a 16 a
4b | 3b | 2b b 0 4b | 3b | 2b b 0

18. (C) A parabola &lldsa alapjdn: a < 0. Az z1 <0, z3 < 0 zérushelyek alapjén
r1-To=%<>0,vagyis c<0. 1 + 22 = 7% <0, azaz b< 0, a IV. allitas tehat igaz.

<
a
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De a+b+c <0, tehét a IIL. &llitds hamis. f(—1) =a—b+c¢ > 0, vagyis az L. allitas

: a—b+c>0 . ) } s .
igaz. Ha , akkor a > 0, ami ellentmondés, tehat a II. allitds hamis.
a+b—c>0
19. (C) T(DAEA) =T(DFCA), ebbdl kovetkezik, hogy 22 = 4y, azaz x = 2y.
AEDA ~ BFENA alapjan 2 = 2% = 272 innen 2 — 10z + 16 = 0, azaz z; = 2

és x9 =8, 4m ez utébbi nem megoldas. Ezek szerint x =2, y=1. T(DEFA) =
=T(ABCD)-T(DAEA)—-T(BFEA)-T(CDFA)=32—4—-9—-4=15.

D 8 C
Yy
F
4
41—y
B > A
A T F 8—x B

20. (C) Ha m € Q, akkor vagy 0, vagy 2-nél t6bb racspontot tartalmazhat,
példaul: y = %, y=1,y=z+ %, y=2x+1; ha m e Q\ {0}, akkor vagy 0, vagy
pontosan 1 racspontot tartalmazhat, példaul: y = 3z + %, y=+2z+1.

Az iires mez6kbe rendre: lehetséges, nem lehetséges, nem lehetséges, lehetséges;
lehetséges, nem lehetséges, nem lehetséges, lehetséges; lehetséges, lehetséges, nem
lehetséges, nem lehetséges keriil. Tehat a valasz: Osszesen 6 esetben ,lehetséges”.

21. (D) 2024 =a? —b?> +c* —d? =

=(a—b)(a+b) + (c—d)(c+d) > a+ a | 1011 | 1010 | ... | 508
+b+4c+d=2024, tehat b+1+4+b+d+ b | 1010 | 1009 | ... | 507
+ 14 d = 2024, ahonnan b+ d = 2022 c 2 3 ... | 505
(b>d+2). d| 1 2 | ... | 504
22. (D) k+ (k+1)f = 35, vagyis E+11] 2|3 |4|6|9)|12]|18
(k+1)(f+1) =36, igy: f+118 12196 |4] 3 | 2
k 112 (13]5|8]|11 |17
f 17111 | 8|53 2 1
D C .. ,
23. (E) Vegyiik fel a D pontot tgy, hogy ABCD
Paozs—1, egy /2 oldalt négyzet legyen. Ha 1 < k < 1012, akkor
% ’ .
1 BPy;, + BPsyos_, = BD =2B0, igy a 2025 tag 0sszege
Pio13=0 V2  2025B0-ral egyenld, amelynek hossza 2025 - |B®| =
= 2025.
P 1
A V2 B

30 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/1



24. (B) Minden utnak megfeleltetheté egy méasik (dbra), amelyek alatt 16v§
teriiletek Osszege a négyzet teriiletével egyenld. Az A-bdél B-be vezetd utak szama
(19) = 252, innen Theues = 2925 = 3150.

B B

180°-o0s forgatds
O kortil

A A

25. (E) Barmely k € Z esetén —1 megoldédsa az egyenletnek. A mdsik gyokre

(esetleg szintén —1) teljestil, hogy —1 4+ z9 = —%. 9 akkor és csak akkor egész, ha

k| 20. k lehetséges értékei: £1, £2, +4, +5, £10, £20, 6sszesen 12 lehetéség.
26. (A) A felirhaté héaromismeretlenes egyenletrendszer
™m+5g9+9r=27 (1)

13m+11g+21r=60 (2)
8m+4g+6r=n (3)

els6 két egyenletének alkalmas linedris kombindcidjaval kifejezheté6 a harmadik:
A-(1) 4+ p-(2) = (3), innen

TA+13u=8
BA+1lu=4 3,
(9N + 215 = 6)

ebbdl pedig A =3, = —1, vagyis n =3 - 27 — 60 = 21 kovetkezik.

27. (D) Az 5-tel val6 osztasi maradékokat vizsgaljuk, és eszerint tjrarajzoltuk
a tablazatot. Ha egy téglalap magassiaga 5, akkor az megfelel a feltételeknek. Ilyen
téglalap (g) =15 van. Ha a téglalap magassdga nem 5, akkor olyan szomszédos
szamok szerepelnek benne, amelyek Osszege 5 egy tobbszordse. Ilyen lehet a 0, a
2+3,az 1+2+3+4ésaz 1 +2+3+4+0. Minden ilyen tipusi téglalapbél ($) =
=15 van, de ezek kozill az 5 magassiagiiakat mar szamitasba vettiik. A megfelel§
téglalapok szama tehat 15+4+4-14 =71.

11213410
112134160
11213410
1123 [4]0
1123 [4]0
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28. (A) Az 6t6s0k szdma Osszesen 40 + 45 +42 = 127. Ha mindenki legfeljebb két
targybdl kapott volna 5-6st, akkor legfeljebb 100 6t6s lehetne, tehat legalabb 27
tanulé mindharom targybdl 6t6st kellett kapjon. Ez csak tigy lehetett, hogy a t6bbi
(23) tanulé kozil magyarbol tovabbi 13, matematikdbol tovabbi 18, torténelembdl
tovabbi 15 kapott jelest. Ezért matematikabdl és torténelembdl 10, térténelembol
és magyarbo6l 5, magyarbdl és matematikdbol 8 tanuld kellett, hogy 6tost kapjon
(1. halmazdbra).

Legfeljebb 40 tanulé kaphatott mindhdrom targybdl 6tost, mert magyarbdl
mindossze 40 jeles sziiletett. A tovabbi 10 tanuld koziil — példaul — 2 térténelembdl,
5 matematikdbdl kapott 6tost, a tobbi (3) a hdrom tantargy egyikébél sem kapott
6tost (2. halmazdbra). (Vagy 2-en torténelembdl és matematikabdl is, 3-an csak
matematikabdl, és 5-en egyikbol sem; vagy egyvalaki torténelembdl és matemati-
kéabdl is, egyvalaki csak torténelembdl, 4-en csak matematikaboél, és 4-en egyikbdl
sem.)

29. (B) Ha Bea szdmai kozott szerepel a 6-os, akkor az 6 szdma biztosan
5

nagyobb, mint Balazsé P; = EZ; 1= 3 Ha Bea szdmai kozott nincs 6-os (ennek
3

az esélye 5), akkor annak a valdszinlisége, hogy két egyenl6 szamot valasztanak

1 1
—= = —. Minden mas esetben az egyik szam nagyobb, mint a masik, ezen esetek

() 10
) , 9 1 9 . 19 9 B
felében Bea szdma a nagyobb 10 2= 20" Eszerint P, = 5 20 = 10" P=P +
+ P, = 1 + g — @
272740 40
1 30. (A) Az dbran lathaté szamozds segitségével soroljuk fel a lehetsé-

ges mintdkat a fekete négyzetek szama szerint.

A fekete négyzetek szdma 0 (vagy dtforditva 6) 1 esetben.

A fekete négyzetek szdma 1 (vagy atforditva 5) 3 megkiilénboztethetd
esetben: {1} O {6} (forgatdssal egymdsba viheték), {2} O {5}, {3} © {4}.
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Néhanyan a 2024-2025-0s tanév legszorgalmasabb megoldoi koziil
7-9. évfolyam

A

Kun Zséfia Kallos Klara Molnar-Saska
Tamas

Aravin Peter

Lakatos Levente Bodor Adam

Laszlo Gyula Rajtik Sandor
Barnabas

Sajter Klaus Izsa Ferenc Gergd Pazmandi Jozsef Patdcs Péter Baran Jilia
Aron

1.sor: Kun Zséfia 7. o. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Kallés Klara 7. o. (Szent Imre
Katolikus Gim., Két Tanitasi Nyelvii Alt. Isk., Koll., Ovoda és AMI, Nyiregyhaza), Molnar-Saska Tamas
7. o. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Blaskovics Balint 8. o. (Obudai Arpad
Gimn.), Aravin Peter 8. 0. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.).

2. sor: Lakatos Levente 9. o. (Szekszardi Garay Janos Gim.), Bodor Adam 9. o. (Csikszereda, Marton Aron
Liceum), Sogor-Jasz Soma 9. 0. (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn.), Laszl6 Gyula 9. o. (Debreceni
Reformatus Koll. Déczy Gimnaziuma), Rajtik Sandor Barnabas 9. o. (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak.
Alt. Isk. és Gimn.).

3.sor: Sajter Klaus 9. 0. (Marton Aron Liceum, Csikszereda), Izsa Ferenc Gergd 9. o. (Békasmegyeri Veres
Péter Gimn.), Pazmandi Jozsef Aron 9. o. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Patocs
Péter 9. 0. (Kempelen Farkas Gimn., Budapest), Baran Jiilia 9. o. (Debreceni Fazekas Mihaly Gimn.).

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2024/9 I.



10-. évfolyam

Kis Boglarka Blaskovics Adam Elekes Panni Sénta Gergely Rasztgyorgy

Péter Jazmin

TEEEA
T

] 1) '

Csat6 Hanna Zita Lengyel Addm Németh Abel Vizhany6 Janka Papp Emese Petra

Gati Benjamin Toth Luca Simon Janos Péter Hanna Bélteki Teo
Daniel

1.sor:  Kis Boglarka 10. o. (Kecskeméti Katona Jozsef Gimn.), Blaskovics Adam 10. o. (Budapesti Fazekas
Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Elekes Panni 10. o. (Budapest-Fasori Evangélikus Gimn.), Santa
Gergely Péter 10. 0. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Rasztgyorgy Jazmin 10. o.
(Selye Janos Gimn., Révkomarom).

2. sor: Csaté Hanna Zita 10. o. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Lengyel Adam 10. o.
(Madach Imre Gimn., Somorja, Szlovakia), Németh Abel 10. o. (ELTE Bolyai Janos Gyakorlé Alt.
Iskola és Gimn.), Vizhanyo Janka 10. o. (Kecskeméti Katona J6zsef Gimn. ), Papp Emese Petra 10. o.
(ELTE Apaczai Csere Janos Gyakorlo Gimn. és Koll.).

3.sor: Gdti Benjamin 10. o. (Berzsenyi Daniel Gimn., Budapest), Téth Luca 10. o. (Kempelen Farkas Gimn.,
Budapest), Simon Janos Daniel 11. o. (Career Academy South Bend Public Charter School, South
Bend, Amerikai Egyesiilt Allamok), Péter Hanna 11. o. (Bartok Béla Elméleti Liceum, Temesvar),
BéltekiTed 11. o. (Bethlen Gabor Reformatus Gimn. és Szathmary Koll., Hédmezdvasarhely).
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11. évfolyam

o

Bodor Matyas Ali Richard

b

Horvath Abel Németh Barnabas
Nandor

&

Ollé Sarolta Szakacs Abel Diaconescu Tashi Vigh Zalan

: A

Veres Dorottya Bardth Borbala Biis Laszl6 Teodor Barna Krisztina Javor Botond

oy Ao R

1.sor: Horvath Abel Nandor 11. o. (Szent Istvan Gimn., Budapest), Németh Barnabas 11. o. (Szent Istvan
Gimn., Budapest), Hetyei Daniel 11. o. (Révai Miklos Gimn. és Koll., Gyér), Bodor Matyas 11. o.
(Csikszereda, Marton Aron Liceum), Ali Richard 11. o. (Godoll6i Torok Ignac Gimn.).

2. sor: Kerekes Andras 11. o. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Ollé Sarolta 11. o.
(Bethlen Gabor Reformatus Gimn. és Szathmary Koll., Hédmezévésarhely), Szakacs Abel 11. o.
(Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Diaconescu Tashi 11. o. (Spark Generation,
Kolozsvar), Vigh Zalan 11. o. (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn.).

3.sor: Veres Dorottya 11. o. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.), Barath Borbala 11. o.
(Szegedi Radnéti Miklos Kisérleti Gimn. ), Biis Laszlé Teodor 11. o. (Ceglédi Kossuth Lajos Gimn.),
BarnaKrisztina 11. 0. (Koch Valéria Gimn., Alt. Isk., Ovoda, Koll. és Pedagdgiai Intézet), Javor Botond
11. 0. (Varosmajori Gimn.).
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Herczeg Viktoria Siitd Aron Gyonki Dominik Bencze Matyas

Marfai Dora Csiszar Andras Wodala Gréta

11-12. évfolyam

ol

{

Kiss Adorjan
Klara Timon

S

Hodossy Réka Guthy Gabor Kovacs Benedek Klement Tamas Virag Lénard

Noel Déniel
1.sor: Herczeg Viktéria 11. o. B(ethlen Gabor Reformatus Gimn. és Szathmary Koll., Hédmezévasarhely),

2. sor:

3. sor:

IV.

Siit6 Aron 12. 0. (Dobé Istvan Gimn., Eger), Gyonki Dominik 12. 0. (Neumann Janos Gimn., Technikum
és Koll., Eger), Bencze Matyas 12. o. (Tamasi Aron Gimn., Székelyudvarhely), Nagy Korina 12. o.
(Kecskeméti Banyai Julia Gimn.).

Marfai Dora 12. o. (Szegedi Radnoti Miklos Kisérleti Gimn.), Csiszar Andras 12. o. (Szegedi Radnéti
Miklés Kisérleti Gimn.), Wodala Gréta Klara 12. o. (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn.), Balogh
Péter 12. 0. (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn.), Kiss Adorjan Timon 12. o. (Kaposvari Tancsics
Mihaly Gimn.).

Hodossy Réka 12. o. (Balassagyarmati Balassi Balint Gimn.), Guthy Gabor 12. o. (Debreceni Fazekas
Mihaly Gimn.), Kovacs Benedek Noel 12. o. (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.),
Klement Tamas 12. 0. Pécsi Leowey Klara Gimn.), Virag Léndrd Daniel 12. o. (ELTE Apaczai Csere
Janos Gyakorlé Gimn. és Koll.),
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A fekete négyzetek szama 2 (vagy atforditva 4). Lexikografikusan vessziik sorra
a lehetséges harmasokat, de ami mar szerepelt — ezeket kékkel jeloljik —, azt nem
ismételjiikk meg. A pirossal jeloltek az adott transzforméacién beliil ismétlédnek.

{1,2} o {5,6}, {1,3} ©{4,6}, {1,4} ©{3,6}, {1,5} ©{2,6}, {1,6} O {1,6},
{2,3} 0 {4,5}, {2,4} © {3,5}, {2,5} ©{5,2}, {3,4} O {4,3}.
Osszesen 9 kiilénb6z6 eset. (A lehetséges 15 esetbél 6 kétszer szerepel.)
A fekete négyzetek szama 3: {1,2,3}, elforgava {4,5,6}, atforditva {1,2,4}, ezt
elforgatva {3,5,6}, jelolésekkel: {1,2,3} O {4,5,6} + {1,2,4} O {3,5,6}.
{1,2,3} ©{4,5,6} < {1,2,4} © {3,5,6}, {1,2,5} O {3,4,6} + {1,2,6} O {3,4,5},
{1,3,4} ©{2,5,6} <> {2,3,4} © {1,5,6}, {1,3,5} ©{2,4,6} +» {2,4,6} O {1,3,5},
{1,3,61 0 {2,4,5} < {2,4,5} © {1,3,6}, {1,4,5} 0 {2,3,6} ¢ {2,3,6} © {1,4,5},
{1,4,6} ©{2,3,5} + {2,3,5} © {1,4,6}.
Ez 7 kiilonb6z6 lehet6ség. (A lehetséges 20 esetbdl 13 kétszer szerepel.)
Osszesen 1+ 3+ 9+ 7 = 20 lehetdség.

A K pontversenyben kittizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(884-888.) K a

K. 884. Cikkcakk szamnak hivjuk az olyan szamokat, amelyek szamjegyeit balrél
jobbra tekintve az elsé szamjegynél kisebb a maéasodik, a mésodik szamjegynél
nagyobb a harmadik, a harmadiknal kisebb a negyedik és igy tovabb.

Készitsd el az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyekbdl az Osszes cikkcakk szamot, azaz az
Osszes olyan abcde 6tjegyl szamot, ahol a, b, ¢, d, e mind kiilonb6z6, és amelyre
a>bésb<césc>désd<e teljesiil. Hany ilyen 6tjegyli cikkcakk szdm van?

K. 885. Peti reggelire kakaot vagy gylimolcslevet iszik, mindig valamelyiket, de
csak az egyiket. A kakadzds néla kétnapos esemény, ezért a kakadivasi idészakok
mindig péaros sok napbél allnak. Hanyféleképpen alakulhat a reggeli innivaldja
szempontjabdl februdr elsd tiz napja?

K. 886. Egy auté gumiabroncsa elkopik, ha az els6 kerékre téve 20000 km-t fut,
vagy ha a hatso kerékre téve 30000 km-t fut.

a) Van négy 4j gumink. Legfeljebb hdny km-t tud ezekkel az auté menni, ha a
gumikat cserélhetjiik az elsé és a hatsé kerekek kozott? Hany km megtétele utan
kell cserélni a gumikat az els6 és a héatsé kerekek kozott a maximalis tavolsig
eléréséhez?

b) Van 6t 4j gumink. Legfeljebb hdny km-t tud az auté ezekkel menni, ha a
gumikat cserélhetjiik az els6 és a héatsé kerekek kozott? Hogyan kell cserélni a
gumikat a kerekek kozott a maximalis tavolsag eléréséhez?
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K/C. 887. Melyik haromjegy(i szdmra teljesiil az Tgz = x! + y! + 2! Osszefiiggés?
(z,y, z a hdromjegyi szam szdmjegyei; n! pedig 1-t8l n-ig az egész szdmok szorzatat
jelenti azzal a feltétellel, hogy 0! =1 és 1! =1.)

K/C. 888. Harom egymast kovetd paratlan egész szdm négyzeteinek Osszege
négy azonos szamjegybol all. Keressiik meg az Gsszes ilyen, pozitiv egész szamokbdl
all6 szamharmast.

*

Bekiildési hatarid6: 2026. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(887-888., 1883-1887.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 887. A szovegét lasd a K feladatoknal.
K/C. 888. A szovegét ldsd a K feladatoknél.
Feladatok mindenkinek

C. 1883. Mely n természetes szdmokra igaz, hogy n® + 25n > 10n? + 167?
Javasolta: Czett Mdtyds (Zalaegerszeg)

C. 1884. Egy osztaly 30 tanuléja dolgozatot irt matematikabol. A tanar kijavi-
totta a dolgozatokat, és a didkoknak egy tablazatban kiildte el az eredményeket,
ahol egymas alatt szerepeltek a kapott érdemjegyek: 15 darab négyes és 15 darab
0t6s. Mutassuk meg, hogy biztosan van 14 olyan egymaést kovetd sor, amelyekben
szereplo érdemjegyek Osszege 63.

Felvidéki Magyar Matematikaverseny feladat alapjdn

C. 1885. A PQR szabalyos haromszogben megrajzoltuk az ABC DEF szabéalyos
hatszoget gy, hogy a B, D, F' pontok rendre a PQ, QR, RP oldalak felez6pont-
jai. Hatdrozzuk meg a PQR haromszog teriiletét, ha az ABQRFE 06tsz0g teriilete
egységnyi.

holland versenyfeladat
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Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1886. Az ABCDEF hatsz6g minden bels6 szoge ugyanakkora. Bizonyitsuk
be, hogy az ACE és BDF haromszogek teriiletei egyenlok.

Javasolta: Ujhdzy Mdrton (Budapest)

C. 1887. Hany olyan abcabcg alakt szam van a kilences szamrendszerben, amely
40 porzitiv osztéval rendelkezik? (Az egyezd betiik egyezd szdmjegyeket jelolnek.)

Javasolta: Ujhdzy Mdrton (Budapest)

%

Bekiildési hatarid6: 2026. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A B pontversenyben kittizott feladatok
(5502-5509.)

B. 5502. Legyen A egy valés szamokbdl 4llé n elem@i halmaz. Mutassuk meg,
hogy legalabb 4n — 3 szdm felirhat6 a — 2b+ ¢ alakban, ahol a,b,c € A nem feltétleniil
kiillénbozdek.

(3 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

B. 5503. Az ABC haromszog BC oldalara szerkesztett szabédlyos haromszogek
harmadik cstcsai legyenek P és (). Mutassuk meg, hogy AP? + AQ? = AB? +
+ BC? + C A2
(3 pont) Javasolta: Kiss Géza (Csomor)

B. 5504. Legyenek a, b és ¢ nem mind egyenl6 valés szamok. Mutassuk meg,

hogy
at+b+c
_— >

3
akkor és csak akkor teljesiil, ha &/a+ V/b+ ¢/c > 0.
(4 pont) Javasolta: Barczy Mdtyds (Szeged) és Pdles Zsolt (Debrecen)

abc

B. 5505. Legyen az ABCD harnégyszog AC és BD atloinak metszéspontja P,
az APB haromszog korilirt korének kozéppontja K, tovabba a CPD haromszog
magassagpontja M. Mutassuk meg, hogy a K, M és P pontok egy egyenesen
vannak.

(4 pont) Javasolta: Bencze Mihdly (Brasso)
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B. 5506. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazan a kovetkezd egyenletet:
z®—zy? +y? =1

(5 pont) Javasolta: Molndr Istvan (Békéscsaba)

B. 5507. Az (n?;n?+n) intervallumbdl (n > 2 egész szdm) véalasztunk két kiilon-
b6z6 egész szamot, a-t és b-t. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan ezektdl kiilonbozé
egész szam az intervallumban, amely osztdja az ab szorzatnak.

(5 pont) Javasolta: Roka Sdndor (Nyiregyhdza)

B. 5508. Legyen ABC'D konvex négyszog.
a) Igazoljuk, hogy ha
tg BAC<-tgDCA<=tgCAD< - tg ACB<,
akkor
tgCBD<-tgADB<=tgDBA<-tgBDC<«.

b) Igazoljuk, hogy ha
BAC« ; DC’A<I_t CAD<« ; ACB«

t
g B) g B) g B) g 5
akkor
¢ CBD<« ¢ ADB< _4 DBA< ¢ BDC«
8Ty BT TRy Ty
(6 pont) Javasolta: Hujter Bdlint (Budapest) és Kds Géza (Budapest)
B. 5509. Egy n cstcst graf csicshalmaza legyen: V = {vy,va,...,u,}, a v; csics

fokszama d;. Egy a graf csicsaihoz nemnegativ valés szamokat rendel6 f fliggvényt
verdceinek neveziink, ha a graf minden v;v; élére teljesiil, hogy

f(vi) + f(vy) = di +d;.

Hatarozzuk meg azt a legnagyobb A valés szdmot, amelyre minden n-re, minden n
csucsu egyszerl grafra és minden f verdcei fiiggvényre teljesiil, hogy

for)+ fva)+...+ fop) 2 ANd1+da+...+dy).
(6 pont) Javasolta: Varga Boldizsdr (Ver6ce)

*

Bekiildési hatarid6: 2026. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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| |

A. 923. Egy kiallitast, amelyen 1000 festményt mutattak be, 2026-an latogattak
meg. Bizonyitsuk be, hogy a latogatdk koziil néhanyat el lehet kiildeni két terembe
gy, hogy mindkét terembe kiildiink legaldbb egy embert, és nincs olyan festmény,
amely az egyik teremben tetszett valakinek, de a masikban senkinek sem, tovabba
nincs olyan festmény, amelynek fest6jét az egyik teremben személyesen ismeri
valaki, de a masikban senki sem.

Az A pontversenyben kitiizott nehezebb feladatok
(923-925.)

A. 924. Mely pozitiv egész (k,l) parokra teljesiil, hogy barmely pozitiv egész n
esetén létezik olyan 0 <i <1 —1 egész, amelyre

(Tzl) Y (z$z> +(=1)* (Z f21> +..

nem oszthaté k-val?
(Kvant feladat nyomdn)

A. 925. Négy pontot nevezziink altalanos helyzetiinek, ha paronként kiilonbo-
z0k, semelyik hdrom nincs egy egyenesen, és az altaluk meghatarozott hat egyenes
kozott semelyik ketté sem parhuzamos.

Adottak az A, B, C, D &ltalanos helyzet{i pontok egy korén. Legyen az AB
és C'D egyenesek metszéspontja E, AC és BD metszéspontja ', AD és BC met-
széspontja pedig G. Jelolje az EFG haromszogben az E, F, G csicsokhoz tartozd
magassagvonalak talppontjait rendre P, @, illetve R.

a) Mutassuk meg, hogy az AR-BQ-CP, AQ-BR-DP, AP-CR-DQ), illetve
BP — CQ — DR egyenesharmasok egy-egy ponton mennek 4t vagy parhuzamosak.

b) Tegyiik fel, hogy mind a négy egyeneshdrmas egy-egy pontban taldlkozik,
jeloljiik ezeket a pontokat rendre X, Y, Z, W-vel. Tovabba tegyiik fel, hogy ezek a
pontok altalanos helyzetiiek. Bizonyitsuk be, hogy az XWY Z, XYZW, XZWY
négyszogek Miquel-pontjai éppen a P, (), R pontok.

Javasolta: Varga Boldizsdr (Veréce) és Bdn-Szabé Aron (Palaiseau)

*

Bekiildési hatarid6: 2026. februar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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Informatikabol kitiizott feladatok
(683-686.)

I. 683. Egy kotéltancos a héazak folé kifeszitett kotélen szeretne végigsétalni
(természetesen megfeleld biztositdssal). A kijelolt hazsorban azonos szélességii, de
valtozo emeletszamu hazak vannak. A kotéltancos azt szeretné, hogy a két széls6 —
a kotél rogzitésre valasztott haz — a lehetd legtavolabb legyen egymaéstol és kozottitk
csak ndluk alacsonyabb épiiletek legyenek.

Készitsiink programot 683 néven, amely megadja a két rogzitésre javasolt haz
tavolsagat, azaz hany maésik haz van kozottik.

A program standard beme-

Bemenet : Kimenet: netének els6 sordban a hdz-
14 4 sorban az épiiletek N sza-
871076928454276 ma (1 < N <1000) taladlhato.

A kovetkez6 sorban az egyes
épiiletek emeletszama (1 < E; < 100) szerepel székozzel elvalasztva.

A program standard kimenetére a kivdlasztott épliletek kozotti hdzak szamat
irjuk. Ha nem lehet kivalasztani a feltételnek eleget tevé két hazat, akkor —1 értéket
irjunk.

Bekiildend6 egy tomoritett 1683.zip dllomanyban a program forraskédja és rovid
dokumentéciéja, amely tartalmazza a megoldas révid leirasat, és megadja, hogy a
forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithaté.

(10 pont)

I. 684. Az egyszavas anagrammak gy késziilnek, hogy egy adott sz6 betiiinek
sorrendjét felcseréljik. Példdul KAROM - MAROK — RAKOM - ARMOK -
KORMA — AORKM — AKMOR ... Amint latjuk, egy sz6 egyszavas anagrammai
kozott el6fordulhatnak értelmes szavak is, de a tobbségiik nyelvileg értelmezhetetlen
betiisor.

1. Nyissunk meg egy tires tablazatkezelé munkafiizetet és egy munkalapjan adjuk
meg a kovetkez6 feladat megolddsait.

Készitsiik el a PATAKI és KOBOLD szavak Osszes egyszavas anagrammajat
novekvd abécérendben

2. az A és J oszlopba azokat, amelyek nem kezdddnek ,,K” betiivel,

3. a B és K oszlopba azokat, amelyek nem kezd6dnek méassalhangzéval,

4. a C és L oszlopba azokat, amelyek maganhangzoval kezd6dnek,

5.a D és M oszlopba azokat, amelyek maganhangzéval kezdddnek és arra is
végzddnek,

6. az F és N oszlopba azokat, amelyek harmadik betije , K”,

7. az F és O oszlopba azokat, amelyeknél az els6 és méasodik betil azonos,

38 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/1



8.a G és P oszlopba azokat, amelyeknél az azonos betiik nem allnak egymés
mellett.

Segédszamitasokat a () oszloptodl jobbra vagy egy tGjonnan felvett munkalapon
lehet végezni. A megoldasban sajat fliggvény vagy makré nem hasznalhato.

Bekiildend6 egy tomoritett 1684.zip dllomanyban az anagramma néven mentett
tablazatkezel munkafiizet és egy révid dokumentécio, amelyben szerepel az Gsszes,
a megoldasnal bevetett furfang magyarazata, a tablazatkezel$ neve, verziészama.

(10 pont)

1. 685. A mesterséges intelligencia az elkovetkez6 években alaposan dtalakithatja
az ember altal végzett munkakat. A feladatban szerepl6 adatok az MI hatasat vizs-
galjak az egyes munkakorokre. Az adatok forrasa https://www.kaggle.com/datasets
/khushikyad001/ai-impact-on-jobs-2030. A tablazat minden egyes sordban egy ti-
pikus amerikai munkavallalé adatai szerepelnek. A tébldzat oszlopainak jelentése
a kovetkezo:

Foglalkozas A foglalkozas megnevezése (szoveg)

Fizetes Az éves fizetés dollarban (egész szdm)

Tapasztalat Munkatapasztalat években szdmolva (egész szdm)

Kepzettseg Legmagasabb iskolai végzettség (szoveg)

Kitettseg Megadja, hogy mennyire van szoros kapcsolatban az MI-vel

az adott foglalkozds (0 = nincs, 1 = teljes mértékben) (0 és 1
kozotti valds szam)

Novekedes Szorzoszam, amely megadja, hogy évrél-évre milyen iitemben
fejlédik a technolégia az adott tertileten (valds szdm)

Automatizalas A munkateriilet automatizalasanak becsiilt valdsziniisége
2030-ra (0 és 1 kozotti valés szdm)

A feladat megoldasaként egy prezentaciét kell elkésziteniink, amely a kiértékelt
adatokat is tartalmazza, és roviden valaszol a feltett kérdésekre. A megoldas soran
tetszOleges tablazatkezeld, szamitégépes program vagy adatbazis-kezel$ hasznalha-
t6 az adatok el6készitéséhez és értékeléséhez.

A prezenticiéban bemutatand6 témak:

1. Van-e 6sszefiiggés az adatok alapjan a kitettség és az automatizéilds, valamint
a novekedés iiteme kozott?

2. Milyen Osszefiiggés mutathat6 ki a nagy kitettségii (> 0,5) munkakorok eseté-
ben a munkatapasztalat éveinek szama és az automatizalas kozott?

3. Mennyire igaz az 4llitas, hogy a legalacsonyabb, illetve a legmagasabb képzett-
séget igénylé munkakorokre van a legkisebb hatéssal az MI?

4. Mennyire igaz az egyes munkateriileteken, hogy a palyakezdék (legfoljebb 2 év
munkatapasztalat) munkajit lehet a legjobban automatizalni?

5. Soroljuk be az adatok egy részét a harom aldbbi kategoriaba, és hasonlitsuk
Ossze a kategoridkat a kitettség mértékét és az automatizalas szintjét vizsgalva:
a. az elsd csoportba az informatikdahoz koézvetleniil kapcsolédé munkakordk

keriiljenek;
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b. a masodik csoportba az emberekhez és emberi kapcsolatokhoz sorolhaté
foglalkozasok, példaul orvos, iigyvéd, HR-szakember;

c. a harmadikban az ipari termeléshez és a pénziigyekhez kapcsolédo szakmak
jelenjenek meg, példaul szereld, pénziigyi szakember.

A bemutatéban mindegyik kérdésre 1-2 didval adjuk meg a valaszt. A didk
tartalmazzanak az elemzésben feltart adatokbdl késziilt diagramokat és abrakat.
Minden didnak legyen megfelel cime, és tartalmazzon egy-egy néhdny szavas uta-
last a dia témajara. Teljes mondatok és hosszabb szovegek ne szerepeljenek, a dia
tartalmabol lehessen megéllapitani a mondanivalét.

Bekiildend6 egy tomoritett ¢685.zip allomanyban az elkészitett bemutatd, vala-
mint az ahhoz felhasznalt tablazatok, adatbazisok vagy programok forrasa.

Letolthet6 allomény: jobs30.csv.
(10 pont)

1. 686. A pozitiv egész szamokat ldthatatlan kapcsolatok kotik dssze. Egy ilyen
példaul a szamok kozotti oszthatdsigi kapcsolat, vagy ha két szam Osszege egy
harmadik. Tekintsiik gy, hogy a pozitiv egészek egy iranyitott graf csicsai. Minden
Osszetett szamtol egy irdanyitott él indul ki a szam Gsszes primosztojahoz. Tehat a
24-estél egy-egy él indul ki a 2-eshez és a 3-ashoz. Ezenkiviill minden egymés utani
primszamtoél egy irdnyitott €l indul ki a két szam Osszegéhez. Példaul a 2-estdl és a
3-astél az 5-6shoz, a 3-astol és az 5-6stél a 8-ashoz stb.

Keressiitk meg ebben a grafban, hogy két pozitiv egész szam Osszekottetésben
all-e egymassal, tehat el lehet-e jutni az egyiktol indulva a maéasik szdmhoz egy
ttvonalon a grafban.

Készitsiink programot 686 néven, amely bekéri a két egész szamot, és meg-
ad a két szam kozott egy lehetséges utvonalat, vagy megadja, hogy nem allnak
Osszekottetésben.

A program standard bemene-

Példa bemenetek: | Példa kimenetek: tének elsd sordban a két pozitiv
8 14 14 7 18 3 8 egész szam szerepel (1 < a,b < 100).
9 10 -1 A program a standard kimenet
13 12 13 24 3 5 12 egyetlen soraba irjon ki egy lehetsé-

ges utvonalat a grafban a két szam
kozott az érintett csiicsok segitségével, vagy —1-et, ha a szdmok nem &allnak Ossze-
kottetésben.

Bekiildendo egy tomoritett i686.zip allomanyban a program forraskédja és rovid
dokumentéciéja, amely tartalmazza a megoldas révid leirasat, és megadja, hogy a
forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.

(10 pont)
e

Bekiildési hatarid6: 2026. februar 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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Beszamolo a 2025. évi Eotvos-versenyrol

Az Eo6tvos Lorand Fizikai Tarsulat 2025. évi Eotvos-versenye oktéber 17-én
délutén 3 érai kezdettel tiz magyarorszagi helyszinen! keriilt megrendezésre. Ezért
kiilon koszonettel tartozunk mindazoknak, akik ebben szervezéssel, feliigyelettel
a segitségiinkre voltak. A versenyen a harom feladat megoldasara 300 perc all
rendelkezésre, barmely {rott vagy nyomtatott segédeszkoz hasznilhatd, de (nem
programozhatd) zsebszdmolégépen kiviil minden elektronikus eszkoz hasznédlata
tilos. Az E6tvos-versenyen azok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanuldk, vagy
a verseny évében fejezték be kozépiskolai tanulményaikat. Osszesen 63 versenyzé
adott be dolgozatot, 25 egyetemista és 38 kozépiskolas.

Ismertetjiik a feladatokat és azok megoldasat.

*

1. Egy 400 g tomegii, 6 cm atmér6ji poharat hosszu ideig 45 °C-os vizben mo-
sogatunk, majd a vizbdl kivéve szdjaval lefelé egy vizszintes, sik feliiletre helyezziik,
és hagyjuk kihfilni. (A szobah8mérséklet 20 °C.)

Mekkora erdvel tudjuk a poharat a feliiletre merdleges irdnyban megmozditani?
(Vigh Mdté)

Megoldas. Az aranylag nagy hékapacitasi, vizes pohér a feliiletre helyezésekor
45 °C-os, és erre a hdmérsékletre felmelegiti a lerakdskor aldszorul6 leveg6t is. Ezen
kiviil a pohér belsé, vizes falardl annyi viz parolog el, hogy a pohédron beliil telitett
vizg6z alakul ki. Ekdzben a pohdrbdl — a pohar nagyon csekély megemelésével, némi
gdz tavozik. A tilnyomds csak akkor tudja megemelni a poharat, ha ennek a révid
folyamatnak a végén a poharban
M9 o+ 29 1013 kPa+1,5 kPa = 102.8 kPa
A >
lesz a nyomads. (po = 101,3 kPa a normadl 1égkori nyomads.) A telitett vizg6z parcidlis
nyomésa 45 °C-on téblazati adat alapjan?:

pP1=po+

p1,v = 9,6 kPa,
igy a bezart levegd parcialis nyomasa
P1,e=p1—Pp1v = 93,2 kPa.

Ezutén a pohar és a bezart gaz lehiil 20 °C-ra. A telitett vizg6z parcidlis nyomésa
a tablazat alapjan:
D2y = 2,3 kPa,

IRészletek a verseny honlapjén: http://eik.bme.hu/~vanko/fizika/eotvos.htm
2Fiiggvénytablazat adata alapjan.
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a bezart levegd pedig izochor médon lehiil, és igy az j parcidlis nyomasas:
T, 293K
TP T 318K

A pohéron beliil tehat a teljes nyomas:

P2.e = -93,2 kPa = 85,9 kPa.

D2 = D2,v +P2.¢ = 88,2 kPa.
A pohar felemeléséhez sziikséges erd:
d*m(po — p2)
4

Megjegyzések. 1. A kiils6 légnyomés fiigg a tengerszint feletti magassagtol és az iddja-
rastél, a p ~ 100 kPa érték is elfogadhaté.

F=mg+ (po—p2)A=mg+ ~ 41 N.

2. Ha a feliilet kicsit egyenetlen, akkor mar nagyon kis pozitiv nyoméskiilonbség haté-
séra is kijuthat gdz a pohdr aldl, igy ekkor a p1 & po kozelités is redlis lehet. (Ugyanakkor
a negativ nyomaskiilonbség nagy erével odaszoritja a poharat, és igy befelé nem juthat
levegd.)

2. Az dbrdn lathaté két 1abbal rendelkez fir-
szonda egy « hajlasszogt, sik, lejtos feliileten lan-
dolt. Az tirszonda széles ldbai a lejt& esésvonala-
ra (és az dbra sikjara) merSleges két parhuzamos
szakasz mentén érintkeznek a talajjal. A labak és
a lejté kozott a surlodasi egyttthatd p. A teljes
Urszonda tomegkozéppontja h tévolsigra van a
talajtél, a labak tavolsaga egymastol kezdetben
a. Az Urszonda egy belsd szerkezet segitségével
az abrdnak megfeleléen elkezdi kitolni a labait
(mikozben azok mindvégig a talajra merdlegesek
1. dbra maradnak).

Melyik 1ab cstiszik meg el6szor a lejton?
(Vanks Péter, Vigh Mdté)

I. megoldas. Egyenstlyban a szondara haté erdk és forgatényomatékok kiilon-
kiilon el kell tinjenek, valamint teljesiilnie kell a tapadasi stirlédasi erére vonatkozd
hatarfeltételnek. Az als6 1ab adatait 1-es, a fels6ét 2-es indexszel, a nyomdbercket
N-nel, a sturlédasi er6ket S-sel (a felfelé irdnyt pozitivnak tekintve), a testre hat
nehézségi er6t G-vel jelolve (2. dbra) a kovetkez6 egyenleteket és egyenlétlenségeket
irhatjuk fel:

(1) N1+ Ny = Gcosa,

(2) S1+ 52 = Gsina,

(3) aNy +hGsina = %Gcos Q,
(4) 15| < Ny,

(5) |S2| < pN2.
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2. dbra

Annak a feltételei, hogy (még a labak mozgatédsa elétt) az {irszonda ne boruljon
fel és ne csusszon le (3), illetve (1), (2), (4) és (5) alapjan:

N2:G<cosa_hsina> 50 = b:2htga<17

2 a a

S1 4+ S2 =Gsina < u(Ny+ No) = uGeosae = 02%21,
g

ahol bevezettiik a borulast jellemzé b és a cstuiszast jellemz6 ¢ paramétereket.
Az (1) és (3) egyenletekbdl:

N =G <cosa N hsinoz) ’
2 a

No—G <cosa B hsina> ,
2 a

és ezeket a (4) és (5) egyenlStlenségbe helyettesitve:

(©) |Sl|<uG(CO;a hsmoz)7
cosa  hsina
< — .
7 5o < (52 - 2222

Mérjiik az erét Gsina egységekben (azaz legyen Gsina = 1), ekkor (2) alapjdn
(8) S1+ 82 =1,

valamint a (6) és (7) egyenlétlenségekbe helyettesitsiik be a b és ¢ paramétereket:

c be

<~ =

(9) 1S1] < 53
c be

<= ——.

Abrazoljuk a (8), (9) és (10) Gsszefiiggéseket az S-Sy sikon (3. dbra).
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8. abra

Az S; és Sy lehetséges értékparjait a piros vonal téglalapon belili (megvastagi-
tott) része jeloli ki.

Amikor a szonda elkezdi a labait széttolni, akkor az alsé 1ab lefelé mozdulna, és
igy Sp értéke néni fog, a fels6 1ab pedig felfelé mozdulna, és igy So csokken, és —
ha a masik 14b hamarabb meg nem cstszik — negativva valik. Azt, hogy melyik 1ab
csuszik meg el6szor, a b és ¢ paraméterek értékei hatdrozzak meg.

c_i_bc<1 1 +h <1
= x 1, aza - x4,
2772 AP\ tga T a

akkor Se nem valhat negativva, és igy biztosan az alsé lab cstszik meg, amikor

Amennyiben

Sy
be

ty

/
[\“]FeY

o
[

Nl
]

14
4. abra

eléri az -

1=3t%

értéket (4. dbra).
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Ha viszont
be

< +—=>1, aza b + h >1

c 787 i

2 2 ’ " 2tga  a ’
akkor S5 negativva valhat. Ekkor az a lab fog el6bb megcstszni, amelyik hatarfel-
tételét el6bb metszi a piros egyenes. Ha

2h
be<1, azaz — <1,
a

akkor az alsé 1ab (mint a 3. dbrdn), ha viszont

2h
bc>1, azaz o >1,
a

akkor a fels6 1ab (5. dbra) fog el8szor megestszni. (Egyenl6ség esetén hatdrozatlan
a feladat, a kis egyenetlenségek dontik el, melyik 1ab cstszik meg.)

Sy
be

Ty

/
Nl

SO

o € be
y 27 72
/ 51
7 T T
-2 -1 0 i\ L2
/ —14
5. dbra
Osszefoglalva:
1. Ha b > 1, azaz 2htga > a, a szonda felborul kozvetleniil a landolas utéan,
2. ha c < .1, azaz 4 < tga, a szonda lecsiszik 1 tga
a landolas pillanataban, AT
3. ha b1 és ¢c>1, azaz 2htga < a és R -
14> tga, valamint ha . szonda megcsuszi -
ebe < 1, azaz 2hy < a, akkor az alsé 1ab elist Ll 2
csuszik meg cstiszik meg &
) o el6szor &
ebc > 1, azaz 2hu > a, akkor a felsé lab .| =
csuszik meg G 1 %
) csuszik meg
e bc =1, azaz 2hu = a, akkor bizonytalan, el6szor _2htga
melyik cstszik meg. 0 i l .
. , ; 1
Az egyes esetek a 6. dbrdn lathato b—% stkon .
j6l &ttekinthetdk. 6. dbra
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Megjegyzés. Teljesen hasonléan vizsgalhat6 az az eset is, amikor a szonda a két labat
kozeliti egymashoz. Ilyenkor az als6 1ab felfelé mozdulna, és igy S1 csokken, a felsé viszont
lefelé mozdulna, és igy S2 értéke néni fog. Az dbrik alapjin kénnyen beldthatd, hogy
ilyenkor minden esetben a felsd 14b cstiszik meg elészor.

0 I1. megoldas. Ha az egyes labaknal haté kényszer-
P erbket egyetlen eréként (K, illetve Ko) tekintjiik,
akkor a testre a G nehézségi erével egyiitt Ossze-
sen harom eré hat. Hirom nem parhuzamos iranyd
er6 csak akkor lehet egyensilyban, ha a hatasvo-
nalaik egy pontban metszik egymést (kiillonben az
egyik erdnek forgatényomatéka lenne a maésik két
er metszéspontjdra vonatkoztatva), és igy a feladat
az egyenletek és egyenlOtlenségek felirdsa nélkiil is
megoldhatd. Ehhez még sziikségiink van az € siurlo-
ddsi hatdrszog fogalméra: ahhoz, hogy az |S| < uN
egyenlétlenség teljesiiljon, a K kényszerer6 (amely
az egymasra merdleges N és S erék eredéje) legfel-
jebb € = arctg i szoget zarhat be a feliilet normali-
saval.

Kezdetben (amikor a szonda még nem kezdi el

7 dbra széttolni a labait), elegendben nagy strlodési egytitt-

haté mellett a két kényszerer6 a surlodasi hatarszog

szabta hatarok kozott sokféleképp biztosithatja az egyensilyt. A 7. dbrdn egy ilyen

lehetséges eréabra ldthatd. (A rajzon az erdk nagysigat az hatdrozza meg, hogy

az er0k ered6je nullat kell adjon. A hatdsvonalak kozos P metszéspontja csak a
forgatényomaték-egyenstilyt biztositja.)

Amikor a szonda elkezdi széttolni a labait, akkor az alsé labat lefelé, a fels6t
felfelé tolja, igy az alsé 1abnal haté K1 kényszererd az abran az éra mutatd jardsaval
egyezO, a felsé labnal haté Ko kényszererd azzal ellenkezé iranyban fordul el.
A 8. dbrdn a K er6 éri el elszor az e szog dltal meghatarozott tartomany szélét,
és igy az alsé 1ab csiszik meg el6szor. Az erdk elfordulasanak kovetkeztében a
hatasvonalak P metszéspontja lefelé mozdul el, de ebben az esetben mindvégig a
tomegkozéppont felett marad.

A 9. dbrdn a surlodasi egytitthatd, és igy az e sz6g nagyobb. Ekkor a P pont a
tomegkozéppont ald keriil, és a K5 erd éri el el6szor a szogtartomany szélét. Ekkor
a fels6 1ab cstszik meg elészor.
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A hatéresetet az jelenti, amikor a surlédési ha-
tarszog egyenese éppen a tomegkozépponton megy
at (10. dbra). Leolvashat6, hogy ekkor

a t
—_— = £ =
oh g Hs
az el6z6 megoldassal Osszhangban. 10. dbra

3. Két azonos m tomegili, +q és —q tOltésli pontszerii test kezdetben egymastol
d tavolsagra, nyugalomban van. Ha a testeket egyszerre elengedjiik, akkor egy
id6 utdn Osszeitkoznek. Ha a kisérletet megfelel6 erdsségii, a testeket Osszekotd
szakaszra meroleges iranyt, homogén magneses mez6 jelenlétében ismételjiik meg,
akkor a testek nem iitkdznek Gssze.

a) Legaldbb mekkora legyen a méagneses indukcié értéke, hogy ne titkézzenek
Ossze?

b) Mekkora minimdlis tdvolsdgra kozelitik meg egymdst a testek ekkor?

(KVANT)

I. megoldas. a) Vélasszuk a koordinata-rendszer y
kozéppontjat a +q toltés kezdeti helyzetében, és ®B
mutasson az x tengely a masik test kezdeti helyzete
felé, az y tengely pedig legyen erre és a magneses
tér irdnyara is meréleges (11. dbra).

Jelolje z a bal oldali (4¢ toltésii) test koordi-
natajat. A mozgas soran az elektrosztatikus és a  +¢ —q
mozgési energia 6sszege allandd. A szimmetria mi- 11. dbra
att a két test sebessége megegyezik. Igy az energiaegyenlet:

1 1 1
2-m112:kq2(—>7

2 d—2x d
2x

11 A —
(11) M= = 20)

Tekintstik most kiilon a bal oldali ponttoltés mozgdsat! A szimmetria miatt az
elektrosztatikus vonzéerdé mindvégig = iranyban hat. Csak a magneses tér miatt
fellép6 Lorentz-erének van y irdnyd komponense, és igy csak ez az er6 gyorsitja a
testet y iranyba:

Bqu,

a .
Y m

Ez alapjan a test y iranyu sebessége kicsiny dt¢ id6 alatt
Bq
dv, = a,dt = ﬁvxdt

értékkel valtozik meg. Az egyenlet mindkét oldalat Osszegezve a kezdeti allapottdl
(ahol v, (0) =0 és x(0) = 0) a vizsgalt allapotig:
Bq
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Amikor a két test legkézelebb ér egymashoz, akkor az x irdnyt sebességiik 0, és igy
v =vy. Ezt felhasznélva, és a (11) egyenletbe a (12) kifejezést behelyettesitve:

Bgq 2 2x
- — kg2 —=
m<mx> qd(d—?m)’
amibdl az x # 0-val vald egyszertisités és rendezés utan egy masodfoku egyenletet

kapunk %-re:
9 (£)2 _x 2kmo_
d d B2d3
Ennek csak akkor van megoldasa, ha a diszkrimindans nem negativ:

km

_W>0, azaz B>4 d3.

Tehat a minimalis magneses indukcié nagysaga:

km

Bmin =4 F

b) A mésodfoki egyenlet dltaldnos megolddsa (a két megoldasbél csak a kisebb
valésul meg):

16k
z 1=y/1- B2$
d 4 ’
és B = Bun, azaz D =0 esetén 7 =

%. Ebbdl a két t6ltés kozotti legkisebb tavolsag:

d
dpin =d—2x = —.
Y9
II. megoldas. Vizsgaljuk a 11. dbrdan lathaté bal oldali, origdébdl indulé pont-

toltés x irdnyt mozgasat! Ehhez irjuk fel Newton II. torvényét erre a testre egy
tetszOleges idépillanatban:

q2
mag = km — q’UyB7

ahol felhasznaltuk, hogy a Lorentz-eré x komponense az y irdnyu sebességgel ara-

nyos. Az I. megolddsban kordbban kapott (12) sszefiiggés segitségével v, kifejez-
het6 z-szel:

B ¢ ¢®B?
mag, =

(d—2x)2 m v

Fo(z)

Az egyenlet jobb oldala nem mé&s, mint a testre haté eredd erd x komponense.
Figyelemreméltd, hogy ez az erd kifejezhet6 csupan az x koordinata fiiggvényeként.
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Ebbdl kovetkezik, hogy F, felirhaté egy szintén csak z-t6l fiiggé un. effektiv
potencial negativ derivaltjaként:
_dVeff(l‘)

Az itt szerepl6 effektiv potencidl az eré = szerinti integralasdval kaphaté meg;:

2 132 2
_¢B® 5, kg
Vett (7) = om 2(d—2z)"

Itt a jobb oldal elsé, x-ben négyzetes tagja egy rugdban tarolt rugalmas energiaval
analég, mig a masodik tag a Coulomb-féle potencidlis energia egyik toltésre jutd
hényadénak feleltetheté meg.

Ezek szerint a vizsgdlt ponttoltés x irdnyt mozgasa ekvivalens egy képzeletbeli,
szintén m tomegi test egydimenzios konzervativ mozgasaval a fenti egyenlet dltal
adott Veg potencidlban. Ennek a képzeletbeli mozgasnak a kezdeti feltételei z =0
és vg0 =0, ezért a mozgashoz tartozé teljes mechanikai energia:

2 _ k¢

1
E:‘/‘;ff(m:o)‘i’émvm’():* 5"

A Vog(z) fuggvény alaposabb vizsgdlatahoz végezzik el a kovetkezd dtalakitdst:

_ k¢* | B*d® ai 1
Td | km o2 1-2Z
N—— d
A

(13) Vs ()

Vezessiik be a A = % dimenziétlan paramétert! A Vog(x) grafikon alakja és a moz-
gés jellege nagyban fiigg A értékétél. A fiiggvény x — d/2 esetén —oo-hez tart, ez a
helyzet felel meg a két test osszetlitkozésének. Kis A (gyenge magneses tér) esetén a
(13) kifejezés zardjelében 1év6 mésodik tag domindl, igy a fiiggvény szigordan mo-
noton csOkken. Ha A érté-

e .. Vetr ()
két (és ezzel egylitt B nagy- d/4 42
sagét) fokozatosan noveljiik, 0 ;
akkor a zaréjelben 1évo elso, |
z-ben maéasodfoku tag eré-
sodik, majd a Veg(x) fiige-
vénynek a 0 <z < d/2 tar-
tomanyban egy lokalis ma-
ximuma jelenik meg. Rész-
letesebb filiggvényvizsgalat-
tal kideriil, hogy A < 16 ese-
tén ennek a maximumnak
az értéke E = —gid—nél ki-
sebb, A =16 esetén éppen
ekkora, mig A > 16 esetén
a maximumértéke F-nél na-
gyobb (12. dbra).

aszimptota

12. dabra

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/1 49



Mit jelent mindez a képzeletbeli mozgas lefolyasara nézve? A test az x =0 alla-
potbdl indul, és mindharom esetben gyorsulva halad a csékken6 potenciél iranyaba
(az dbran jobbra). A > 16 esetén azonban egy = < d/4 helyen, ahol a potencidl ér-
téke tjra megegyezik az F Osszenergidval, a sebessége ismét nulla lesz, és megéll
(majd elindul vissza a kezdeti dllapot felé). A < 16 esetén nincsen ilyen pont: a rend-
szer — egy kisebb lassulds utdn — egyre nagyobb gyorsuldssal fejlédik az x = d/2
allapot (azaz az Osszelitkozés) felé. Annak feltétele, hogy ne legyen titkozés:

B2 k
—A>16, amibsl B>4 d—?,

az el6z6 megolddssal 6sszhangban. A grafikonrdl rogton a b) kérdés megoldésa is le-
olvashaté: hatdresetben a toltések maximalis elmozduldsa x = d/4, azaz a legkisebb
tavolsag d/2.

km

Megjegyzés. A T1. megoldas nélkiil meglepdnek tiinhet, hogy ha a méagneses indukcié
értéke eléri a minimalis értéket, akkor a toltések csak g tavolsagra kozelitik meg egymast,
ha viszont ennél (kicsit) kisebb, akkor a toltések — minden dtmenet nélkiil — dsszetitkoznek.
A 12. dbra grafikonja szemléletesen mutatja, milyen valtozas torténik a hatar dtlépésekor.

*

Az tinnepélyes eredményhirdetésre és dijkiosztasra 2025. november 28-dn dél-
utan keriilt sor az ELTE TTK E6tvos termében. Megemlékeztiink az 50 és 25 évvel
ezel6tti Eotvos-versenyrol, ismertettiik az akkori feladatokat és a gy6ztesek nevét.
Az 50 évvel ezel6tti dijazottak koziil Virosztek Attila, a 25 évvel ezel6ttiek koziil
Pozsgay Baldzs volt jelen — 6k roviden beszéltek a versennyel kapcsolatos emléke-
ikrdl és a pélyafutdasukrél. Az 50 évvel ezelStti 1. dijas Zimdnyi Gergely videdid-
vozletet, a 25 évvel ezeldtti I. dijas Buruzs Addm pedig szoveges tizenetet kiildott
a jelenlévéknek. Ezutdn kovetkezett a 2025. évi verseny feladatainak és megoldasa-
inak bemutatasa. Az 1. feladat megoldasat Széchenyi Gabor, a 2. feladatét Vanko
Péter, a 3. feladatét Vigh Mdté ismertette.

Az esemény végén keriilt sor az eredményhirdetésre. A dijakat Ormos Pdl, az
Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat elndke adta at.

I. dijat a versenybizottsag nem adott ki.

Az els¢ és harmadik feladat helyes megoldasaért mdsodik dijat nyert Bencz
Benedek, az ELTE Fizika BSc szakos hallgatdja, aki a Baar-Madas Reformatus
Gimnéazium, Altaldnos Iskola és Kollégiumban érettségizett Horvdth Norbert tanit-
vanyaként.

Egy feladat helyes megoldédsaért, vagy két feladatban elért jelentds eredményért
harmadik dijat nyert Erdélyi Dominik, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorl6 Alta-
lanos Iskola és Gimnazium 12. osztélyos tanuldja, Schramek Anikc és Nagy Piroska
Madria tanitvanya, Santa Gergely Péter, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Al-
talanos Iskola és Gimnédzium 11. osztédlyos tanuldja, Schramek Aniké tanitvanya és
Téti Miklés, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altalanos Iskola és Gimnazium
12. osztalyos tanuldja, Schramek Aniké tanitvanya.

Egy feladat lényegében helyes megoldasaért dicséretet kapott Javor Bence,
a BME Fizika BSc szakos hallgatéja, érettségizett a Varosmajori Gimnaziumban
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Jager Csaba és Horicsanyi Attila tanitvanyaként, Kossar Benedek Balazs, a Pécsi
Le6wey Klara Gimnazium 10. osztalyos tanuldja, Hegediis Janos és Pdlfalvi Ldszlo
tanitvanya, Papp Andras Jozsef, a Szegedi Radnoti Miklos Kisérleti Gimnazium
12. osztélyos tanuldja, Mike Péter tanitvanya, Pazmandi Jézsef Aron, a Budapesti
Fazekas Mihaly Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gimnézium 10. osztalyos tanuléja,
Csefké Zoltan és Nagy Piroska Méria tanitvanya és Vodros Daniel, a Budapesti
Fazekas Mihaly Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gimnéazium 11. osztalyos tanuldja,
Schramek Aniké tanitvanya.

A maésodik dijjal az Andersen Addtandcsado Zrt. és a Nanorobot Vagyonkezeld
Kft. adomanyabdl 75 ezer forint, a harmadik dijjal 35 ezer, a dicsérettel 20 ezer
forint pénzjutalom jar. A dijazottak tanarai konyvutalvanyt kaptak. Gratulalunk
a dijazottaknak, koszonjik az adomanyozdk 6nzetlen tdmogatdsat!

Széchenyi Gabor, Vanké Péter, Vigh Maté, Vladar Karoly

|
Mérési feladatok megoldasa “
| [ | \

M. 443. Mobiltelefon fényérzékeldjét haszndlva mutassuk meg, hogy a fényinten-
zitds inverz négyzetesen fligg eqy pontszert fényforrdstol mért tdvolsagtol! Hogyan
valasszuk a kisérleti kérilményeket ahhoz, hogy minél pontosabban tudjuk igazolni

ezt az Osszefiiggést?
(6 pont) Kozli: Vaddsz Gergely, Solymér

Megoldas. A mérés célja, hogy bizonyitsuk, a fényintenzitds inverz négyzetesen
flige egy pontszerii fényforrdstol mért tavolsagtél. A fényintenzitds azt mutatja
meg, hogy egységnyi teriiletre mekkora fényaram esik. Egy pontszerii fényforras
adott nagysdgu fénydramot bocsat ki minden irdnyba, igy ha tavolabb megytink
t6le, az nagyobb feliileten oszlik el, igy a fényintenzitds csokken. Az I fényintenzitas
az alabbi képlet szerint fligg az izz6tol mért d tavolsagtol:

I=Ad,

ahol A egy d-t6l fliggetlen dllando, a kitevére pedig n = —2 értéket varunk. Ha a
kifejezés mindkét oldalanak vessziik a logaritmusat, akkor a

lgl =nlgd+IgA

Osszefiiggést kapjuk. Ha abrazoljuk lgl-t lgd fliggvényében, akkor a pontokra
illesztett egyenes meredekségbdl meghatarozhatjuk n értékét.

A mérési elrendezés az 1. dbrdn lathaté. A mérést besotétitett szobaban vé-
geztik, gy az izzb bekapcsoldsa elétt a telefon 0 lx fényintenzitdst mért. Az
aramforras bekapcsoldsa utan vartunk kb. egy percet, hogy bemelegedjen az izz0.
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A fényintenzitast a mobiltelefon Physics Toolbox alkalmazis Fényérzékeld funk-
cigjaval mértiik. Tobbszor mértiink, és ezekbdl az 6t legjobban sikeriiltet kozol-
juk. A mérést kétféle izzé-
val, azonos, 6 V-os fesziilt-
ségen végeztik. Adott ta-
volsédgra bedllitottuk a mo-
biltelefont, leolvastuk az I
fényintenzitast a kijelzorol
és a d tavolsag értékét, majd
masik tavolsagra allitottuk
a mobiltelefont, és ezt ismé-
teltiik. Minden mérés soran
8-10 téavolsigon mértink,
egymashoz képest 10 cm-es
eltérésekkel.

A stabil elrendezés és a zavar6 koriilmények kikiiszobolése ellenére nagyon gyor-
san valtozo, ingadozo értéket kaptunk minden egyes tavolsagnal. A valtakozé érté-
kek maximuma és minimuma ko6zott 4-8 1x, az izzdhoz kozelebb akar 40-80 lx is
volt. Ezek atlagat vettiik minden esetben, vagy azt az értéket, amely leggyakrabban
jelent meg a képernyon.

1. dabra

A mért adatokat tdbldzatba foglaltuk (a d tdvolsdgok méterben, az I intenzitdsok
luxban megadva), majd lgI-t lgd fiiggvényében abrézoltuk, és az adatsorokra
egyenest illesztettiink (2. dbra).

1. mérés 2. mérés 3. mérés 4. mérés 5. mérés
d lgd I lgI 1 lgI | I | 1gl 1 lgl 1 lgl
0,10 | —1,00 1198 | 3,08

0,20 | —0,70 | 571 | 2,76 | 267 | 2,43 | 77 | 1,80 | 305 | 2,48 | 278 | 2,44
0,30 | —0,52 | 254 | 2,41 | 143 | 2,16 | 28 | 1,45 | 139 | 2,14 | 141 | 2,15
0,40 | —0,40 | 150 | 2,18 | 66 | 1,82 | 15 | 1,18 | 60 | 1,78 | 76 | 1,88
0,50 | —0,30 | 110 | 2,04 | 44 | 1,64 | 9 | 0,95 | 41 | 1,61 | 47 | 1,67
0,60 | —0,22 | 70 | 1,85 | 31 | 1,49 | 7 | 0,85 | 22 | 1,34 | 37 | 1,57
0,70 | —0,16 | 50 | 1,70 | 23 | 1,36 | 5 | 0,70 | 17 | 1,23 | 26 | 1,42
0,80 | —0,10 18 | 1,26 | 4 |060| 14 | 1,15 | 23 | 1,36
0,90 | —0,05 12 | 1,08 | 17 | 1,23
1,00 | 0,00 9.5 | 0,98

Az illesztett egyenesek meredekségébdl az egyes méréseknél a kitevok:
n1=-—190; no=-200; ng=-2,12; ng4=-2,21; ns=-1,92.
A kapott n értékek atlaga és szérdsa:

n=-203+0,12.
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. mérés
. mérés

1
2
3.
4.
5.

2. dbra

Ezzel a kivant 6sszefiiggést hibahataron beliil igazoltuk: a fényintenzitas valéban
inverz négyzetesen fligg egy pontszeri fényforrastol mért tavolsagtol.

A relativ hiba 6%, de a mérés tényleges hibdja ennél valamivel nagyobb lehet
az emlitett instabil fényintenzitas-értékek miatt.

Megfelel6 koriillmények a mérés pontositasahoz:

A mérést éjszaka, lehtizott redényokkel és minden kiils§ fényforras kikapcsola-
saval kellene elvégezni, igy biztosan nem sziir6dne be fény.

Az izz6 megfelel6 megvalasztasa fontos. Kellen kicsi, és minden iranyba vilagitéd
fényforrasra van sziikség, igy valoban pontszeriinek lehetne tekinteni.

A tévolsdgot a fényforras kozepétdl (nem az dllvdny), illetve a telefon fényérzé-
kel6jének sikjatol kell mérni.

Nagyon stabil rogzitést igényel a telefon, hogy mer6leges legyen a feliilete az
izzéhoz hizott egyenesre (ha kicsit is cstiszkal, akkor mar nem biztositott ez, és a
mérés pontatlanna valik).

A mérés kortil matt hattér sziikséges, hogy ne verjen vissza fényt.

A mérés nagyon sokszori megismétlése nem teszi pontosabbd a mérést, ha nem
kiiszoboljiik ki az elrendezésbdl ad6do pontatlansagokat.

507

A Satirozzdl ki egy hetet, ,adatvesztés” torténhetett csapat:
Papp Emese Petra (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyak. Gimn., 11. évf.)
és Kis Bogldrka (Kecskeméti Katona J. Gimn., 11. évf.)

Megjegyzések. 1. Tébb megoldé LED-et haszndlt fényforrasként. A LED biztosan nem
gémbszimmetrikusan bocséat ki fényt, de a mérés kicsiny térszégtartoméanyaban legaldbb
annyira egyenletes megvildgitast hoz létre, mint egy izzé.

2. A fényforrds pontszeriisége egy kozvetleniil elé helyezett kicsiny diafragméval (kor
alakd nyildssal) javithato.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/1 53



3. Az inverz négyzetes Osszefiiggés igazolasiara a logaritmikus abrézolas helyett az I
intenzitas d 2 fiiggvényében val6 dbrizoldsa is megfelels: ekkor azt kell vizsgalni, hogy a
mérési pontok valéban (hibahatdron beliil) egy egyenesen fekszenek-e.

4. Erdélyi Dominik (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.) olyan
modellt készitett, amely figyelembe veszi egyrészt a hattérfény altal okozott Iy intenzitést,
maésrészt a fényforrds és a szenzor valédi helyzetének kicsiny d eltérését a tavolsigmérés
sfkjaitél. Ekkor a mérési adatokra az I(d) = A(d+6)% 4 Iy fiiggvényt kell illeszteni,
amelybdl Iy és § meghatarozhato.

19 dolgozat érkezett. Helyes 6 megoldés. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 10, hidnyos (3 pont)
1, hibas 2 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5653. Két egyenes ut merdlegesen keresztezi eqymdast. Az egyik uton egy sze-
mélyauté 90 km/h sebességgel, a mdsikon egy motoros 72 km/h sebességgel kozeledik
a keresztezddéshez. Egy adott (t =0) pillanatban a két jarmd tdvolsdga (léguonal-
ban) 347 m. 5 mdsodperc elteltével a tavolsiguk 188 m-re csikken.

a) Milyen messze volt a két jarmd a keresztezddéstdl kezdetben?
b) Mekkora lesz a két jarmd kozotti legkisebb tdvolsdg?
Az egyszeriiség kedvéért mindkét jarmivet tekintsik pontszerinek.

(5 pont) 1897. évi érettségi feladat nyomén

Megoldas. a) Jelolje az autd tévolsdgat a keresztezddéstdl kezdetben x, a mo-
torosét y. A személyautd sebessége v, =25 =, a motorosé v, =20 . Kezdetben
a tavolsaguk dy =347 m, t; =5 s idGvel késéibb dy = 188 m. Ezekkel a jelolésekkel
kezdetben fennll:

2ty =d2,
t1 =5 s eltelte utan pedig:
(x —vyt1)* + (y — vyt1)2 = d2.

Az egyszeriiség kedvéért helyettesitsitk be a két egyenletbe az ismert értékeket
(mindent SI mértékegységben). Ez alapjan:

(1) z? +y? =347,
(2) (x—25-5)2 4 (y—20-5)% = 1882

Vonjuk ki az (1) egyenletbél a (2) egyenletet. Igy rendezés utén:

252 + 20y = 11069.
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Ebbdl y-t kifejezve, és beirva (1)-be, majd rendezve az aldbbi masodfoki egyenlet
adodik:
102522 — 5534502 + 74359161 = 0.

Ennek megoldasai z-re, valamint az egyes x értékekhez tartozo y értékek:

1 =289 m y1 =193 m,
To =252 m Y2 =239 m.
Lathatjuk, hogy mindkét megoldaspar fizikailag értelmes. Tehat az autd és a mo-

toros kezdetben 289 m és 193 m, vagy 252 m és 239 m tavolsagra voltak a keresz-
tez6déstol.

b) A t id6 fiiggvényében a két jarmi kozotti d tavolsdg a kovetkezd Osszefiiggés
szerint valtozik:

d=/(x —25t)2 + (y — 20t)2.

Ennek ott van minimuma, ahol a gyok alatt 1évé kifejezésnek, tehat a kovetkezd
fliggvény szélséértékét keressiik:

f(t) = (x—25t)% + (y — 20t)? = 1025t% — (502 + 40y)t + 120409.

(A rendezésnél felhaszndltuk, hogy 22 + y? = d3 = 347%.) Beirva az a) részben meg-
kapott 1 =289 m és y; = 193 m értékpart:

f(t) = 1025t — 22170t + 120409.

Ez egy mésodfoku fiiggvény, minimumbhelyét megkereshetjiik derivaldssal:

47 = 2050t — 22170 =0,
dt

amibol
tmin =~ 10,8 s.

Ezt visszahelyettesitve d kifejezésébe:

Aunin = /(@1 — 25t min)2 + (41 — 20tmin)2 ~ 30 m.

Tehdt a két jarmi kozotti legkisebb tévolsag 30 m. (Az a) részben kapott méasik
Zo-yo értékpdrral ugyanezt az eredményt kapjuk.)
Klement Tamds (Pécsi Leéwey Kldra Gimn., 12. évf.)

Megjegyzések. 1. A masodfoku kifejezés minimumbhelye teljes négyzetté alakitissal is
megkaphato.

2. Az a) részben kapott két megoldds szimmetrikus abban az értelemben, hogy ha
a jarmivek az x1-y;1 értékekkel megadott pontbdl indulnak, akkor 2tmin idé mulva a
keresztezOdés tiloldalan az x2-y2 értékparral megadott pontokba érkeznek — és viszont. Ez
érthetd, hiszen a mozgasok idében megfordithaték. Egyik esetben a motoros, a masikban
az aut6 halad &t elébb a keresztezddésen.
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35 dolgozat érkezett. Helyes 22 megoldas. Kicsit hidnyos (4 pont) 9, hidnyos (2-3 pont)
4 dolgozat.

P. 5672. Az Egyenlitén dllva, éppen a fejunk felett halad dt egy mithold, amely
a Fold felszinétél 400 km-re levd palyan kering. Legfeljebb mennyi ideig lathatjuk a
mdholdat?

(4 pont) Kozli: Németh Ldszlé, Fonyéd

Megoldas. A Fold egyenlitéi sugara R = 6378 km. Az dbra alapjan a h =400 km
magasan keringé miihold épp a horizonton lat-
szik, amikor a megfigyel6héz képest a szog-
elfordulasa:

Q= arccos

R
=19,78° =0,3453.
R+h
A mitholdat a F6ld gravitaciés vonzasa tart-
ja korpélyan, igy a mozgasegyenlete:

yMm 2

= mme?

r2

ahol v =6,674-10"'" Nm2%kg~2 a gravitacios
allandé, M =5,972-10%* kg a Fold tomege, m a miihold tomege, r =R+ h a
mithold palyasugara és wy, a keringésének szogsebessége. Rendezve és az adatokat

behelyettesitve:
M
wm =\ 5 = 1,131-10% 57,
T

A Fold forgasdnak szogsebessége (az allocsillagokhoz képest, igy a 23" 56" 4"-es
csillagnappal kell szamolni):

_ 2
T 86164 s

A miihold akkor l4tszik leghosszabb ideig, ha az Egyenlitd sikjaban és a Fold for-
gasaval azonos irdnyba kering. Ekkor a Foldhoz viszonyitott relativ szogsebessége:

=7,292-107° s~ 1.

WF

Wy = Wy —wp = 1,058-1073 71,

és igy
t= 2a ~ 653 s = 10,9 perc
Wr
ideig lathatjuk.
Kdddr Luca Linda (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 10. évf.)

Megjegyzés. A szamitashoz sik feliiletet feltételeztiink, és a légkor fénytorését nem
vettiik figyelembe.

47 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 11, hidnyos (1-2
pont) 24 dolgozat.
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Fizikabdl kittlizott feladatok

M. 446. Polcon azonos konyvek a fiiggélegeshez képest kis délésszogben, egy-
massal parhuzamosan allnak. Mérjiik meg, hogy az utolsé konyv mekkora erével
nyomja a polc oldalsé falat. Hogyan fiigg az er6 a konyvek szamatol és a délésszo-
gétol?

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

G. 909. Egy versenyautd egyenes tesztpalyan mozog. A pélya kezd&pontjitdl
mért s tavolsaga és az idémérés kezdete 6ta eltelt ¢ id6 kapcsolata — ha a hossztusagot
méter, az idot masodperc egységekben mérjiik és a mértékegységeket nem irjuk ki
— igy adhaté meg:

s=10+10t+2¢%
Hogyan alakul at az ut-id6 fliiggvény, ha hosszegységiil a kilométert, id6egységiil

pedig az oOrat véalasztjuk? Szamitsuk ki mind a két rendszerben a versenyautd
helyzetét, sebességét és gyorsuldsit az indulds utén 1/4 perc mulval

(8 pont)

G. 910. Egy G stlyt, rombusz alakt, homogén tomegeloszlasi lemezt vizszintes
helyzetben a csiicsaindl aldtdmasztunk. Az egyik aldtdmasztési pontot G/5 nagy-
sagu erd terheli. Mekkora er6 terheli a tobbi aldtamasztasi pontot?

(4 pont) Példatari feladat nyoméan
G. 911. Egy vékony szérdlencse az dbrdn lathaté P pontrdl a P’ pontban 4llit eld
latszolagos képet. A lencse optikai tengelyét a folytonos vonal jeloli, a négyzethaléon

egy-egy beosztas vizszintesen 10 cm-nek, fliggélegesen 1 cm-nek felel meg. Mekkora
a lencse fokusztavolsdga?

P

(4 pont)
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G. 912. Az dbrdn lathat6 aramkorben kezdetben a kapcsold nyitva van.

10 ©
Il_ll
10
|
-+
_/_|'_
10V
+ -
Iy
II
20 V

a) Mekkora dramok folynak az dramkor ellendlldsain és a telepeken a kapcsold
zardsa el6tt és utan?

b) Mekkora dramok folynak, ha a kapcsolé melletti fesziiltségforrds polaritdsét
megforditjuk?

(4 pont)

P. 5697. Egy tiizijaték soran ugyanarrol a helyrol, ugyanakkora kezdésebességgel
mindenféle irdnyban l6vedékeket 16nek ki, amelyek a palydjuk tetOpontjanal erds
fényfelvillanast hoznak létre. Milyen feliilet mentén helyezkednek el a felvilland
pontok?

A légellenallast hanyagoljuk el.
(4 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5698. Vizszintes talajon csorld segitségével emelnek levegébe egy kétiiléses,
M témegt vitorlazo repiilogépet, amelyet egy hosszi, D rugdallandéju, m tomegi
vontatokotél kot Ossze a csorlével. A vontatds megkezdésekor a gyorsulds nagysé-
ga a, mikozben a kotél surlédik a fiives talajon, ahol a sirlodési egyiitthatd p.
Szamitsuk ki, mennyire nytulik meg a vizszintes helyzetii drétkétél réviddel a gép
megmozduldsa utan!

Adatok: m =150 kg, M =400 kg, a =3 5, D = 2500 %, w=0,15.
(5 pont) Kozli: Németh Ldszld, Fonydd
P. 5699. Egy mesterséges hold az Egyenlité sikjaban, a felszin folott allandé
4 foldsugarnyi magassiagban, a Fold forgasirdnyaban koéréz bolygonk koriil.
a) Mekkora a mesterséges hold keringési ideje?

b) Hany naponként halad 4t a mesterséges hold az Egyenlité egy kiszemelt
pontja folott?

(4 pont) Tornyai Sandor fizikaverseny, Hédmezévasarhely
P. 5700. A legenda szerint Dido, Tiirosz hercegnéje, miutdn menekiilni kény-
szeriilt hazdjabol, Eszak-Afrikdba érkezett, ahol a helyi uralkodétol annyi foldet

kért, amennyit egy 0korborrel korbe tud keriteni. Az uralkod6 beleegyezett, mire
Dido hossz, keskeny csikra vagta a bért, amibol keritést készitett, majd a lehetd
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legnagyobb foldteriiletet vdlasztotta le a tengerpart mentén, megalapitva Karthago
varosat.

A torténet egy kevésbé ismert valtozata szerint Dido hajézéasai soran egy 1 km
sugaru, kor alaku szigeten kotott ki, valahol a Foldkozi-tengeren. Legfeljebb mek-
kora foldtertiletet tudott levalasztani, ha a keritésének hossza 1 km volt?

Dido a kettéosztott sziget kisebb tertiletrészét tekinthette sajatjanak.
(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Herceghalom

P. 5701. Egy bizonyos mennyiségii nitrogéngézzal izochor folyamatban vala-
mennyi hét kozliink, majd kozvetleniil ezt kévetGen tgy nyomjuk Gssze adiaba-
tikusan, hogy a kornyezet gazon végzett munkaja megegyezzék az izochor folya-
matban kozolt hével. Befejezésiil izobar folyamatban addig melegitjilk, mig a gaz
altal végzett mechanikai munka meg nem egyezik az izochor folyamatban kozolt
hével. A harom folyamat kézben mekkora volt a nitrogén homérséklet-valtozasa,
ha az izochor folyamatban 80 °C-kal névekedett a hémérséklete?

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
P. 5702. Egy rézcsovet kor alakira hajlitunk, és a végeit dsszeforrasztjuk, vagyis

beliil iires, rézfalu téruszt készitiink. Mekkora az elektromos térer6sség a rézcsé bel-
sejében és a falanak anyagaban, ha egy elegendden

hosszi, egyenes tekercs aramat idében egyenletesen %
valtoztatjuk, és a rézcsovet az dbra szerint o) %
a) a tekercs mellé, %
b) a tekerccsel koaxilisan b)
helyezziik el? %
¢) Mekkora az elektromos térerésség a rézcsé fa- =
ldban az elézé helyzetben, ha a csovet valahol elfi- c) §§

részeltik?

A tekercs aramellatasat ugy oldottuk meg, hogy sem a hozzavezetoé kabelek,
sem a szolenoid hossztengelye mentén (a menetemelkedés miatt) fellépd eredd dram
mégneses hatdsa ne érvényesiilhessen. (Pl. az dramellatast egy koaxidlis kdbel biz-
tositja, a szolenoid pedig dupla, azonos forgasirdny mellett oda-vissza tekercselésii.)

(5 pont) Kozli: [Holics Ldszld|, Budapest

P. 5703. Egy 2 milliméteres fosszilidt merdlegesen a tisztanlatds tavolsdgabol,
25 cm-16l szemléliink. Ennél kozelebbrél nézve szabad szemmel nem latnank élesen.

a) Mekkora szog alatt latjuk a fosszilidt nagyité nélkul?

b) Azért, hogy jobban ldssuk az &smaradvany részleteit, egy 5 cm gyujtéta-
volsdgu vékony nagyitén at nézziikk azt. Mekkora szog alatt latjuk a fossziliat, ha
a nagyité 3 cm-re, a szemiink pedig 25 cm-re van a targytol?
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¢) A nagyit6t helyezziik a leheté legkozelebb a szemiinkhoz. Mekkora maximalis
sz0g alatt lathatjuk a fosszilidt nagyitéval, ha a targy és a szemiink tavolsagat
szabadon valtoztathatjuk?

(5 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

P. 5704. Egy berendezés segitségével toltott részecskéket gyorsitunk fel nyugal-
mi helyzetbdl U,, gyorsitéfesziiltséggel akkora sebességre, ami jelentsen kisebb a
fénysebességnél. A légritkitott térben egyenes mentén mozgd részecskék egy sikkon-
denzatorba keriilnek, ahol eltériilnek, majd eredeti irdnyukhoz képest valamekkora
szoggel kilépnek a sikkondenzatorbdl. A sikkondenzator hosszisdga ¢, a lemezek
tavolsdga d, az eltérito fesziiltség Ue. A tOltott részecskék az dbrdinak megfelel6-
en a sikkondenzator kézépvonala mentén lépnek be az eltérito térbe, és mozgasuk
sordn nem iitkdznek a lemezekbe. (A gravitdcié hatdsatol eltekinthetiink.)

Uel

Ugy

>

gyorsito
berendezés

a) Hogyan fiigg az eltériilés « szoge a megadott adatoktdl?

b) Hogyan befolyésolja az eltériilés szogét az, hogy milyen részecskével végezziik
a kisérletet?

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

P. 5705. A kis herceg egy kiilonos bolygora tévedt, ahol leiilt jatszani egy méz-
té partjara. Azonos méretii, m tomegii kavicsokat hajigdlt a nagyon mély téba.
Megfigyelte, hogy ha kozvetleniil a téfelszin felett ejtett el egy kavicsot, az legfel-
jebb vpax sebességre gyorsult fel a mézben. (Feltételezhetd, hogy a kavicsra hato
kozegellendllési eré nagysidga egyenesen ardnyos a kavics sebességével.)

Ezutan a kis herceg a partrél igy dob egy kavicsot a téba, hogy az a part koz-
vetlen kozelében vy nagysagi, kozel vizszintes iranyt sebességgel érkezik a mézbe.
Kiszamitja, hogy a kavics a parttdl (vizszintesen mérve) legfeljebb 2max tdvolsig-
ban érhet a té fenekére.

|
I
]
: 1"
I 1
I \L'Umax ‘1

1 ’ i !
H / H /

a) Mekkora y mélységbe jut el a kavics, mialatt vizszintes irdnyban mérve
T < Tmax tavol keriil a parttol?

b) Mekkora a kozegellendlldsi er6 munkdja a kavicson, mialatt az a parttdl
x tavol és y mélyen taldlhaté P pontig siillyed le a mézben?
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A kis herceg az eredményeket a vy, Umax Tmax paraméterekkel, valamint az
x valtozdval kifejezve adta meg, mikézben felhasznalta az aldbbi integralformulakat:

a a

1 1 U 1
du=1 du=In— —
/lfu Y nlfa7 /l—u b nlfa @
0 0
o2 2
u a
du=1 —a——
/1—u S TP
0
(6 pont) Saint-Exupéry regénye nyoméan
ok

Bekiildési hatarid6: 2026. februar 16.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 76. No. 1. January 2026)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 33): K. 884. A number is called
a zigzag number if, when reading its digits from left to right, the second digit is smaller
than the first, the third digit is larger than the second, the fourth digit is smaller than the
third, and so on. Create all the zigzag numbers from digits 1, 2, 3, 4, 5, i.e., all five-digit
numbers abede with all different digits satisfying a > b, b < ¢, ¢ > d and d < e. How many
such five-digit zigzag numbers are there? K. 885. Every morning, Peti drinks either cocoa
or fruit juice (but only one of them). Drinking cocoa is a two-day activity in the sense that
the cocoa-drinking periods consist of even number of days. How many ways are there to
choose his morning drinks in the first ten days of February? K. 886. A tire of a car wears
out if it runs 20,000 km when placed on the front wheel, or 30,000 km when placed on the
rear wheel. a) We have 4 fresh tires. What is the maximum number of kilometres we can
travel if we can switch the tires between the front and the rear wheels? After how many
kilometres should we switch tires between the front and the rear wheels to achieve the
maximum distance? b) We have 5 fresh tires. What is the maximum number of kilometres
we can travel if we can switch the tires between the front and the rear wheels? How should
we swap tires between the wheels to achieve the maximum distance? K/C. 887. Which
three-digit number satisfies Zyz = x! + y! + 2!7 (z, y and z denote the digits of the three-
digit numbers, and n! denotes the product of numbers between 1 and n, while 0! =1!=1.)
K/C. 888. The sum of the squares of three consecutive odd integers is a four-digit number
with four equal digits. Find all such triples of positive integers.

New exercises for practice — competition C (see page 34): Exercises up to grade 10:
K/C. 887. See the text at Exercises K. K/C. 888. See the text at Exercises K. Exercises for
everyone: C. 1883. Find all natural numbers n satisfying n® 4+ 25n > 10n? + 16. (Proposed
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by Matyds Czett, Zalaegerszeg) C. 1884. 30 students in a class did a test in mathematics.
The teacher marked the tests, and sent a table of the marks to the students such that the
marks appeared in a column: 15 of them were four, and 15 of them were five. Prove that
it is always possible to find 14 consecutive rows such that the sum of the marks contained
in them equals 63. (Problem of the competition “Felvidéki Magyar Matematikaverseny”)
C. 1885. We inscribe reagular hexagon ABCDEF in equilateral triangle PQR such that
points B, D and F' are midpoints of sides PQ, QR and RP. Find the area of triangle
QPR if the area of pentagon ABQRF equals one unit. (Dutch competition problem)
Exercises upwards of grade 11: C. 1886. The internal angles of hexagon ABCDEF' are
equal. Prove that the area of triangles ACE and BDF are equal. (Proposed by Mdrton
Ujhdzy, Budapest) C. 1887. How many numbers are there with a base nine representation
of abcabey and exactly 40 positive divisors? (Proposed by Mdrton Ujhdzy, Budapest)

New exercises — competition B (see page 35): B. 5502. Let A be a set of real numbers
with n elements. Prove that at least 4n — 3 numbers can be written in the form a —2b+ ¢
such that a, b, ¢ € A not necessarily distinct. (3 points) (Proposed by Péter Pdl Pach, Bu-
dapest) B. 5503. Let P and @Q be the third vertices of the equilateral triangles on side BC' of
triangle ABC'. Prove that AP? + AQ? = AB? + BC? +CA?. (3 points) (Proposed by Géza
Kiss, Csomor) B. 5504. Let a, b and ¢ be real numbers such that not all of them are equal.
Prove that %b‘*'c > V/abc holds if and only if /a+ ¥/b+ &c> 0. (4 points) (Proposed by
Madtyds Barczy, Szeged and Pdles Zsolt, Debrecen) B. 5505. Let the diagonal AC and BD
of cyclic quadrilateral ABC'D intersect each other in point P. Let K be the circumcenter
of triangle APB, and let M be the orthocenter of triangle CPD. Prove that points K,
M and P are collinear. (4 points) (Proposed by Mihdly Bence, Brass6) B. 5506. Solve the
following equation on the set of positive integers: #° — zy* +y* = 1. (5 points) (Proposed
by Istvdn Molndr, Békéscsaba) B. 5507. Let us choose two different integers, a and b from
interval (n?,n? +n), for a given n > 2 positive integer. Prove that it is not possible to find
an integer number different from @ and b that divides product ab. (5 points) (Proposed
by Sdndor Réka, Nyiregyhaza) B. 5508. Let ABC'D be a convex quadrilateral. a) Prove
that if tan Z/ZBAC - tan ZDCA = tan ZCAD - tan ZACB, then tan ZCBD -tan /ZADB =
=tanZDBA-tan ZBDC. b) Prove that if tan % -tan DTCA = tan # -tan#,
then tan% ~tan# = tan% -tan %. (6 points) (Proposed by Bdlint Huj-
ter, Budapest and Géza Kds, Budapest) B. 5509. Let V = {v1,v2,...,0,} be the set of
vertices of a graph on n vertices, and let d; denote the degree of vertex v;. We call func-
tion f Verdcese, if it takes non-negative real values and for every edge v;v; of the graph
f(vi) + f(vj) > di + d; holds. Find the largest real number A such that for every n, every
simple graph on n vertices and every VerScese function f f(vi)+ f(ve) +...+ f(vn) >
> Ad1+d2+...+dy,) holds true. (6 points) (Proposed by Boldizsdr Varga, Veréce)

New problems — competition A (see page 37): A. 923. 2026 people visited an exhibition
where 1000 paintings were displayed. Prove that it is possible to send some of the visitors
to two rooms, with at least one visitor in each room, such that there is no painting that
was liked by someone in one room but by nobody in the other, and there is no painting
whose painter is personally known by someone in one room but by nobody in the other.
A. 924. For which pairs (k,l) of positive integers is the following statement true: for every
positive integer n there exists an integer ¢ with 0 <4 <[ — 1 such that (?) + (—1)l (lil) +
+(—1)* (ile) + ... is not divisible by k? (Based on a Kvant problem) A. 925. Call four
points to be in general position if they are pairwise distinct, no three of them are collinear,
and no two of the six lines determined by them are parallel. Let A, B, C'; D be points
in general position lying on a circle. Let E be the intersection point of lines AB and

CD, let F be the intersection point of lines AC' and BD, and let G be the intersection
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point of lines AD and BC'. In triangle EFG, denote by P, @, and R the feet of the
altitudes corresponding to the vertices E, F', and G, respectively. a) Show that the triples
of lines AR-BQ-CP, AQ—-BR-DP, AP-CR-DQ@, and BP-CQ—-DR are either concurrent
or parallel. b) Suppose that each of the four triples of lines is concurrent, and denote their
points of concurrency by X, Y, Z, and W, respectively. Assume further that these points
are in general position. Prove that the Miquel points of quadrilaterals XWY Z, XY ZW
and XZWY are precisely the points P, @, and R. (Proposed by Boldizsdr Varga, Ver6ce
and Aron Bdn-Szabd, Palaiseau)

Problems in Physics
(see page 57)

M. 446. Some identical books on a shelf are parallel to each other and tilted at a small
angle relative to the vertical. Measure the force exerted by the last book on the side wall
of the shelf. How does the force depend on the number of books and the angle of tilt?

G. 909. A racing car is moving on a straight test track. The relationship between the
distance s measured from the starting point of the track and the time ¢ elapsed since
the start of the time measurement — if the length is measured in metres and the time in
seconds, and the units of measurement are not written out — can be expressed as follows:
s=10+410t+2¢>. How does the distance-time function change if we choose kilometres
as the unit of length and hours as the unit of time? Calculate the position, speed, and
acceleration of the racing car 1/4 minute after the start in both systems. G. 910. A
rhombus-shaped plate with a weight of G and of uniform mass distribution is supported
horizontally at its vertices. The force exerted on the support at one of the vertices is G/5.
What are the forces exerted on the other supports at the other vertices? G. 911. The
virtual image of point P produced by a thin diverging lens is at point P’ as shown in the
figure. The principal axis of the lens is marked by a continuous line, and each division on
the grid corresponds to 10 cm horizontally and 1 cm vertically. What is the focal length
of the lens? G. 912. In the circuit shown in the figure, the switch is initially open. a) How
much current flows through the resistors and batteries in the circuit before and after the
switch is closed? b) How much are these currents if the polarity of the voltage source next
to the switch is reversed?

P. 5697. During a fireworks display, projectiles are fired from the same location at the
same initial speed in all directions, creating a bright flash at the peak of their trajectory.
Along what surface are the flash points located? Neglect air resistance. P. 5698. On the
level ground, a two-seater glider with mass M is lifted into the air by means of a winch. The
winch is connected to the glider by a long tow rope with spring constant D and mass m.
When the towing begins, the acceleration is a, while there is friction between the rope and
the grassy ground, where the coefficient of friction is u. Calculate how much the horizontal
tow rope stretches shortly after the plane starts moving. Data: m = 150 kg, M = 400 kg,
a=3 3z, D=2500 %7 ©=0.15. P. 5699. An artificial moon orbits the Earth in the same
direction as the Earth’s rotation, in the plane of the equator, at a constant height above
the surface of the Earth, which is of 4 times the radius of the Earth. a) What is the period
of the artificial satellite? b) How many days does it take for the artificial satellite to pass
over a selected point on the equator? P. 5700. According to the legend, Dido, the princess
of Tyre, after being forced to flee her homeland, arrived in North Africa, where she asked
the local ruler for as much land as she could enclose with an ox-hide. The ruler agreed,
so Dido cut the skin into a long, narrow strip, made a fence out of it, and then chose the
largest possible area of land along the coast, founding the city of Carthage. According to
a lesser-known version of the story, Dido’s voyages took her to a circular island with a
radius of 1 km, somewhere in the Mediterranean Sea. What was the maximum area of
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land she could have selected if the length of her fence was 1 km? Dido could consider the
smaller part of the divided island as her own. P. 5701. A sample of nitrogen gas was taken
through an isochoric process, during which some heat was transferred to it. Then the
gas was immediately compressed adiabatically so that the work done by the environment
on the gas was equal to the heat transferred during the isochoric process. Finally, the
gas was heated in an isobaric process until the mechanical work done by the gas became
equal to the heat transferred in the isochoric process. During the three processes, what
was the change in the temperature of the nitrogen if the temperature of the gas increased
by 80 °C in the isochoric process? P. 5702. A copper pipe is bent into a circle and its
ends are soldered together, that is, a hollow torus with copper walls is created. What
is the electric field strength inside the copper tube and in the material of its wall, if
the current in a sufficiently long, straight coil is changed at a constant rate in time and
the copper tube is positioned as shown in the figure, a) next to the coil, b) coaxially
with the coil? ¢) What is the electric field strength in the wall of the copper tube in
the previous situation if the tube is cut somewhere? Supplying power to the coil was set
up in a way that the magnetic effects of both the connecting cables and the resulting
current occurring along the symmetry axis of the solenoid were eliminated. (E.g. power
is supplied by a coaxial cable, and the solenoid is double-wound.) P. 5703. We observe
a 2-millimetre fossil perpendicularly from a distance of 25 cm, which is the distance of
normal vision. If we looked any closer, we would not be able to see it clearly with the
naked eye. a) What is the angle subtended by the fossil, if we do not use a magnifying
glass? b) In order to see the details of the fossil better, we look at it through a thin
magnifying glass with a focal length of 5 cm. At what angle do we see the fossil if the
magnifying glass is 3 cm away and our eyes are 25 cm away from the object? ¢) Place the
magnifying glass as close to your eye as possible. What is the maximum angle at which you
can see the fossil with the magnifying glass if you can freely change the distance between
the object and your eye? P. 5704. Using a device, charged particles are accelerated from
rest, through a voltage of Ugy, to a speed significantly less than the speed of light. The
particles moving in a straight line in vacuum enter to a parallel plate capacitor, where
they are deflected and exit the capacitor at some angle relative to the original direction
of their motion. The length of the parallel plate capacitor is ¢, the distance between the
plates is d, and the deflection voltage is Uei. The charged particles enter the deflecting
field along the symmetry line of the parallel plate capacitor, as shown in the figure, and
do not collide with the plates during their motion. (The effect of gravity can be ignored.)
a) How does the angle of deflection o depend on the given data? b) How does the type of
particle used in the experiment affect the angle of deflection? P. 5705. The Little Prince
wandered onto a strange planet, where he sat down to play on the shore of a honey lake.
He threw pebbles of identical size and mass m into the very deep lake. He observed that
when he dropped a pebble from directly above to the surface of the lake, it accelerated
to a maximum speed of Umax in the honey. (It can be assumed that the magnitude of
the drag force acting on the pebble is directly proportional to the speed of the pebble.)
Then, the Little Prince threw a pebble into the lake from the shore so that it entered the
honey close to the shore at a velocity of vy in a nearly horizontal direction. He calculated
that the pebble can reach the bottom of the lake at a maximum distance of Tmax from
the shore (measured horizontally). a) To what depth y did the pebble go while it moved
horizontally a distance of < Zmax measured from the shore? b) How much work is done
by the drag force on the pebble while the pebble sinks in the honey to point P, which is
at a distance of = from the shore and at a depth of y? The Little Prince gave the results

in terms of the parameters vo, Umax Tmax and the variable z, using the following integral
a 4,2
0 1-u

a
formulas: f du =1In ﬁ —a—%.

a
Oﬁdu:hl# fO ﬁdu:h’lﬁ_a,

1—a’
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Termeszettudomanyl Kar

Az ELTE Természettudomanyi Kara (TTK) minden felmérés
szerint az egyik legjobb egyetemi kar Magyarorszagon. A
képzések a természettudomanyok teljes spektrumat feldlelik:
matematika, biologia, fizika, foldrajz, féldtudomanyi, kémia,
kérnyezettan alapszakok (BSc) — ezeken belil kilénbdzd
specializaciok (biofizikus, csillagasz, meteorolégus...) — ke-
rilnek meghirdetésre. https://ttk.elte.hu/

Matematikai Intézet

A matematika alapszak (BSc) egyarant felkészit a kutatoi
életpalyara és a matematika kilonb6z4 terleteken térténé magas
szintl alkalmazasarais —kivalé karrierlehetésegeket nyujtva.

Az intézetben nagy hangsulyt helyeziink a tehetséggondozasra,
és hogy a valaszthatd szintek és blokkok révén mindenki
megtalalja a neki megfeleld kurzusokat.

Az intézetben altalanos- és kdzépiskolai tanarképzeést is folytatunk
osztatlan matematikatanariszakon. https://www.math.elte.hu/

Az ELTE TTK idén december 9-én tartja nyilt napjat: https://ttk.elte.hu/nyiltnap_2025.
Haesetleg késén jutna el hozzad ez a hir,a program a fentilinken vissza is nézheté.
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