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Amit j6 tudni a projektiv geometriarol

I. rész

Ennek a kétrészes cikknek az a célja, hogy megismertesse az olvasét a projektiv
geometria néhdny olyan alapvet6 fogalméval és tételével, amelyek nem igényelnek
mély elGismereteket, kozépiskolas tudassal targyalhatok és segitséget nyujthatnak
kozépiskolasok szamara kitiizott feladatok megolddsahoz is.

A projektiv geometria eredete a reneszansz idejére tehetd, amikor nem mate-
matikusok, hanem festék kezdték tanulményozni a valésaghii dbrazolas és ezen
keresztiil a kozéppontos vetités szabalyait.

Hogyan dolgozik a Félszemii Fest6?

A félszemii fest6 szerencsére nem volt gyakori a reneszansz idején sem. De az
igen, hogy egy festé egyik szemével hunyoritva nézte a tajat, targyakat, igy pro-
balvan felderiteni a perspektivikus képiiket. Ennek a , hunyoritdsnak” az absztrakt
megfelel6je lesz most a Félszeml Fest6, F'F, aki szeretne realista képet késziteni
a vaszndra (jelolje Vp) az Alfold (jelolje A) egy darabjirdl. Mit kell tennie? Az
egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy Vy valamilyen atlatszo anyagbdl késziilt tég-
lalap, A egy Vo-t nem tartalmazé sik, F'F' egyetlen szeme, E pedig egy olyan pont,
amely sem A-ra, sem a V-t tartalmazd V sikra nem illeszkedik. A festének szeme
sem rebben, tehat az E pont helye rogzitett.

1. dbra

Amikor F'F az Alfoldet Vy-n keresztiil nézi, az A sik egy konkrét P pontja esetén
egy fénysugar érkezik a szemébe. Ez a fénysugar Vy-t az EP szakasz valamely P’
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pontjaban dofi. Ha a Vy-n 1évé P’ pontot F'F a P pont szinére festi, akkor a P pont
a festék takarasaba keriil, de ezt F'F' nem veszi észre, mert a P-bol a szemébe érkez6
fénysugar szerepét dtveszi egy P’-b6l érkez6 fénysugar, amely a szemében ugyanazt
a hatast valtja ki. Ha ezt az eljarast az abrazolni kivant alakzat Osszes lathaté
pontjara elvégzi, akkor Vy-n az alakzat egy élethli képét kapja, hiszen festményére,
vagyis a kapott szines pontok Gsszességére ranézve ugyanazt latja, mintha az eredeti
alakzatra nézne.

Ez a nagyon leegyszeriisitett eljards azt mutatja, hogy az élethii képek készi-
tésekor fontos szerepet jatszik az euklidészi tér valamely sikjanak a tér egy masik
stkjara valé koézéppontos vetitése.

Hogyan irja le mindezt egy matematikus?

Legyen A és V két egymast metsz6 sik az euklidészi térben, FE pedig egy olyan
pont, amely sem A-ra, sem V-re nem illeszkedik. A ®-vel jelolt E kdzépponti cent-
ralis vetités A-rél V-re legyen az a transzformdcié, amely egy tetszbleges P € A
pont esetén P-hez az EP egyenesnek a V sikkal vett metszéspontjat rendeli hoz-
z4, feltéve, hogy a metszéspont létezik. Azoknak a P pontoknak, amelyekre FEP
parhuzamos V-vel, nyilvan nincs képiik a V-n. Ezek a pontok egy egyenest alkot-
nak (m). Lathato, hogy az m egyenes az E-n dtmend V-vel parhuzamos sik és az
A sik metszésvonala.

Vizsgéaljuk meg, hogy mi lesz egy f egyenes képe a centralis vetitésnél. Ha f =m,
akkor persze egyetlen pontjanak sincs képe. Ha f kiilonbozik m-t6l, akkor a képe
biztosan része a V sik egy egyenesének, hiszen mikézben egy P pont végigfut az f
egyenesen, az F'P vetito egyenes az F pont és az f egyenes altal meghatarozott S
sikban forog E koriil. Az f minden pontjdnak a képe rajta lesz az S és az A sikok
f' metszésvonaldn. Kivéve azt az esetet, amikor f metszi m-et, hiszen ekkor e két
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egyenes () metszéspontjanak nem lesz képe V-n. De f’-nek sem kapjuk meg minden
pontjat, hiszen az az R pont, amelyre az R-en és F-n atmené egyenes parhuzamos
az A sikkal, semelyik f-en 1év$ pontnak nem lesz a képe.

Szeretnénk a @) és az R pontok kivételes szerepét — vagyis azt, hogy (J-nak nincs
képe, R-nek pedig nincs ,,6se” a ® leképezés szerint — megsziintetni. Mivel alkalmas
»képpont”, illetve ,,6s pont” nincs a V, illetve az A sikon, ezért ezt csak ugy tudjuk
megtenni, ha tjabb, képzeletbeli, ,,idedlis” pontokat vesziink a sikokhoz. Hogy ezt
hogyan tegytik, arra otletet ad, ha észrevessziik, hogy ha a P pont az f egyenesen
tart a Q ponthoz, akkor a képe — P’ — valamelyik irdnyban kiszalad a végtelenbe.
Hogy melyik iranyban, az attél fiigg, hogy P-vel egyik vagy masik oldalarél tartunk-
e Q-hoz. Ennek mintegy forditottjaként, ha P-vel az f egyenes mentén kiszaladunk
a végtelenbe (teljesen mindegy, hogy melyik irdnyban), akkor viszont a P’ képpont
az R ponthoz fog tartani. Ha tehat az f és az f/ egyenest is kiegészitjik egy-egy Fio,
illetve F._ ,végtelen tévoli” ponttal, akkor ®-t kiterjeszthetjik gy, hogy minden
pont képe maradjon ugyanaz, mint eddig, de a @-nak is legyen képe, mégpedig az
F!_, és az R-nek is legyen &se, mégpedig az Foo. Ez a ® mar kolcsondsen egyértelmi
megfeleltetést 1étesit az f és f/ — ,végtelen tavoli” pontokkal kibévitett — egyenesek
kozott.

Csatoljunk tehdt minden euklidészi egyeneshez egy ,végtelen tavoli” pontot.
Ha f és g az A sik két egyenese, akkor a velliik parhuzamos, F-n atmend fy és
go egyenesek pontosan akkor egyeznek meg, ha f és g parhuzamosak. Azaz két
egyeneshez pontosan akkor kell ugyanazt a ,végtelen tdvoli” pontot csatolnunk, ha
az egyenesek pdrhuzamosak. Ez a szabaly a @ ponton atmené egyenesek esetén is
miikédik, olyan értelemben, hogy ha az A sik f és g egyenesei &tmennek @Q-n, akkor
a V sikon 1év6 képeik parhuzamosak az EQ egyenessel, és igy egymassal is.

14

3. dbra 4. dbra

Az egyenesek ,végtelen tavoli” pontjai nem az euklidészi tér pontjai, ahogy a
matematikdban sok helyen hasznalt +o00 és —oo szimbdlumok sem valds szamok.
Mivel a ,végtelen tavoli” pontok nem az euklidészi térben helyezkednek el, igy nem
lehet ,,megfogni” azokat. Emiatt a végtelen tavoli” pontokat idedlis pontoknak is
szoktak nevezni, utalva e pontok gondolatisdgara. Ha az euklidészi tér pontjait meg
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akarjuk kiillonboztetni az idealis pontoktdl, akkor kdézonséges pontoknak nevezzik
Oket.

Mivel ® kiterjesztése az m egyenest pontonként a V sik idealis pontjaiba viszi,
ezért bevezetjik a V stk m’ idedlis eqgyenesét, amelyre gondolhatunk gy, mint a
stk idedlis pontjainak Osszességére, és gy is, mint az m egyenes ® szerinti képére.
Ennek az egyenesnek nincs kézonséges pontja.

Megforditva pedig ha A ideélis egyenesét, h-t tekintjiik, akkor ez nem més, mint
A idedlis pontjainak az Osszessége, tehat amiket a kibévitett & az E-n dtmend,
A-val parhuzamos A’ sik és a V sik n metszésvonaldba visz. Vagyis h képe n.

Az idedlis pontokkal és idedlis egyenessel kiegészitett A és V sikok kozt tehat a
® kozéppontos vetités kiterjesztése egy olyan kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés
a két stk pontjai kozt, ami egyenest egyenesbe visz és illeszkedéstarté, vagyis ha A
egy pontja rajta van A egy egyenesén, akkor a képpont rajta van az egyenes képén.

A projektiv geometria a geometridnak az az dga, amely az alakzatoknak a ko-
zéppontos vetitéskor megmaradoé tulajdonsagait vizsgdlja. Mivel a tavolsdgok és
szogek a vetitésnél megvaltozhatnak, az euklidészi geometridban fontos fogalmak
egy része idegen a projektiv geometriatél. Mivel a kozéppontos vetitésnél kozonsé-
ges pontok idedlis pontokba képzdédhetnek és idedlis pontok képe lehet koézonséges
is, ezért a projektiv geometridban a kézonséges és idedlis pontokat egyenrangtunak
tekintjiik. Ebbdl adédik a projektiv geometria egy maésik fontos vonasa, a parhu-
zamossag fogalmanak eltlinése. (Az euklideszi geometridban példdul két egyenes
parhuzamos volt, ha egy sikban voltak és nem volt kézos pontjuk. A projektiv geo-
metridban ha két egyenes egy sikban van, akkor biztosan van — vagy koézonséges
vagy idedlis — kozos pontjuk.)

A klasszikus projektiv sik illeszkedési tulajdonsagai

A tovébbiakban (klasszikus) projektiv siknak nevezzik az idedlis pontokkal és
az idedlis egyenessel kibdvitett euklidészi sikot. A projektiv sikon a pontok és
egyenesek illeszkedési tulajdonsagait a kovetkezd tablazatban foglalhatjuk Gssze.

ILLESZKEDES || kozonséges pont idedlis pont
o . akkor, ha az egyenes benne
kozonséges pontosan akkor, amikor ,,
ca van a megfeleld
egyenes az euklidészi sikon [ L .
parhuzamossagi osztalyban
idealis egyenes soha mindig

1. Tétel. A klasszikus projektiv sikon

S1: barmely két kiillonb6z6 pontnak egyértelmiien 1étezik 6sszekoto egyenese;
S2: barmely két kiillonb6z6 egyenesnek egyértelmiien létezik metszéspontja.

Bizonyitas. Az euklidészi stk jol ismert illeszkedési tulajdonsdgait hasznéljuk.

s

Az elsé allitds esetén harom esetet kiilonboztetiink meg:

e Ha két kozonséges pontunk van, akkor az euklidészi sikon egyértelmiien léte-
zik kozonséges Osszekoto egyenesiik, az idedlis egyenes pedig egyikiikre sem
illeszkedik.
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e Ha egy kozonséges pontunk, P, és egy idedlis pontunk, I, adott, akkor az
euklidészi sikon egyértelmiien létezik P-n atmend, az I altal meghatarozott
parhuzamossagi osztalyba tartozé egyenes, az idedlis egyenes pedig nem il-
leszkedik P-re.

o Ha két idedlis pontunk van, akkor az idedlis egyenes megfeleld, kozonséges
egyenes pedig nem kotheti 6ssze Oket, mert minden kézonséges egyenes pon-
tosan egy idedlis pontra illeszkedik.

A masodik rész bizonyitasanal is harom esetet kiilonboztetliink meg:

o Ha két kozonséges egyenes metsz6 az euklidészi sikon, akkor kiilénb6z6 par-
huzamossagi osztalyokba tartoznak, tehat nincs kozos idealis pontjuk, viszont
egyértelmiien létezik kozdnséges metszéspontjuk.

o Két kozonséges egyenesnek, amelyek parhuzamosak az euklidészi stkon, nincs
kozos kozonséges pontjuk, viszont ugyanaz az idedlis pontjuk.

o Egy kozonséges egyenesnek, e-nek, és az idedlis egyenesnek nincs kézonséges
metszéspontja, mert az idedlis egyenes nem tartalmaz egyetlen kozonséges
pontot sem, viszont pontosan egy kozos idedlis pontjuk van, az e idedlis
pontja. O

Erdemes észrevenniink, hogy S1-b8l megkapjuk S2-t, és viszont, $2-b8l meg-

kapjuk S1-et, ha az allitAsokban a pontok és az egyenesek szerepét felcseréljiik.

A klasszikus projektiv tér illeszkedési tulajdonsagai

Az euklidészi tér minden sikjan elvégezhetjiik a kiegészitést az idedlis pontokkal
és a sikhoz rendelt idedlis egyenessel. A projektiv sikon két egyeneshez akkor
rendeltiik ugyanazt az idedlis pontot, ha parhuzamosak voltak. Ezt a tér esetén
is igy definidljuk. Ebbol az is kovetkezik, hogy parhuzamos sikokhoz ugyanazt
az idedlis egyenest rendeljiikk, mert két stk pontosan akkor parhuzamos, ha az
egyiken 1év6 barmelyik egyenessel van parhuzamos egyenes a masik sikon is. Tehat
két kiilonbozd sik idedlis egyenese akkor és csak akkor egyezik meg, ha a két sik
parhuzamos.

A tovabbiakban klasszikus projektiv térnek nevezzik az euklidészi tér kiterjesz-
tését az el6z6ekben bevezetett idedlis pontokkal és idedlis egyenesekkel, valamint
egy idealis sikkal, amit most vezetiink be. A tér Gsszes idedlis pontjabdl — és csak
azokbdl — all6 halmazt nevezziik igy, amely tehat tartalmazza minden kézonséges
sik idedlis egyenesét is. Definiciéink alapjén a klasszikus projektiv térben

e egy idealis pont akkor és csak akkor illeszkedik egy idedlis egyenesre, ha a
pontnak megfelelé parhuzamossagi egyenesosztily elemei parhuzamosak az
egyenesnek megfelel6 parhuzamossagi sikosztaly sikjaival;

e egy idedlis egyenes akkor és csak akkor illeszkedik egy kozonséges sikra, ha
a kozonséges sik benne van az idedlis egyenesnek megfelel6 parhuzamossagi
sikosztalyban.

2. Tétel. A klasszikus projektiv térben

T1: bdrmely két kilonbézé pontnak egyértelmiien létezik dsszekdtd egyenese;
T2: két kilonbozo egyenes vagy egy sikban van és metszi eqymdast, vagy kitérd;
T3: ha hdrom pont nincs egy egyenesen, akkor pontosan egy sik illeszkedik rdjuk;
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T4: ha eqy sik nem tartalmaz egy egyenest, akkor a siknak és az egyenesnek
pontosan egy kizds pontja van,
T5: bdrmely két kiilonbézd sik metszete egy egyenes.

Az 1. Tételhez hasonléan az euklidészi tér illeszkedési tulajdonsdgait felhaszndl-
va ezeket az allitdsokat is lehet esetszétvalasztdssal bizonyitani. Ezt a hosszadal-
mas, de nem nehéz munkat feladatnak hagyjuk. Cikkiink végén linedris algebrai
eszkozoket felhasznalva megadjuk majd a tétel egy révid bizonyitdsat.

A kovetkezdkben a 2. Tétel felhasznédlasdval bebizonyitunk két egyszeriibb alli-
tast, majd pedig a projektiv geometria egyik alapvetd tételét, a Desargues-tételt.

3. Tétel. Ha a projektiv térben hdarom sik pdronkénti metszésvonalai nem esnek
egybe, akkor a hdarom metszésvonal eqy ponton megy dt.

Bizonyitas. Legyen a harom sik S1, Sy és S3, az Sp és So metszésvonaldt jelolje
e3, az Sy és S3 metszésvonalat ey, S; és Ss3-ét pedig es. Mivel az e; és ey egyenesek
benne vannak Ss-ban, ezért a T2 tulajdonsidg miatt létezik a P =e; Neg pont. A P
pont rajta van az e; egyenesen, ezért benne van az S sikban, de az es egyenesen is
rajta van, ezért benne van az S; sikban is. A T5 tulajdonsag miatt Sy és Sy kozos
pontjai megegyeznek es pontjaival, azaz P rajta van az ez egyenesen is, tehat a
hérom egyenes egy ponton megy at. O

Erdemes megjegyezni, hogy a 3. Tétel jol ldthatéan mutatja a projektiv geo-
metria elényét az euklidészi geometriaval szemben az illeszkedési tulajdonsagok
vizsgalatanal. A tétel euklidészi valtozatat gy kapjuk, hogy megkiilonboztetjiik
azt a két esetet, amikor a sikok metszésvonalainak k6zos pontja kézonséges, illetve
idedlis pont:

3’ Tétel. Ha az euklidészi térben hdrom sik pdronkénti metszésvonalai nem esnek
egybe, akkor a hdrom metszésvonal vagy egy ponton megy dt, vagy pdrhuzamos.

Ennek a tételnek az idedlis térelemek bevezetése nélkiili szép, de hosszadal-
mas bizonyitasa (majd pedig ennek felhasznilasaval Desargues tételének egy bizo-
nyitdsa) taldlhaté a [4] cikkben.

4. Tétel (Veblen—Young-lemma). Ha a projektiv térben az AB és a CD egyene-
sek metszik eqgymdst, akkor az AC és a BD egyenesek is metszik eqymdst.

Bizonyitas. A T2 és T3 tulajdonsdgok alapjan az egymast metsz6 AB és CD
egyenesekhez egyértelmiien létezik a mindkettojiiket tartalmazo S sik. Az S sik
az AC és a BD egyeneseknek is legalabb két pontjat tartalmazza, ezért a T4
tulajdonsdg miatt mindkét egyenes teljes egészében S-ben van. Ha viszont két
egyenes egy sikban van, akkor a T2 tulajdonsig miatt metszik egymast. O

Desargues tételének kimondasahoz sziikségiink van a perspektiv haromszogek
fogalmanak bevezetésére.

Definicié. A P, P, P3 és Ry Ry R3 csticsokkal adott hdromszogek az E pontra nézve
perspektivek, ha a PRy, PRy és P3R3 egyenesek mindegyike dtmegy az E ponton.
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A pipops €s rirars oldalegyenesekkel adott hdromszdgek az e egyenesre mézve
perspektivek, ha a py Ny, pe Nry és psNry pontok mindegyike létezik és rajta van
az e egyenesen.

5. abra 6. dbra

A definicié feltételezi, hogy a két haromszog csicsai, illetve oldalai kézott van
egy rogzitett megfeleltetés, de nem teszi fel, hogy a haromszogek egysikiak lenné-
nek.

Desargues tétele. Két haromszog akkor és csak akkor perspektiv eqy pontra nézve,
ha perspektiv eqy egyenesre nézve.

Most a tételnek csak az egyik iranyat bizonyitjuk be, a mésik irdny bizonyi-
tasara cikkiink mésodik részében keriil majd sor. Azt mutatjuk meg, hogy ha két
hdromszdg perspektiv eqy pontra nézve, akkor perspektiv eqy egyenesre nézve is.

5
B\

e
Py

7. dbra
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El6szor abban az esetben bizonyitjuk be az allitast, amikor az E pontra nézve
perspektiv Py P, P3 és Ry Ro R3 haromszogek két kiilonb6z6 sikban vannak.

Legyen II és I’ ez a két kiillonbozd sik, metszésvonaluk pedig az e egyenes.
A P,P;NR;R; (i,j € {1,2,3}) metszéspontok a Veblen—Young-lemma miatt 1étez-
nek, mert a Py R1, PoRy és P3R3 egyenesek az F pontban metszik egymast. Ezek a
metszéspontok rajta vannak egyrészt a II sikon, mert a P;P; egyenes II-beli, més-
részt a II' sikon is, mert az R;R; egyenes pedig IT'-beli. Tehat a metszéspontok
rajta vannak a két stk metszésvonaldn, az e = IINTII' egyenesen (7. dbra).

Most tegyiik fel, hogy az E pontra nézve perspektiv Py P, P3 és Ry Ro Rg harom-
szogek ugyanabban a II sikban vannak. Legyen f egy olyan E-n atmend egyenes,
ami nincs benne II-ben. Vegytink fel az f egyenesen két FE-t6l kiillonb6z6 pontot, F-
et és G-t. Mivel az FR; és a GP; (i=1, 2, 3) egyenesek benne vannak az f és a P;R;
egyenesek altal meghatarozott sikban, ezért a Veblen—Young-lemma miatt metszik
egymast. Legyen O; = FR; NGP;. Ekkor a P, P> P3; és 010503 haromszogek G-re
nézve, az Ry Ry R3 és 010203 haromszogek pedig F-re nézve perspektivek (8. dbra).

8. dbra

Az 010503 héromszog nincs benne a II sikban, mert ha benne lenne, akkor
az F' és G pontok is II-ben lennének. Tehat a kiillonb6z6 sikokban 1év6 haromszo-
gekre vonatkoz6, mar bizonyitott allitds alapjan ha i,j € {1,2,3} és i # j, akkor a
P;P;N0;0; pontok is és az R;R; N O;0; pontok is egy egyenesen vannak. Viszont
az 010203 haromszog barmely oldalegyenesének csak egy pontja van II-ben, ezért
ezek a doféspontok megegyeznek ezen oldalegyenesek és a Py P, Ps, valamint az
Ry Ry R3 haromszogek megfelel6 oldalegyeneseinek metszéspontjaival. Ezek szerint
viszont a P Po N Ry Ry, PoP3N Ry R3 és P3sP; N R3 Ry pontok ugyanezek a metszés-
pontok, ezért a P) P, P és Ry Ro R3 hdromszogek egyenesre nézve is perspektivek. O
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Desargues tételének fontos szerepe van a projektiv geometria tobb teriiletén.
Szorosan kapcsolddik kiilonbozd kollinedcidk (a stk pontjainak olyan permutécioi,
amelyek egyeneseket egyenesekbe visznek) 1étezéséhez, valamint az absztrakt pro-
jektiv sikok algebrai struktiurakkal vald leirdsdhoz. Az els6 témakorrél a [3] cikkben,
a mésodikrél pedig a [2] konyv 2. és 3. fejezetében és a [7] cikkben taldl részletes
lefrést az érdekl8dd olvasé. Erdemes megemliteniink, hogy Desargues tételét nem
lehet csak a projektiv sikok S1 és S2 illeszkedési tulajdonsagait felhasznalva bi-
zonyitani, vannak olyan absztrakt projektiv sikok, amelyeken nem igaz Desargues
tétele.

Irodalomjegyzék
[1] Csikés B. és Kiss Gy.: Projektiv geometria, Polygon Kiadd, Szeged, 2011.
[2] Kiss Gy. és Szényi T.: Véges geometridk, Polygon Kiadd, Szeged, 2001.

[3] Kiss Gy.: Desargues tétele, Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok 57 (2007),
130-137.

[4] Kés G.: Térbe kilépd bizonyitdsok I, Projektiv geometriai tételek, Kozépiskolai
Matematikai és Fizikai Lapok 69 (2019), 389-397.

[5] Kos R.: Kupszeletek és Dandelin gombjeik, Kozépiskolai Matematikai és Fizikai
Lapok, https://www.komal.hu/cikkek/dandelin/dandelin.h.shtml

[6] Reiman I.: Geometria és hatdrteriletei, Gondolat Kiad6, Budapest, 1999.

[7] Schmidt T.: Geometriai terek az algebra szemszogébdl, Kozépiskolai Matematikai
és Fizikai Lapok 54 (2004), 199—-206.

Kiss Gyorgy
ELTE Geometriai Tanszék

= .

Rejtvények, ordoglakatok

Az ontogetos jatékok egy geometriai modellje

E—

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorét mu-
tatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonb6z6 kirakéds jatékok, topo-
logiai feladvanyok, 6rdoglakatok és a matematikat felhaszndlé blivészmutatvanyok.

Manapséag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a biivészmutatvanyok triikkkjeit mi taldljuk
ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiik el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, dltaldnositani, igyekezziink 4j feladatokat kitalalni.

Egy klasszikus feladat harom edényrdl szol. A kék edény flirtartalma 8 liter,
a z0ldé 5 liter, a pirosé 3 liter. Kezdetben a kék edény tele van vizzel, a maésik
kettd tires. Az edényeken nincsenek jelzések. Egy edénybdl atonthetiink vizet egy
masikba, egészen addig, amig az el6bbibdl ki nem fogy, vagy az utébbi meg nem
telik. Erjiik el, hogy a kék és a zold edényben 4-4 liter viz legyen! (1. dbra)
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Hasonlé feladvanyokkal mar a 15. szédzadban is foglalkoztak [2]. Dudeney [3]
helyesen sejtette, hogy kell lennie egy szisztematikus megolddsi moédszernek is a
hagyoméanyos probalgatas, illetve ,kilogikazas” mellett.

{irtartalom: 8 5 3

kiindulé allapot: 8 0 0
cél: 4 4 0
1. abra. A 8-5-3 literes 6ntogetds feladvany

Egy ilyen, geometriai modellen alapulét ismertetiink [6, 7] alapjén.

Képzeljiink egy 5 és 3 oldalhosszusagu, 60 fokos paralelogramma alak ,,biliard-
asztalt” (2. dbra). A paralelogramma minden pontja (beleértve a hatdrat is és a
belsejét is) megfelel egy elvben lehetséges vizelosztasnak a zold és a piros edények
kozott. Erdemes berajzolni az dbran lathaté segédvonalakat is. A vizszintes vona-
lak mentén haladva a piros, a masik két iranyban haladva vagy a zold, vagy a kék
edényben valtozatlan a viz mennyisége.

2. dbra. A 8-5-3 literes feladvany ,bilidrdasztalos” modellje
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A 2. dbra racspontjai az Osszes olyan vizelosztast mutatjdk, amelyek soran
minden edényben egész szamu liternyi viz van. A célunk a (8,0,0) pontbdl eljutni
a (4,4,0) pontba tgy, hogy végig racsvonalakkal parhuzamosan — s6t, igazdbdl
racsvonalak mentén — haladjunk, hiszen ez felel meg az egyik edénybdl egy masikba
valé dtontésnek. (Mikozben a harmadik edényben a viz mennyisége valtozatlan.) Az
mar most is lathatd, hogy a paralelogramma belsejében 1év6 8 racsponton legfeljebb
atutazéban mehetiink at, de megallni sosem fogunk, hiszen ekkor egyik edény sem
telitédhetett és nem is tiriilhetett ki.

Vizsgaljuk meg, hogy ténylegesen mely allapotok érhet8k el a kezdeti (8,0,0)
allapotbdl! Mivel csak a kék edényben van viz, ebbdl énthetiink a zoldbe vagy a
pirosba. Kezdjiik a zolddel: 5 liter vizet dtontiink, igy a (3,5,0) allapotba jutunk.
Innen kétféleképpen léphetiink tovabb: visszaontjik a zold edénybdl a kékbe mind
az 5 liter vizet, visszajutva a kiindul6 allapotba; vagy a zold edénybdl a pirosba
ontiink 3 liter vizet, annak beteléséig, azaz a (3,2,3) allapotig. Erdemes ezt a
8. dbrdn is kovetni. Egy pontszeri biliardgolyd palyajat latjuk, amit a bal also
(8,0,0) sarokbdl vizszintesen meglokve, majd a fizika torvényei szerint a jobb
alsé (3,5,0) sarokbdl 60 fokos szogben elpattanva a (3,2,3) éllapotba jutunk.
Visszafelé most is 1éphetnénk, de azzal nem kapnank 4j allapotokat. Tovabbhaladni
haromféleképpen lehet: a zold edénybdl onthetiink a kékbe 2 liter vizet, vagy a
kékbdl a zoldbe 3 litert, vagy a pirosbdl a kékbe 3 litert. E harmadik lehet&ség az
érdekes, hiszen a masik kettot, amik a bilidrdasztal valamelyik csiicsaba visznek,
egyébként is el tudnank érni a kiindul6 allapotbdl egy vagy két 1épésben.

A 3. dbrdn folytatva a golyé utjat, mar 1atszik is a megoldas: (3,2,3) — (6,2,0) —
— (6,0,2) — (1,5,2) — (1,4,3) — (4,4,0), ami éppen a célallapot.

3. dbra. Egy lehetséges ut a (8, 0, 0) allapotbdl a (4, 4, 0) dllapotba

Kivancsisdghdl megnézhetjitk a golyé tovabbi tutjat: (4,4,0) — (4,1,3) —
— (7,1,0) = (7,0,1) = (2,5,1) — (2,3,3) = (5,3,0) = (5,0, 3), ahonnan visszalép-
hetiink a kiindulé — (8, 0, 0) allapotba.

E hossz kérutunk sordn a paralelogramma keriiletén minden racspontban pat-
tant a golyd, {gy ezek az dllapotok mind elérheték. Egyedil a (0,5,3) csticsponti
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allapot nem esett eddig utunkba, de elérhettiik volna a paralelogramma barmelyik
fels6 vagy jobb oldali racspontjabdl.

Ha az 0t legelején mégsem vizszintesen indultunk volna el, hanem jobbra felfelé,
akkor is ezt a korutat kaptuk volna, csak visszafelé. Ez az észrevétel sorsdonto lehet
a feladat egy olyan lehetséges valtozataban, amelyben valamelyik keriileti racspont-
nak, példdul az (1,4,3)-nak megfelel allapot valamilyen okbdl nincs megengedve.
A feladat ett6l még megoldhaté marad.

0 1 2 3 4 5 6 7

4. dbra. Egy trikkosebb 6ntogetds feladat bilidrdasztalos modellje

Tekintstink most egy maésik, kicsit bonyolultabb 6ntogetés feladatot! Legyen a
piros edény 5, a zold 7, a kék edény pedig 9 liter Girtartalmi, a kiindulé allapot pedig
(0,6,5). Mivel a teljes vizmennyiség (11 liter) nagyobb, mint amennyi a legnagyobb
edénybe fér, ezért a paralelogramma bal alsé sarkat le kell vagnunk, a kék edény
10 és 11 literes képzeletbeli szinthalmazaihoz tartozé racspontokkal egyiitt. Le
kell vagni a paralelogramma jobb felsé sarkdaban 1év6 racspontot is, mert a teljes
vizmennyiség nem tudja a zo6ld és a piros edényeket egyszerre megtolteni. A biliard-
asztalunk tehat most hatszog alaki (4. dbra), amelyben a golyd palydja ugyanolyan
szemléletesen kovethetd, mint a kordbbi, egyszer(ibb esetben. Elérheté-e a (3,3,5)
célallapot?

Talaljunk ki tovabbi éntogetds feladvanyokat, és rajzoljuk fel a biliardasztalos
modelljiiket! Vagy akar forditva: kezdjik a rajzzal (mint példdul az 5. dbrdn)
és fogalmazzunk meg hozza tartoz6 feladvanyokat, keressiink érdekes kezdd- és
célallapotokat!

5. dbra. Keressiink a rajzhoz tartozé feladvanyokat!
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A most targyalt geometriai modell abban a tekintetben hasonlit a 2024. szeptem-
beri [5] és oktéberi [8], illetve 2025. novemberi [1] szdmokban felrajzolt grafokhoz,
hogy az édllapotoknak itt is egy-egy (rdcs)pont felel meg. Az 6ntogetds feladvény-
ban az allapotparok kozotti atmeneteket ugyan szintén be lehetne rajzolni élekkel
[4], de a bilidrdasztalos dbrdzolds — a maga szabélyaival — egyszer{ibben és szemlé-
letesebben jeleniti meg a megengedett 1épéseket.

Jo szérakozast!
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| | Gyakorlé feladatsor
| | emelt szinti matematika érettségire

1. a) Egy szamtani sorozat hdrom egymadst kovetd tagja (ebben a sorrendben):
y, © és 4 — 5. Hatdrozza meg ezeket a szdmokat, ha 6sszegiik 1500. (4 pont)

ORI

=

EED

Bozoki Sandor

I. rész

b) Hany olyan mértani sorozat van, amelynek els6 5 tagja kozott szerepel a 2,
a 8 és a 32, ha szamit a tagok sorrendje is? (5 pont)

¢) Rendezze novekvd sorrendbe az aldbbi halmazok szédmossdgat! Valaszat in-
dokolja!

A={Az 2%+ 27 +1 = 2 egyenlet racionélis megoldésai};
B = {A 40 pozitiv osztdi};

1
C{n’3”+1>273,n€N}. (5 pont)

2. a) Bizonyitsa be az aldbbi allitdst:

»Ha egy derékszogii haromszog mindharom oldaldnak hossza pozitiv egész szam,
akkor az atfogéhoz tartozé magassiganak hossza racionélis.” (4 pont)
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b) Irja fel az a ) feladatban szerepld allitas megforditdsat, és dontse el réla, hogy
igaz vagy hamis! Valaszat indokolja! (3 pont)

c¢) Osszeadtuk 27 kiilonb6z6 primszam négyzetét, és eredményiil 155 787-et
kaptunk. Szerepelhetett-e a primek kozott a 3?7

3. Egy tdborban 90 didk vett részt, akiket fahazakban szalldsoltak el. A fahazak
mindegyike négy-, nyolc- vagy kilencigyas volt, a nyolcagyasbél pontosan 6t darab.
Miutan a didkok elfoglaltak a hizakat, nem maradt iires agy.

a) Erkezéskor a szélldsad6 odaadta az egyik kisérétanarnak egyesével a kulcso-
kat. El6szor a négyagyasokét, utdna a nyolcagyasokét, végiil pedig a kilencédgyaso-
két. Hanyféle sorrendben tehette ezt meg, ha minden fahaznak egy kulcsa van, és
a kulcsok kiillonbozbek? (4 pont)

Egyik délutdn a didkok t&bb kiilonbozé turalehetségbdl valaszthattak. Ossze-
sen 6 csoport alakult a 90 f6bél. A hat csoport 1étszamarol a kovetkezéket tudjuk:

i) minden csoport 1étszdma oszthaté hattal,

ii) van olyan csoport, amelyikben éppen feleannyian vannak, mint egy méasikban,
iii) a létszdmoknak két mddusza van, az egyik megegyezik a medidnnal,
iv) terjedelme 30.

b) Adja meg, hogy hény & volt az egyes csoportokban! (6 pont)

4. a) Tekintsiik az alabbi pontokat a koordindta-rendszerben:
A(logs r;logs 5r); B (710g3 (g) ;log% 10) és C(log, 1;10g,.1).

Mennyi r € RT\ {1} értéke, ha tudjuk, hogy az ABC hiromszdg stlypontja az
S(%; %) pontban van? (5 pont)

b) Adott az f: R — R, x> 22% + 62 — 622 — 2 fiiggvény. Adja meg annak a
valds szamokon értelmezett g(x) fiiggvénynek a hozzarendelési szabélyét, amelyre

g(f(z))==z. (4 pont)

c) Hatérozza meg a g: R — R, x+ 22 + pz + p fiiggvény hozzdrendelési szaba-
lydban a p nemnulla valés paraméter értékét gy, hogy a g és az x +— x + 1 linearis
fliggvény grafikonjainak pontosan egy metszéspontja legyen! (6 pont)

II. rész

5. a) Egy szabdlyos hatszog alapi egyenes hasab alap- és oldaléleinek hossza
egyenl6. Ha térfogatanak adott mértékrendszerben kifejezett méroszamat elosztjuk
a felszinének ugyanabban a mértékrendszerben kifejezett mérészamaval, akkor a
hényados 1,392. Hany egység hosszi a hasab egy éle? Vélaszat egészekre kerekitse!

(9 pont)
b) Egy hatszog alapt hasab élei koziil kivalasztunk harmat. Mennyi a valdszi-
niisége, hogy a harom él koziil pontosan kettének van kézos pontja? (7 pont)

6. Egy marketingcég egy tjfajta csokoladérdl készit 100 f6s kozvéleménykuta-
tast. Eloszor a termék ismerete nélkiil, csak a neve alapjan dontenek a résztvevok,
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hogy vennének-e ilyet. Ezutan meg is kostoltatjak veliik a terméket és jra megkér-
dezik toliik, hogy megvennék-e. A két kérdésre adott valaszokat az aldbbi tablazat
mutatja:

Név alapjan | Késtolas utan
igen 45 72
nem 55 28

a) Legfeljebb hany ember valtoztathatta meg a véleményét a termék megvdsar-
lasardl a kostolas hatasara? (4 pont)

b) Lehet-e, hogy éppen 42 ember véleménye maradt valtozatlan a késtolds
hatdsira? (4 pont)

Ugyanez a cég szervezi egy tarsasjaték reklamkampéanyat is. A jaték egyik
tartozéka egy szabdlyos ikozaéder. Ennek 20 oldallapja van, és a feldobasa utan
barmelyikre ugyanakkora valdsziniiséggel esik. A lapokon csak 4-es, 7-es és 11-es
szdm szerepel (mindegyiken pontosan egy). A szabdlykonyvben egy helyen ezt irjik:
,»a hdrom szambodl kettd dobéasi valdszinilisége ugyanannyi, és a dobas eredményének
varhato értéke 7,35”.

¢) Hany 4-es szerepel a dobdtesten? (8 pont)

7. Egy erdei kilatotorony egyik emelete szabélyos 6tszog alaka, amelynek oldalai
5 méteresek. Az emelet padléjan elhelyeztek két, kiillonboz6 ,fotépontot”; ahova
allva a legjobb fotokat lehet késziteni a tajrél. Kilon-kiilon mindkét pontra igaz,
hogy egyenlo tavol van az 6tszog koré irt korének kozéppontjatdl és két szomszédos
csicsatol.

a) Legfeljebb milyen messze lehet egymdstodl a két ,fotépont”? (11 pont)

b) A kildtéban ingyenes tdjékoztatofiizetet osztanak az erdd él6vilagarol. Ebben
van egy abra is, amelyben tiz, a kornyékre jellemzo6 allatbol all6 taplaléklanc szere-
pel. A képen két allatot egy vonallal 6sszekOtottek, ha az egyik megeszi a masikat.
Balambér azt szamolta, hogy van két allatkép, amibél csak 3 vonal indul ki, de a
tobbibdl legaldbb hat. Testvére szerint ez azt jelenti, hogy barmelyik allatképtdl el
lehet jutni barmelyik masikhoz a vonalak mentén. Igaza van-e? (5 pont)

8. a) Egy konkév deltoidot a szimmetriatengelye koriil megforgatva olyan forgds-

007

5
testet kapunk, amelyiknek a térfogata dm?®. Szémitsa ki a deltoid teriiletét,

ha az egyik atloja 5 dm-es. (7 pont)

b) Meghataroztuk a val6s szamok halmazéan értelmezett
f@)= (2 =1)(z* —4)

hozzarendelési szaballyal megadott fliggvény zérushelyeit. Ezutan kiszamitottuk a
masodik, illetve harmadik legnagyobb zérushely k6zotti hatarozott integral értékét,
igy egy nem egész szamot kaptunk. Melyik az a legkisebb pozitiv szam, amellyel
megszorozva az f-et a szoban forgd hatarozott integral egész? (5 pont)

¢) Irja fel az f(z) = z* — 522 + 4 fiiggvény egy « tengellyel parhuzamos érinté-
jének az egyenletét! (4 pont)
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3T
9. a) Bizonyitsa be, hogy tetszéleges z, y € [ } esetén az a(tgx;tgy) és a

T
) vektor skaldris szorzata 2. (4 pont)

b [ COS%. cosy
sinz’ siny
b) Oldja meg az
T 1 4—x 1
St = o
ye ooy Y z

egyenletet a pozitiv valdos szampéarok halmazan! (5 pont)

¢) Az alabbi végtelen 6sszegrél tudjuk, hogy konvergens és értéke negativ, valos
szam. Adja meg a p € R lehetséges értékeit! (7 pont)

1 pP=-1 (-1?% (p*—1)°
+ + +
p+1 p+1 p+1 p+1

<0

(7 pont)

Polak Péter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2026/3. szam
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

a) Oldja meg a valds szdmpdrok halmazdn az aldbbi egyenletrendszert:

5 4 3
r+y -2y 4’
15 8
- =1 (9 pont)
T+y x—2y
b) Egy kétjegyl szam 5-tel osztva 2-t, 6-tal osztva 3-at, 9-cel osztva 6-ot ad
maradékul. Melyik ez a kétjeqyli szam? (5 pont)
Megoldas. a) A tortek nevezéi miatt t+y#0ésx—2y#0. Aza= z+y, b= — 2y

0j ismeretlenek bevezetésével ezt az egyenletrendszert kapjuk:

5a + 4b = g, (1)
150 —8b = 1. (2)

Az els6 egyenletet 2-vel megszorozzuk:

3
10a+8b= . (3)
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Osszeadjuk a (2) és a (3) egyenletet:

3 5
2 = ]_ _ = —
oa + 5= 5
1
a=-—.
10
Ezt az (1) egyenletbe behelyettesitve:
) 3 3 1 1 1
- 4b:7 4b:———:7 b:i
10 + 4’ 4 2 4 16
1 1
a= 10 és b= 6 alapjan:
x +y =10,
r —2y =16.

Az els6 egyenletbél kivonjuk a masodikat:

Behelyettesitéssel kapjuk, hogy = = 12.

Az eredeti egyenletekbe behelyettesitve latjuk, hogy ezek az értékek valéban
megoldasok:

5,4 5. 4 1,13
124 (=2) 12-2-(=2) 10 16 2 4 4’
15 8 5 8 3 1
124+(-2) 12—-2-(=2) 10 16 2 2

Az egyenletrendszer megoldédsa x =12 és y = —2.

b) A keresett kétjegyli szdmndl a 3-mal nagyobb szdm oszthaté 5-tel, 6-tal és
9-cel is, a legkisebb (és egyetlen) ilyen kétjegyl szam a 90, tehdt az eredeti a 87
lehet csak, ami valoban teljesiti a feltételeket.

2. Szatmdri Ferenc csalddjdval egy meleg nydri napon autéval Budapestrol Kis-
vdrddra utazott. 7 ora 50 perckor indult. 25 perc alatt, 12 km-t haladva érte el
az M3-as autopdlydat. 10 ora 55 perckor a 403-as itra tért le az autépdlyarol, majd
40 km megtétele utin, dsszesen 284 kilométert vezetve 11:35 perckor ért Kisvdrddra.

a) Mekkora volt az autdé dtlagsebessége az autépdlydn? (3 pont)

Az M3-ason 6t alkalommal osszesen 20 km-en volt dtjavitds miatt sebességkor-
ldtozds. Ezeken a szakaszokon a megengedett mazimdlis sebesség 80 km/h wolt, de
az autdsok ezeken a szakaszokon csak 50 km/h sebességgel tudtak vezetni.

b) Ferenc dgy gondolta, hogy ha itt 120 km/h sebességgel haladhatott volna,
akkor legalabb fél oraval hamarabb ért volna Kisvdrddra. Igaza van-e Ferencnek?
(3 pont)
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A csaldd hdrom gyereke, Péter, Anna és Lilla az auté hatso tlésén utazott, ahol
szabaly szerint hdrom ember tlhet. Péter azt kérte, hogy ne & tljon kiézépre, nem
szeret a két lany kozott utazni.

¢) Hanyféle mddon dlhettek be a kocsi hdtsé hdrom ilésére, ha Péter kérését
figyelembe vették? (3 pont)

Az erre a napra készilt ordnkénti iddjards-eldrejelzést mutatja az Idékép appli-
kdcio grafikonja:

000 100 00 00 400 500 6:00 FO0 E00 £00 10:00 THOO 1200 13:00 1400 15:00 18:00 1700 18:00 19:00 20000 2100 2200 23:00

L)<+ 900000000000000 - - -
u uw w uv w

d) Mekkora az drankénti hémérsékleti értékek mddusza, illetve medidnja ezen a
napon? Mekkora az drdnkénti adatok alapjin az dtlaghémérséklet? (4 pont)

Megoldés. a) Az M3-ason megtett at 284 — 12 — 40 = 232 km. 8:15-kor ért az
autoépalyara, 8:15-t6]1 10:55-ig 2 éra 40 perc, azaz 2% ora telt el. Az atlagsebesség
232 km _ 87 km/h volt.

23 dra
b) A 20 kmm 50 km/h sebességgel gg km — (0,4 éra = 24 perc alatt teheté meg,
h

igy semmiképpen nem spoérolhat 30 percet.

¢) Péter a jobb vagy bal szélsé iilésre tilhet. Ez két lehetéség. Ezutdn Anna
két helyre keriilhet, Lilla pedig a fennmarado6 helyre iil. A vilasztdsok egyméstol
fiiggetlenek, ezért 2-2 = 4 lehetdség van.

d) A hémérsékleti értékek el6forduldsidnak gyakorisdgdt az alabbi tdblazatban
foglaljuk Gssze:

hémérséklet (fok) | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31
gyakorisag 2 13122 1 1 1 4 13| 5

A tablazat alapjan: a médusz 31 fok.

2{1 adat van. Nagysag szerint sorba rendezve a 12. adat 28 fok, a 13. adat 29
fok. Igy a medidn (28 4+29) : 2 = 28,5 fok.
A hémérsékletek atlaga:

2:2243-2342.244+2.25426+27+28+4-204+3-3045-31 _ 653 _
21 B2

3. A 30 f6s 11. a osztdly tanuloi sokféle nydri programon wvettek rész. Tobbek
kozott kilfoldre (K ) utaztak, balatoni tdborban (T) wvoltak, konnylzenei fesztivd-
lon (F) vettek részt. Az aldbbi halmazdbra mutatja, hogy melyik programon hdny
didk wvolt.
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F

a) Hdnyan nem voltak sem kilféldi viton, sem tdborban, sem fesztivalon?

(2 pont)

b) Véletlenszerien kivdlasztunk az osztdly tanuldi kézil egyet. Mennyi a vald-
szintisége annak, hogy volt kilfoldon vagy taborban, de nem vett részt fesztivalon?

(3 pont)

A kételezd és ajanlott olvasmdnyok elolvasdsa nem mindig konnytd. Eqgy tanévben
akar 15 irodalmi alkotds is szerepelhet az olvasmanyok listdjdan.

c) Egy 405 oldalas kotelezd olvasmdnyt Soma az aldbbi terv szerint kivdin el-
olvasni pontosan 15 nap alatt. A mdsodik naptol kezdve minden nap eqy oldallal
tobbet olvas el, mint az el6z6 nap. Hany oldal elolvasdsat tervezi az elsd napra és
hdanyat a tizendtodikre? (5 pont)

Az egyik matematikaszakkorén 7 tanuld jelent meg. Matematikatandruk beszél-
getéssel szokta kezdeni a nyolcadik érdban tartott szakkért.

d) Megkérdezte a jelenlévéktdl, hogy hdny embert hivtak fel mobiltelefonon az
elézd héten a jelenlévd didkok kézil. Ezeket a szamokat mondtdk: Péter 4, Sdari 1,
Baldzs 0, Sanyi 2, Bori 2, Erné 4, Miki 2. Tandruk erre azt mondta, valaki rosszul
emlékszik. Mire alapozta a véleményét a matematikatandr? (2 pont)

Megoldas. a) A halmazdbraban szerepld szdmok Osszege: 1+1+4+3+4+1+2=
= 16 megmutatja, hogy hanyan voltak legalabb egy programon a hirom koziil.

Az osztalylétszam 30, igy 30 — 16 = 14 didk nem volt sem kiilféldi iton, sem
taborban, sem fesztivilon.

b) Hatérozzuk meg a (K UT)\ F' halmaz elemszdmat. A halmazdbra megfeleld
tartomanyaiban 1év6 szamokat adjuk Ossze: 14144 =6. A kedvezd esetek szama
tehat 6, az Osszes eset 30. A keresett valosziniiség % = % =0,2.

¢) Az els6 nap z oldalt, az utols6 nap z + 14 oldalt olvas el Soma, a 15 nap alatt
(x+z+14)-15

5 =405 oldalt. Az egyenletet rendezve: (z 4z + 14) - 15 =810,

2x 4+ 14 = 54,
x = 20.

Ezek alapjan Soma gy tervezi, hogy az els6 napon 20 oldalt, a tizenétodik napon
20 + 14 = 34 oldalt olvas el.
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d) Minden mobiltelefonos beszélgetést a benne részt vevé két ember emliti meg,
igy az elhangzott szamok Osszegének parosnak kellene lennie. Mivel az elhangzott
szamok Osszege: 4+ 1+0+2+4+2+4+4+2 =15 pératlan, valoban nem mindenki
emlékezett jol.

Megjegyzés. A feladatot lerajzolhatjuk egy graffal is. A graf pontjai a didkoknak
felelnek meg, az élek pedig azt jeloljék, hogy a két didk folytatott telefonbeszélge-
tést. Tudjuk, hogy egy grafban a fokszamok Gsszege paros. Ugy is fogalmazhatunk,
hogy a paratlan fokszamu pontok szama péaros. A feladatnak megfelel6 grafban ez
nem teljesiil.

4. Bizonyitsa be az alabbi dllitasokat:

) 2024 49 2024 n 2024 2026 (4 £)
. = ) n
Y\ 10 11 12 12 pe
N ., n+1
b) Ha n pozitiv egész szam, akkor (n— 1)+ nl+(n+1)=(n+1)!- .
n
(4 pont)
3150 —92. 3149 + 3148
©) 3147 | 3146 =9. (4 pont)

n+1) ,

Megoldés. a) A Pascal-haromszdg tulajdonsdga szerint (}) + (kil) = 1

ezért
2024 P 2024 n 2024\ (2024 n 2024 n 2024 + 2024\
10 11 12 ) \ 10 11 11 12 )
(2025 n 2025\ (2026
S\ 11 12 ) \(12 )
b) Kifejezziik n!-t és (n+ 1)1t (n— 1)! segitségével:
n=D!+nl+(n+D)!=n-D!+n-(n—1)!+n+1)-n-(n—1).
Az igy kapott kifejezést egyszeriibb alakra hozzuk:
(1+n+m+1)-n)-(n—D)'=0*+2n+1)-(n—1)! =

(n+1)-(n+1)-n-(n—1)! n+1

=+ 1) (1)) = =+t

n

¢) A hatvinyozéds azonossigainak hasznilatdval dtalakitjuk a tort szamlaléjat
és nevezdjét:

3150 —92. 3149 4 3148 9. 3148 —~92.3. 3148 + 3148 4. 3148

__ 92 _
3147 4 3146 - 3.3146+3146 4 .3146 =3"=9.
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II. rész

3 2
5. a) Oldja meg a valds szdmok halmazdn a (sin(m) - \2[> (cos(x) + {) =0

egyenletet. (7 pont)
1
sn(@) +2 fligguény értékkészletét! (4 pont)
Egy izletben négyféle zsebszamologépet drusitanak, 9500, illetve 6100 forintért
POPEC tipusit, 5800, illetve 7100 forintért SPICC tipusit. Az tizlet statisztikdja
szerint a vevdk 60%-a POPEC mdrkdt vdsdrol, 40% SPICC-et vilaszt. A POPEC
szdmoldgépet vasdarlok 40%-a a drdgabb tipust vdlasztja, a SPICC tipus esetében
65% dont a drdgdbb mellett.
c) A wvdsdrlék hdny szdzaléka vdsdrol 7000 forintndl olcsébb szamoldgépet?
(5 pont)

b) Hatdrozza meg az f: R—R, z+—

Megoldas. a) Egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0.

Ha sin(:z:)f@ =0, akkor sin(x) = @, r=75+2k -7 vagy x = 2%+21~77, k,
leZ.

Ha cos(z) + @ =0, akkor cos(z) = fg, T = %’r +2m - vagy x = ?jf +2n -,
m, n€7Z.

A sin(z) és cos(z) fiiggvények peridédusa 27, ezért az ellendrzést elég k, I, m,
n = O-ra elvégezni. A kapott értékek valéban kielégitik az egyenletet.

b) Az x — sin(z) fiiggvény értékkészlete a [—1;1] intervallum, ahonnan egyszer(i
fiiggvénytranszformécié alapjdn a sin(x) 4 2 értékkészlete az [1;3] intervallum.

. 1
Igy az —————— fiiggvény értékkészlete az [%71] intervallum, mert minden
sin(x) 4 2

[%, 1] intervallumbeli elem egy [1,3] intervallumba es6 szdm reciproka.

¢) 7000 forintnél olcsébb az 5800 forintos SPICC és a 6100 forintos POPEC.
SPICC-et valaszt a vevk 40%-a, koziilitk 100 — 65 = 35% veszi az olcsébb tipust, ez
a vevék 0,4-0,35 = 0,14 része. POPEC-et valaszt a vevok 60%-a, koziilitk 100 — 40 =
= 60% veszi az alacsonyabb art tipust, ez a vevék 0,6 - 0,6 = 0,36 része. Osszesen
a vasarlok 0,14+ 0,36 = 0,5 része, azaz 50%-a vasarol 7000 forintnil olcsébb zseb-
szamologépet.

6. Ertelmezziik az f figgvényt az aldbbi médon:
1 2
f:[0;4] = R, x»—>1(x—4) .

a) Hatdrozza meg a fiigguény grafikonjdnak és a koordindtatengelyek kézos pont-

jainak koordindtdit! (4 pont)
b) Mekkora az a terilet, amelyet a figgvény grafikonja és a koordindtatengelyek
kozrefognak? (6 pont)
c) Adja meg az | figguény inverzét! (6 pont)
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Megoldas. a)

y
\B
1
A
0] 1 4 z

Az x tengelyen 1évé pontok mésodik koordinataja 0. Ha %(l’ —4)%2 =0, akkor

x =4. Az dbra szerint az A = (4;0) pontban érinti a grafikon az x-tengelyt.
Az y tengelyen 1év6 pontok elsé koordinatdja 0.
Ekkor y = 1(0—4)? = 4. A grafikon a B = (0;4) pontban metszi az y tengelyt.
b) A keresett teriiletet hatarozott integrallal tudjuk kiszdmitani az a) feladatban
adott intervallumon:

4
4
1 1 1 1
T = / 1@ / 1—2 [12 (z— 4)3] . = ; teriiletegység.
0

b) f(0)=4; f(4) =0. Az f fliggvény folytonos, ezért az értékkészlete a [0;4] in-
tervallum. Ennek megfeleléen az inverz fliggvény értelmezési tartoménya a [0;4] in-
tervallum. A fiiggvény hozzarendelési szabalya szerint y = (m 4)2, 4y = (v —4)?,
y=>0,ezért 2,/y=|r—4,0<x <4, igy [t —4[=4—=z.

2yy=4—u,
r=4-2/y.
Tehét az inverz fiiggvény hozzarendelési szabalya y — 4 —2,/y. Az inverz fiiggvény

valtozbjat is w-szel jelolve: f~=1: [0;4] = R; o+ 4 —2y/z. Az &bran latjuk az f
fiiggvény és az f~! fiiggvény graﬁkonjat.

Y

N W

7. Az e egyenes egyenlete 4x + 3y = 120, az f egyenes egyenlete 3x — 4y = —60.
Az ABCD négyszigben az A csics a (0;0) pont, a B csiucs az x tengelyen, a D
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csucs az y tengelyen van. A BC oldal az e egyenesre, a CD oldal az f egyenesre
illeszkedik.

a) Szdmitsa ki a négyszég B, C, D csicsainak a koordindtdit! (4 pont)
b) Bizonyitsa be, hogy a négyszog hirnégyszog! (5 pont)
¢) Irja fel a négyszég koré irhatd kérének az egyenletét! (4 pont)

Az interneten taldltunk egy 25 feladatot tartalmazo gyakorlo feladatsort. A fel-
adatok kozil 8 a sorozatok, 6 a figguények, 4 a kombinatorika, 7 a koordindtageo-
metria témakorbe tartozik.

d) Taldlomra egyszerre vdlasztunk ezek kozul ot feladatot gy, hogy minden
feladatot ugyanakkora eséllyel vilasztunk ki. Mennyi a valdszinidsége annak, hogy 3
sorozatos és 2 koordindtageometriai feladat lesz a vdlasztottak koziott? (3 pont)

Megoldas. a) A B pont rajta van az x tengelyen, ezért a masodik koordindtéja 0.
Illeszkedik az e egyenesre is, tehat 4z + 3y =120 és y = 0. Innen z = 30, tehat
B = (30;0).

A D pont az y tengelyen és az f egyenesen van: z =0 és 3z — 4y = —60 feltéte-
lekbél y = 15; D = (0;15).

A C csics az e és f egyenesek metszéspontja, koordindtait ennek az egyenlet-
rendszernek a megoldasaval kapjuk:

4x 4+ 3y =120
3z —4y=—60|"

Az els6 egyenletet 4-gyel, a masodikat 3-mal szorozva és a két egyenletet dsszeadva:
25z = 300, r=12.

Visszahelyettesitéssel y = 24, C' = (12;24).
b) Az x és y tengely mer6leges egymadsra, tehét a négyszog A cstcsandl derékszog
van

CB=(30—12,0—24) = (18, ~24),  DC = (12— 0;24 — 15) = (12:9).

c) A két vektor skaldris szorzata CB-DC=18-12 +(-24)-9=0, igy a két
vektor merdleges egymaéasra. A négyszog két szemben 1év6 szogének Osszege 180°,
ezért a négyszog hiurnégyszog. Az ABD haromszog és a BC'D haromszog derék-
szogli. A Thalész-tétel megforditdsa miatt az A és a C csicsok rajta vannak a
BD atmér6ji koron. Ez éppen a négyszog koré frhaté kor lesz. (Az dbrdt 1dsd a
tiloldalon.)

30+0 0415

A BD szakasz felez6pontja, O = <2+, —;) = (15;7,5) a kor kozéppontja.

A koriilirt kér sugara 7 = OB = /(30 — 15)2 + (0 — 7,5)% = 1/281,25.

A kér egyenlete: (z —15)? + (y — 7,5)% = r? = 281,25.

25
d) A huszon6t feladatbél 6t6t ( 5 )—féle moédon valaszhatunk ki. A sorozatokra

8
vonatkozo feladatok koziill harmat (3), a koordinatageometria feladatok koziil
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Al 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 /B &

\ 7
\ ’
N ’
N ’

7
kett6t <2> -féle médon valaszthatunk ki. Az elsd vilasztds nincs hatéssal a késébbi

7

2) . A keresett

8
kivalasztasok szamara, igy a kedvezo kivalasztdsok szdma ( 3) . (

val6szintiség:

8 7
p_ kedvezd esetek szama B (3) ’ (2) _ 56-21 _ 1176
T Osszes eset szdma <25> " 53130 53130
5

~ 0,022.

8. Egy fenydfatermesztéssel foglalkozo vdllalkozds a 2025 és 2027 kézétti harom
évre tervet készitett. Becslésiik szerint 2025 szeptemberében 10 000 fenydfdjuk volt
a terileten. Minden évben oktober kézepén 2000 4j fdt akarnak eliltetni és decem-
berben az dllomdny 10%-dt kivdgni.

a) Osszesen hdny fa kivdgdsdt tervezik ebben a hdrom évben? (5 pont)

Jelolje a,, az n-edik év végén, azaz a (2024 +n)-es év végén a fadllomdny ter-
vezett mennyiségét. Feltételezziik, hogy ugyanilyen elvek szerint gazddlkodnak a ké-
vetkezd években is.

b) Adja meg az a, sorozat dltaldnos tagjat! (6 pont)
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Az egyik piacon kardcsony eldtt évek ota hdromféle fenyd verseng a vdsarlok
kegyeiért: a nordmannfenyd, a lucfenyd és az eziistfenyd. A nordmannfenydt 45, a
lucfenydt 37, mig az eziistfenydt a vdsdrlok 13 szdzaléka vdlasztja. 5 szdzalék mds
fenydfajtdk részesedése az eladdsokban.

¢) Ha véletlenszerden megkérdeziink hat fenydfat vdsdarls embert, hogy milyen
fdat vett, akkor mennyi annak a valdsziniisége, hogy kézilik hdrom nordmannfe-
nydt, kettd lucfenydt és eqy eziistfenydt vdasdrolt? A wvaldsziniiség értékét harom ti-
zedesjegy pontosdggal adja meg. (Feltételezzik, hogy mindenki pontosan egy fenydfdat
vdsdrolt.) (5 pont)

Megoldas. a) A feladat alapjan 2025. oktéber végén 12 000 feny6fa van. Ennek
10%-4t, 12000 0,1 = 1200 fat kivignak decemberben, és megmarad az dllomdny
90%-a, 12000-0,9 = 10 800 fa.

Ilyen médon szamolva az aldbbi tablazat mutatja az egyes években az tlte-
tés utani allomany nagysagat, a kivagott fa mennyiségét és az év végére maradd
allomany mennyiségét:

Ev | iiltetés utén kivégés év vége
2025 12000 1200 10 800

2026 12 800 12000-0,1 =1280 | 12000-0,9 = 11 520
2027 13520 13520-0,1 =1352 | 13520-0,9 = 12168

Igy tehat 1200 + 1280 + 1352 = 3832 fa kivagasat tervezik.
b) ay =12000-0,9; az = 12 000- 0,92 +2000-0,9. A képzési szabaly alapjan:
an = (an—1+2 000)-0,9 =
=12000-0,9" +2000-0,9"" +2000-0,9" "2+ ... +2000-0,9.
Az Osszeg a masodik tagtél kezdve egy mértani sorozat els6 n — 1 tagjanak az

Osszege. Felhasznaljuk, hogy ennek a mértani sorozatnak az elsé tagja 2000-0,9, a
kvéciense 0,9.

n—1_1 n—1_1
an:12000-0,9”+2000-0,9~0’297_1:12000‘0»9n+2000'0’9'079_T:

=12000-0,9™ + 18 000 - (1 - 0,9”*1).
Es ezt a kifejezést tovabb egyszeriisitve megkaphatjuk azt is, hogy
an =18 000 — 8000-0,9™.

¢) Annak a valdsziniisége, hogy az els6 harom ember nordmannfeny6t, a kovetke-
26 kettd eziistfeny6t, a hatodik lucfenyst vasarolt 0,453 - 0,372 -0,13. Hatb6l hdrom

embert (g) -féle médon valaszthatunk ki, a maradék harombol kettot (g) -féle

6 3
modon. Ekkor egy ember marad a harmadik feny6fajtara. ( 3) . ( >—féle sorrend

2
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lehetséges. A sorrendet is figyelembe véve a keresett valdszinliség

6\ (3
(3) : <2> -0,45%-0,372-0,13 =20-3-0,45%-0,372-0,13 ~ 0,097.

9. a) Oldja meg a valds szamok halmazdn a lg(36+2‘/‘§) > 2 egyenlétlenséget!

(7 pont)

b) Fogalmazza meg az alabbi dllitds megforditdsdt! Déntse el, hogy igaz-e az
allitas és annak megforditdsa!

Ha egy valds szam nagyobb, mint 5, akkor értelmezhetd a valds szam tizes alapt
logaritmusa. (3 pont)

Egy emelt szinti érettségi feladatsor 1. részében ot feladat van, 5-9-ig szdmozva.
Ezekbdl csak négyet kell megoldania a vizsgdzonak.

c) Egy 17-fés matematika csoportbdl mindenki emelt szinten irta az érettségi
dolgozatdt. Péter és Anna beszélgetnek:

Péter: Biztos, hogy kézilink legaldbb négy ember ugyanazt a feladatot hagyta ki.
Anna: Biztos, hogy volt olyan feladat, amelyet pontosan négyen hagytak ki.
(4 pont)

Az alabbi tablazat mutatja, hogy az egyes feladatokat hdnyan vdlasztottik és ha
foglalkoztak vele, hanyan oldottik meg hibatlanul, 16 pontra.

Melyikiik allitdsa igaz? Indokolja a vdlaszt!

5. feladat | 6. feladat | 7. feladat | 8. feladat | 9. feladat
foglalkozott vele 14 14 16 13 11
16 pontos 4 6 9 3 5

d) Mennyi a valdszindsége annak, hogy egy dolgozatot véletlenszerien kivdlaszt-
va a 17 kézil, abban azt ldtjuk, hogy az érettségizé a 8. feladatot 16 pontra oldot-
ta meg? (2 pont)

Megoldas. a) A négyzetgyokot csak nemnegativ szdmokra értelmezziik, ezért
V/3x akkor van értelmezve, ha z > 0. A logaritmusfiiggvény értelmezési tartomanya
a pozitiv szdmok halmaza. 2V3% 436 > 20 +36 > 0, igy lg(36 +2V%) az x > 0 feltétel
mellett mindig értelmezhetd. Tehdat az egyenl6tlenség megoldasat az x > 0 feltétellel
keressiik.

1g(36+2V3%) > 2 =1g100.

Felhasznaljuk, hogy a 10-es alapt logaritmusfiiggvény szigortian monoton né:

36+2Y3% =100,  2V3" > 64 =26,

A 2-es alapti exponencialis fiiggvény szigortian monoton né, ezért /3z > 6. Mivel
mindkét oldal nemnegativ, a négyzetre emelés ekvivalens atalakités, igy 3z > 36,
amibdl z > 12. Ez megfelel az értelmezési tartomény feltételének is, tehat az egyen-
16tlenség megoldasa: = > 12, x € R. Ekvivalens atalakitasokat végeztiink.

b) Az allitds megforditdsa: Ha egy valds szdm tizes alapi logaritmusa értelmez-
hetd, akkor a szdm nagyobb mint 5. Barmelyik 5-nél nem nagyobb pozitiv szam
megfelel§ ellenpélda. Az eredeti allitds igaz, a megforditdsa hamis.
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¢) Indirekt médon bizonyitunk. Ha mindegyik feladatot legfeljebb hé/rman hagy-
tédk volna ki, akkor a csoportban legfeljebb 5-3 = 15 érettségiz6 lenne. Igy valame-
lyik feladatot legalabb négyen hagytak ki. Péternek igaza van.

Annédnak viszont nincs igaza, ha példaul mindenki a 9. feladatot hagyja ki.
d) A 17 dolgozat koziil hdromban van maximdlis pontszdmu 8. feladat. Igy a

3
keresett valoszintiség: P = ' ~ 0,176.

13 3
Megjegyzés. A didkok 7 része foglalkozott a 8. feladattal. Ezen didkok 3
része kapott megoldasira 16 pontot Annak a valdsziniisége, hogy a kivalasztott

1
dolgozatban a 8. feladatra a didk 16 pontot kapott 1—§ . % =17 ~0,176.

Horvath Eszter
Budapest

Matematika feladatok megoldasa

B. 5453. Egy konvex polidéder lapjai az ABCD, ABFE, BCGF, CDHG,
ADHE és EFGH négyszogek az édbra szerint. Az A, illetve a G csticsbol induld
élek pdronként merdlegesek egymdsra. Igazoljuk, hogy

[ABCD)? + [ABFE)* + [ADHE)? = [BCGF)? + [CDHG)? + [EFGH]>.

(XY ZW] az XY ZW négyszog teriletét jeloli.)

B

(6 pont) Javasolta: Kés Géza (Budapest)
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Megoldas. A feladat allitdsa tobbféleképpen igazolhatd vektorok segitségével.
A honlapon megjelent elegdns megoldas egy nevezetes, de kozépiskoldban taldn még
kevéssé ismert tételt hasznal fel, ezért itt mutatunk két direktebb lehetséges utat.
Ezek val6jaban menet kézben a honlapon hasznalt tételt igazoljak a feladatban
szerepld specidlis poliéderre; az elsé gondolatmenet térfogat-osszefliggések segitsé-
gével, a masodik meroleges vetitéseket hasznéalva. A tagoltabb, jobban koévethetd
leirds érdekében a skaldrszorzatra a szokdsos jelolés helyett a kevésbé elterjedt (-,-)
irasmodot hasznaljuk.

1. megoldas. Rendre jeldlje i, j, k, illetve i, j 6s k az E, E, 1@, illetve C@,
GF és Cﬁ irdnya egységvektorokat.

Legyen tovabba I =1i-[ABCD]. Ekkor tetszileges P pontra (/ﬁ),l>/3 éppen az
ABCDP gula el8jeles térfogata, hiszen (AP,i) éppen a gila magassiga aszerint
eléjelezve, hogy P az ABCD sik melyik oldaldra esik.

Hasonléan definidljuk a J =j-[ABFE] és K=k [ADHE)] vektorokat. Ekkor
az el6z6 bekezdés szerint

(AD,1)+ (AP J) + (AP K) _ (v,AD)
3 3 7

éppen a hdrom gila unidjaként el6alld ABCDEFPH poliéder térfogata (ha
P e ABCDEFGH), ahol v=1I+J+K. Mivel a feladat feltételei szerint i, j és
k, és igy I, J és K is paronként merolegesek, igy

v2=(I+J+K)?=1*+J?4+K?=[ABCD]? + [ABFE]* + [ADHE)>.
Analég médon bevezetjitk v = I+J + K vektort, amire az elézéekhez hasonléan
V2 =124+ J?+ K% =[BCGF)? + [CDHG)? + |[EFGH)?;

valamint <Cﬁ,\7> /3 a megfelel6 harom gula éssztérfogata.

Tetszoleges P € ABCDEFGH pontra az ABCDEFGH poliéder felbomlik
ABCDP, ABFEP, ADHEP, BCGFP, CDHGP és FFGHP gildk unidjara,
ahol a guldk belsejei paronként diszjunktak, ezért az ABCDFEFGH poliéder tér-

fogata
(v,AP) (3,GP)
3 + 3 '

Ugyanezt egy P-t6l kiilonb6z6 @ pontra felirva, majd a két egyenléséget kivonva
egymasbol nyerjiik, hogy

(vAP) _(vAQ)  (w.GP) (v.GQ) _ (v,QP)+ (v.QP)

— + — = ,

3 3 3 3 3

azaz (Q?N—i—\ﬂ =0. Mivel P és @ tetszbleges pontok ABCDEFG belsejében,
ezért azt kaptuk, hogy a v+ ¥ vektor minden vektorra merdleges, igy v+ v = 0.
Ebbdl v = —¥, s igy v? = ¥2, ami a korabbiak szerint a bizonyitandéval egyenértékii.
Ezzel az allitast belattuk.
Aravin Péter (Budapest, Fazekas M. Gyak. Alt Isk. és Gimn., 8. o. t.)

V:

0=

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/4 221



2. megoldas. Az A csticsra illeszked6 ABC D, ABFE és ADHE lapok teriile-
tei legyenek Ay, As és Asz, a megfelel6 lapokra merdleges, a testbél kifelé mutatd
egységvektorok pedig rendre e;, e és es. Ugyanigy, a G-nél 1évé lapok teriiletei le-
gyenek T7, T és T3, a hozzajuk tartozo kiils6 egységnormalisok rendre uy, us és us.

Vetitsiik le a poliéder minden lapjat merdlegesen az ABCD lapsikra! Vegyiik
észre, hogy ABCD teriilete megkaphaté a vetiiletek teriileteinek elGjeles Gsszege-
ként, az el6jelek pedig éppen attdl fiiggenek, hogy a vetitett lap és az ABCD lap
normalvektorai hegyes- vagy tompaszoget zarnak-e be. J6l ismert tovabba, hogy
egy sikidom mer6leges vetiiletének teriilete a 7" =T - cosa képlettel szamolhato,

17

ahol « a sikidom sikjdnak és a vetitosiknak a bezart szoge. Ezekbdl kovetkezik az
alabbi elegans formula:

3 3
A = Z*<el,ui>Ti —(e1,e2)As — (e1,e3) Az = *Z(el,uﬁTi,

i=1 1=1
ahol kihasznaltuk, hogy a feltétel szerint az A-ra illeszkedd lapok paronként meréle-
gesek, gy (e1,e2) = (e1,e3) = 0. A fenti képlet természetesen minden A-ra illeszkedd
lapra igaz, azaz k = 1,2,3 esetén
3

Ak = —Z(ek,uiﬂ}.

i=1

Ezeket az Osszefiiggéseket emeljiik négyzetre, adjuk Ossze, és rendezziik:

ZAQ = Z (Z(e]muz >T2 +QZ (Z e, u; (ek,uj>> T,T;.
k=1 i=1

k=1 i#j

Itt a T2 tag S0, (e, u;)? egyiitthatéja a térbeli Pitagorasz-tétel miatt éppen
u; vektor hosszdnak négyzetével egyenld, azaz 1.
A T;T; vegyes tag egyiitthatéja pedig

3

3
> (erwi)ex,u;) = <UI,Z €k, 1, ek>:<ui7uj>zo~
k=1

k=1

Kaptuk, hogy
3 3
Sy
k=1 i=1
ami éppen a bizonyitando allitas.

1. megjegyezés. Melléktermékként megkaptuk a Conant-Beyer-tétel' egy speci-

alis esetét:
E 'LJ_kﬂ

ahol T; ; a T; teriiletii lap ey normahsu lap51kra vett meréleges vetiiletének terii-
lete, azaz |{ex,u;)T;|.

'https://en.wikipedia.org/wiki/De_Gua’s_theorem
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2. megjegyzés. Ahogyan elézetesen megjegyeztiik, mindkét megoldas alapgondo-
lata alkalmas arra, hogy a honlapon kozolt megoldasban hasznalt tételt igazolja.
A teljesség kedvéért — a 2. megolddsban hasznélt vetitéseket haszndlva — vazolunk
is egy lehetséges bizonyitast.

Tétel. Legyen P egy konvex poliéder, és minden ¢; lapjdhoz definidljuk a t; lap-
vektort, amely mer6leges ¢;-re, P-bél kifelé mutat, és hossza ¢; teriletével egyezik
meg. Ekkor > t; =0.

Bizonyitas. Vilasszunk egy tetszéleges u egységvektort, és legyen S egy u-ra
merdleges sfk, amely nem metszi P-t. (Ut6bbi feltétel nem lényeges, de segiti a
szemléletes bizonyitds megértését.) Vetitsiik le P-t merdlegesen S-re. Az igy ka-
pott P’ poligont P lapjainak meréleges vetiiletei kétrétiien fedik le: egyrétii fedést
adnak azon lapok vetiiletei, amelyekre u és t; hegyes- vagy nullszoget zarnak be;
és szintén egyrétii fedést adnak azon lapok vetiiletei, amelyekre u és t; tompa-
vagy egyenesszoget zarnak be. (Derékszog esetén a vetiilet egy szakasz, ezeket ké-
s6bb konnyen kezeljiik.) A 2. megolddsban haszndlt Osszefiiggés és a skaldrszorzat
definicidja szerint I; lap vetiiletének tertilete éppen +(u,t;), az el6jelet a szerint
valasztva, hogy u és t; hegyes- vagy tompaszoget zar be. Ezért elobbi megallapita-
sunkbdl kovetkezik, hogy

Z <u7ti> = Z <uati>'
hegyesszog tompaszog

Ha u és t; derékszoget zar be, akkor (u,t;) =0, igy az eléz6 Gsszefiiggést dtrendezve
és a derékszogi tagokat is hozzavéve kapjuk, hogy

Z(u,ti> =0.

Kiemelve u-t nyerjiik, hogy (u,> t;) =0. Mivel u tetszdleges egységvektor volt,
ezért ) .t; =0, ahogyan azt allitottuk.

A feladatra osszesen 3 versenyzé kiildott megoldédst. 6 pontos Aravin Péter és Gyenes
Kéroly; 5 pontos Kdmén-Gausz Péter dolgozata.

A K pontversenyben kittizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(899-903.) K 3

K. 899. Anna felirta az osszes kétjegyli pozitiv egész szamot egyszer a tdblara.
Boglarka egyméas utdn letorolte Anna szamait és mindegyik helyére azt a szadmot
irta fel, amelyet tigy kapott, hogy a mésodik szamjegybdl kivonta az elsét. Példaul
a 26 helyett 6 —2 = 4-et, a 73 helyett 3 —7 = —4-et irt. Mennyi a Boglarka &ltal
felirt szamok Gsszege?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy6r)
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K. 900. Egy négyzet négy sarkabdl egyenlé szart derékszogii haromszogeket
vagunk le tgy, hogy szabdlyos nyolcszoget kapjunk. Igazoljuk, hogy a szabalyos
nyolcszog oldalanak hossza épp a négyzet atlojanak és oldaldnak a kiilonbsége.

Javasolta: Ujhdzy Mdrton (Budapest)

K. 901. Zilah Aliz és anyukdja, Anna ugyanazon a napon tnneplik a sziile-
tésnapjukat, marcius 30-adikan, vagy mésképp 03.30-an. Idén éppen palindrom-
sziiletésnapjuk van, azaz Aliz életkordnak szdmjegyeit megcserélve Anna életkorat
kapjuk. Tudjuk, hogy Alizt édesanyja 20 éves kora és 47 éves kora kozott sziilte.
Hény éves lehetett Aliz sziiletésekor Anna? (Az Osszes lehetdséget adjuk meg.)

Javasolta: Ujhdzy Mdrton (Budapest)

K/C. 902. Van 2026 darab egységnyi élli kockdnk. Ezekbél Osszeragasztédssal el-
készitjiik a lehetd legtobb olyan épitményt, amely egy 3 x 3 x 3-as kocka sarokkoc-
kainak kihagyasaval adddik. Mekkora az igy keletkezett, sarkok nélkiili épitmények
és a 2026 darabbdl megmaradt Gsszes kiskocka felszinének ardnya?

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)
K/C. 903. Egy huszonét {8s bardti tarsasdgban 20-an tudnak bridzsezni, 19-en
sakkozni és 18-an gozni.
a) Legaldbb;
b) legfeljebb
hanyan {izik mindhdarom emlitett sportot ebben a tarsasdgban?
Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy6r)

*

Bekiildési hatarid6: 2026. majus 11.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(902-903., 1898-1902.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 902. A szévegét 1ldsd a K feladatoknal.
K/C. 903. A szovegét ldsd a K feladatokndl.

Feladatok mindenkinek

C. 1898. Tekintsiik egy 2 X 2-es négyzetracs kilenc racspontjat. A kilenc pont
koziil szeretnénk néhanyat megjeldlni tgy, hogy semelyik harom jeldlt csics ne
alkosson derékszogli haromszoget.
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a) Mutassuk meg, hogy 6t pont megjel6lése nem lehetséges a fenti feltétellel.

b) Hanyféle médon tudunk 4 pontot megjeldlni igy, hogy teljesiiljon a fenti
feltétel? (Két jelolést kiillonbozének tekintiink, ha van olyan pont, ami az
egyikben jelolt, a masikban nem.)

Javasolta: Ujhdzy Mdrton (Budapest)

C. 1899. A 2227 két szempontbdl is kiilonleges szam. Egyrészt legkézelebb ebben
az évben lesz a Plité kozelebb a Naphoz, mint a Neptunusz, masrészt kivalaszthatd
harom szamjegye gy, hogy ezeket Osszeszorozva a kihagyott szamjegynél eggyel
nagyobb szdmot kapunk. Hany olyan négyjegyli pozitiv egész szam van, amely
rendelkezik ez utébbi tulajdonsaggal?

Javasolta: Czett Mdtyds (Zalaegerszeg)

C. 1900. Matekdran egy 30 f6s osztdlyban a kovetkezo jatékot jatsszak. A ta-
narné feldobja hét kiilonb6z6 szinli dobdoktaéderét, a gyerekek pedig a kapott
szamokat egy altaluk véalasztott sorrendben leirjak, igy egy hétjegyl szdmot hoz-
nak létre. Most éppen az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szaAmokat dobta a tanarn6. Lehetséges-e,
hogy a didkok &ltal irt szamok koziil az egyik valamely méasiknak a tobbszorose?
(Megjegyzés. A jatékban az nyer, aki azt a szdmot vélasztotta, amelynek a tobbi
leirt szamtdl vald tavolsdgainak minimuma a legnagyobb.)

Javasolta: Paulovics Zoltdin (Budapest)
Feladatok 11. évfolyamtol
C. 1901. Az a és b valés szamokra
la—1]+[b—1| =|a|+|b| = |a+ 1| +|b+ 1]

teljestil. Mennyi |a — b| legkisebb lehetséges értéke?
Javasolta: Roka Sdndor (Nyiregyhéza)
C. 1902. Az ABCD négyzet koriilirt korének kisebbik AB ivén vegyiik fel az F

bels6 pontot. Az E-nek a négyzet kozéppontjdra vonatkozé tiikorképe legyen E'.
Az FE pontbdl a négyzet AC, illetve BD atloira bocsatott merdlegesek talppontjai
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legyenek F, illetve G. Hasonléan kapjuk az E’ pont felhaszndldsdval a H és I
pontokat.

a) Bizonyitsuk be, hogy az FGHI négyszog rombusz.
b) Hatérozzuk meg az FGHI négyszog teriiletének maximumat.
Javasolta: Bird Bdlint (Eger)
ok

Bekiildési hatarid6: 2026. majus 11.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A B pontversenyben kittizott feladatok
(5526-5533.)

B. 5526. Az O koézéppontu k kor O-t6l kiilénb6z6 belsé pontja P. Az O pont
tiikorképe P-re O, az O' kozéppontti O’ P sugari kor és k egyik metszéspontja X.
Az X P egyenes k-t mésodszor Y-ban metszi. Mutassuk meg, hogy P harmadolja
az XY szakaszt.

(3 pont) Javasoltdk: az SZTE II. évf. matematika tandrszakos hallgatdi

B. 5527. Az ABC hegyesszogii haromszog oldalai a, b és ¢, a beirt korének
sugara . Mutassuk meg, hogy (a B. 5495. feladatban is szereplé) 2r% = (¢ — a)(c — b)
egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha a +b = 3c.

(4 pont) Javasolta: Kiss Géza (Cs6mor)

B. 5528. Mutassuk meg, hogy akdrhogyan szinezziik a természetes szamokat 100
szinnel, mindig vannak olyan egyszinti a < b < ¢ < d szamok, amelyekre a +d = b+ c.

(4 pont) Javasolta: Pdlvolgyi Dométor (Budapest)

B. 5529. A 62, 63, 6%, ..., 62026 hatvanyok kozott hany olyan van, amelynek elsé
szamjegye kisebb, mint 67
(3 pont) Javasolta: Sztranydk Attila (Budapest)

B. 5530. Ot kiilonbo6z6 pozitiv egész szdm koziil akdrhogyan valasztunk ki né-
hényat, a mértani kozepiik mindig egész. Legalabb mekkoranak kell lennie kozilitk
a legnagyobbnak?

(5 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)
B. 5531. Az ABC héromszog beirt korének kozéppontja I, az ABI, BCI és CAI

haromszogek korilirt koreinek kézéppontjai D, E, illetve F. Bizonyitsuk be, hogy
a DEF haromszog teriilete legalabb akkora, mint az ABC haromszog teriilete.

(5 pont) Javasolta: Holld Gdbor (Budapest)
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B. 5532. Egy operahdznak 8 pdholya van. Egy pdholybérlettel a 2027/28. sze-
zon legfeljebb hét kiilonbo6z6, a vasarld altal kivalasztott estéjére le lehet foglalni
ugyanazt a paholyt. Minden este egy el6adéds van. Egy paholyt egy estére csak egy-
valaki bérelhet ki, de szélhat tobb bérlet is ugyanabba a paholyba, amennyiben a
kivalasztott esték halmaza diszjunkt. Legalabb hanyféle el6adasbdl 4ll a repertoar,
ha az operahdz garantdltan ossze fogja tudni allitani igy a programot (a bérlete-
sek napjainak ismeretében), hogy minden paholybérletes csupa kiilonbozd el6adédst
lathasson?

(6 pont) Javasolta: Imolay Andrds (Budapest)

B. 5533. Az ABC hegyesszogii haromszogben az A-bdl indulé magassag talp-
pontja Agp, a B-bél indulé magassag talppontja By. Legyen az AygByC koérén X
és Y az a két pont, amelyre az ABX, illetve az ABY kor érinti az AygByC kort.
Mutassuk meg, hogy az XY egyenes felezi az AB oldalt.

(6 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)
e

Bekiildési hatarid6: 2026. majus 11.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

P 1
| |

A. 932. Az ABC hegyesszogli hdromszog magassidgpontja H. A D, E pontok
rendre az AC, AB egyeneseken vannak ugy, hogy a B, C, D, E pontok egy koron
vannak, tovibba a DFE egyenes felezi a BC' oldalt. Tegytik fel, hogy a BD, CE
egyenesek M-ben taldlkoznak. Mutassuk meg, hogy a HM egyenes meréleges az A
cstcshoz tartozé szimmedian egyenesre.

Az A pontversenyben Kkitiizott nehezebb feladatok
(932-934.)

Javasolta: Bdn-Szabé Aron (Palaiseau)

A. 933. Az a, b, ¢ valds szamok legyenek az (1,4) intervallumbdél. Tekintsiik az
alabbi harom egyenlétlenséget:

br(x+y—z2)+cx(z+z—y) = al2yz+x),
cyly+z—x)+tayly+z—2z) =2 b(2zx +y),
az(z+x—y)+bz(z4+y—2x) > c(2zy + 2),

a) Hatdrozzuk meg a, b, ¢ fliggvényében, hogy legfeljebb hény egyenlStlenség
teljesiilhet egyszerre olyan pozitiv valés x, y, z szamokra, amelyekre x +y+ 2z = 1.
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b) Adjunk meg a, b, ¢ segitségével olyan, esetbontds nélkiili explicit képletet
az x, y, z szamokra, amely mellett =, y, 2 >0 és z+y+ z =1, tovibba a harom
egyenl6tlenség egyike sem teljesiil.

Javasolta: Bdn-Szabé Aron (Palaiseau)

A. 934. Jeldlje T a megszamlalhatd, irdnyitatlan fagrafok halmazat. A valds
szamok egy X részhalmazat baritonnak nevezziik, ha barmely nemiires részhalma-
zanak van legkisebb eleme.

a) Igazoljuk, hogy minden bariton X esetén létezik olyan f: X — T fiiggvény,
amelyre barmely y, z € X esetén y < z akkor és csak akkor teljesiil, ha f(y) izomorf
f(2)-nek egy részgrafjaval.

b) Igaz marad-e az el6z8 &llitds, ha még azt is megkoveteljik, hogy minden
x € X-re f(z) minden csicsédnak véges legyen a fokszdma?

Egy V' csucshalmazi grdf megszamldalhato, ha létezik V' — N injektiv leképezés.

Javasolta: Németh Mdrton (Budapest)
*

Bekiildési hatarid6: 2026. majus 11.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Informatikabol kitiizott feladatok
(695-698.)

1. 695. Egy szoveg csak az angol 4bécé nagybetiiit tartalmazza, irasjeleket, szo-
kozoket vagy mas karaktert nem. Egy kédolds a széveg ASCII-kédjait tartalmazo
szamsorozatot médositja. Eredetileg a szoveg minden karakterének egy 65 és 90
kozotti szdm felel meg.

El6szor minden szam értékéhez hozzdadjuk az eredeti szovegben az els6tdl az
el8z8 szamig terjedd szamok Osszegének egy adott K szdmmal (3 <K < 27) vett osz-
tdsi maradékat. Az els§ szadm igy nem véltozik, de minden més szdm valdsziniileg
igen. Az igy kapott szdmok nagyobbak lehetnek 90-nél, ezért sziikség esetén kivo-
nunk bel6likk 26-ot. Ezutdn a kapott szamok megfelelnek ASCII koédjuk alapjan
az angol abécé egy betiijének. Az igy kapott szoveget tekintjitk az eredeti szoveg
kédolt valtozatdnak.

Készitstink két programot a kddolésra és a kddolt szoveg visszaalakitisira. Az
els6, 1695be nevi program standard bemenetének els6é sordban a K szam, méasodik
sordban a szoveg taldlhat6, amelynek hosszabb legfoljebb 100 karakter. A program
a standard kimenet egyetlen sordba a kddolt széveget irja ki.

A maésodik, i695ki nevii program standard bemenetének els6 sordban a K
szam, masodik soraban egy kddolt szoveg taldlhatd. A program a standard kimenet
egyetlen soraba a visszaalakitott széveget irja ki.
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Minta a kdédolésra:

Bemenet: Kimenet:
13 IVNOSREXSPC
INFORMATIKA
Minta a visszaalakitasra:
Bemenet: Kimenet:
25 PROGRAMOZAS
PWAWDTVZOFM

Bekiildend6 egy tomoritett 1695.zip allomanyban a két program forrdskodja
és rovid dokumentaciéja, amely tartalmazza a megoldas rovid leirdsat, és megadja,
hogy a forrasédllomanyok melyik fejleszt6i kornyezetben fordithatok.

(10 pont)

I. 696. Az e és a 7 szdm a matematika tobb teriiletén el6tiing, alapvetd irracio-
nalis szam. Az I. 689. feladatban a 7 elsé 10 000 szamjegyét vizsgaltuk meg, most
kib&vitjlik a vizsgdlatot az e-re is.

1.

Nyissunk egy iires munkafiizetet. Hozzunk létre benne egy e és egy pi nevii
munkalapot. A megfelelé6 munkalapokra az Al cellatél kezdédéen toltsiik be
az e1-10000.txt és a pi1-10000.txt, tabulatorral tagolt szovegfajlok tar-
talmat. Hozzuk létre az eredmény és a segéd nevii munkalapokat. Az e, a pi
és a segéd munkalapon végezhetiink segédszamitasokat. A kovetkezd felada-
tok tartomany- és cellahivatkozasai az eredmény munkalapra vonatkoznak.
A munkafiizetet epi néven mentsiik.

. Az e és a els§ 10 000 szédmjegyébdl hany helyen 4ll ugyanaz a szamjegy? (Pél-

d4ul mindkett6 10 000. jegye 8-as, vagy a 21. szdmjegy mindkettében 6-os.)
Az eredmény — hogy hany helyiértéken all ugyanaz a szamjegy mindkettében
— keriiljon a Cl-es celldba.

. Melyik 1966-os datum mint szamjegysorozat szerepel az e elsé 10 000 jegyé-

ben nyolcjegyii szaimként EEEEHHNN alakban? Es 1970-es? Az eredmények
keriiljenek a D1 és az E1 cellaba.

. Melyik az azonos szamjegyekbdl 4ll6 leghosszabb szakasz szamjegye, hossza,

c sz

meg.

. Mely szamjegyekbol van tobb az elsé 10 000 kozott az e-ben, mint a m-ben?

A szidmjegyek novekvé sorrendii, egymastél vesszével és szokozzel elvilasztott
listdja keriiljon a C2 cellaba.

. Hany szdmjegy lelhetd fel a 7 elejébdl (31415926. .. ) folyamatosan az e elsd

10 000 jegyében? A véalasz jelenjen meg az E2 cellaban.

. Hatarozzuk meg a 7+ 2e szam els6 szaz szamjegyét! Ezek csokkend helyiérték

szerint az A1:A100 tartomény celldiba, illetve 6sszeflizott szovegként a C4
celldba keriiljenek.

. Keressiik meg az e és a 7 elsé 10 000 szamjegyébdl a leghosszabb névekvo

szakasz hosszat, egy ilyen szakasz kezdOcellajanak helyét és értékét. Példaul
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nem novekvé szakasz a ,,603758” de névekvo szakasz az ,,124678”, minkettd
hossza 6. Az e eredményei a G1:G3, mig a m eredményei a H1:H3 tartomanyba
keriiljenek.

9. Abrézoljuk oszlopdiagramon az e és a 7 elsé tizezer jegyében az egyes szamje-
gyek gyakorisagat. A diagram keriiljon 4j, diagram tipust munkalapra. Kap-
jon jelmagyarazatot, a diagram cime Szdmjegygyakorisigok legyen.

Segédszamitasokat tetszéleges, adatot nem tartalmazd helyen lehet végezni.

A megolddsban sajat fiiggvény vagy makré nem hasznalhato.

Bekiildendo egy tomoritett 1696.zip allomanyban az epi néven mentett tab-
lazatkezel6 munkafiizet és egy dokumentédcié, amelyben szerepel a készité neve,
iskoldja, a tablazatkezel6 neve és verzidészama.

Forrasok:
http://www.t-es-t.hu/minden/tudom/pii/pi10000.txt
https://www.gutenberg.org/ebooks/127
Letolthet6 fajlok:
e1-10000. txt
pi1-10000.txt

(10 pont)

I. 697. A sporttorténelem a szurkoldk szdméra izgalmas téma. A XX. szazad
masodik felében a nagypalyas kézilabdat felvaltotta a ma ismert kispalyas és ezzel
intenzivebb véaltozat.

A feladatunk a magyar férfi kispalyas kézilabdavalogatott jatékosairol és a valo-
gatott kiilonb6z6 nemzetkozi torndkon elért eredményeirdl szél6 adatok elemzése.
El6szor az adatok alapjan adatbazist kell létrehoznunk és adatokkal feltéltentink,
majd az adatbazis segitségével néhany kérdésre kell vilaszolnunk.

Hozzuk létre a kezilabda.sql allomanyt, amely tartalmazza az adatbéazist és
a tablat létrehozo, valamint az adatokat a tablaba besziré SQL parancsokat. Ha
az elkészilt kezilabda.sql parancsfajlt futtatjuk a lokalis SQL szerveren, akkor
az az adatbézist, a tdblakat és az adatfelvitelt elvégzi és készen &ll a lekérdezések
futtatasara.

1. Készitsunk 1j adatbazist kezilabda néven.
2. A téblék kialakitdsdhoz vegyiik figyelembe az alabbi tdblaleirasokat és kap-

csolatokat:
Tablak:
torna (azon, ev, nev, helyezes, kapitany)

azon A vilogatott hivatalos torndjanak azonositdja (szdm), ez az elséd-
leges kulcs

ev A torna évszdma (szam)

nev A torna megnevezése (szoveg), értéke: Olimpia, Vildgbajnoksig és
Eurépa-bajnoksag lehet

helyezes A vélogatott torndn elért helyezése (szdm)

kapitany A vélogatott szovetségi kapitdnydnak neve a tornén (szoveg)
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reszvetel (torna__azon, jatekos__azon)
torna__azon A torna azonositdja (szdm), ez az Osszetett kulcs egyik tagja
jatekos _azon A jatékos azonositéja (szadm), ez az Osszetett kules mésik tagja

Jatekos (azon, nev)

azon A jatékos azonositdja (szdm), ez az elsddleges kulcs

nev A jatékos neve (széveg), névrokonok nincsenek az adatbazisban
Y& keziabdatoma M o keziabda reszvetel o xeziabda jatekos
¢ azon : int(11) e ¢ torna_azon : int(11) ¢ azon : int(11)

# ev - int(11) ¢ jatekos_azon : int(11) * 5 nev - varchar(50)

2 nev : varchar(d0)
# helyezes int(11)
kapitany : varchar(50)

Az adatbézis tartalmazza a tablak elsédleges kulcsa és az idegen kulcsok bedl-
litasat, hogy azok helyes kapcsolatot mutassanak.

3. Az adatbézist a tablakkal és az adatokkal egytitt elkészité parancsokat ment-
siikk a kezilabda.sql parancsfajlba.

A kovetkez6 feladatokat megoldé SQL parancsokat rogzitsiikk a lekerdeze-
sek.sql nevii allomanyban a feladatok végén zardjelben megadott névvel. Ugyel-
junk arra, hogy a lekérdezésekben pontosan a kivant mezok szerepeljenek, felesleges
mezo6t ne jelenitsiink meg.

1. Listazzuk ki &bécérendben lekérdezés segitségével az 1960-1969 kozott a valo-
gatottban szerepld jatékosok nevét. Minden név egyszer szerepeljen a listaban.
(4hatvanasok)

2. Készitsiink lekérdezést, amely kilistdzza azoknak a kapitdnyoknak a nevét,
akik legaldbb két Olimpidn irdnyitottdk a vilogatottat. (50limpia)

3. Adjuk meg lekérdezéssel azoknak a jatékosoknak a nevét, akik a legtobb
Vildgbajnoksdgon vettek részt. (6vilag)

4. Egyetlen lekérdezés segitségével frassuk ki minden jatékos esetén, hogy hany
tornan vett részt tipusonként. Az eredmény megjelenitése a mintdnak meg-
felel6en torténjen. (7stat)

¥ nev Olimpia Vilagbajnoksag Europa-bajnoksag

és Adoran Janos 1 3 0
és Ancsin Gabor 1 6 6
es Ando Arian 0 0 1
és Balazs Jend 0 1 0
i - - P P S > > T
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5. Soroljuk fel lekérdezés segitségével az adatbazisban rogzitett utolsé Eurépa-
bajnoksdgon szereplé jatékosok nevét dbécérendben. (8eufiatalok)

6. Készitsiink lekérdezést, amely megadja azoknak a jatékosoknak a nevét, akik
ugyan Vildgbajnoksagon voltak, de Olimpian egyszer sem szerepeltek. A lis-
tdban minden név egyszer jelenjen meg. (9hianyzok)

7. Készitsiink lekérdezést, amely meghatarozza, hogy ,,Pasztor Istvan” els6 és
utols6 valogatottsaga kozott kik voltak szintén valogatottak. A listaban min-
den név egyszer jelenjen meg. (10egyutt)

8. Készitsiink lekérdezést, amely meghatarozza azoknak a torndknak az évét és
nevét, ahol ,Hanusz Egon” és , Imre Bence” jatékosok egyszerre vettek részt.
(11HEIB)

9. Nem minden tornara sikeriilt a vilogatottnak kijutnia. Készitsiink lekérde-
zést, amely megadja, hogy hany év volt a legnagyobb sziinet két nemzetkozi
torna kozott. (12szunet)

Bekiildend6 egy tomoritett 1697 .zip allomanyban a kezilabda.sql parancs-
fajl és a lekerdezesek.sql nevi szoveges dllomény.

Letoltheto fajl: jatekos.txt, reszvetel.txt, torna.txt
(10 pont)

I. 698. Andi és Bandi matematikai jatékot jatszanak. A jaték elején véletlen-
szertlien kivalasztanak egy pozitiv egész szamot 1 és 100 kozott, ez lesz a kiinduld
szam. Ezutdn felviltva mondanak pozitiv egész szamokat, elészor Andi, azutan
Bandi. A szabdly az, hogy az el6z6 szam utan a legkisebb olyan szdmot kell mon-
dani, amely nagyobb ndla, és eggyel tobb osztéja van. Andi elsé szama elott a
kiindulé szamot tekintjik elézének. A jaték addig tart, amig az els6 10000-nél na-
gyobb szamot elérik.

Készitsiink programot 698 néven, amely a kiindulé szam ismeretében megadja,
hogy Andi és Bandi milyen sziamokat mondanak a jaték sordn. A program stan-
dard bemenetének elsé soraban a kiinduld szam szerepel. A program a standard
kimenet egy soraba irja ki a jatékban szerepld szdmokat. A programnak egy atlagos
szamitégépen le kell futnia 10 masodpercen beliil.

Minta:

Bemenet: Kimenet:
55 81 92 729 730 1089 1136 59049

Bekiildend6 egy tomoritett 1698.zip allomanyban a program forraskodja és
rovid dokumentacidja, amely tartalmazza a megoldas rovid leirasat, és megadja,
hogy a forrasédlloméany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithaté.

(10 pont)
ok

Bekiildési hatarid6: 2026. majus 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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NapCsiga — egy teljesen napelemes jarmii
lehetoségei és fizikai korlatai

L -

A NapCsiga egy tisztédn napelemes (tehdt halézatrél nem tolthetd) kishaszonjar-
mii (1. dbra), amely 2017-ben a tatabdnyai Edutus Egyetemen egy projekt kereté-
ben késziilt, és azdta is hasznalatban van. A jarmiire szerelt adatgy(ijtonek koszon-
hetéen rengeteg adat all rendelkezésre, amelybol érdekes tapasztalatok 6sszegezhe-
tok. Ebben az frasban néhiny egyszerii és kozismert fizikai dsszefiiggés gyakorlati
érvényesiilését mutatjuk meg; mit lehet elérni és milyen korldtokat jelent ez a tech-
nologia.

Méretezés

A napelemes jarmii tervezésének legalapvetbb 1épése a méretezés. A jarmi sajat
tomege 350 kg, a maximalis terhelhet&sége kb. 300 kg. A felszerelt napelemtabldk
teljes feliilete 4,8 m?, ezzel szép idé esetén naponta 1-2 kWh befogott energidra
lehet szdmitani. Ehhez kell méretezni a motor teljesitményét (1500 W =~ 2 LE)
és az akkumuldtorok kapacitdsat (3 kWh, 1-2 naponként feltoltddik, 1-2 naponta
kihasznéljuk). Ez megszabja a hatétdvolsdgot (30-40 km helyi fuvar, ha kozben siit
a Nap, akkor néha 100 km)?, és a haszndlat médjét: jellemz6en helyi teherszallitas,
fatelep, bolt, posta, néha orszagjaras, tabori felszerelés szallitasa, nyaron maximalis
kihasznaltsig, télen csendes pihend. Csodék nincsenek: ha egy hétig esik az esd,
akkor az akkumuldtorban 1év6 40 km-re lehet szamitani, hidba vannak siirgés
elképzeléseink.

A jarmibe a szombathelyi ELTE-n szereltiink egy fedélzeti elektronikét, amely
mésodpercenként megmér néhdny fesziiltség- és dramadatot (Arduino Orange Pie
Zero segitségével). A kormdnyon 1é6vé mobiltelefon (wifi dltal kozvetitve) él6ben
mutatja a teljesitményt, a sebességet, az iranyt és néhany egyéb értéket, mig az

2A legtobb, amit egy nap megtett, az 130 km volt, de arra mar nagyon fel kellett késziilni:
elétoltottség, korai indulds, sok napoztatas.
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atlagokat percenként rogzitjiik is a kés6bbi elemzés céljabdl. Ezekbdl az Gsszesi-
tésekbol deriil ki, hogy a NapCsiga atlagosan kb. 1 kWh-t tolt naponta, és ebbol
0,85 kWh-t hasznal fel. Az elektronika 6nfogyasztasa 1,5 W, a jarmii 6nfogyasztisa
4 W, ami jelentds ahhoz képest, hogy a napelemek dtlagosan (éjjel-nappal, télen és
nyaron) 40 W teljesitménnyel termelnek.

Megjegyzés. Ha 10-szer erésebben siitne a Nap, akkor meglenne egy Trabant teljesit-
ménye (19 kW), de akkor néhdny nap milva mér forrna a tenger felszine.

Fontos megemliteni a méretfliggéséget is. Kicsiny napjarmiivet barki tud ké-
sziteni: végy egy tenyérnyi napelemet, kosd ra egy egyenarami villanymotorra, és
menni fog — az elsé drnyékig. A sebessége 1 m/s lesz, a teherbirdsa par gramm.

Ehhez képest kell nagyobbat almodni, hogy elbirjon egy embert, karosszériat,
péar csomagot, akkumuldtort, hogy este is menjen, és egy kicsit gyorsabban, 7 m/s-
mal. Sajnos a térfogat/feliilet ardny ellentink dolgozik: ha szdz tenyérnyi napelem
a tetofeliilete, akkor ezerszer nagyobb lesz az egész tomege, amit meg kell mozditani.
Ez az dlom, ahogy lathatjuk, még éppen megvaldsithato.

Ugyanakkor, ami nem elérhet6: egy szokasos autéban 4 kW csak a fiités, 1,5 kW
az alapjarat, 1 kW a lengéscsillapitas, 8 mazsa az akkumulétor, 4 mazsa az titkozési
zéna, 40 kW a légellenallas, és 1 kW az onvezetd infrastruktura. A NapCsiga
majdnem auté méretii, tud menni 25 km/h sebességgel, de kevesebbet fogyaszt,
mint egy auté alapjdrata a piros lampanal. Ezt tudja a Nap!

Mechanikai korlatozé tényez6k

A jarmi kis sebessége miatt a légellendllas elhanyagolhatd, a sebességtol fiig-
getlen gordilési ellendllds a meghatdrozo. A p, gordiilési ellendllasi tényezo értéke
tobbféleképp is megmérhets. Az egyik lehetOség: a tapasztalat szerint a jarmi egy
3%-os lejtén egyenletes sebességgel, gyorsulds vagy lassulds nélkil gurul szabadon,
amibdl az mgsina = pgmgcosa Osszefiiggés alapjan pg =tga ~0,03. A masik le-
het6ség: vizszintes talajon egy fiirdészobai mérleggel eltoljuk a jarmiivet. 150 kg
hasznos témeg (m =500 kg Ossztomeg) esetén a mért gordiilési ellenallds Fy ~
~ 150 N, amelybdl szintén p, ~ 0,03 gordiilési ellendlldsi tényez6t kapunk.

Ez az érték azért nagyon fontos, mert a gordiilési ellenallas és a motor teljesit-
ménye meghatarozza a jarmi maximalis sebességét is. Vizszintes titon

P = Fyv =mgugv,

ahonnan P &~ 1000 W atlagos teljesitménnyel és m = 500 kg jellemz& 6ssztomeggel
szamolva vmax &~ 7 m/s /2 25 km /h sebesség adddik. Ha a jarm{i « hajlasszogii lejtén
felfelé halad, akkor

P =mg(pg +sina)v,

amibdl a hajldsszog novelésével egyre kisebb elérhetd sebesség adddik: 6%-os emel-
kedén kb. 10 km/h-val, 10%-o0s emelkedén 6 km/h-val tud felmenni.?

310%-o0s emelked6nél a sebességvaltét felezSbe kell kapcsolni, de ez a teljesitményen és a
sebességen nem valtoztat, csak méas lesz a hangja. A legmeredekebb emelkedd 16%-os volt, itt a
végén mar meg kellett allni, mert ttilmelegedett a motor.
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Hasonlban csokkenti a sebességet a jelentés szembeszél is. Egy hosszi, egyenes
szakaszon megmértiik, hogy a széllel szemben és hatszéllel haladas k6z6tt a jarmi
fogyasztasiban 500 W-nyi kiilonbség jelentkezett, ami koriilbelill megegyezik az
akkumuldtorok maximélis toltési teljesitményével (vagy kicsit akdr meg is haladja
azt). Akkor ez most egy napjirmi, vagy vitorlas? Az éridsi kiillénbség az — azon
kiviil, hogy a szél csak az egyik irdnyban segit, a méasikban hétraltat —, hogy all6
helyzetben, behuzott kézifékkel és felnyitott napelemtablakkal orakon keresztiil
500 W a Nap, viszont 0 W a szél teljesitménye.

Ugyanakkor az akkumulatorokban tarolt energidval megtehet6é tavolsag nem
fligg a sebességtdl, hiszen a gordiilési ellendllas sebességfiiggetlen. Ha az Ut soran
az elGjelesen Gsszegzett teljes szintemelkedés nulla, akkor a teljes munka

W = Fy8 = mgpies,

amelybdl a rendelkezésre 4116 energia ismeretében sy, meghatdrozhaté. A sebes-
ségfiiggetlenséget méréssel igazoltuk is: egy gyakran jart, ismert tdvon, ha szandé-
kosan lassabban mentiink, még egy kicsit tobb energia is fogyott, mert hosszabb
ideig volt bekapcsolva a fedélzeti elektronika.

Az akkumulator fizikija

Az 6sszegylijtott adatok alapjan érdekes megfigyeléseket tehetiink az akkumu-
lator és az elektronika viselkedésérdl is. A gyorsitds, lassitds minden esetben egy-
egy mérdkisérlet, amely megmondja, hogy a 30-40 A nagysdgi motoraram hogyan
csokkenti le (vagy fékezéskor, lejtmenetben hogyan noveli meg) a kapocsfesziiltség
pillanatnyi értékét. Az akkumulator miikodését egy adott allapotaban az

U=Uy—1IRy

Osszefiiggés jellemzi, ahol az U kapocsfesziiltéget és az akkumulator altal leadott I
aramerdsséget folyamatosan mérjiik. Az U(I) fliggvény tehét egy egyenes, amelynek
meredeksége — R}, az akkumulator belsé ellendllasdanak —1-szerese, tengelymetszete
pedig Up, az akkumuldtor pillanatnyi elektromotoros ereje (t6ltottségtél fiiggben
jellemz&en 60-63 V).

Az éveken it végzett sok-sok mérés tapasztalata alapjan: ha mar ment 10 percet
a jarmi?, és ezutdn nem adunk gézt (de nem is fékeziink, a motor drama nulla),
akkor 8 méasodperccel késébb a mért kapocsfesziiltség megegyezik a pillanatnyi
elektromotoros erével. Egyébként a kapocsfesziiltség a gyorsitas és lassitas soran
a terhelés fiiggvényében le-fol ugral (,fesziiltségfésii” az U(t) grafikonon), amibél
viszont az elektronika egyenesillesztéssel folyamatosan ki tudja szamitani Uy és Ry,
pillanatnyi értékét.

A 2. dbra az akkumulator kapocsfesziiltségének és dramanak kapcsolatat mu-
tatja egy hosszabb, hegyre felvezetd, majd onnan legurulé Ut sordn. Kezdetben az
akkumuldtor teljesen fel van toltve (T pont), és az elektromotoros erd (Up) nagyon
magas értéken all, ez azonban a hasznalat elsé perceiben gyorsan csékken. Ez-
utan az U-I fiiggvény révid tdvon egy negativ meredekségli egyenes mentén mozog

4A teljesen feltoltott akkumuldtor fesziiltsége az elsé percekben aranylag gyorsan csokken.
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(amelynek — R, a meredeksége, piros szaggatott vonal), és amely az akkumuldtorok
meriilése miatt lassan lefelé tolédik. A nagyon nagy, +40 A nagysdgu dramok (és az
ehhez tartoz6 alacsony kapocsfesziiltségek) a hegymenet (H pontok) kozben, mig
a nagy abszolut értéki, de negativ elGjelii, —30 A nagysdgi dramok (és az ehhez
tartozé emelkedett kapocsfesziiltségek) a lejtén gurulds (L pontok) kézben mérhe-
t6k. Az utébbi esetben a jarmi motorfékkel fékez, és ezzel tolti az akkumulétort,
amely a hosszil gurulds alatt lathatéan megemeli a toltottséget. A —5 A-es to6lt6-
aram cstucsokat (4ll6 helyzetben) a napelemek teljesitménye okozza (N pontok), de
a toltés az elvonuld felh6k miatt néha gyengébb, vagy meg is szakad.

U (V)

T

2. dbra

Az Uy elektromotoros erd hasznélat kozben (az akkumuldtor meriilésével) kb.
20-30 percenként 1 V-tal csokken. Azonban hasznalat kézben, a meriilés és melege-
dés hatdsara az akkumulator Ry, belsé ellenalldsa is véltozik, névekszik. A 3. dbrdn
lathaté grafikon azt mutatja, hogy az utébbi jelenti a nagyobb problémét: ami-
kor Ry, értéke meghaladja az eredeti érték duplajat, akkor a miikodéshez sziikséges
30 A-es terhelés hatdsdra mar annyira lecsdkken a kapocsfesziiltség (Usg), hogy a
jarmi nem lesz tizemképes: nem tud elindulni, gyorsitani. Ilyenkor egy idére meg
kell allni, hogy az akkumulator regeneralodjon, és ha siit a Nap, t6lt6djon is.

Ry, () A U(V)
0,5 4+ 65
00e0g00. _____ oea . it
0,4 + 60 ¢ “.‘.'""““---——otc._q. -
00000e. ..-._“._._.. —I—/- Uy
0,34 55 e ‘/
o\.‘(,
0,2 +50 " 5\.
-0 “\
o - \
0,1 145 000008 -~ o0t --0gte " Uso
t
0
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Az is hasznos megfigyelés, hogy menet kozben csak ,atalanyban” tolt a jarmii
(kb. 200 W teljesitménnyel), ha viszont megallunk egy szép napos helyen, akkor
jellemzéen t6bb mint 400 W a t6ltés teljesitménye. Lehet gyanakodni az Ut menti
fakra (nem), a felhSkre (nem), a kanyarokra, hogy jobbrél vagy balrdl siit a Nap
vagy szembdl, ami a legkisebb feliilet (ez sem). Azért kicsi a toltés, mert menet
kozben a gyorsitds-lassitas miatt folyamatosan valtozik az akkumuldtor kapocs-
fesziiltsége, és igy a toltésvezérld nem taldl optimdlis munkapontot (ahhoz kell
koriilbeliil 30 masodperc nyugalom).

De ez nem olyan nagy baj, mert egy kb. egy oras at utan jellemz6en tobb érat
all a napon, {gy az utébbi, nagyobb teljesitményérték a meghatirozéd. (A benzines
autok még soha nem termeltek egyetlen csepp kdolajat, sem menet kdzben, sem
parkolva. Az igés lovak tudnak legelni az 1t szélén, de menet kézben 6k sem.)

Déry Istvan

e
Mérési feladatok megoldasa “
| 7] |

M. 445. Mérjik meg, hogy egy adott granuldris anyagnak (pl. rizs, gersli stb.)
mekkora a térkitoltése! Mennyire fiigg ez a rendszer prepardldsatdl (pl.: témorités,
rdzogatds stb.)?

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdabor, Budapest

I. megoldas. A mérés soran bab és lencse térkitoltését vizsgaltuk. A granuldris
anyagot méréhengerbe ontjiik, lemérjiik a halmaz térfogatét (V4), majd folyadékot
ontiink ré bizonyos adagonként (pl. 50 ml). Amikor a folyadék teljesen ellepi a sze-
meket, Gjra lemérjik a teljes térfogatot (V4). A mért értékbdl kivonva a raontott
folyadék V; térfogatat megkapjuk a szemek térfogatat. Végil ezt leosztva az elején
mért térfogattal megkapjuk a térkitoltést:

W=V
¢= T

A mérés elétt a bab esetében megvizsgaltuk, mennyire szivja magaba a kiillonbo-
z6 folyadékokat (viz, metanol, 1,2%-os séoldat). Az 1. tdbldzat eredményei alapjin
a legkevésbé a metanol szivodott fel, igy a méréseket azzal végeztik. A tOomege-
ket elektromos konyhai mérleggel mértiik fél gramm hibaval, a térfogatokat pedig
mérShengerrel allapitottuk meg 1 ml eltérésen beliil.

A babbal végzett mérések eredménye a 2. tablazatban lathato.

A térkitoltés a razds eldtt atlagosan 53%, a rézds utdn dtlagosan 55%. A legna-
gyobb eltérés az dtlagtél mindkét esetben 3%, ami kb. 6% relativ eltérés. A razds
hatasara a térkitoltés csak a hibaval 6sszemérhetéen kis mértékben névekedett.
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folyadék viz | metanol | séoldat

folyadék tomege (g) 5,35 4,97 6,20
bab tomege elStte (g) | 2,76 2,45 2,79
bab tomege utdna (g) | 3,02 2,63 3,02
tomegnovekedés (g) 0,26 0,18 0,23
relativ névekedés 9,4% 7,3% 8,3%

1. tabldzat

bab tomege m (g) | 22,0 | 44,5 | 66,0
33 60 91
29 58 86

bab térfogata razas el6tt )
)

(ml) | 50 50 50
)

Vi

bab térfogata razas utan | V; (ml
folyadék térfogata Vi
Vi

teljes térfogat (ml 65 83 98
térkitoltés razas el6tt o 50% | 55% | 54%
térkitoltés razas utan ¢ 52% | 57% | 57%

2. tablazat

Megprébaltuk a babot darabolni, de ez a szemek keménysége miatt nem sikeriilt.
Ezutan madéreledellel probalkoztunk, de ennek egyik 6sszetevije, a napraforgémag
uszott a folyadékon. Végiil a mérést a babon kiviil lencsével tudtuk elvégezni:
darabolni azt se sikeriilt, igy ismét a rézas hatasat vizsgaltuk. Az eredmények
a 3. tdbldzatban lathatok.

lencse tomege m (g) 25,0 | 50,0 | 75,0
lencse térfogata razés elétt | V4, (ml) 33 71 97
lencse térfogata razas utdn | Vi (ml) 32 65 94

Ve(ml) | 30 | 40 | 43
teljes térfogat Vi (ml) 48 76 99
térkitoltés razas el6tt ) 54,5% | 51% | 58%

térkitoltés razas utan @' 56% | 55% | 60%
3. tablazat

folyadék térfogata

A térkitoltés a razds elétt dtlagosan 54,5%, a razas utan atlagosan 57%. A legna-
gyobb eltérés az atlagtol 3-3,5%. A rézds hatdséra a térkitoltés a babhoz hasonléan
csak kis mértékben novekedett.

A Mz folyik itt Gyongydson? csapat: Fuchs Vince, Lakatos Levente
(Szekszardi Garay Janos Gimn., 10. évf.)

I1. megoldés. Megmérjiik egy granularis anyag (jelen esetben: széraz rizs) térki-
toltését tobbféle preparalas mellett. A térkitoltés definicié szerint a szemcsék altal
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ténylegesen elfoglalt térfogat és a halmaz teljes (latszolagos) térfogatdnak ardnya.
Azt vizsgaljuk, mennyire fiigg az eredmény a preparalastdl (laza betoltés, rdzoga-
tés, rezgetés, préselés).

A térkitoltés a szemesék térfogatdnak (V,) és a halmaz térfogatdnak (V4,) hé-
nyadosa:

==
h

Ha a szemcsék anyagénak stirtisége o és a halmaz tomege m, akkor a térkitoltés igy
is irhato:

(1) ¢=

a halmaz atlagsiirtisége pedig:

m

= o %

Oh

A méréshez hasznalt eszkozok és anyagok: 0,01 g felbontdsu digitalis mérleg,
250 ml-es mérohenger 1 ml-es osztassal, szaraz rizs.
1. Az anyagsiiriiség mérése
A mérShengerbe V; térfogati vizet t6ltiink, beleszérunk mq =~ 40 g témegi rizst,
és leolvassuk a kialakuld V5 végsé térfogatot. A keresett siiriiség:
Tvw

A mért és szamitott adatokat a 4. tabldzat tartalmazza.

mérés | my (g) | Vi (ml) | Vo (ml) | o (g/ml)
1 40,12 50,0 e 1,448
2 40,05 50,0 76,7 1,500
3 | 3998 | 500 76,7 1,497
4 40,10 50,0 7,7 1,448
5 | 40,07 | 50,0 76,7 1,501

4. tabldzat

A siiriiségek atlaga o =1,479 g/ml. A {6 hibaforras a térfogatmérés hibaja (a to-
megmérés sokkal pontosabb): AV =/2-0,5 mla 0,7 ml, amibél a térfogatmérés

relativ hibdja VZA_VVI ~ 2,5%. A rizs anyagsiiriisége tehat:

0= (1,4840,04) g/ml = (1480 + 40) kg/m®.

2. Térkitoltés mérése kiillonbozd preparalas mellett

Rogzitett, m = 150 g rizsmennyiséget hasznalunk minden mérésben, és a kovet-
kez6 modokon allitjuk be a halmazt a méréhengerben:

— laza betoltés: lassi bedntés, titogetés nélkiil;
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— razogatds: 50 darab fiiggbleges kocogtatas;

— rezgetés: 30 s enyhe rezgetés (asztallapon, kézzel);

— préselés: kb. allando terhelés 30 s-ig.

Mindegyik esetet 6tszor ismételjitk és minden ismétlésnél leolvassuk a halmaz
W térfogatat. Ezek atlagdbdl és a korabban meghatdrozott anyagstirtiséghdl az
(1) osszefiiggés alapjan szamitjuk a térkitoltést. A térkitoltés hibajat elsGsorban
o hibdja okozza (ami egy nagysdgrenddel nagyobb, mint V} hibdja). A mért és
szamitott értékek az 5. tdblizatban lathatdk.

preparalas Vi (ml) Vi (ml) ®

laza betoltés 185 186 184 185 187 | 1854407 | 0.547+0,016
razogatés (50-szer) | 171 170 172 169 171 | 170,640,7 | 0,597 0,017
rezgetés (30 s) 166 165 167 166 185 | 165,8+0,6 | 0,611+0,017
préselés (30 s) 160 159 160 158 159 | 159,2+0,6 | 0,637+0,018

5. tablazat

Lathat6, hogy a preparalas hatdsara a térkitoltés szignifikansan noévekszik, a
kiilénbség egyértelmiien nagyobb a hibanal:

¢préselt - d)laza = 0;637 - 07547 = 05090 > \/(A¢préselt)2 + (A¢laza)2 ~ 0a024

A rézogatas gyorsan noveli a térkitoltést, a tovabbi 1épések ezt mér csak kisebb
mértékben fokozzak. A kezdeti és végallapot kozott 0,090 + 0,024 a térkitoltés
novekedése, amely kb. 16%-os relativ valtozés.

Erdélyi Dominik (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

15 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldés. Kicsit hidnyos (5 pont) 2, hidnyos (1-2 pont)
3 dolgozat.

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 911. Egy vékony szordlencse az dbran ldt-
haté P pontrél a P’ pontban dllit eld ldtszélagos
képet. A lencse optikai tengelyét a folytonos vonal
jeloli, a négyzethdlon egy-eqy beosztds vizszintesen
10 cm-nek, figgolegesen 1 cm-nek felel meg. Mek-
kora a lencse fokusztdvolsdaga?
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Megoldas. Egy szordlencse egy targypontrél latszolagos képet &llit el6 ugyan-
azon az oldalon, amelyiken a targypont van. Ha egy fénysugar athalad egy széro-
lencse optikai kézéppontjan, akkor valtozatlanul halad tovabb, ezért a targypont,
a képpont és az optikai kozéppont egy egyenesre esik. Ahhoz, hogy megtalaljuk a
lencse optikai kozéppontjit, kossiik ossze a P és P’ pontokat, majd hosszabbitsuk
meg ezt a szakaszt (piros egyenes az dbrdn). Ahol ez az egyenes metszi a lencse
optikai tengelyét, ott van a lencse kézéppontja (O). Allitsunk merélegest az optikai
tengelyre az O pontban, ez lesz a lencse sikja.

A P pontbél rajzoljunk egy mero-
leges egyenest a lencse sikjara, amely
az M pontban metszi a lencse sikjat.
Ez a (zolddel rajzolt) egyenes egy
fénysugarat jelképez. Mivel a lencse
sikjara parhuzamosan érkezé fénysu-
garak gy tornek meg a szérolencsén,
mintha a fékuszbdl indulnanak, kos-
siik 0ssze a P’ pontot az M pont-
tal, ahol ennek a szakasznak a meg-
hosszabbitdsa (z6ld szaggatott vo-
nal) metszi az optikai tengelyt, ott
van a lencse (egyik) fékuszpontja.

Az dbrarol leolvashatd, hogy az
OF téavolsdg 30 cm, azaz a szérolen-
cse fokusztavolsaga f = —30 cm.

A Tuggyuk csapat: Csuvdr Barnabds, Fekete Akos
(Kecskeméti Banyai Juilia Gimn., 9. évf.)

40 dolgozat érkezett. Helyes 27 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos (1-2 pont)
2, hibas 4, nem versenyszerl 2 dolgozat.

G. 912. Az 4bran ldthatd dramkorben kez-

10 Q
detben a kapcsolo nyitva van. —
10 Q
a) Mekkora dramok folynak az dramkor el- —
lendlldsain és a telepeken a kapcsolo zdrdsa -
elbtt és utdn? —/—ll—
b) Mekkora dramok folynak, ha a kapcsolé 4 - 10V
melletti fesziiltségforrds polaritdsdt megfordit- II
Juk? 20 V

(4 pont)

Megoldas. a) Ameddig a kapcsolé nyitva van, a 10 V-os telepen nem folyik
aram, mintha ott sem lenne (1. dbra). Igy csak egy egyszer(i soros kapesolds marad,
amelynek eredé ellendllasa R, = R+ Ro = 2082. Ebbél az dramerdsség ebben az
esetben I =Uy /R, =1 A.

Tehét ekkor mindkét ellendllason és a 20 V-os telepen is I =1 A erésségii dram
folyik. (A 10 V-os telepen pedig nem folyik dram.)

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/4 241



RIZIOQ RIZIOQ
1 1

Ry=10Q Ry=10Q
— I=1A— A — B +Ip=1A|C
— +20V — —-10V 0
I=1A— I=3A— -
Ijp=4A )
U1:10V
+I— +I—
+—7I1=1A I <+ L=3A I
Uy=20V Uy=20V
1. dbra 2. dbra

Ha a kapcsoldt bezarjuk, akkor az R; ellendllason U; = 10 V fesziiltség esik,
tehdt rajta most is Iry = Uy /Ry = 1 A dram folyik, de az el6zével ellentétes irdnyba,
vagyis a 2. adbrdn jobbrél balra.

Ha a C pont potencialjat 0-nak vessziik, akkor a B pont potencidlja —10 V,
mig az A ponté +20 V, igy az R ellenallason Usp = 30 V fesziiltség esik. Tehat
rajta Is =Uap/Rs =3 A erfsségli aram folyik, a kordbbival azonos irdnyban (az
abrdn balrdl jobbra). A 20 V-os telep drama ugyanekkora, mig a 10 V-os telepen
a csomoponti torvény szerint Iy = Ir1 + 1o =4 A dram folyik (a B pontbdl a C
pont irdnyéaba).

Osszefoglalva: az Ry ellenalldson és a 20 V-os telepen 3 A, az R; ellenalldson
1 A, mig a 10 V-os telepen 4 A erésségii aram folyik.

b) Nyitott kapcsold esetén a 10 V-os telep polaritdsa érdektelen, a megoldés
ekkor megegyezik az a) részben leirtakkal.

R1:IOQ
LI
Rgzloﬂ —
A T B I=1A—> ¢
490V — +10V )
0Vl S v o 0
L
U1:10V
+I—
+—I=1A y
Uy=20 V
3. dbra

Ha a kapcsolét a 10 V-os telep forditott polaritdsa mellett zarjuk (3. dbra),
a B pont potencialja a C' ponthoz képest +10 V lesz, igy mindkét ellenalldson
ugyanakkora és ugyanolyan iranyu fesziiltség esik, mint a nyitott kapcsold esetében.

Ebben az esetben tehat a kapcsold zarasa semmilyen valtozast nem okoz: mind-
két ellenallason és a 20 V-os telepen is [ =1 A erdsségli aram folyik, a 10 V-os
telepen pedig nem folyik dram.

Villant Vanda (Pécsi Le6wey Kldra Gimn., 9. évf.)

Megjegyzés. A feladat nem kéri, de érdemes megvizsgalni az dramkor energiaviszonyait
is (ez egyben ellendrzésre is alkalmas). Nyitott kapcsold esetén, és a forditott polaritdsnél a
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zart kapcsolo esetén is csak a 20 V-os telepen at folyik dram, az altala leadott teljesitmény
ekkor P =U2I =20 W. A Joule-hé miatt fejl6dé hételjesitmény pedig mindkét ellenalldson
Py =RI?> =10 W, 6sszesen 20 W, ami megegyezik a leadott teljesitménnyel.

Az a) esetben zart kapcsolé esetén a 10 V-os telep P1 = Ui ly1r =40 W, mig a 20 V-os
telep P> = Usls =60 W teljesitményt ad le. Ekézben az R; ellenalldson a disszipalodo
hételjesitmény Py, = IfﬂRl =10 W, az R» ellenillason pedig Pjo = ISRQ =90 W. Meg-
nyugtaté médon teljesiil az energiamérleg: 40 W +60 W =100 W =10 W+4+90 W.

40 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 5, hidnyos (1-2 pont)

14, hibas 1, nem versenyszerii 2 dolgozat.

P. 5691. Hatdrozzuk meg egy vékony, m tdémegi, homogén témegeloszlisi, a
oldali szabdlyos hdaromszog alaku lemez tehetetlenségi nyomatékdt az egyik csiucsdn
dthalado tengelyre vonatkozoan, ha az

Fizika feladatok megoldasa

a) a hdromszog sikjara merdleges,
b) a magassdgvonal,
c) az elézd két tengelyre merdleges.

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

Megoldas. a) Hatdrozzuk meg el8szor a O, gk, tehe-
tetlenségi nyomatékot a hidromszog tomegkdzéppont-
jadn atmend (és a haromszog sikjara merdleges) ten-
gelyre. Ehhez osszuk fel a szabalyos haromszoget 4 egy-
bevagd kis haromszogre, ahogy azt az 1. dbra mutat-
ja. A kis hdromszogek tomegkozéppontjai kozott, va-
lamint a kis haromszogek tomegkdzéppontja és cstcsai
kozott a tavolsag: d = ?a.

Keressiik a nagy hiaromszog tehetetlenségi nyoma-
tékat Oy tkp = kima?® alakban! Ekkor egy kis harom-
sz0g (sajat tomegkozéppontjan dtmend tengelyre vo-
natkoztatott) tehetetlenségi nyomatéka:

1. abra

m /a\?2 1 1
0. :kz—(f) =~ fyma® = —Op pp.
,tkp,k 1 4 \9 16 1ma 16 ,tkp

(Felhasznéltuk, hogy a kis sikidom méretei a nagy méreteinek fele, és igy a tomege a
nagy tomegének negyede.) Rakjuk 6ssze a nagy hdromszog tehetetlenségi nyomaté-
kat a négy kis haromszogébol a Steiner-tétel segitségével, felhasznalva, hogy harom
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kis haromszog tomegkozéppontja a kozos tomegkozépponton atmend tengelytdl d

tavolsdgra helyezkedik el:

2
1 1 3 3 1 1
kyma® =4- —kyma®>+3- ﬁd2 = ZklmaQ +-m (fa> = (k:1 + ) ma?.

16 4

4 6 4 16

Az egyenletbél ki = % adddik. Végiil a csticson atmend tengelyre vonatkoztatott
tehetetlenségi nyomatékot a Steiner-tétel alapjan hatdrozzuk meg (felhasznalva,

hogy a tomegkdzéppont és a csics tavolsaga 2d = @a):

1 1
Oa = Ga,tkp +m(2d)2 = —ma®+ ~ma®’ = —ma®’.

>l

N

2. dbra

1

b) Hasonl6 médszerrel dolgozha-
tunk a Oy, tehetetlenségi nyomaték
meghatarozasakor is: a 2. dbrdn latha-
té médon ugyantgy 4 kis haromszogre
bontjuk a nagy haromszoget.

Keressiik most a nagy harom-
sz0g tehetetlenségi nyomatékat Oy =
= kyma? alakban! A kis hdromszo-
gek magassagvonalra vonatkoztatott
tehetetlenségi nyomatéka az el6z6hoz
hasonléan a nagy haromszog magas-
sagvonalra vonatkoztatott tehetetlen-

ségi nyomatékanak ;5-od része. A nagy hdromszog tehetetlenségi nyomatékat ismét
a négy kis haromszogébol rakjuk Gssze a Steiner-tétel segitségével, felhasznalva,
hogy most két kis hdromszog tomegkozéppontja a tengelytdél § tavolsdgra helyez-

kedik el:
m

1
koma® =4- 1—6k2ma2 +2- 1

a\? 1 1 9

Az egyenletbél ko = i adédik, tehat a keresett tehetetlenségi nyomaték:

1

O, = —ma“.

Y

2

c) Legyen a keresett tehetetlenségi nyomaték ©.. A meréleges tengelyek tétele®

értelmében:

0, =0, + 0,

amibo6l

0.=0,—06,= gma2.

Papp Emese Petra (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 11. évf.)

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Perpendicular_axis_theorem
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Megjegyzések. 1. A merdleges tengelyek tétele konnyen
levezethet6 a tehetetlenségi nyomaték definiciéja alapjan. ¢
Egy sikidom tehetetlenségi nyomatéka barmely tengely-
rea ©= Zmid? Osszefiiggéssel szamithaté ki, ahol d; az
adott kis tomegelem tavolsaga a kivilasztott tengelytol.
A /. abrdn lathatd, hogy a siklapra meréleges a tengely-
t6l mért da; tdvolsdgra fenndll, hogy do, =ds, +d2,,
ahol dy; és d.; a sikban 1év6, egymasra merdleges b és
c tengelyektdl mért tavolsagok. Ebbdl és a tehetetlensé-
gi nyomaték fenti 6sszegzds képletébdl azonnal adodik a
O, = Oy + O, Osszefliggés.

b

3. dbra

2. A c¢) kérdésre ennek ismerete nélkiil, az el6zd két
esethez hasonlé médon is adhatunk megoldast. Ekkor
az a) részhez hasonlban elészor a tomegkodzépponton at- )
meno, az egyik oldallal parhuzamos O tkp tehetetlensé- 3
gi nyomatékot hatarozzuk meg ugyanolyan mddszerrel. '
A 4. dbrdn most is d = ?a.

Keressiik a nagy hiaromszog tehetetlenségi nyomaté- !
kit most O tkp = kama® alakban! Egy kis hdromszog
tomegkozéppontjan atmend, egyik oldallal parhuzamos

ho6z hasonléan most is a nagy haromszog tehetetlenségi
nyomatékanak %G—Od része. A nagy haromszog tehetet-
lenségi nyomatékat ismét a négy kis haromsz6gébdl rak- 4. dbra

juk Gssze a Steiner-tétel segitségével, felhasznalva, hogy most két kis haromszog tomeg-
kozéppontja a tengelytol g, mig egy kis haromszogé d tavolsagra helyezkedik el:

tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka az el6z6k- | \\

2
2y L g @(éf mpe_ Ly e 3 (V3 ,(1 i) 2
ksma® =4 16163ma +2 1\ +4d—4k3ma +8m 6a = 4k3+32 ma”.

Az egyenletbdl ks = 21—4 adédik. A csticson dtmend tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi
nyomatékot ismét a Steiner-tétel alapjan hatdrozzuk meg (megint felhasznélva, hogy a

tomegkozéppont és a csics tavolsaga 2d = ?a):

Oc = Oc tip + m(2d)* = ima2 + %ma2 = gma2,

az el6z6 megoldassal Gsszhangban.

2
3. A megolddsokhoz mads feldaraboldssal is el V3
lehet jutni. 0 T

o)

4. A tehetetlenségi nyomatékok kiszdmithaték
integrélszamitassal is. Kiilonbozd felosztdasokat le-
het haszndlni, itt most a haromszoglapot dz széles- a N
ségi, £ = %x hosszusagu kis téglalapokbdl fogjuk \
Osszerakni (5. dbra), amelyek tehetetlenségi nyoma-
téka a kozéppontjukon dtmend, a szakaszra meréle- 5. dbra
ges tengelyekre dO© = %ZQdm, a szakaszon atmeno
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tengelyre pedig nulla. A kis szakasz tomegét a dm = Zpfdx Osszefiiggéssel fejezhetjiik ki,

ahol A = ?az a haromszog teriilete. Ahol sziikséges, hasznéaljuk a Steiner-tételt.

Y
o _ (a:2+i£2) am_, 80m 80m [lﬁ]%—imaz
T 12 \fa2 T2t 27 ), T 127
0
Ya a
Op = ! —? 4m = {1554} E = ima2
P12 \fa2 - 27a2 o 24
0
a %
6. = z2 dm ldz = 8m 23de = 8m [lxﬂ éa* §ma2
T V3a2 3a? 3a2 o 8
0 0

Maér az integrélds elvégzése eldtt latszik, hogy teljesiil a ©, = Oy, + O, Osszefliggés (merd-
leges tengelyek tétele).

30 dolgozat érkezett. Helyes 21 megoldas. Kicsit hidnyos (3-4 pont) 4, hidnyos (1-2
pont) 5 dolgozat.

P. 5700. A legenda szerint Dido, Tiirosz hercegndje, miutan menekilni kénysze-
riilt hazdjdbdl, Eszak-Afrikdba érkezett, ahol a helyi uralkoddtsl annyi foldet kért,
amennyit eqy okorbérrel korbe tud keriteni. Az uralkodd beleegyezett, mire Dido
hosszu, keskeny csikra vagta a bort, amibol keritést készitett, majd a lehetd legna-
gyobb foldteriletet vdlasztotta le a tengerpart mentén, megalapitva Karthdgo va-
rosdt.

A torténet egy kevésbé ismert valtozata szerint Dido hajozdsai sordn egy 1 km
sugart, kor alaki szigeten kitott ki, valahol a Féldkézi-tengeren. Legfeljebb mekkora
foldteriiletet tudott levdlasztani, ha a keritésének hossza 1 km volt?

Dido a kettéosztott sziget kisebb teriletrészét tekinthette sajatjanak.
(5 pont) Kozli: Vigh Madté, Herceghalom

I. megoldas. Azt szeretnénk elérni, hogy a hatarvonalon kivili terillet minimadlis
legyen. Ehhez analégiaként vizsgalhatunk egy fonallal két részre valasztott szap-
panhartyat: ha az egyik részen a hartyat kilyukasztjuk, akkor a masik a feliileti
fesziiltség hatdsara minimalis teriileti lesz.

Két esetet vizsgalunk: az elsO esetben a hatdrvonal nem érintkezik a sziget
peremével (1. dbra). Ilyenkor a korbekeritett tertilet egy kor lesz, melynek keriilete
k=1 km (a kerités hossztisdga). A teriilete ebbdl:

EN? k2
Ty=r’r=(-—) 7="~0,0796 km?.
2m 4

A maésodik esetben a hatar két vége a sziget pereméhez ér, ahol szabadon

elmozdulhat (2. @bra). A hatdrvonal ilyenkor egy koriv lesz, amely merdlegesen
csatlakozik a sziget pereméhez. Az allités elsé része abbdl kovetkezik, hogy a fonalra
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a feliileti fesziiltségbdl szarmazo hosszegységenként haté eré a fonal mentén allando,
és mindenhol a fonalra merdlegesen hat, igy egyensilyban a fonalban hato erd és a
fonal gorbiileti sugara is alland6. A masodik része pedig abbdl, hogy ha a fonal a
hatarolé kort nem merd6legesen érné el, akkor elmozdulna.

1. dbra 2. dbra

Ezutan mar meg tudjuk hatarozni az igy levilasztott teriilet nagysagat. Mivel
a fonal merdlegesen érintkezik a peremmel, a koriv r sugara is mer6leges a sziget
R sugardra. A 3. dbra alapjan a korivhez tartozé fél koézépponti szog:

k

90:57

masrészt a derékszogli haromszogben:

R
tgp=—.
r

Az egyenletrendszert p-re rendezve:

@ tgp,

T 2R

amelybdl a k = R =1 km adatok behe-
lyettesitésével a

tgp =20

transzcendens egyenletet kapjuk, amely 3. dbra
grafikusan vagy numerikusan oldhaté
meg.

Megjegyzés. Utébbihoz lasd a lapunk 2025. novemberi szdmédban megjelent cikket:
Woynarovich Ferenc: Egy egyszerd egyenletmegoldo eljards. Esetliinkben a megoldandé
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egyenlet
p =arctg2yp
alakjabol érdemes kiindulni, ekkor a

Pn+1 = arctg2p,

rekurzids szabdly alkalmazdsdval (a szamoldgépen a 2-vel vald szorzés és az arctg fligg-
vény egymds utdni ismételt elvégzésével — természetesen radidn alldsban) barmely pozitiv
értékrdl indulva gyorsan eljutunk a (kivdnt pontossigi) kozelité megolddshoz.

Az egyenlet megoldasa:
v~ 1,166 ~ 66,78°,

amibdl a kerités ivének sugara:

k
r=— 0,429 km.
2p
A Dido altal igy megszerezhetd teriilet két korszelet teriiletének osszege. A kor-
szeletek sugara és kozépponti szoge r és 2¢p, illetve R és m — 2¢p, amibdl r és R
értékének behelyettesitésével a teriilet:

_— ; )
Ty =12 (<p— Sm2 <p> +R? (;T—tp— W) ~ 0,191 km?.

Ez t6bb mint kétszer akkora, mint az elsé esetben, igy ez a feladat megoldasa.
Bogddn Baldzs Akos (Obudai Arpad Gimn., 12. évf.)

I1. megoldas. Tegyiik fel, hogy a ke-
rités két vége d tavolsidgra van egy-
méastol (4. dbra). Rajzoljunk be egy

LT .. ezeken athaladd, k=1 km hosszusa-
( gl tetszbleges gorbét (zold vonal), és
egy ugyanilyen hosszisagu korivet (pi-

\ ros vonal). Egészitsiik ki a korivet egy
S korré (piros szaggatott vonal).

**** Ha a zold gorbe altal levalasztott
teriilet nagyobb lenne, mint a koriv al-
tal levalasztott, akkor a szaggatott vo-
nallal és a z6ld gorbével hatarolt sik-
idom teriilete nagyobb lenne, mint a

piros kor teriilete. Viszont a két sikidom kertilete ugyanakkora, igy ez ellentmon-

dana az izoperimetrikus egyenlétlenségnek®. Tehat az optimalis kerités koriv alaki.

4. dbra

Legyen a k=1 km hosszisagu piros koriv sugara r, a d hosszt hirhoz tartozé
kozépponti szog pedig a (5. dbra). A koszinusztételbol:

2k%(1 — cos )

d*> =r* 4% —2r?cosa = 2r?(1 — cosa) = 5
a

)

Shttps://hu.wikipedia.org/wiki/Izoperimetrikus_egyenlétlenség
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ahol felhasznaltuk, hogy r = £. Ehhez hasonléan a mésik, § kozépponti szogii

korcikkben: :
d? = R* + R* — 2R*cos 3 = 2R?(1 — cos f3).
A két kifejezés egyenléségébil:

k2 o2 —1+cosa a?—1+cosa
Cosﬂiﬁ o? N o2 ’

ahol az utolsé 1épésben felhasznaltuk, hogy R =k. A teljes 5. dbra
levalasztott teriilet két korszelet teriiletének Osszege:

k? _ R? _
= ﬁ(a —sina) + 7(5 —sinf),

amelybe behelyettesitve a

a? —1+cosa

B = arccos 5
o

kifejezést, valamint az R = k = 1 km értékeket, a teriilet o fiiggvényében (km?-ben):

a’—l14cosa

2
arccos L w)

—sin (arccos o

a—sina
202 2

T =

Ennek a kifejezésnek numerikusan meghatarozhaté a maximumbhelye és maximum-
értéke”: o~ 2,331 ~ 133,6° esetén a teriilet 7'~ 0,191 km?. Ekkora teriiletet tud
lehatéarolni Dido.

Ragjtik Sdndor Barnabds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

Megjegyzések. 1. A I1. megoldds nem hasznélja fel, hogy a kerités merdlegesen éri el a
sziget peremét. Ez a maximum meghatarozasa utan azonban ellenérizheté:

2
- 1 o o
B = arccos w ~ 0,810~ 46,4" =180" — q,
a
tehat a négyszog hurnégyszog, és igy a szimmetria miatt a sugarak altal bezart szogek

derékszogek.

2. A feladat megoldhaté varidciészamitas® segitségével is, amelyhez azonban 4ltaldban
a kozépiskolds tananyagot meghaladé matematikai appardtusra van sziikség. Lapunk
kovetkez6, 2026. majusi szamaban egy cikkben ismertetni fogjuk a moddszer alapjait és
alkalmazasat a P. 5717. feladat megolddsdhoz.

19 dolgozat érkezett. Helyes 4 megoldés. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos (1-3 pont)
7, hibas 7 dolgozat.

"Példsul WolframAlpha segitségével, https://wuw.wolframalpha.com
8https://hu.wikipedia.org/wiki/Varidci6szamitas
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Fizikabol kitiizott feladatok

M. 449. Készitsiink torzids ingat egy bef6ttesiivegbdl gy, hogy az iiveget fiig-
g6leges helyzetében két parhuzamos cérnaval felfiiggesztjiik. (A cérnaszilak hossza
legyen 1 méter, tavolsdguk pedig egyezzen meg az Uveg szajanak atmérdjével. A csa-
varos tetd segitségével rogzithetdek.)

Meérjiik meg a torzids inga lengésidejét az iivegbe toltott kristalycukor mennyi-
ségének fiiggvényében!

(6 pont) Kozli: Szabé Endre, Vagtizes (Szlovékia)

G. 921. Gyerekek egy 10°-0s hajldsszogli hegyoldalon szénkdéznak. A hegy aljan
a lejt6 vizszintes felilletben folytatédik. A jeges héréteg mindeniitt egyforma, igy a
surlédasi egyutthatd értéke a lejtén és a vizszintes felilleten megegyezik. A szankd
kezdGsebesség nélkiil indul el a lejté tetejérol, majd a lejtd aljara érve tovabb cstuszik
a vizszintes szakaszon, ahol végiil megall. A szanké harmad annyi id6 alatt csiiszott
le a lejton, mint amennyi ideig mozgott a vizszintes szakaszon.

a) Hanyszor hosszabb utat tett meg a szdnkd a vizszintes szakaszon, mint
a lejtén?

b) Hatérozzuk meg a csiszasi strlédasi egyiitthatd értékét!

¢) A lecstiszds utén az egyik gyerek visszahizza a kiinduldsi pontra a szdnkdt.

Héanyszor tobb munkat végez a lejtdn, mint a vizszintes részen torténd hizas
kozben? (A gyerek mindig a talajjal pArhuzamos erét fejt ki, és egyenletesen mozog.)

(4 pont) Tarjdn Imre fizikaverseny, Szolnok

G. 922. Van két azonos hosszusagi, de kiillonboz6 erdsségi rugdnk, az egyik pi-
ros, a masik kék szinli. Ha ,sorosan kapcsolva” feszitjik meg a rugépart, a piros
rugd rugalmas energidja kétszerese lesz a kék rugéénak. Mekkora a rugalmas ener-
gidk ardnya akkor, ha ,,parhuzamosan kapcsoljuk” a két rugot, és ugy feszitjik meg
azokat?

(4 pont)

G. 923. Egy literes, kocka alakti edényben fél liter higany és fél liter viz van. Egy
méasik edény — melynek linearis méretei kétszeresek — szintén higannyal és vizzel
van teletoltve. Mindkét edény aljan ugyanakkora a hidrosztatikai nyomas.

a) Mekkora a hidrosztatikai nyomds az edények aljan?
b) Mennyi higany és mennyi viz van a nagyobbik edényben?
(4 pont) Kozli: Szabo Endre, Vagtizes (Szlovékia)
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G. 924. Egy +6 dioptridas kontaktlencsét visel6 ember elkér egy +2 dioptrias
szemiiveget, és felveszi a kontaktlencséje elé. Keressiink egy olyan szitudciot, amikor
ennek a dolognak van értelme! Vagy ez teljesen értelmetlen?

(4 pont)

P. 5724. Egy hosszu egyiranyu foutcan siirtin egymas utan kévetkeznek a lampés
keresztez6dések. A lampak az id6 felében zoldek, és ugy vannak bedllitva, hogy
50 km/h sebességgel zoldhullimot kapjanak az autdésok. Edudrd a biciklijével,
amikor épp nem egy piros ldmpénal all, 25 km/h sebességgel halad. Mekkora az
atlagsebessége? (A gyorsitdsi és fékezési szakaszokat tekintsiik pillanatszertinek.
A keresztezddések olyan siirtin kovetik egymast, hogy Eduard a lampék ciklusideje
alatt jé sok keresztez6désen 4t tud hajtani.)

(5 pont) Kézli: Bodor Andrds, Budapest

P. 5725. Két egyforma, homogén tomegeloszlast hengert lejtére helyeziink gy,
hogy egymashoz érjenek, és a tengelyiik vizszintes legyen. Sturlédas van kozottitk
és a lejt6 kozott is. Egyensulyban lehet-e ez a rendszer, ha magédra hagyjuk?

(4 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

P. 5726. Egy derékszbghen meghajlitott, konnyd, de merev pélca szarainak
hossza 1 és fo. A szarak végére my és mo tOmegii, kis méretii testeket rogzi-
tettiink. A pélca a toréspontjandl 1évé vizszintes tengely koriil a sajat sikjaban
szabadon elfordulhat. Mekkora az egyensulyi helyzetébél kicsit kitéritett rendszer
lengésideje?

(4 pont) Kvant feladat nyomén

P. 5727. Egy fiigg6leges helyzetii, 2 dm? keresztmetszetii, hészigetelt hengerben
1évé 30 cm magas légoszlopot 8 kg tomegii dugattyt zar be. A kiils6 légnyomaés
100 kPa. A bezart giaz nyomasa akkora, hogy képes lenne felfelé tolni a dugattyt,
amit allandé nagysagu, lefelé mutatd erdvel tartunk stabilan. Egy adott pillanatban
elengedjiik a dugattytt, és hagyjuk, hogy a 10 cm-rel folotte 1év6 litk6z6ig mozog-
jon. Egy fitészallal biztositjuk, hogy a tartalyban 1évé levegs allandé gyorsuléssal
mozgassa a dugattytt.

a) Mennyi kezdetben a levegd nyomésa, ha a dugattyt siurléddsmentes mozgasa
0,2 masodpercig tart?

b) Adjuk meg a fiit&szal teljesitményét az id6 fiiggvényében!
(4 pont) Kozli: Kis Tamds, Heves

P. 5728. A kovetkez$ oldalon 1év6 dbrdn lathatoé végtelen halézatban minden
ellenéllas azonos R ellenallasti, minden kondenzator azonos C' kapacitdst és minden
tekercs azonos L induktivitésu.

Adjuk meg a halézatba befolyd aramerdsséget az id6 fuggvényében, ha az A
és a B pontok kozé Uy p = Unaxsinwt fiiggvény szerint valtakozé fesziiltséget
kapcsolunk!
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(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5729. Két azonos m tomegl, +q és —q toltésti pontszeri test kezdetben egy-
mastél d tavolsidgra, nyugalomban van. Ha a testeket egyszerre elengedjiik, akkor
egy id6 utan Osszelitkoznek. Ha a kisérletet megfelel6 erdsségil, a testeket 0sszekotd
szakaszra meroleges iranyt, homogén magneses mez6 jelenlétében ismételjiik meg,
akkor a testek nem iitkdznek Gssze.

A 2025. évi Edtvos-versenyen kitlizott feladat megoldasa® szerint az iitkozés
elkeriiléséhez sziikséges magneses indukeié minimdlis értéke: B, = 44/km/d3.

a) Numerikus moédszerekkel hatdrozzuk meg és dbrazoljuk a toltések palyajat
B= %Bmin, B =~ Bpn és B= %Bmin maéagneses indukcié esetén!

b) B < Bmin esetén hatdrozzuk meg és dbrazoljuk B/Bm, fliggvényében a tol-
tések Osszeiitkozéséig elteld idbt!

¢) B > Bpin esetén a toltések periodikusan djra és Gjra d tdvolsdgra tdvolodnak
egymastdl. Hatdrozzuk meg és dbrézoljuk B/ B, fliggvényében ezt a periodusidét!

A numerikus megoldédshoz segitség: Cséka Péter, Seprédi Barnabds: Fizika prob-
lémdk megolddsa numerikus modszerrel lapunk 2024. novemberi szaméaban.
(5 pont) Kozli: Vanké Péter, Budapest

P. 5730. Egy hagyomdanyos (egyforma résekbdl all6) optikai racsra 535 nm hul-
lamhossztsagu 1ézerfényt ejtiink. Mekkora a racsallandod, ha 35°-os szogben lathaté
egy maximum, és a megfigyelhetd legmagasabb elhajlasi rend az 6todik?

(4 pont) Példatéri feladat

9L4sd lapunk 2026. januéri szaméban.
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P. 5731. Ha egy igen nagy energiaju gamma-foton all6 elektronnal {itkozik, akkor
parkeltés kovetkezhet be, s6t megtorténhet, hogy nem egy elektron-pozitron par
keletkezik, hanem t6bb.

a) Legalabb mekkora a gamma-foton energidja, ha a folyamatban n elektron-
pozitron par keletkezik?

b) Legaldbb mekkora lesz a keletkezé részecskék sebessége a parkeltés utan?

(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhéz

P. 5732. Egy M tOmegii ember egy kotélhagesé aljan 16g. A hagesé két, elha-
nyagolhato tomegli, parhuzamos kotélbol all, amelyeket m tomegi, ¢ hosszusagu,
merev létrafokok kotnek Ossze. A létrafokok kozotti tavolsdg h. Az ember tomege
a fokok Ossztomegénél sokkal nagyobb.

Mekkora a hagesén terjedd, hosszii hullami, kis szogli torzidés hullamok sebes-
sége?
(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Herceghalom
ok
Bekiildési hataridé: 2026. majus 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL ' ‘

FOR SECONDARY SCHOOLS

(Volume 76. No. 4. April 2026) . ‘

Problems in Mathematics

K. 899. New exercises for practice — competition K (see page 223): Anna has written
all the positive two-digit numbers on the blackboard once. Bogldrka has erased Anna’s
numbers one by one and replaced them with the numbers obtained by subtracting their
first digits from the second. For example, 26 is replaced with 6 —2 =4 and 37 is replaced
with 3 —7 = —4. Find the sum of Boglérka’s numbers. (Proposed by Katalin Abigél Kozma,
Gy6r) K. 900. We obtain a regular octagon by cutting out isosceles right triangles from
the four corners of a square. Prove that the length of the side of the octagon is equal to the
difference of the lengths of the diagonal and the side of the square. (Proposed by Mdrton
Ujhdzy, Budapest) K. 901. Aliz Zilah and her mother, Anna celebrate their birthdays on
the same day, 03.30. They celebrate this year the palindrome birthday: we can obtain
Anna’s age by replacing the digits of Aliz’ age. How old was Anna when Aliz was born?
(Find all possible solutions.) (Proposed by Mdrton Ujhdzy, Budapest) K/C. 902. We have
2026 unit cubes. From these we create the biggest number of compositions that can be
obtained by removing the corner cubes of a 3 X 3 x 3 cube. Find the ratio of surface areas
of these cornerless compositions and the remaining unit cubes. (Proposed by Bdlint Bird,
Eger) K/C. 903. In a group of twenty-five friend 20 people can play bridge, 19 people can
play chess and 18 people van play. How many people can play all three games a) at least?
b) at most? (Proposed by Katalin Abigél Kozma, Gy&r)

New exercises for practice — competition C (see page 224): Exercises up to grade 10:
K/C. 902. See the text at Exercises K. K/C. 903. See the text at Exercises K. Exercises
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for everyone: C. 1898. We would like to select some of the nine lattice points of a 2 x 2
square lattice such that no three of them form a right triangle. a) Prove that it’s not
possible to select five points with the property above. b) How many ways are there to
select four points satisfying the above property? (Two selections are considered different
if there is a point that is selected in one of them and not selected in the other.) (Proposed
by Mdrton Ujhdzy, Budapest) C. 1899. 2227 is a special number for two different reasons.
The first is that this is the next year when Pluto will be the closer to the Sun than
Neptun, and the second is that three of its digits can be chosen such that their product is
bigger by one than its remaining digit. How many four-digit numbers are there having the
second property? (Proposed by Mdtyds Czett, Zalaegerszeg) C. 1900. In a mathematics
class of 30 students they play the following game. The teacher rolls seven octahedral dice
of different colors, and the students write down the seven resulting numbers in an order
of their choice, thus creating a seven-digit number. This time (see the figure on page 225)
the resulting numbers were 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Is it possible that one of the numbers
created by the students is a multiple of another number? (Remark. The winner of the
game is the student the minimum difference of whose number from the other numbers
is the largest.) (Proposed by Zoltdan Paulovics, Budapest) Exercises upwards of grade 11:
C. 1901. Real numbers a and b satisfy |a — 1|+ [b— 1| = |a| +|b] = |a+ 1| +|b+ 1]|. Find the
smallest possible value of |a — b|. (Proposed by Sdndor Rdka, Nyiregyhéza) C. 1902. On
the smaller arc AB of the circumcircle of square ABC D we pick internal point F. Let
E’ be the reflection of E across the center of the square. Let F and G be the feet of the
perpendiculars from E to diagonals AC' and BD, respectively. We get similarly points
H and I from point E’. a) Prove that quadrilateral FGHI is a diamond. b) Find the
maximum of the area of quadrilateral FGHI. (Proposed by Bdlint Bird, Eger)

New exercises — competition B (see page 226): B. 5526. Let P be an interior point of
circle k with center O, different from O. Let O’ be the reflection of point O across point
P. Let X be one of the intersection points of the circle with center O’ and radius O’ P
and circle k. Line X P intersects circle k at point Y for the second time. Prove that P
trisects line segment XY'. (3 points) (Proposed by Mathematics sophomores of University
of Szeged) B. 5527. The sides of acute triangle ABC are a, b, ¢, and its inradius is r. Prove
that equality 212 = (¢ —a)(c—b) (also featured in problem B.5495.) holds if and only if
a+b=3c. (4 points) (Proposed by Géza Kiss, Csomor) B. 5528. Prove that no matter
how we color the natural numbers using 100 colors, it is always possible to find numbers
a < b < ¢ < d with the same color satisfying a+d = b+ c. (4 points) (Proposed by Démdator
Pdlvélgyi, Budapest) B. 5529. How many of the perfect powers 62, 62, 64, ..., 62926 have
a first digit that is smaller than 67 (3 points) (Proposed by Attila Sztranydk, Budapest)
B. 5530. Five different positive integers satisfy the following property: no matter how
we choose some of them, their geometric mean is always an integer. Find the smallest
possible value of the biggest of these numbers. (5 points) (Proposed by Péter Pdl Pach,
Budapest) B. 5531. The incenter of triangle ABC is I, the circumcenters of triangles
ABI, BCI and CAI are D, FE and F, respectively. Prove that the area of triangle CDE
is at least as large as the area of triangle ABC. (5 points) (Proposed by Gdbor Holld,
Budapest) B. 5532. An opera house has 8 boxes. With a box subscription, one can reserve
the same box for at most 7 different evenings of the 2027/28 season, chosen by the buyer.
There is one performance each evening. A box can be rented by only one person for a
given evening, but multiple subscriptions may refer to the same box as long as the sets of
selected evenings are disjoint. What is the minimum number of different performances in
the repertoire such that the opera house can always arrange the program (knowing the
subscribers’ chosen dates) so that every box subscriber sees only different performances?
(6 points) (Proposed by Andrds Imolay, Budapest) B. 5533. In acute triangle ABC' let
Ao be the foot of the altitude from A, and let By be the foot of the altitude from B. On
circle AgBoC let X and Y be the two points for which circles ABX and ABY are tangent
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to circle AoBoC'. Prove that line XY bisects side AB. (6 points) (Proposed by Géza Kds,
Budapest)

New problems — competition A (see page 227): A. 932. Let ABC be an acute trian-
gle with orthocenter H. Points D and E lie on the lines AC and AB, respectively, such
that the points B, C, D, E are concyclic, and the line DE bisects the side BC. Sup-
pose that the lines BD and C'E meet at M. Prove that the line HM is perpendicular
to the symmedian through A. (Proposed by Aron Bdn-Szabd, Palaiseau) A. 933. Let
a, b, ¢ be real numbers in the interval (1,4). Consider the following three inequali-
ties: bx(z4+y—z2)+cx(z+z—y) > al2yz+2), cyly+z—z)+ay(ly+z —2) 2 b(2zzx +y),
az(z+x—y)+bz(z+y—1z) = c(2xy + 2). a) Determine, in terms of a, b, ¢, the maximum
number of these inequalities that can hold simultaneously for positive real numbers x,
y, z satisfying z +y+ 2 =1. b) Find an explicit formula for z, y, z in terms of a, b, c,
without using case distinctions, such that x, y, z > 0, x +y + z = 1, and none of the three
inequalities holds. (Proposed by Aron Bdn-Szabd, Palaiseau) A. 934. Let 7 denote the set
of countable, undirected trees. A subset X of the real numbers is called bariton if every
nonempty subset of X has a least element. a) Prove that for every bariton X there ex-
ists a function f: X — T such that for all y, z € X we have y < z if and only if f(y) is
isomorphic to a subgraph of f(z). b) Does the statement remain true if we additionally
require that for every z € X, all vertices of f(z) have finite degree? (A graph with vertex
set V is called countable if there exists an injective map V — N.) (Proposed by Mdrton
Németh, Budapest)

Problems in Physics
(see page 250)

M. 449. Construct a torsion pendulum from a mason jar by suspending it vertically
with two parallel threads. (The threads should each be 1 metre long, and their spacing
should be equal to the diameter of the jar’s opening. They can be secured with the
screw cap.) Measure the period of the torsion pendulum as a function of the amount of
granulated sugar poured into the jar!

G. 921. Children are descending a mountain slope inclined at 10° on sleds. At the base
of the slope, the surface continues horizontally. The icy snow layer is uniform throughout
the entire path, so the coefficient of friction is identical on both the inclined and horizontal
sections. The sled starts from the top of the slope without initial velocity, travels down
the incline, and then proceeds along the horizontal surface until it comes to a complete
stop. The time required to travel the slope is one-third of the time spent moving along the
horizontal section. a) How much farther did the sled travel on the level section compared
to the slope? b) Determine the coefficient of kinetic friction. ¢) After sliding down, one of
the children pulls the sled back to the starting point. How many times more work does
he perform on the slope than on the horizontal section? (The child always pulls with a
force parallel to the ground and moves at constant speed.) G. 922. We have two springs
of equal length but different spring constants, one red and one blue. If we stretch the two
springs connected “in series”, the elastic energy of the red spring will be twice that of the
blue one. What is the ratio of the elastic energies if the two springs are connected “in
parallel” and stretched that way? G. 923. A one-litre cubic container holds half a litre of
mercury and half a litre of water. Another container, with twice the linear dimensions,
is likewise filled with mercury and water. The hydrostatic pressure at the bottom of the
two containers is the same. a) What is the hydrostatic pressure at the bottom of the
containers? b) What quantities of mercury and water are there in the second container?
G. 924. A person wearing +6 dioptre contact lenses borrows a pair of +2 dioptre glasses
and puts them on over their contact lenses. Under what circumstances, if any, would this
be reasonable? Or is it completely pointless?
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P. 5724. On a long one-way main street, traffic-light-controlled intersections are very
closely spaced. The lights are green half the time and are timed to give drivers a green
wave at 50 km/h. When Edward is not stopped at a red light, he rides his bicycle at
25 km /h, braking and accelerating abruptly. What is his average speed? (The intersections
are so close together that Edward can pass many of them during one full light cycle.)
P. 5725. Two identical cylinders with homogeneous mass distribution are placed on a
slope so that they touch each other, their axes are horizontal. There is friction both
between the cylinders and between each cylinder and the slope. Can this system remain
in equilibrium if it is left alone? P. 5726. A lightweight but rigid rod is bent at a right
angle, with arm lengths ¢1 and ¢2. Small bodies of masses m1 and ms are attached to
the ends of the arms. The rod can rotate freely in its own plane about a horizontal axis
passing through the elbow of the rod. What is the period of the oscillation of the system
when it is slightly displaced from its equilibrium position? P. 5727. A 30 cm high air
column is enclosed by an 8 kg piston in a vertical, thermally insulated cylinder with
a cross-sectional area of 2dm?. The external air pressure is 100 kPa. The enclosed gas
is kept in stable equilibrium by a constant downward force acting on the piston. At a
certain moment the piston is released and allowed to move freely upward until it reaches
a bumper located 10 cm above its initial position. A heating coil ensures that the gas
inside the cylinder drives the piston upward with constant acceleration. a) What is the
initial pressure of the gas if the piston moves frictionlessly and the duration of its motion
is 0.2 s? b) Give the power of the heating coil as a function of time. P. 5728. In the
infinite circuit shown in the figure, each resistor has resistance R, each capacitor has
capacitance C, and each inductor has inductance L. Determine how the current in the
circuit varies as a function of time if an alternating voltage supply Ua,B = Umaxsinwt is
connected across points A and B. P. 5729. Two point-like bodies of equal mass m, carrying
charges +q and —q, are initially held at rest at a distance d from each other. If they are
released simultaneously, they will collide after some time. However, if the experiment is
repeated in a uniform magnetic field of appropriate strength, directed perpendicular to
the line joining the bodies, the collision does not occur. According to the solution to the
problem set for the 2025 E6tvos competition'®, the minimum value of magnetic induction
necessary to avoid collision is: Bmin = 41/km/d?® a) Using numerical methods, determine
and plot the trajectory of the charges for magnetic inductions B = %Bmin, B = Bmin, and
B = %Bmin. b) For B < Bnin, determine and plot the time elapsed until the collision of
the charges as a function of B/Bmin. ¢) When B > Bnin, the charges periodically move
away from each other a distance of d again and again. Determine and plot this period as
a function of B/Bmin. Hint for the numerical solution can be found in Péter Cséka and
Barnabds Seprédi, “Solving Physics Problems Using Numerical Methods”, published in
the November 2024 issue of our journal. P. 5730. Laser light of wavelength 535 nm falls on a
standard (consisting of identical slits) diffraction grating. A diffraction maximum is visible
at an angle of 35°, and the highest observable diffraction order is the fifth. Determine the
grating constant. P. 5§731. If a very high-energy gamma photon collides with a stationary
electron, pair production may occur, and in some cases more than one electron-positron
pair can be created. a) What is the minimum energy of the gamma photon if n electron-
positron pairs are created in the process? b) What is the least velocity of the particles
created after pair production? P. 5732. A man of mass M hangs from the end of a rope
ladder. The ladder consists of two parallel ropes of negligible mass which are connected
by rigid rungs of mass m and of length ¢. The spacing between adjacent rungs is h. The
mass of the man is much larger than the total mass of the rungs. At what speed do long
wave, small angle-amplitude torsional waves propagate along the ladder?

10See the January 2026 issue of our journal.
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