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Amit jo tudni a projektiv geometriarol

II. rész

_I Az O-pont modell, homogén koordinatak

A 3-dimenzio6s euklidészi térben vegyink fel egy O kezd8pontu, X, y és z tengelyd
derékszogl koordinata-rendszert. Legyen S a Z =1 egyenletl — vagyis az (X,y)
sikkal parhuzamos, a z tengelyt az 1 pontjaban metsz6 — euklidészi sik. Egészitsik
ki S-et az el6z8 részben leirt mddon idealis pontokkal és egy idealis egyenessel, igy
kapjuk a II projektiv sikot. EI6sz6r megadjuk a projektiv sik O-pont modelljét.

Allitas. A II pontjai kdlcsonésen egyértelmiien megfeleltethetéek az euklidészi
tér O-n atmend egyeneseinek, a IT egyenesei pedig az euklidészi tér O-n atmend
sikjainak, mégpedig illeszkedéstarté modon, azaz II-ben a P pont pontosan akkor
illeszkedik az e egyenesre, ha a P-nek megfeleltetett O-n atmend egyenest az
euklidészi térben tartalmazza az e-nek megfeleltetett sik.

Bizonyitas. A II sik egy K kozonséges pontjanak feleltessiik meg az OK egye-
nest, ha pedig | idedlis pontja II-nek, akkor megfelel6je legyen az O-n atmend, az |
idealis pontnak megfeleld parhuzamossagi osztalyba tartoz6 egyenes (szemléletesen
lathato — de egyszer(ien be is bizonyithat6 —, hogy az euklidészi térben minden pon-
ton &t minden térbeli pdrhuzamossagi osztalynak pontosan egy egyenese megy at).

9. dbra

A TI sik [kozoénséges egyenesének feleltessik meg az O pont és az [égyenes
altal meghatéarozott sikot (az euklidészi térben egy nem illeszked6 pont-egyenes
parhoz egyértelm(ien létezik olyan sik, amely &tmegy a ponton és tartalmazza az
egyenest), a II sik i idedlis egyenesének megfelel6je pedig legyen az O-n atmend,
Z =0 egyenletd sik, vagyis maga az (x,y) sik.

Ezek a megfeleltetések nyilvan kolcsondsen egyértelmiek. Vizsgaljuk meg az
illeszkedéstartast. A II sik valamely [koéz6nséges egyenese pontosan akkor tartal-
mazza a II sik valamely K kozOnséges pontjat, ha a térben az OK egyenes benne
van az O pont és az [Cégyenes altal meghatarozott euklidészi sikban. Az | ideélis
pont pedig akkor illeszkedik II-ben [fe, ha [z I-nek megfelel6 parhuzamossagi
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osztalyhoz tartozik, azaz pontosan akkor, amikor az O pont és az £ egyenes &ltal
meghatarozott sik a Z = 0 egyenletii sikot egy ¢-lel parhuzamos egyenesben metszi,
mert az euklidészi térben két parhuzamos sikot egy harmadik sik egymassal parhu-
zamos egyenesekben metsz. A II sik idedlis egyenesének megfelelé Z = 0 egyenletii
stk pedig azokat az O-n atmendé egyeneseket tartalmazza, amelyek benne vannak
a sikban, azaz tartalmazza az idealis pontoknak megfelelé egyeneseket, de nem
tartalmaz egyetlen k6zonséges pontnak megfelel6 egyenest sem. 1

A 3-dimenzids euklidészi térben egy O-n atmend egyenest egyértelmilen megha-
taroz barmelyik irdnyvektora, egy O-n atmeno sikot pedig barmelyik normalvekto-
ra. Két (irdny)vektor pontosan akkor tartozik ugyanahhoz az O-n dtmend egyenes-
hez, illetve két (normél)vektor ugyanahhoz az O-ra illeszked6 sikhoz, ha egymds
szamszorosai. Ezért II pontjait, illetve egyeneseit azonosithatjuk a nullvektortél kii-
16nbozd vektorok osztalyaival, ahol két vektor, Vv = (v1,v2,v3) és W = (wy,wa,ws),
akkor és csak akkor van ugyanabban az osztélyban (amit a v ~w jeloléssel feje-
ziink ki), ha van olyan nem nulla szdm, amivel az egyiket megszorozva a mésikat
kapjuk. Erre a felismerésre alapozva bevezethetjik a projektiv sik pontjainak és
egyeneseinek homogén koordinatait.

Definicié. A II sik P pontjanak homogén koordinatai (v; : ve :wvs), ha az OP
egyenesnek a V = (v1,v9,v3) vektor egy irdnyvektora.

A TI sik e egyenesének homogén koordindtai [u; : us : us], ha az O pont és az e
egyenes altal meghatarozott siknak az U = (u1,uz,us) vektor egy normdlvektora.

A homogén koordinatak tehat fliggenek a 3-dimenzids tér koordinata-rend-
szerének megvalasztasatol. Egy rogzitett koordinata-rendszerben minden pont-
nak sok homogén koordindtahdrmasa van. Két koordindtahdrmas, (vq:vg:v3) és
(w1 : ws : ws) pontosan akkor tartozik ugyanahhoz a ponthoz, ha van olyan A #0
valés szam, amelyre v; = Awi, v2 = Aws és v3 = Aws. Tehat a pontot a homogén
koordinatdinak egymdshoz viszonyitott ardnya hatdrozza meg. A (0:0:0) hérmas
nem tartozik egyetlen ponthoz sem (hiszen a 0 = (0,0,0) vektor nem irdnyvektora
egyetlen egyenesnek sem), viszont barmely ett6l kiillonb6z6 hirmas pontosan egy
pontnak a homogén koordindtahdrmasa. Ugyanezek elmondhatdak az egyenesek
[t : ug : ug) homogén koordinatahdrmasairdl is.

A projektiv sikon a P pont akkor és csak akkor illeszkedik az e egyenesre, ha az
O-pont modellben az OP egyenes benne van az O és e altal meghatarozott sikban.
Ez pontosan akkor teljesiil, ha az egyenes iranyvektora mer6leges a sik normélvek-
torara, azaz ha a két vektor skalaris szorzata 0, vagyis a homogén koordinataikra
teljestl, hogy uiv1 + usvg + ugvg = 0.

Ebben a koordinata-rendszerben ha K kozonséges pont, akkor az OK egyenes
nincs benne a Z =0 sikban, ezért irdnyvektoranak harmadik koordinataja nem
0, ha viszont I idealis pont, akkor az OI egyenes benne van a Z =0 sikban,
azaz irdnyvektordnak harmadik koordindtaja 0. Vagyis az idedlis pontokat arrél
lehet ,felismerni”, hogy harmadik homogén koordinatajuk 0. A K kozonséges pont
egyik homogén koordindtahdrmasa (x:y:1), ahol (z,y,1) éppen K derékszogi
koordinatai a 3-dimenziés euklidészi térben.
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Gorbék az euklidészi és a projektiv sikon

Ha az euklidészi sikon adott egy Descartes-féle derékszdgl koordindta-rendszer,
akkor sok ponthalmazt megadhatunk az egyenletével. (Egy ponthalmaz egyenlete
egy olyan 6sszefliggés(rendszer), amelyet a halmaz pontjainak koordinatai igazza
tesznek, a halmazon kivili pontokéi pedig nem.) Megtanultuk koordinatageomet-
riabol, hogy a 2X + 3Y =1 egyenlet egy e egyenest, a X2+ Y2 =1 egyenlet pedig
az origé kdzéppontu egységkort hatarozza meg. Az ilyen tipusu egyenleteket felir-
hatjuk kétvaltozés polinomok segitségével is. Ha Fi(X,Y) =2X +3Y —1, illetve
F(X,Y)=X2+Y?2 -1, akkor az Fi(X,Y) =0, illetve az F»(X,Y) =0 egyenlet
az e egyenes, illetve az origé kdzéppontu egységkdr egyenlete. Ezt az észrevételt
altalanositja az a [n_dikgdrbe fogalma.

Definicid. Legyen 1
F(X,Y)= ai ; XYY
0 Yy [E1
egy kétvaltozos valos egyltthatos k-adfokd polinom. Ekkor az
F(X,Y)=0

egyenlet egy affin gorbét definial a koordinata-rendszerrel ellatott euklidészi sikon.
Az aln @orbe azon P(x,y) pontok halmaza, amelyek koordinatai kielégitik az
F(x,y) =0 egyenletet.

Vizsgaljuk meg, hogyan lehet polinommal megadni a projektiv sik egy gorbéjét.
A projektiv sikon a homogén koordinatékat jeldlje X, X5 és X3. Mi torténik, ha egy
haromvaltozos G(X1, X2, X3) polinombdl indulunk ki? Az el6z6ek mint4jéra a pro-
jektiv sikon a projektiv gérbét agy kellene definidlnunk, hogy azon P(x; : x5 : x3)
pontok halmaza, amelyek koordinatai kielégitik a G(z1,z2,23) =0 egyenletet. E sze-
rint ha G(X1, X2, X3) = X2+ X2 — X3, akkor a P(1:1:2) pont rajta van a gorbén,
mert 12+12 —2=0. De a P pontnak (2:2:4) is egy homogén koordinataharmasa.
Ha ezzel szamolunk, akkor azt kapjuk, hogy 22 +22 —4 #0, azaz P nincs rajta a
gorbén. Egy pont illeszkedése a gorbére nyilvan nem flgghet attél, hogy a pontnak
melyik koordindtahdrmasaval szamolunk. Lathaté tehat, hogy a projektiv sikon tet-
sz6leges polinommal nem tudunk gorbét definialni. Viszont homogén polinomokkal
szamolva megvaltozik a helyzet. Egy polinomot homogén k-adfokinak neveziink,
ha a valtozok fokszamainak 6sszege minden tagjaban k. Tehat egy k-adfokd, ha-
romvaltozos valés egyltthatés homogén polinom megadhaté

H(X1,X2,X3) = a;; XiX] X
0 Ly &1
alakban. Példaul minden masodfoku, haromvaltozés homogén polinom felirhat6
a2,0 X7 +a11X1 X2+ ag 2 X5 + a1, 0X1X3 + ap,1 X2 X3 +ag 0 X3

alakban.
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Definici6. Legyen
H(X1, X2, X3)= Y ay; XiX{xX5™™
0<i+j<k
egy haromvaltozds valds egytlitthatés homogén k-adfokd polinom. Ekkor a
H(X1,X2,X3)=0

egyenlet egy projektiv gorbét definidl. A projektiv goérbe a projektiv sik azon
P(x1:xy:x3) pontjainak halmaza, amelyek homogén koordinatai kielégitik a
H(x1,22,23) =0 egyenletet.

Ha igy definialjuk a gorbét, akkor a projektiv sik egy pontjanak a gorbére vald
illeszkedése fiiggetlen lesz attol, hogy a pontnak melyik homogén koordinatahar-
masét tekintjiikk. Ugyanis ha P a projektiv sik egy pontja, amelynek P(x; : xs: x3)
és P(Ax1 : A\xo @ Ax3) két koordindtahdrmasa, H pedig egy haromvéltozds k-adfoki
homogén polinom, akkor

HOwi Ao, Ae) = 37 ai Q) (a)! ()

0<i+j<k
_ i \jod \k—i—j k—i—j
= E a; AN TN 2y AT g
0<iti<k
— \itj(k—i—j i G k—i—j _ \k
= \iti+( 7) E a; jTITTy = N'H(xy,z2,13).

0<i+j<k
Azaz A # 0 miatt H(x1,22,23) =0 pontosan akkor teljestil, ha H(Ax1,Axa, Ax3) =0.

Tekintsiik a projektiv stkot mint az euklidészi sik kiterjesztését az idealis pon-
tokkal és az idedlis egyenessel. Legyen G egy affin gorbe, amelyet az F'(X,Y) po-
linom definial. Hogyan kaphatjuk meg G projektiv sikra valé kiterjesztését, azaz
azt a G projektiv gérbét, amelynek az euklidészi sikon 1évé pontjai megegyeznek G
pontjaival?

Ha F k-adfoku, akkor legyen

H(X1,X5,X35) = X5 - F(X1/X3,X5/X3).
Konnyen lathaté, hogy H (X7, X2, X3) homogén k-adfokd polinom. Mivel
H(xayvl) = 1k : F(]}/l,y/l) = F(Iay)a

ezért egy kozonséges pont, P(x1 : xs: x3), amelynek egy homogén koordinatahér-
masa (z1/x3:xa/xs 1) = (z:y:1), pontosan akkor van a H (X1, X5, X3) =0 egyen-
let{i projektiv gorbén, ha rajta van az F(X;/X3,X2/X3) =0 egyenletii affin gor-
bén. A projektiv gorbe azonban tartalmazhat az idedlis egyenesen 1év6 pontokat
is. Mivel koordinata-rendszeriinkben a projektiv sik egy pontja akkor és csak ak-
kor idedlis, ha harmadik koordinataja 0, ezért a gorbe idedlis pontjai kielégitik a
H(X1,X5,0) =0 egyenletet.

Példaul ha az euklidészi sikon az Y = mX + b egyenleti egyenest nézziik, akkor
a megfelel6 projektiv gorbe egyenlete

X, X
X3 (mX;_Xi_Fb) =0, azaz mX; — Xo +bX3=0.

Az (x1 : z2 : 0) idedlis pont pontosan akkor van a gérbén, ha xo =mx;, azaz a gor-
bének egy idedlis pontja van, az (1:m :0) pont, mert a koordindtak homogenitédsa
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miatt (x1 : mxq:0) CM:m:0). Ez a szamolés a vart eredményt hozta, az m me-
redekségli egyeneseknek egy kozos ideélis pontja van, és ez az (1:m:0) pont. Ha
az euklidészi sik X = c egyenlet( egyeneseit tekintjik, akkor a szdmolas azt adja,
hogy a projektiv sikra valo kiterjesztettjeik egyenlete X; — X3 =0, kdzos idealis
pontjuk pedig a (0:1:0) pont.

Osszefoglalva a ,,fligg6leges” és a ,,nem fliggGleges” egyenesek esetét azt mond-
hatjuk, hogy az euklidészi sik u; X + usY +u3 = 0 egyenletl egyenese projektiv
sikra vald kiterjesztésének egyenlete wuq X1 + us Xs +u3 X3 = 0. Ezen egyetlen ideé-
lis pont van, a (—us : up : 0). Jegyezziik meg, hogy ez a koordinataharmas mindig
egy pontot definial, mert u; és uy egyszerre nem lehet 0, hiszen akkor az eredeti
egyenlet nem egyenest definialna. Az idealis egyenes a projektiv sik azon pontjait
tartalmazza, amelyek harmadik koordinataja 0, vagyis az ideélis egyenes egyenlete
X3 =0. Tehat a IT projektiv sik egyeneseit azonosithatjuk az [u; : us : us] hdrmasok
osztalyaival, és ez az azonositas ugyanaz, mint amit az el6z6 fejezetben az egyenesek
homogén koordinatainak bevezetésekor megadtunk.

Az X2 4+Y? =1 egyenlet( kor projektiv kiterjesztettjének egyenlete

@@%l@ L1
2
X3 % % —1 =0, azaz X7+ X3 —-X7=0.

Az (x1: x5 :0) idedlis pont pontosan akkor van a gorbén, ha x? + z2 = 0, azaz ha
nem csak x3, hanem xz; és x5 is 0. Viszont a (0:0:0) az egyetlen olyan harmas,
amely nem koordinatahdrmasa a projektiv sik egyetlen pontjanak sem, ezért a sza-
molasunk azt adja, hogy az orig6 kdzéppontul egységkor projektiv kiterjesztettjének
nincs idealis pontja. Ugyanerre az eredményre jutunk, ha egy ellipszis idealis pont-
jait keressiik. Ez megfelel annak a szemléletes ténynek, hogy a kor és az ellipszis az
euklidészi sikon korlatos alakzat, nem nyulik a végtelenbe.

Az Y = X? egyenlet(i parabola projektiv kiterjesztettjének egyenlete

'%2' |:| !
X2 X, X3 =0, azaz Xy X3— X7 =0.

Az (1 : 25 : 0) idedlis pont pontosan akkor van a gérbén, ha z? =0, azaz ha x; = 0.
Tehat a homogenitast felhasznalva azt kapjuk, hogy a parabola kiterjesztettjének
egy idedlis pontja van, (0:1:0), ami megegyezik a fiigg6leges egyenesek idealis
pontjaval. Szemléletesen az Y = X2 parabola mindkét szara kozelit a fiigg6leges
irdnyhoz, ha pontjainak els6 koordinataja a végtelenhez tart akar a pozitiv, akar a
negativ iranyban.

Ezt a tényt egyszer(i szamolassal belathatjuk. Mivel a parabola szimmetrikus az
Y tengelyre, ezért elég a pozitiv els6é koordinatak esetét vizsgalni. Ha n természetes
szam, akkor a parabola (n,n?) és (n+ 1,(n+1)?) pontjait 9sszekoté egyenes me-
redeksége ((n+1)2=n?)/((n+1)—n)=2n+1, ami n — oo esetén a végtelenhez
tart, ami a ,,figg6leges” egyenesnek felel meg.
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Az XY =1 egyenlet(i hiperbola projektiv kiterjesztettjének egyenlete

X1 X
X3 (X;Xz - 1) =0, azaz X; Xy — X2 =0.
Az (X1 : X9 :0) idedlis pont pontosan akkor van a gorbén, ha x;xs =0, azaz ha
X; =0, vagy ha X, = 0. Tehat a homogenitast felhasznalva azt kapjuk, hogy az
XY =1 hiperbola kiterjesztettjének két idealis pontja van, (0:1:0) és (1:0:0).
Ez is egybevag a szemléletiinkkel, mert az els6 pont a ,,fliggéleges”, a masodik pedig
a ,vizszintes” egyenesek idealis pontja.

A hiperbolat, parabolat, ellipszist és a kort kdzos néven kipszeletnek nevezziik,
mert ezek a gorbék el6alinak egy egyenes kérkip és egy sik metszeteként (ennek
szemléletes bizonyitasat tartalmazza példaul az [5] cikk). Ezt agy is fogalmazhatjuk,
hogy a kap alapkérét a kap csucsabol kozéppontosan vetitve egy sikra kipszeletet
kapunk, a siknak a kup forgastengelyével bezart sz6gétdl figgéen ellipszist (kort),
parabolat vagy hiperbolat. Vagyis a kupszeletek a projektiv térben vetitéssel atvi-
het6ek egymasba. Az, hogy a projektiv sikon a parabola és a hiperbola ugyanolyan
gorbék, jol latszik a homogén koordinatas egyenleteikbdl is. Ha a két egyenletben
felcseréljuk az X; és X3 valtozokat, akkor az egyik egyenletbél a mésikat kapjuk.
Jél ismert, hogy a két valtozd, X és Y felcserélése egy a [n_dorbe egyenletében az
euklidészi sikon a gorbe Y = X egyenlet(i egyenesre vald tikrozésének felel meg.
Egyszerd transzformaci6é a projektiv sikon X; és X3 felcserélése is, csak ezt a sik
euklidészi részén nem latjuk egyszer(inek, mert ez a csere idedlis pontokat kdzon-
séges pontokba képez, néhany kézonséges pont képe pedig idealis lesz.

A dualitas

A homogén koordinatak jol mutatjak, hogy a klasszikus projektiv sikon a pon-
tok és egyenesek szerepe az illeszkedés szempontjabdl szimmetrikus: a (v; : Vs : V3)
pont akkor illeszkedik az [u; : us : u3] egyenesre, ha u;vy + UaVs + Usvs = 0. Erde-
mes belegondolni, hogy ha két pont dsszekdtd egyenesének koordinatait, vagy két
egyenes metszéspontjanak koordinatait szeretnénk kiszdmolni, akkor az O-pont mo-
dellben mindkét esetben egy olyan vektort kerestink, amely két adott, egymassal
nem parhuzamos vektorra mer6éleges. Két pont, P, és P, esetén a keresett vektor
az OP; és OP, egyenesek altal meghatarozott sik egy normalvektora, két egyenes,
e; és ey esetén pedig az [Q,e; [és [O,e,[3ikok metszésvonalanak egy iranyvekto-
ra. Ennek alapjan az 1. Tételben szerepld két allitas egyszerre fogalmazhaté meg a
kévetkezd formaban: az euklidészi térben két nem parhuzamos vektor egyértelm(ien
meghatéarozza a mindkettére merdleges vektorok osztalyat.

Két adott vektorra meréleges vektort vektorok vektorialis szorzatat felhasznalva
lehet megadni: az egymassal nem parhuzamos v = (v1,Va,V3) €S w = (W7, Ws, Ws)
vektorok esetén ezek a nullvektortél kilénbdz4

(1) v X w = (VaWs3 — V3Wa, VW1 — V1 W3, V1 Wa — VoWy)

vektorral parhuzamos vektorok. Ennek bizonyitasa azonban meghaladja cikkiink
kereteit, az érdekl6d6 olvaso példaul a [6] kdnyvben nézhet utana. VVagyis az S1 és
S2 allitasok bizonyitasandl tulajdonképpen ugyanazt kell csindlnunk, csak az elsd
esetben két kerek zardjeles koordindtahdrmashoz keresunk egy szdgletes zardjelben
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lévét, mig a mésodik esetben két szdgletes zardjeles koordinataharmashoz kerestink
egy kerek zardjelben 1évét. Ebbél az észrevételbdl kovetkezik a klasszikus projektiv
sikbeli dualitas elve.

Ha a klasszikus projektiv sikon egy dllitds megfogalmazhato pontokkal, egyene-
sekkel és azok illeszkedésének segitségével, akkor az dllitas pontosan akkor igaz, ha
a dudlisa igaz. A dudlis dllitast gy kapjuk, hogy a pontok és az egyenesek szerepét
feleseréljik.

Az allitasban formalisan csak az illeszkedés szerepelhet, azaz ,,két pont ésszekotd
egyenese” helyett azt mondjuk, hogy egy ,,0olyan egyenes, amely mindkét pontra
illeszkedik”, aminek a dudlisa az, hogy ,,0lyan pont, amely mindkét egyenesre
illeszkedik”, azaz a két egyenes metszéspontja.

Példaul két azonos sikban lévé haromszdg pontra, illetve egyenesre val6 pers-
pektivitasanak fogalmai egymas dudlisai. Desargues tételének mér bebizonyitott
irdnyat pedig egysiki haromszdgek esetén a kovetkez6képpen is megfogalmazhat-
juk:

Ha a PP, P3 és RyRoR3 cstcsokkal és py = PoP3, po = P3Py, p3 = P Ps, vala-
mint 11 = RaR3, 1o = R3R1, r3 = R1Rs oldalegyenesekkel adott hdromszogek dltal
meghatdrozott PiRi egyenesek (i =1, 2, 3) mindegyike illeszkedik eqy E pontra,
akkor a pi Nri pontok (i =1, 2, 3) mindegyike illeszkedik egy e egyenesre.

A dualitas elve miatt tehat igaz a kdvetkez6 is:

Ha a p1paps ésrirars oldalegyenesekkel és Py =paNps, Po=psNp1, Ps=p1 Np2,
valamint Ry =roNrs, Re =rsNry, R3 =1r1Nre csucsokkal adott haromszdgek dltal
meghatdrozott pi Nri pontok (i =1, 2, 3) mindegyike illeszkedik egy e egyenesre,
akkor a PiR; egyenesek (i =1, 2, 3) mindegyike illeszkedik egy E pontra.

Ez pedig éppen a tétel mésik irdnya.

A 3-dimenziés projektiv tér O-pont modellje

Ebben az utolsé, rovid fejezetben feltételezziik, hogy az olvas6 ismeri a valds
szamok feletti vektortér fogalméat. Ezt felhasznalva az O-pont modell alapjan a
klasszikus projektiv sikot a kévetkez6 modon is megadhatjuk.

Legyen Va a 3-dimenziés R? vektortér a valés szamok R halmaza felett. A klasszi-
kus projektiv sik a kévetkezd:

A stk pontjai Vs-nak az 1-dimenziés alterei (azaz az O-n dtmend egyenesek), a
stk egyenesei pedig Vs-nak a 2-dimenzids alterei (azaz az O-n dtmend sikok).

Egy pont pontosan akkor illeszkedik egy egyenesre, ha a pontnak megfeleltetett
1-dimenzids alteret tartalmazza a siknak megfeleltetett 2-dimenzids altér.

Ez a fajta leiras magasabb dimenzidkban is m(ikddik, de mi most csak a 3-di-
menzios klasszikus projektiv teret adjuk meg, feladatnak hagyjuk az n-dimenzids
tér leirasat.

Legyen Vy a 4-dimenziés R* vektortér a valés szamok R halmaza felett. A klasszi-
kus projektiv tér a kévetkezd:

A tér pontjai, egyenesei és sikjai Vy-nek rendre az 1-, 2- és 3-dimenzids alterei.

Az U ésV projektiv alterek akkor illeszkednek eqgymdsra, ha a nekik megfeleltetett
vektortérbeli alterek kéziil az egyik tartalmazza a mdsikat.
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Ezt a reprezentaciot hasznédlva az S1 és a T1 éllitasok azt mondjak, hogy
két kiilonb6zé 1-dimenzids altérhez egyértelmiien létezik mindkettét tartalmazéd
2-dimenziés altér, T3 pedig azt, hogy ha harom kiilénb6z6 1-dimenziés altér nincs
benne egy 2-dimenzids altérben, akkor egyértelmiien létezik mindharmat tartalma-
z6 3-dimenzids altér. Ezek nyilvanvaléan teljesiilnek a vektorterekben. Az S2 4llités
azt jelenti, hogy egy 3-dimenzids térben két kiilonb6z6 2-dimenzids altérhez egyér-
telmiien létezik olyan 1-dimenzids altér, amelyet mindkét 2-dimenziés tartalmaz, a
T5 allitas pedig azt jelenti, hogy egy 4-dimenzids térben két kiilonbo6z6 3-dimenzids
altérhez egyértelmiien 1étezik olyan 2-dimenzioés altér, amelyet mindkét 3-dimenzios
tartalmaz. Minthogy két altér metszete is altere a vektortérnek, ezért csak a metsze-
tek dimenziéjardl kell megmutatnunk, hogy az S2 esetében 1, T5 esetében pedig 2.
Két kiilonb6zé 2-dimenzids altere generalja a teljes 3-dimenzids teret, illetve két
kiilléonb6zé 3-dimenzids altere generédlja a teljes 4-dimenzios teret, ezért a metszetek
dimenzi6i azonnal kovetkeznek az tgynevezett dimenziéformuldbdl, amely szerint
ha U és V egy véges dimenziés vektortér alterei, akkor az 6, valamint az altaluk
generdlt (U, V) altér és metszetitk dimenzidira teljesiil, hogy

dimU +dimV = dim((U, V)) + dim(U N V).

Ugyancsak a dimenzidformulabdl kovetkeznek a T2 és T4 Aallitasok is. Ha
U és V két kiilonboz6 egyenesnek megfelel§ altér, akkor dimU =dimV =2 és
dim(U NV) =1 vagy 0, attdl fiiggben, hogy a két egyenes metszd vagy kitérd. Vagy-
is az els6 esetben dim((U,V)) =2+2 —1=3, azaz a két egyenes egysikd, mig a
mésodik esetben dim((U,V)) =2+2 —0=4, azaz a két egyenes a teljes 3-dimenzids
teret generdlja. Ez bizonyitja T2-t. A T4 allitds bizonyitasanal ha a siknak megfe-
lel6 3-dimenziés U altér nem tartalmazza az egyenesnek megfeleld 2-dimenziés V'
alteret, akkor a teljes vektorteret generaljak, vagyis dim((U,V)) = 4. Ekkor viszont
a dimenziéformuldbél adédéan dim(UNV) =3+2—-4 =1, tehat UNV egy pont.

A dualitds elvének is létezik 3-dimenziés (és magasabb dimenziés) viltozata, erre
azonban mar csak terjedelmi korldtok miatt sem tériink ki. Sok egyéb projektiv
geometriai tétel mellett errdl is bévebben lehet olvasni az [1] konyvben. Akik
alaposabban szeretnék megismerni a matematika ezen klasszikus fejezetét, azoknak
az [1] konyv mellett a [6] konyvet ajanljuk.

Feladatok

1. Legyen E és e a klasszikus projektiv sik egy pontja és egy egyenese. Rajzol-
junk le két olyan haromszoget az euklidészi sikon, amelyek e-re is és FE-re is
perspektivek, ha
e ¢ az idedlis egyenes és F egy idedlis pont;

e ¢ az idedlis egyenes és F egy kozonséges pont;
e ¢ egy kozonséges egyenes és E egy idedlis pont;
e e egy kozonséges egyenes és E egy rajta 1év6 pont.

2. Jeloljik az euklidészi sikon 16v6 A1 A A3 hdromszog A; csicshoz tartozé magas-
saganak talppontjat Mij-vel (i =1, 2, 3). Mutassuk meg, hogy az euklidészi sik ki-
terjesztésével kapott klasszikus projektiv sikon az A1 A, N M1 My, Ap Az N Mo Mj
és Az Ay N M3M; pontok kollinedrisak.

3. Mutassuk meg, hogy ha a klasszikus projektiv sikon 1év6 A1 A,Az, B1B>B3
és C1C,C3 haromszogek ugyanarra az E pontra nézve perspektivek, akkor az
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egyes haromszogparokhoz tartozbé eap, €gc és €ca perspektivitasi tengelyek
egy ponton mennek at.
Mutassuk meg, hogy ha a projektiv térben adott két kitér$ egyenes, e és T,
valamint az egyikiikre sem illeszked6 P pont, akkor pontosan egy olyan P-n
dtmend egyenes van, amely e-t is és f-et is metszi. Igaz-e ez az 4llitds az
euklidészi térben?
Hatarozzuk meg az euklidészi sikon adott

8Y 2+ 6XY —12X —26Y +11=0

egyenletli gorbe projektiv kiterjesztettjének egyenletét. Szamitsuk ki a gorbe
idealis pontjainak koordinatait és abrazoljuk a gorbét.

6. Papposz tétele szerint (bizonyitdsa

¢ _— megtalalhaté példaul a [6] kényv

B 17.4 fejezetében) ha e és ea klasszi-

kus projektiv sik két egyenese, A,

B, C és AY BY CUaz e, illetve az

eHegyenes harom-harom péaronként

kiilonb6z6 olyan pontja, amelyek
a két egyenes metszéspontjatdl is
' kiilonboznek, akkor az ABTh AB,

(&

ACHh A€ és BCHh B pontok

A B ¢ kollineérisak.

10. abra Mit 4llit Papposz tételének dudlisa?

Mutassuk meg, hogy ha az (1) formuldt az (X1 :y;:1) és (X2 :Y2: 1) kozdnsé-
ges pontokra, illetve az (Xg:Yo: 1) kozonséges és az (1:m:0) idedlis pontra
alkalmazzuk, akkor megkapjuk az euklidészi sik két adott ponton atmend egye-
nesének egyenletére, illetve az adott ponton atmend, adott meredekségii egyenes
egyenletére vonatkozé képleteket.
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Ha ez a haromszog beszélni tudna, mit mondana
errol a merolegesrol?

A cim egy tipikus Réka Sandor kérdés, amellyel egy versenyfelkészité taborban
segitette tovabb a megoldas itjan a didkokat, akik 6rak éta kiizdottek egy bonyolult
geometriai bizonyitassal.

Es vajon mi a kozos a kivetkezé tételekben, allitdsokban?

1. Egy n cstcst fagrafnak n—1 éle van (olyan dsszefiiggd graf, amelyben nincsen kor).

2. Irjunk fel egy pozitiv n egész szdmot kiilonbozé médon pozitiv egészek dsszege-
ként (a sorrendtél eltekintve), amelyekben a legnagyobb tag k. Az ilyen 6sszegek
szdma pontosan annyi, mint ahdny médon fel tudjuk irni n-et k darab pozitiv
egész, Osszegeként.

3. Erdés—Szekeres-tétel: A kiilonb6z6 valds szamokbdl allé aq, ag, ..., Gmpy1 SO-
rozatnak vagy létezik egy m-nél hosszabb csokkené részsorozata, vagy van egy
n-nél hosszabb névekvo részsorozata.

Ahelyett, hogy valamilyen mesterséges intelligencianak passzolnank tovabb a
kérdést — ami jelen esetben nem is ad mindenki szdméra vildgos valaszt — érde-
mesebb elolvasni Roka Sandor ,, L6 és lovasa, avagy a parbadllitds mddszere” cimii
cikkét. (KoMaL, 1996. janudr 1-3.0., dprilis 193-196.0., http://db.komal .hu/Koma
1HU/index.phtml).

A szerzének nem ez a kétrészes cikk volt az egyetlen KoMal-ban megjelent irdsa.
A Rétz Laszlé Vandorgytilések elmaradhatatlan tanarversenyérol szolé beszamoldin
tul f6leg és leginkabb kitlizott feladatai jelentek meg a kiilonb6zé pontversenyekben.

A komalozdk koziil sokan kezdték a megoldasok bekiildését korabban, méar az
ABACUS feladatainak megoldasaval. Ezt a folyéiratot Roka tanar ar alapitotta az
els6 KoMaL szam megjelenésének 100-adik évforduldjan, 1994-ben. Ez a kezdemé-
nyezés az Egyesiilt Allamokba is eljutott, és negyedszézada mér ott is megjelenik
az ABACUS angol nyelvii forditdsa, és miikddik a pontversenye is.

Réka Sandornak mintegy 30 cikke jelent meg kii-
16nb6z6 folydiratokban és kozel 80 konyve. Egész ma-
tematikusi, tanari palyajat folyamatos és szorgalmas
tematikus gytijtés és tjszeri tudasatadas jellemzi. Bi-
zonyiték erre — tobb méas konyve mellett — a ,Hany
éves a kapitany?”, a ,Logika-land” vagy a ,Véalogatas
Erdés Pal kedvenc feladataibdl” feladatgytlijteménye.
A kozépiskolas korosztaly leginkabb taldan a ,,2000 fel-
adat az elemi matematika kérébol” cimii konyvével ta-
lalkozott, de sok fiatal tehetség az Erdos Pal Matema-
tikai Tehetséggondozo6 Iskola tanaraként is megismer-
hette 6t. Az Erint6ben Héttusa néven vezet népszerti,
valtozatos feladatokat kit{iz6 rovatot (https://ematlap.hu/hettusa).

Roéka Sandor
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Roéka Sandor fairadhatatlan munkajanak csak a legismertebb szeleteit felsorolva
nem meglepd — és nagy 6rom —, hogy szdmtalan hazai szakmai dij mellett idén
februédrban egy nemzetkdzi dijjal is gazdagodott, megkapta a WFNMC Erdés Pal-
dijat.

A Nemzeti Matematika Versenyek Vildgszovetsége (World Federation of Nati-
onal Mathematics Competitions — ww._wfnmc.org) az Erdés Pal-dijat olyan mate-
matikusoknak adoményozza, akik hazai vagy nemzetkozi versenyek szervezésével,
illetve szakmai munkajukkal jelent6sen hozzajarultak ahhoz, hogy a matematika-
ban tehetséges fiatalok minél szélesebb korben vehessenek részt magas szinvonald
megmérettetésekben. (https://www.wfnmc.org/awards.html) A dij igazén nemzet-
kozi, a kitiintetettek kozott minden lakott kontinens képviselteti magat. 1992 6ta
itélik oda, eddig Osszesen 54-en kaptdk meg, koztiik 6t magyar és egy magyar szii-
letésti amerikai. (1996 — George Berzsenyi, 2000 — Reiman Istvan, Surdnyi Janos,
2014 — Pelikédn Jozsef, 2022 — Kés Géza, 2026 — Réka Séndor) A legtobb dijjal
— héttel — az Amerikai Egyesiilt Allamok biiszkélkedhet, ezt koveti Ausztralia és
Magyarorszag 5-5 dijjal, majd Kina 3-mal.

A dij egy djabb, nemzetkozi elismerése Roka Sandor ama elhivatottsiagdnak,
szép problémék irdnti fogékonysdgdnak, amelyet a KoMal-ban 1987-t61 2026-ig
kittizott 70 feladata is mutat.

Kérdésiinkre, hogy melyik a kedvenc feladata a hetvenbdl, tobb jeldltet is kil-
dott, amelyekhez személyes megjegyzéseket is irt. Ezek kozil az Erdés Palhoz kot-
het6 feladatat valasztottuk ki arra, hogy itt megosszuk a K6MalL olvasdival:
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B. 5004. (2019. januar) 2n egymast kovetd egész szam kozott legfeljebb hany
olyan lehet, amely oszthat6 az n+1, n+2, ..., 2n szamok kozil legaldbb az
egyikkel? (6 pont) (Réka Sandor, Nyiregyhaza)

,Ugy 50 éve szeretem Erdds n—2n feladatait:

1. Ha az 1, 2, ..., 2n szamokbdl kivalasztunk n + 1 darabot, lesz kozte kett6,
amelyek relativ primek.
2. Haazl, 2, ..., 2n szamokbol kivalasztunk n + 1 darabot, lesz kdzte kettd, hogy

egyik osztdja a masiknak.

Es még van néhany ilyen feladata.

Erd6s egy kongruenciarendszeres feladatarol irt, hogy ott a kérdésre milyen
maximumot sejt. Meglepte, hogy téves volt a sejtése. A kongruenciarendszeres
feladatot oszthat6sagi kérdésre forditottam, és kiildtem a KéMalL-nak.

Meglepett, hogy mas volt a valasz, mint ahogyan én tudtam. Elrontottam
a feladatot, mégpedig ott, hogy a kongruencids kérdést pontatlanul Ultettem at
oszthatdsagra. Maés lett a feladat, mint amit Erdésnél olvastam. De — béar véletlenul
— egy szép feladat lett bel6le, amelynek szép a megoldéasa is.” (Lasd [3] 243. oldal
alja—244. oldal.)

Tanér Urnak eziton is gratuldlunk! Keérjuk, tartsa meg jo szokasat, és javasoljon
még tovabbi szép és érdekes Roka-feladatokat!

Olvaséinkat pedig batoritjuk, hogy gondolkozzanak a cikkben idézett feladato-
kon. Oldjak meg a KéMaL és a Héttusa feladatait, majd olvassak el a feladatok
megoldasat és a szerkeszt8i megjegyzéseket.

Egy friss hir. Az American Mathematical Society (AMS, https://www.ams.org/
home/page) kiaddja, az MAA Press hamarosan megjelenteti a ,VValogatas Erdds
Pal kedvenc feladataibdl” cim(i kényv ([5]) angol nyelvii kiadasat Freud Roébert
forditasaban.

Forrasok

[l] https://www.facebook.com/lovasz.laszlo.matematikus/posts/aki-megszelidit
ette-a-matematikat-roka-sandor-nyerte-el-a-world-federation-of-nat/126
6727052103932/

[2] https://www.wfnmc.org/erdroka.html

[3] Erd6s Pal: Extremalis problémak a szamelméletben 1. (Szamelméleti megjegy-
zések 1V., Matematikai Lapok, 1962, 228-254.0.) https://www.renyi.hu/~p_erd
08/1962-23.pdf

[4] nhttps://www.typotex.hu/author/211/roka_sandor
[5] https://www.typotex.hu/upload/book/13056/rokau310_medium.jpg

Kos Rita
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Rejtvények, ordoglakatok
Néhany tovabbi bepakolo

| W |

Rovatunkban minden hénapban valamilyen szérakoztaté matematikai fejtorét mu-
tatunk be. Ezek kozott fontos helyet foglalnak el a kiilonb6z6 kirakés jatékok, topo-
l6giai feladvanyok, 6rdoglakatok és a matematikat felhaszndlé blivészmutatvanyok.

Manapsdag szinte mindent meg lehet taldlni az interneten, de az igazi élményt az adja,
ha a feladatokat magunk oldjuk meg, a biivészmutatvanyok triikkkjeit mi taldljuk
ki, és a sziikséges kellékeket is mi tervezziik meg és készitjiik el. Prébaljuk meg
a feladatokat tovabbgondolni, altaldnositani, igyekezziink 1j feladatokat kitalalni.

A KdéMalL 2026. februari szdméban Szilassi Lajos mutatta be nekiink Tom
O’Beirne Olvasztotégely nevi jatékat. Ez a feladvany tulajdonképpen egy 6sszerakd
jaték, ahol a megadott elemekbdl egy el6re meghatarozott format kell épiteniink.
Az dsszerakdk a logikai jatékok egy meghatarozo (talan a legnagyobb) csoportjat
alkotjak. Ezen a nagy csoporton belll taldljuk a bepakolé jatékokat, ahol a célt
egy doboz (,,tarolé forma™) jeldli ki. Ez néha csak a feladat ,,megfogalmazasa”
(azaz a cél forma kijel6lése) miatt praktikus, néha a jaték szépségéhez is hozzaad
(példaul az Olvasztotégelynel egyértelmden kihangsulyozza a jaték paradox jellegét
is), de bizonyos feladvanyoknal komolyabb megszoritasokat is jelent: tobbnyire a
dobozon kivil nagyon kénny( a kivant forma 6sszeallitasa, de a dobozba betenni
kimondottan nehéz.

Egy klasszikus, altalaban John Conwaynek tulajdonitott feladvany, hogy allit-
sunk 6ssze egy 3 x 3 x 3-as kockat hat darab 2 x 2 x 1 méret(i négyzetes oszlopbol és
harom darab egységkockabdl. Ennél a feladvanynél nem Iényeges, hogy legyen egy
doboz, amibe bepakolhatunk (bar az elemek taroladsa miatt mindenképp praktikus).
A sziikséges darabokat viszonylag kénnyen elkészithetjik, akar egy fa épit6jaték
néhany elemébdl dsszeragasztva, de ezen a feladaton nyugodtan lehet akar fejben,
eszkdzok nélkil is gondolkodni, nem reménytelen rajonni a megfejtésre.

A 2018-as International Puzzle Party jaték-
tervezdi versenyének [2] nagydijat ennek a jaték-
nak egy trukkdos variansa nyerte, amelyet Volker
Lattusek tervezett, és Casino néven valt ismert-
té. A feladat, hogy pakoljunk bele hat darab,
két egység atmérdjl, egy egység magas egyenes
kérhengert (kaszin6 zsetont) egy 3 x 3 x 3 mére-
tli kockdba. Ez természetesen még az el6z6 jaték
megoldésa alapjan kénnyen megtehetd. A nehe-
zités a feladvanyban, hogy a doboz nyitott tete-
jének két oldalat egy-egy fél egység széles tégla-
lap takarja, igy a bepakolast egy 2 x 3 méretl
»lyukon” keresztll kell elvégezni. Ez az apronak
t(in6 modositas kuldnleges csavart visz a felad-
vanyba. Jegyezziik meg, hogy itt nyilvanvaldan

1. dbra. A Casino a
https://cubicdissection.com
kivitelezésében
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nem cél a teljes doboz kitoltése az elemekkel, igy nem vilagos a végéallapot, tehat
ebben is eltérhetnek a bepakolok a klasszikus dsszerakoktél. A Casino nyomtathat6
tervei ingyenesen letdlthetéek [1], de tobb Kivitelben kaphato is.

A bepakol¢ jatékok magyar vonatkozasa, hogy a kategoéria egyik legismertebb és
legelismertebb tervez6je Molnar Laszlo, szamos alkotésa elérhetd kereskedelmi for-
galomban is, lasd példaul a [3] oldalon. Mi itt most a Minima Fibonacci sorozatara
szeretnénk felhivni a figyelmet, ahol szintén polikockdkat kell egy dobozba bepa-
kolni. A bepakolandé polikockak térfogata rendre 1, 1, 2, 3 és 5 egységnyi, innen
kapta a jaték a nevét. (Aprobb kivétel a 3 sorszamd, ahol a két egységnyi kocka
is 0ssze van ragasztva, tehat annak csak négy eleme van, 2, 2, 3 és 5 térfogattal.)
A doboz minden esetben egy 2 x 2 x 3 téglatest, de a bepakolashoz csak specialisan
elhelyezett ,,ajtdkat” hasznalhatunk.

2. dbra. A Minima Fibonacci 1 a
https://nothingyetdesigns.com

kivitelezésében

3. dbra. A Minima Fibonacci 1
dobozanak testhaldja

A Minima Fibonacci 1 elemkészlete jol latszik a 2. dbrdn. A doboz pontos
megadasahoz pedig a 3. dbrdn lerajzoltuk a testhaldt, szirkével jeldlve a tomor
részeket, az ajtokat kihagyva. Ezek alapjan a jaték hazilag is elkészithetd.

A Minima Fibonacci jatéksorozat masik két tagjarol a boriton lathat6 foto.
Hivatkozasok
[1] https://www.printables.com/model/67158-casino-puzzle-by-volker-latussek/files
[2] https://puzzleworld.org/DesignCompetition/2018/results.htm
[3] https://www.nothingyetdesigns.com/collections/laszlo-molnar
[4] Gal Péter, személyes kommunikacio.

Jo szorakozast! . .
z z Vigh Viktor
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Beszamolo6 a 2026. évi EGMO versenyrol

e - Az idei Eurdpai Lany Matematika Diak-
European i’ | olimpiat (EGMO) 2026. aprilis 9. és 15. ko-

Malhemallc !

z6tt tartottak Bordeaux-ban, Franciaorszag-
ban. A versenyen 67 orszag 260 didkja vett
részt, koztik 41 eurdpai orszdg 161 diékja.
A versenyz6k két egymast kéveté napon 3-3
feladat megoldasaban mérték dssze tudasukat,
mindkét feladatsoron 4 és fél drat dolgozhattak.

A magyar csapat szép eredménnyel, 1 eziist-
és 3 bronzéremmel tért haza, ezzel az 6sszes or-
szag kozott a 17. helyet, a 41 eurdpai orszag ko-
z6tt pedig a 9. helyet szerezte meg hazanknak.

A magyar kildottség tagjai voltak a ver-
senyz6k — Bodor Noémi (Debreceni Fazekas
Mihaly Glmna2|um) Sardinecz Déra (Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlo Altala-
nos Iskola és Gimnazium), Varga Vivien (Szegedi Radnoti Miklos Kisérleti Gimna-
zium), Zhai Yufan (Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlo Altalanos Iskola és Gim-
nazium) —, valamint Kiss Melinda Fléra csapatvezet6, Velich Néra csapatvezet6
helyettes és Gy6r [yIKerekes Anna megfigyel6.

A versenyz6ink eredményei:

Bodor Noémi 18 ponttal eziistérmet,

Zhai Yufan 17 ponttal bronzérmet,

Séardinecz Déra 16 ponttal bronzérmet,

Varga Vivien 14 ponttal bronzérmet szerzett.

Ezaton is koszonjiik a Gondolkodas Orome Alapitvany tAmogatasat!

A versenyzbk beszamol6jabol betekintést nyerhetiink az esemény részleteibe is:

Az idei EGMO Bordeaux-ban keriilt megrendezésre, ezen vettlnk részt aprilis 9.
és 15. kozott. Csutortok reggel a budapesti reptéren megkaptuk az altalunk terve-
zett csapatpulcsikat, tovabba egy-egy pliss kockasfull nyulat kabalaként. Mintegy
masfél oras repulduat utén a zlrichi reptérre érkeztlnk, ahol talalkoztunk a luxem-
burgi csapattal. Innen méar kdzvetlen repuldjarat vitt minket Bordeaux-ba, ahol
kora délutan szikrazo napsutés és lelkes guide-ok fogadtak minket.

Ezutan egy meglep&en hosszu villamosozas kovetkezett. A szervez6kt6l egyhetes
bérleteket kaptunk, igy a tovabbiakban is nagyrészt témegkozlekedéssel utaztunk.
Délutan 4 korul végre megérkeztiink a négycsillagos hoteliinkbe, ahol débbenten
tapasztaltuk, hogy a kinti 30 fok ellenére sem m(ikddik a légkondi. A héség el6l egy
kozeli fagyizoba menekltink, ahol rendkivil kedves kiszolgaladsban volt részink.
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A vacsora az eredeti 19 érahoz képest fél éraval kés6ébb kez-
d6dott, de a svédasztalos étkezésre megérte varni. Estére mar
egyre tobb versenyzot zavart a meleg, ezért a recepcion lehe-
tett ventilatorokat igényelni, és a szervezdk éjszakai szellézte-
tést javasoltak. Ez csak részben volt hatékony, igy az utazas
faradalmait nem mindenkinek sikeriilt kipihennie masnap reg-
gelig.

Reggeli utan A nagy pénzrablas témaju szabaduldszoba-
szert ,Kincs vadaszat” keretében volt lehet&ségilink felfedezni
Bordeaux belvarosat.

Kozben megismerkedtiink az idegenvezetonkkel, Lamidval is, aki érdekes dol-
gokat mesélt a tanulményairdl és Parizsrél, valamint megkindlt minket a kornyék
jellegzetes édességével, a canneléval. Ebéd utan visszaindultunk a hotelbe, itkézben
azonban azzal szembesiiltiink, hogy az egyetlen kozelben 1év6 hidon nem tudunk
atmenni, mert a kozepe fel van emelve nagyjabol 40 méter magasra, hogy egy te-
herszallité hajoé atmehessen alatta.

Mintegy 20 perc varakozas utan végiil le-
engedték a hidat, és sikeriilt id6ben vissza-
érniink a szallasra. Kés6 délutan sor keriilt
a nyitéiinnepségre, ahol inspiralé beszéde-
ket és remek zenei alafestést hallhattunk,
tovabba egy vicces blivészelbadast is meg-
tekinthettiink, majd bemutatasra kertiltek
a résztvevo csapatok.

Este 10-kor, mikozben készilédtiink a
lefekvéshez, hangos dudalasra és berregésre
lettiink figyelmesek. Az ablakon kinézve lattuk, ahogy motorosok egész serege 5
percen keresztiil vonult fel a leheté legnagyobb zajt keltve (azéta sem dertilt ki,
hogy miért).

Reggel fadjdalmasan koran, 7-kor kellett elindulnunk a 9-kor kezd6d6 versenyre,
mert a szervez6k attol tartottak, hogy egy tomegkozlekedési sztrajk miatt problé-
mak lehetnek a villamosozassal. Ennek kovetkeztében kihagytuk a reggelit a hotel-
ben, hogy a lehet6 legtovabb alhassunk, és Nori csomagolt nekiink szendvicseket.
Végiil semmilyen hatdsat nem tapasztaltuk a sztrajknak, igy mar 8 el6tt megérkez-
tlink a verseny helyszinére.

A fennmarado6 id6ben Néri jotandcsokkal latott el minket.

A verseny meglep&en nehéz volt, mindegyikénknek
csak 1-1,5 feladatot sikeriilt megoldania a 3-bél. Dél-
utan hajoékirdandulasra indultunk, Dori és Nancy pedig
kiprobaltédk a hotel edzétermét. A szervezok nem tudtak
pontosan, hogy honnan indul a hajé, igy nem szalltunk
tomegkozlekedésre, és a tervezett 20 perc sétabdl 40 perc
lett. Kozben végig esett az es6, igy miikodo eserny6 hia-
nyaban mar az odadton bérig aztunk.
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A hajén sem sikerilt megszaradnunk, de kaptunk tditét, és meghallgathattuk
a Varos érdekes torténetét.

ez

Visszafelé mér villamossal mentiink, majd a hotelben egy forré zuhannyal me-
legedtiink fel. Vacsora utan bilidrdozassal mualattuk az id6t.

Vasérnap reggel kicsit késébb in-
dultunk a verseny helyszinére, mint
szombaton. Legnagyobb csal6dasunk-
ra a feladatok még az eléz8 napinal
is nehezebbnek bizonyultak, és a té-
makoreik sem voltak kedvezbek sza-
munkra. Délutan agyagozassal vezet-
tuk le a fesziiltséget.

Este a Jane Street altal szervezett vacso-
rara indultunk, ami Bordeaux legikonikusabb
épiletében, a Palais de la Bourse-ban, kerilt
megrendezésre. Rengeteg vadonatlj tarsasja-
ték, jatékgépek, s6t még egy karaokefilke is
rendelkezéstinkre allt, és sokféle ételt és italt
fogyaszthattunk korlatlan mennyiségben.
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Este 9 koriil izgatottan tértiink vissza a szdl-
lodankba, mert addigra Melindaék kijavitottak a
megoldasainkat, és végre megtudhattuk az eléze-
tes pontszamainkat.

Hétf6 reggel Saint-Emilionba indultunk, egy egész napos kiranduldsra. Ott kor-
bevezettek minket a Balestard boraszat teriiletén, ami az egyik legnevesebb a ré-
giéban.

Betekintést nyerhettiink a prémium borok készitésébe, a sz0l6 gondozasatdl a
hordés érlelésig. Ezek utan az épiilet teraszan kaptunk ebédet, ami kis szendvi-
csekbdl és salatakbol allt. Végiil délutan Saint-Emilion varosaban vezettek korbe
minket, annak 0sszes nevezetességét érintve. Ez nagyon érdekes volt, meglatogat-
tunk tobbek kozott katakombakat és egy templomot, amit teljes egészében sziklaba
vajtak. Amig mi kirdndultunk, Melinda, Anna és Néri a szdllodaban maradtak, ahol
a nap folyaman lezajlott a koordinalés.

Maésnap szintén kiranduléassal inditottunk, ezattal a Dune du Pilathoz mentiink,
ami egy magas homokdiine az 6cednparton. Ekkor mar csatlakozhattak hozzéank a
csapatvezetok is.

Kozosen felsétaltunk a diine tetejére, ahonnan gyonyori volt a kilatas, és lehe-
t6séglink volt sok fényképet késziteni. A nap végén keriilt sor a zaréceremonidra.
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Beszédek hangoztak el a szervezoktdl, és volt egy rovid zenei eléadas is. Végiil mind
megkaptuk az érmeinket. Miutdn véget ért a ceremoénia és sok csoportképet csinal-
tunk, visszamentiink a szallasra. Ott vacsoraként egy alléfogadas szolgalt, ahol az
ételek apro adagokban voltak az asztalokra téve. Az estét él6 zenével kisérte a mar
kordbban megismert egyiittes. Mint megtudtuk, a szerda esti repiiléjaratunkat t6-
rolték, ezért csak csiitortok reggel tudtunk hazaindulni.

Igy azonban még egy teljes napot maradhattunk a vArosban a verseny utdn,
és ezt igyekeztiink minél jobban kihasznalni. Néhany o6rat szabadon sétaltunk a
varosban, vettiink szuvenireket és édességeket. Majd Déri elment egy kozeli ma-
szoterembe, a tobbiek pedig egy immerziv kiallitasra, aminek a Kis herceg volt a
témdja. Habar a szoveg francidul volt, a képeket mindannyian tudtuk csodalni.

Maésnap mar csak a hazaut vart rank, ami kifejezetten hosszinak érzodott a
4 6ras parizsi atszallas miatt. Végiil délutan érkeztiink haza, kissé mar faradtan.
A verseny azonban mindannyiunk szaméra egy emlékezetes élmény volt egy szép
helyen, amire szivesen gondolunk vissza.

A jovo évi verseny Horvatorszagban lesz 2027. dprilisdban. A valogatasi folyamat
és a felkészité program részleteiért a https://cms.renyi.hu/olimpiak/ oldal EGMO
fiilét érdemes figyelni 2026. julius kozepétdl. &

Batran jelentkezzetek, a felkésziilésbe szivesen varunk minden olyan lanyt, akit
érdekelne a versenyen val6 részvétel lehetGsége vagy csak szeretne tobb idét tolteni
komolyabb matematikafeladatok megoldasaval.

Kiss Melinda Fléra, Gyorffy-Kerekes Anna, Velich Nora
az. EGMO felkészit6 csapat nevében
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A 2026. évi EGMO feladatai
1. nap

1. feladat. Egy 2026 x 2026-0s négyzetracsot bordénak neveziink, ha a 20262 da-
rab egységcellaja kozil legalabb egy pirosra van szinezve. Egy cellakbdl allé téglalap
alaku régidt pdratlanosnak hivunk, ha paratlan sok piros cellat tartalmaz. Hata-
rozd meg azt a legnagyobb pozitiv egész M szdmot, amelyre barmely 2026 x 2026-0s
bordé négyzetracs esetén létezik egy legalabb M cellabdl allo paratlanos régio.

Megjegyzés: Egy téglalap alaku régié oldalai parhuzamosak a négyzetracs olda-
laival és tartalmazza a belsejét.

2. feladat. Adott egy pozitiv egész n. Maria a kdvetkezd jatékot jatssza a tablan:
kezdetben felirja az 1-et, majd minden Iépésben valaszt egy 1 < j < n egész szamot

és a tablan szereplé V szdmot lecseréli a j -R (%) szdmra, ahol R(x) az x-hez
legkdzelebbi egész szamot jeldli. Ha az x éppen féluton van két szomszédos egész
szam kozott, akkor felfelé kerekit. Példaul R(1,3) =1 és R(1,5) =R(1,8) =2.
a) Bizonyitsd be, hogy minden adott n-re létezik olyan B pozitiv egész szam,
amelynél nagyobb szdmot Maria sohasem irhat fel a tabléara.
b) Egy n egész szamra jeldlje £(n) a legnagyobb szamot, amelyet Maria a tablara
véges sok lépés utan felirhat. Bizonyitsd be, hogy létezik N pozitiv egész,
amelyre minden n > N esetén f(n) oszthaté 2026-tal.

3. feladat. Jeldlje R a valos szdmok halmazat. Hatarozd meg az 6sszes f: R — R
fuggvényt, amelyre tetsz6leges x, y valos szamokra teljesul, hogy

f((F00+F(1)?) = (x+9)F(x+y).

2. nap

4. feladat. Legyen 1 =a; > ay > az > ... egy valés szamokbol all6 végtelen szam-
sor, amelyre minden n pozitiv egész szam esetén teljesul, hogy a,, = as, + @zpn+1-
Legyen r = 20262°25, Bizonyitsd be, hogy

1 2
,<ar<7

r— " Tr+41°

5. feladat. Legyen ABC egy hegyesszogli hdromszog, amelyre AC > AB. Jeldlje
ABC koréirt korét w és legyen w kdzéppontja O. Az w-hoz B-ben és C-ben hizott
érinték K-ban metszik egymast. Legyen az ABK haromszdg koréirt korének és
a BC egyenesnek a masodik metszéspontja Z. Jeldljuk KZ felez6pontjat L-lel.
Legyen a KZ és AB egyenesek metszéspontja X. Az O-bol KZ-re allitott mer&leges
az ABL haromszog koréirt korét a BC egyenes A-fel6li oldalan egyetlen pontban
metszi. Legyen ez a pont V. Bizonyitsd be, hogy LV meréleges CX-re.

6. feladat. Vegylnk egy p primszamot és legyen n egy pozitiv egész szam,
amelyre p nem osztja n-et. Legyen az n pozitiv osztéinak szdma k és az osztokat
jeloljuk 1 =d; <dg <--- <dj =n-nel. Minden i = 1,2,...,k-ra jeldlje c; a d? olyan
pozitiv Cosztoinak szdmat, amelyekre p osztja d; — [=8t. Bizonyitsd be, hogy

(P—1)(cp +Co+--+Cx) > K%
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| | Megoldasvazlatok a 2026./4. szdm
| | matematika gyakorlo feladatsorahoz

1. a) Egy szamtani sorozat harom egymast kdvet6 tagja (ebben a sorrendben):

I. rész

y, © és 4x — 5. Hatarozza meg ezeket a szamokat, ha dsszegiik 1500. (4 pont)
b) Hany olyan mértani sorozat van, amelynek els§ 5 tagja kozott szerepel a 2,
a 8 és a 32, ha szamit a tagok sorrendje is? (5 pont)

¢) Rendezze névekv6 sorrendbe az alabbi halmazok szamossagat! Valaszat indo-
kolja!
A= {Az 2% + 22 +1 = 2 egyenlet racionalis megoldasai};

B = 0 pozitiv osztoi};
% } 1
—n+1 1
C=n T > 3,n€N . (5 pont)

Megoldas. a) A hdrom szdm 06sszege a k6zéps6 tag haromszorosa. 3z = 1500,
ebbdl z = 500. A sorozat di [erkncidja (4z — 5) —x = 3z — 5 = 1495. Tehat a harom
szam: —995; 500; 1995. Ezek valoban szamtani sorozatot alkotnak.

b) A felsorolt szamok énmaguk is egy mértani sorozatot alkotnak; ¢ = 4 vagy
qg=1/4. Ezért két eset lehetséges: (l.) az 6t szdm kozott is szomszédosak ezek vagy
pedig (11.) az els6, harmadik és 6todik tagjai a szamdtosnek.

I. Ha ezek szomszédos tagok, akkor a legkisebb sorszamu tag legfeljebb a har-
madik lehet. Ez harom lehet6ség. Minden lehet8ségben két sorozat van (¢ = 4 vagy
g = 1/4), tehat hat ilyen sorozat van.

Il. Ha ezek nem szomszédosak, akkor ¢? =4 vagy ¢ = 1/4. Mindkét esetben
kétféle lehet a hanyados: ¢ = +2 vagy +1/2, tehat 4 ilyen sorozat van.

Osszesen 10 ilyen mértani sorozat van.

¢) 22+ 2z +1=(z+1)?> =2, ennek megoldasai ++/2 — 1, amelyek irracionali-
sak, ezért |[A| =0. A 40=23.5, tehat |[B| =4-2=28. A 3-as alapu exponencialis
fliggvény szigord monoton novekedése miatt a 3-"*1 > 372 egyenlGtlenség ponto-
san akkor teljesil, ha —n +1 > —9, amibdl n < 10 természetes szam, ezért |C| = 10.
A szamossagok sorrendje: |A| < |B| < |C.

2. a) Bizonyitsa be az alabbi allitast:

»Ha egy derékszdgli haromszég mindhdrom oldaldnak hossza pozitiv egész szam,
akkor az atfogohoz tartoz6 magassaganak hossza racionalis.” (4 pont)

b) irja fel az a) feladatban szerepl6 allitas megforditasat, és dontse el réla, hogy
igaz vagy hamis! Valaszat indokolja! (3 pont)

c) Osszeadtuk 27 kullénbozé primszam négyzetét, és eredményiil 155 787-et kap-
tunk. Szerepelhetett-e a primek kozott a 3? (5 pont)
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Megoldas. a) Legyenek a befogok a és b, az atfogé c, az ehhez tartoz6 magassag
pedig m. Ekkor Ta = %” = 5%, vagyism = %b tehat m egész szamok hanyadosaként
eléall, azaz racionalis.

b) Az allitds megforditésa: ,,Ha egy derékszogl haromszdég atfogéhoz tartozo
magassaganak hossza raciondlis, akkor mindharom oldaldnak hossza egész szam.”

Az allitds hamis. Tekintsink egy négyzetet, amelyiknek az &tléi 10 egység
hossztiak. Eltkor a négyzet felét képezG derékszogli haromszégben ¢ =10, m =5,
a=hb=10/ 2, ezek pedig irracionalisak.

¢) Ha egy szdm nem oszthatd hdrommal, akkor 3k =1 alakban irhat6, ahol k
és (3k=1)% = 9k2 =6k + 1. Ebbdl lathato, hogy a négyzete mindig 1 maradékot ad
harommal osztva. Tegytk fel, hogy a 27 prim koézott szerepel a 3-as. Ekkor az 6sszeg
tagjai kozott 26 olyan szam szerepel, amely 1 maradékot ad harommal osztva és egy
olyan, amely nullat. Tehat az 6sszeg harmas maradéka 2. Azonban 3 | 155787, ezért
ez nem lehetséges. Ha van is 27 ilyen primszam, a 3 biztosan nem szerepelhetett
kozottik.

3. Egy tdborban 90 didk vett részt, akiket fahdzakban szdlldsoltak el. A fahdzak
mindegyike négy-, nyolc- vagy kilencigyas volt, a nyolcigyasbol pontosan 6t darab.
Miutan o didkok elfoglaltak a hdzakat, nem maradt tres dgy.

a) Erkezéskor a szdlldsadd odaadta az eqyik kisérétandrnak egyesével a kulcsokat.
Elészor a négydgyasokét, utana a nyolcdgyasokét, végil pedig a kilencigyasokét.
Hanyféle sorrendben tehette ezt meg, ha minden fahdznak egy kulcsa van, és a
kulcsok kiilonbozdek? (4 pont)

Egyik délutdn o didkok tobb kilonbozd tiralehetdségbdl vdlaszthattak. Osszesen
6 csoport alakult a 90 f6bél. A hat csoport létszamdrdl a kovetkezoket tudjuk:

i) minden csoport létszdma oszthatd hattal,

ii) wvan olyan csoport, amelyikben éppen feleannyian vannak, mint egy mdsikban,
iii) a létszdmoknak két mddusza van, az egyik megegyezik a medidnnal,

iv) terjedelme 30.

b) Adja meg, hogy hdny f6 volt az egyes csoportokban! (6 pont)

Megoldas. a) A négyagyas fahdzak szdma legyen a, a kilencagyasoké pedig b.
A feladat feltételei alapjan 4a+ 9b+ 40 = 90, ahol a, b [NI*. 9b négyes maradéka
2, és b < 6. Ezért csak b =2 lehet megoldas. Ekkor a = 8.

A kulcsokat 8! 5! 2! = 9676800-féle sorrendben adhattak oda a kisér6tanarnak.

b) Az els6 és a negyedik feltételt is tekintetbe véve a hat csoport létszamat
jeldlheti 6a, 6b, 6¢, 6d, 6e, 6a+ 30, ahol 0 < 6a < 6b < 6¢ < 6d < 6e < 6a+ 30 és a,
b, ¢, d, e pozitiv egész szdmok. Ekkor 6a -+ 6b + 6¢ + 6d + 6e + 6a + 30 = 90, azaz
at+b+c+d+e+a+5=15 vagyisa+b+c+d+e+a=10vagy 2a+b+c+d+
+e=10.

Itt b legfeljebb 2 lehet, kulonben b+c+d > 12> 10 lenne. Ha b = 2, akkor csak
a=1,b=c=d=e=2lehetséges, de igy az adatsornak nincsen két médusza. Ezért
b=1, igy ais 1. Ebb6l kdvetkezik, hogy az egyik modusz az 1, tovabbadc+d+e="7.
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A median a két kozépsé sz&m atlaga, (c+ d)/2, és mivel modusz is, igy csak
c¢=d lehet. De nem lehet ¢ =d =1, mert akkor csak egy modusz lenne. VVagyis csak
c¢=d =2 allhat fenn.

Eszerint a, b, ¢, d, e, a+ 5 lehetséges értékei: 1, 1, 2, 2, 3, 6.

Ellendrizniink kell még, hogy teljesiil-e az a feltétel is, hogy az egyik szdm egy
masik kétszerese, és ez valoban teljesil is.

A csoportok létszdma tehat 6, 6, 12, 12, 18, 36.

4. a) Tekintslk az alabbi pontokat a koordinata-rendszerben:
T .
A(loggr;logs 5r); B (—10g3 (g) ;log1 10) és C(log, 1;log, 1).

Mennyi r € R™\ {1} értéke, ha tudjuk, hogy az ABC héaromsz6g sulypontja az
S(%;3) pontban van? (5 pont)

b) Adott az f: R = R, x> 22% 4+ 62 — 622 — 2 fiiggvény. Adja meg annak a
valds szamokon értelmezett g(x) flggvénynek a hozzarendelési szabalyat, amelyre
9(f(z)) == (4 pont)

¢) Hatarozza meg a g: R — R, =+ 22 + px + p fuggvény hozzarendelési szaba-
lydban a p nemnulla valés paraméter értékét Ugy, hogy a g és az x + = + 1 linearis
fuggvény grafikonjainak pontosan egy metszéspontja legyen! (6 pont)

Megoldas. a) A haromszdg sulypontjanak koordinatai a csucsok megfelelé ko-
ordinatainak atlaga. Minden r > 0; r # 1-re log, 1 = 0, ezért harommal valo szorzas
utan az alabbi egyenletek frhatdak fel: logzr —logs (%) =1 és logs(5r) + log110=1.
Az els6 egyenlet a logaritmus azonossagai alapjan: logg(r—;g) =logz3 =1, tehat en-
nek az értelmezési tartomany barmely r eleme megoldasa. A masodik egyenletbdl
3-as alapu logaritmusra val6 attéréssel kapjuk, hogy

log; 10

or r
logg 5r —log; 57— loga 10 = logs (1 ) = logs (5 ) = loga3.
0g3 o1 + logg% 0g3 o1 — logz 10 = log, 10 083 {5 0g33

A logaritmus fuggvény kélcsonos egyértelmisége miatt 5 = 3, amibdl » = 6. A ka-
pott r érték megfelel a feladat feltételeinek.
b) f(z)=2(23— 32?43z —1)=2(z — 1)3. Tehat g(z) = /3 + 1. Ekkor g(f(z)) =
of2(x —1)3

c) A ket fluggvenygrafikon ott metszi egymast, ahol a flggvényértékek meg-
egyeznek, azaz 22+ pr +p =z + 1, atrendezve: 22+ (p— 1)z + (p—1) =0. A mé-
sodfoku egyenletnek akkor lesz egy megoldasa, ha a diszkriminansa nulla, azaz:
D=(p—-1)2—-4(p—1)=(p—1)(p—1—4) =0. Egy szorzat pontosan akkor nul-
la, ha valamelyik tényez8je nulla. Tehat p =1 vagy p =5. A kapott p értékeket
behelyettesitve valoban megfelelnek a feladat feltételeinek.

II. rész

5. a) Egy szabalyos hatszdg alapl egyenes hasédb alap- és oldaléleinek hossza
egyenl6. Ha térfogatanak adott mértékrendszerben kifejezett mérdszamat elosztjuk
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a felszinének ugyanabban a mértékrendszerben kifejezett mérészdmaval, akkor a
hanyados 1,392. Hany egység hosszU a hasab egy éle? Valaszat egészekre kerekitse!

(9 pont)

b) Egy hatszdg alapl hasab élei kozil kivalasztunk harmat. Mennyi a valészin(-
sége, hogy a harom él koziil pontosan kettének van kdzds pontja? (7 pont)
, ) e s a3 ; 33
Megolda\s/. a) A hasdb egy élét jelolje a, ekkor V = 6-a=a e

2.

V_
6s A=Y 6-2+6a%=3a%( 3+2). A hinyadost felirva egyszerfisités utédn

1% 3
kapjuk: — =a+- —>—— =1,392. Ebbdl a =6.
A 2-( 3+2)
b) A hatszog alapti hasdbnak 18 éle és 12 csticsa van. Minden csticsdban pontosan
3 él taldlkozik. A 18 élbSl hérmat (138)—féleképpen valaszthatunk ki. A kedvezd
eseteknél valasszuk ki, hogy melyik csics lesz a kozos pont, és az ott talalkozd
harom él koziil melyik kettore lesz sziikségiink, ezt 12 - (g)—féleképpen tehetjiik meg.
Harmadik élnek nem valaszthatunk olyat, amelyiknek van kozos pontja ezekkel,
12-(3)-11 33
— =
(5) 68

tehat csak 18 —3 —2—2 =11 él johet széba. Ebbol: P = =0,4853.

6. Egy marketingcég egy Ujfajta csokoladérol készit 100 f6s kdozvéleménykutatast.
Elészor a termék ismerete nélkil, csak a neve alapjan déntenek a résztvevok, hogy
vennének-e ilyet. Ezutan meg is késtoltatjak velik a terméket és Gjra megkérdezik
téluk, hogy megvennék-e. A két kérdésre adott valaszokat az alabbi tablazat mutatja:

Név alapjan | Kostolas utan
igen 45 72
nem 55 28

a) Legfeljebb hany ember véltoztathatta meg a véleményét a termék megvasarla-
sérdl a kostolas hatasara? (4 pont)

b) Lehet-e, hogy éppen 42 ember véleménye maradt valtozatlan a kostolas hata-
sara? (4 pont)

Ugyanez a cég szervezi egy tarsasjaték reklamkampanyat is. A jaték egyik tar-
tozéka egy szabalyos ikozaéder. Ennek 20 oldallapja van, és a feldobasa utan bar-
melyikre ugyanakkora valészin(iséggel esik. A lapokon csak 4-es, 7-es és 11-es szdm
szerepel (mindegyiken pontosan egy). A szabalykdnyvben egy helyen ezt irjak: ,,a
harom szambdl kettd dobasi valdszinlisége ugyanannyi, és a dobas eredményének
varhaté értéke 7,35,

c) Hany 4-es szerepel a dob6testen? (8 pont)

Megoldas. a) Az ,igen - nem” vdlaszmddositdsok maximélis szama 28, a ,nem —
- igen” valaszmédositdsok maximdlis szadma 55, Gsszesen 28 + 55 = 83, és ez meg
is valésulhat. Tehat legfeljebb 83-an valtoztathattak meg a valaszukat.
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b) Tegytik fel, hogy k-an véltoztattak igen — mnem irdnyban, ekkor a mésik
irdnyban 100 — 42 — k = (58 — k)-an. Tehét az igenek szdma

45— k+58 — k=103 — 2k =72,

ekkor azonban k ¢ N, ami ellentmond a feladat feltételeinek. Ez tehdt nem lehet-
séges.

¢) Legyen a két egyenld valésziniiség p, ekkor a harmadik szam valdszinlisége
1—2p. Az egyes szamok pedig 20p, 20p, illetve 20(1 — 2p) lapon szerepelnek.

I. eset: dp+ 7p+11(1 —2p) = 7,35, ebbdl p = 73/220. Ez nem lehet megoldas,
mert 20p nem egész.

II. eset: 11p+ 7p+4(1 — 2p) = 7,35, amelybél p = 63/200. Ez sem megoldas,
mivel 20p nem egész.

IIL. eset: 4p+ 11p+7(1 —2p) = 7,35, ekkor p ="7/20. Azaz hét 4-es és 1l-es,
valamint hat 7-es szerepel a lapokon.

A kapott megolddsok a feladat feltételeinek megfelelnek.

7. Egy erdei kilatdtorony egyik emelete szabalyos 6tszdg alakt, amelynek oldalai
5 méteresek. Az emelet padldjan elhelyeztek két, kilonbdzd ,,fotopontot”, ahova
allva a legjobb fotdkat lehet késziteni a tajrol. Kilon-kulén mindkét pontra igaz,
hogy egyenld tavol van az 6tszog koré irt korének kozéppontjatol és két szomszédos
csucsatol.

a) Legfeljebb milyen messze lehet egymastdl a két ,,fotopont™? (11 pont)

b) A kilatéban ingyenes tajékoztatofuzetet osztanak az erd6 éldvilagardl. Ebben
van egy abra is, amelyben tiz, a kérnyékre jellemzd allathol allé taplaléklanc szerepel.
A képen két &llatot egy vonallal Osszekdtottek, ha az egyik megeszi a maésikat.
Balambér azt szamolta, hogy van két allatkép, amibdl csak 3 vonal indul ki, de
a tobbibdl legaldbb hat. Testvére szerint ez azt jelenti, hogy barmelyik allatképtdl el
lehet jutni barmelyik masikhoz a vonalak mentén. lgaza van-e? (5 pont)

Megoldas. a) A fotépontok egy-egy olyan hé-
romszog koré irhaté korének kézéppontjaban van-
nak, amelyet az 6tszog kozéppontja és két szom-

C
szédos cstics meghataroz. Ha 5 ilyen pont lenne,
‘ ‘ akkor a forgasszimmetria miatt ezek is egy szabé-
ALY,

D

lyos otszoget alkotnanak. Ennek a szabdlyos 6t-
szognek minden oldala egyenlé és minden atléja
egyenld, és az atloi hosszabbak az oldalaindl. Te-

B hat az 4t16k hosszat keressiik.

Hasznaljuk az abra jeloléseit. Mivel a szimmet-

A ridk miatt OF = FB=BG=GC=CH =HO =

= OG, azért OF BG és OGCH egybevag6 rombu-

szok, amelyeknek k6zos az OG oldala. Az FOH és BGC egyenld szart haromszogek
szarszoge egyenld (144°), {gy egybevigdak. Emiatt HEF = CB =5 méter.

Megjegyzések. 1. Az is beldthat6, hogy FHCB téglalap, illetve a megfeleld
szogek kiszamoldsaval is bizonyithatd ez szimmetridkra valé hivatkozéas helyett.
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2. A feladat ugy is megoldhato, hogy felhasznéljuk, hogy a két 6tszog hasonld,
és kiszamitjuk a hasonlésiag aranyat.

b) Az &brat tekinthetjitk egy 10 pontu egyszerii grafnak, amelyben két cstcs
foka 3, a t6bbié pedig legalabb 6. Azt keressiik, hogy Osszefiigg6-e ez a graf.

Tegytik fel, hogy a graf nem 6sszefliggd, legalabb két komponensbdl 4ll. Abban a
komponensben, amelyben van hatodfokd pont, legalabb 7 pont kell, hogy szerepel-
jen. Tehat a masik komponensben legfeljebb 3 lehet. De mivel van kett6 haromfoku
csucs, ezért minden komponens legaldbb 4 csicsbdl kell, hogy alljon. Ellentmon-
dasra jutottunk, a graf 6sszefiiggd kell, hogy legyen. Tehat barmelyik allatképtol el
lehet jutni barmelyik allatképig a vonalak mentén, azaz a testvérének igaza van.

8. a) Egy konkdv deltoidot a szimmetriatengelye koril megforgatva olyan forgds-
007

testet kapunk, amelyiknek a térfogata dm?®. Szdmitsa ki a deltoid teriiletét,

ha az egyik dtldja 5 dm-es. (7 pont)

b) Meghatdroztuk a valds szdimok halmazdn értelmezett
fla)=(2® = 1)(a* - 4)

hozzarendelési szabdllyal megadott fiigguény zérushelyeit. Ezutdan kiszamitottuk a
mdsodik, illetve harmadik legnagyobb zérushely kézdtti hatdrozott integrdl értékét,
igy eqy nem egész szdmot kaptunk. Melyik az a legkisebb pozitiv szam, amellyel
megszorozva az f-et a széban forgd hatdrozott integrdl egész? (5 pont)

¢) Irja fel az f(z) = 2* — 5x +4 fiigguény egy x tengellyel parhuzamos érinté-
jének az egyenletét! (4 pont)

Megoldas. a) A deltoidot megforgatva a ka-
pott forgastest két, azonos alapi, egyenes kor-
kip kozotti térrész. Jeloljik a deltoid szimmet-
riatengellyel egybees6 atlojat e-vel, a masikat
pedig f-fel, tovabba a konkav csics és f tavol-
saga legyen x. Ekkor a térfogatok haromszoro-
sat véve:

3Vforgastest = (f/2)277' (e+x)— (f/2)271' -xr =
= (f/2)%*r-e=500m dm®.

Két esetet kell vizsgalni, attdl fiiggéen, hogy
melyik 4tl6 az 5 dm-es.

L. eset: (5/2)?7 - e = 5007, tehdt e =80 dm,
azaz T =5-80/2 =200 dm?.

IL. eset: (f/2)?m-5 = 500w, ahonnan f =
=20 dm, azaz T =5-20/2 = 50 dm?.

b) Egy szorzat akkor és csak akkor nulla, ha
legalabb az egyik tényezdje nulla, ezért f zérus-
helyei: +1 és +2. Ezek koziil a masodik legna-
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gyobb a —1, a harmadik legnagyobb pedig az 1. A zardjelet felbontva egyszeriibben
integralhaté fiiggvényt kapunk:

1
5 3 1
4 9 x> 5X 76
X*=bX*+5)dX=| ——— +4X| =—.
Jocse o[ T o] =%
Mivel integralds sordn [a-f(x)dx =a [f(x)dx, ezért 15 a legkisebb jé szdm.
¢) (x*—=5x2+4)" =4x3 —10x. A keresett érint6 meredeksége 0, pehdt 4x3 —
1 1
— 10X = 0, ahonnan 2X(2x? —5) = 0, azaz X; = 0; Xg = TO; X3 = —TO.

Tehat hdrom pontban is hizhat6 ilyen érintd hozza. Ha x = 0, akkor (0) = 4.
Az érint6 egyenlete: y —4 = 0. A mésik ketté: 0=y —F(X2) =y —F(X3) =y — g

3m
9. a) Bizonyitsa be, hogy tetszbleges X, Yy I:IEE; 7] esetén az a(tgXx;tgy) és a
X
b <cos _cosy

sinx’ siny

) vektor skaldris szorzata 2. (4 pont)

b) Oldja meg az
X 1 4—x 1

Ciw T v x
ys Xy y X
egyenletet a pozitiv valds szampdrok halmazdn! (5 pont)

c) Az aldbbi végtelen dsszegrdl tudjuk, hogy konvergens és értéke negativ, valds
szam. Adja meg a p lehetséges értékeit!

1 p’=1 (p*—1)?  (p*—1)>*

T n T 1e<0 7 pont
p+1 . pri pt1 P+l (7 pont)

Megoldas. a) A megadott intervallum minden pontjiban értelmezettek a fel-
adatban szereplé kifejezések. Vegyiik észre, hogy b koordinatai valéjaban ctgX és
ctgy, azaz a megfelel koordinatainak a reciprokai. A skaldris szorzést elvégezve:

a-b=tgX: oo +tgy oy = 1+1=2. Ezzel az allitdst bizonyitottuk.

b) Az egyenletet megszorozva a pozitiv y-nal és rendezve a kovetkez6t kapjuk:
X 1
A AN Y
y X X
Ismert, hogy egy pozitiv szadm és reciprokanak Gsszege legalabb 2, és az egyenléség
csak akkor teljesiil, ha a szam az 1. Ez alapjan a bal oldal legalabb 4. Tehat mindkét
szamparndl az egyenléség teljesiil, igy az egyenlet megoldasa csak X =y = 1.
c) A feladatban szerepl§ végtelen Gsszeg végtelen mértani sor, amelynek el-

s6 tagja a kvéciense pedig p? —1. A kifejezés akkor értelmes, ha p B —1.

1
+1
A végtelen mértani sor pontosan akkor konvergens, ha kvéciense —1 és 1 kozé esik:
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—1<p?—-1<1, ahonnan 0<p? <2, igy —v/2 <p <+/2. Ha ez teljesiil, akkor az

Osszeg egyenld az 1 !

hényadossal:

1
ptl = 1

I-(-D  (p+DE— )
A kifejezés nem értelmes, ha a nevez6ben barmelyik tényez6 nulla, ebbdl kévetke-
z6en p # —1; £1/2. A kapott tort értéke pontosan akkor negativ, ha p+1 és 2 — p?
kiilonboz6 eléjeltiek. A kvéciensre tett kikétés miatt p2 < 2, amibdl 2 —p? > 0, ezért
a nevezd masik tényezdje negativ: p+1<0, p < —1. Ezgket dsszepgtve azt kapjuk,
hogy az egyenlStlenség pontosan akkor teljesiil, ha pe —v/2;—1 .

Polak Péter
Budapest

Matematika C gyakorlatok megoldasa gi;

C. 1889. Egy szdmegyenesen be van jelolve az 1 és a /5, semmi mds. Adjuk
meg szerkesztéssel a szamegyenesen a 0 helyét. (Az elemi szerkesztési lépéseket,
mint példaul szog felezése, tengelyes tikrozés, nem kell részletezni.)

Javasolta: Veszprémi Ferenc (Budapest)

1. megoldéas. Ha a szamegyenesen be van jelolve az 1 és a /5, akkor a szé-
mokat jelképezd két pont kozotti szakasz hossza nyilvanvaléan /5 — 1. Ennek a
szakasznak a segitségével az alabbi dbra derékszogi hdromszogei euklideszi médon
megszerkeszthetok.

Alkalmazva a Pitagorasz-tételt az egyes
derékszogli haromszogekre: 5—1

c=v2-(vV5-1); d=v3-(v/5-1);
e=2-(vV6-1); f=v5-(vV5-1).

Az ilyen eljardssal megszerkesztett T sza- E_1
kasz hossza (1) szerint

f=v5-(V56-1)=5-5.

Jeloljiik az e szamegyenesen A-val, illetve
B-vel az 1, illetve a V5 helyét. Ezutan az AB
félegyenesre a B pontbdl kiindulva mérjiik fel
a BC szakaszt tgy, hogy BC =f =5— /5, ekkor
) AC:\@—1+5—\f5:4.

Az igy keletkezett AC szakasz A-hoz legkdzelebbi negyedel6pontja megszer-
keszthet6 gy, hogy megfelezziik az AC szakaszt, jelolje a felez6pontot T, majd

(€]
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az AT szakaszt is megfelezziik, és a P-vel jelolt felez6pont az AC szakasz A-hoz
kozelebbi negyedel6pontja.
Megszerkesztettilk tehat az egységnyi hosszusagu AP szakaszt, amelyet a PA
félegyenesen az A-bol felmérve megkapjuk a 0 helyét.
Nddas Zorka Lilla (Radnoéti Miklés Kisérleti Gimndzium, Szeged, 8. o. t.)
dolgozata alapjan

2. megoldas. Mivel a szdmegyenesen csak az 1 és a /5 van megjelolve, ezért a
két pont meghatéroz egy /5 — 1 hossziisdgti szakaszt, ezt hasznéljuk fel a tovabbi
szerkesztési 1épésekhez, amelyekben arra toreksziink, hogy az 1 hosszisagu szakaszt
eléallitsuk.

Tekintstik a 2. dbrdt, amelyen az XY = a szakaszra merélegest allitottunk, erre
a merdlegesre ramértiik az Y Z = a szakaszt, amelynek felezOpontjat O-val jeloltiik.
Megszerkesztettiik az O kézéppont, g sugaru kort, ennek az XO egyenessel valo
metszéspontjai U és V.
Az dbra alapjan felirhatjuk az X pont-

e nak a korre vonatkozdé hatvanyat, ez egyrészt
a?, mésrészt pedig XU XV vagy mésként
XVI;(JX —a), ezért XV -(XV —a) = a?, ebbdl

V

az — 1 =0 egyenletet kapjuk.
a

XV
Az T—ban mésodfoku egyenletet megoldva

XV \/5 +1
) ©) —= :
2. abra a 2

Ha tehat az a szakasz hosszat gy valasztjuk meg, hogy a = /5 — 1 legyen, amely
éppen a szamegyenesen adott két pont tavolsaga, akkor konnyen lathatd, hogy

(4) XV =2

A fentiekben leirt euklideszi szerkesztési lépéseket végrehajtva kaptunk egy 2
hosszisagu szakaszt, ezt megfelezve adddik az 1 hosszisagi szakasz, amelyet a
szamegyenesre az adott 1-et jelképezo pontbdl balra felmérve megkapjuk a 0 helyét.

Farkas Réka (Jedlik Anyos Gimnézium, Budapest, 8. o. t.) dolgozata alapjan

XU 1
Megjegyzések. 1. Konnyen igazolhat6, hogy — = \[ , €z az aranymetszés

ardnyszama, tehat az XU + a hossztusagi szakasztaaz XUésa hosszflszigfl szakaszok
XU _v5-1
az —
a
2. A helyes megoldasok kozott szamosan a magassigtétel felhasznédldsaval al-
litottak elé az 5 — /5 tavolsagot és ebbdl a 4 egység hossziisagi szakaszt. Olyan
megoldas is sziiletett, amely a szamegyenessel parhuzamos egyenesen felvette az
egymas utan kovetkezé a és ba szakaszokat, ezekbél a magassagtétel alkalmazasa-
val szerkesztette meg az a-+/5, majd az a-(v/5 — 1), szakaszt, ezutdn hivatkozott
a parhuzamos szeldszakaszok tételére.

aranynak megfelel6en osztjak két részre.
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3. Hasonl6sag erejéig meg tudjuk szerkeszteni a szamegyenest.

VO 1A 5-1 B

Vegytnk fel egy tetsz6leges egységet (1’ a piros gbran), és szerkesszunk 1’ és 2’
befogoju derékszogli haromszoget. Ennek atfogéja 5" hosszd. Metgsziink le beléle
egy 1’ egységnyi szakaszt.pz é&bra szerint, a masik rész hossza 5'—1'. Ennek
segitségével A=1és B = 5 helyének ismeretében (kék abra) — példaul a harom
jelolt sz6g atmasolasaval — megkaphatd a szamegyenesen a 0 helye.

108 dolgozat érkezett. 5 pontos 65, 4 pontos 10, 3 pontos 9, 2 pontos 1, 1 pontos 4,
0 pontos 18.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(904-908.) | 3

K. 904. Egy faluban harom utca van: a T, a V és a P utca. A T utcédban
tartézkoddé emberek mindig igazat mondanak, a V utcidban mindig hazudnak, a P
utcaban tartézkoddk beszédében pedig igaz és hamis mondatok felvaltva kdvetik
egymast. Egy nap a falu tlizoltétornyaban az tgyeletes megfigyel6 egy fiistoszlopot
latott felszallni az egyik utcabdl. Masodpercekkel ezutdn megszoélalt a telefon: A
hivé csak ennyit mondott: ,, T(iz van az utcaban!” Az tgyeletes tlzolté megkérdezte:
»Melyik utcaban?” A hivo valasza a kovetkez6 volt: ,,A P utcdban.” Melyik utcaba
kellett mennitik a t(izoltéknak?

Eszt versenyfeladat

K. 905. Anna méar nagyon varja a nyari sziinidét, ezért elhatarozta, hogy a VA-
KACIO sz6 bet(iib6l dsszeéllithatd betlisorozatokat sorban leirja a flzetébe. Hanya-
dik helyen szerepel ezen a listdn a VAKACIO sz6, ha Anna végig dbécésorrendben

halad? . . ,,
Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gy6r)

K. 906. Egy téglalap egyik atloja a téglalap egyik oldalanak haromszorosa, a
masik oldalanal egy egységgel hosszabb. Egységben mérve mekkorak a téglalap

oldalai? o
Javasolta: Czett Matyas (Zalaegerszeg)

K/C. 907. A hazfeltjitas soran a téglalap alaku kamra jarélapozasa a kovetkezd
feladatunk. 1 x 1-es, négyzet alaku jardlapjaink vannak. A kamra oldalhosszai egész
szamok (ezen egységben mérve). Hany jarélapot kell felhasznalni, ha a szélsé (tehat

fal vagy ajté menti) jarolapok szama fele az dsszes jarolapnak? |
Skét versenyfeladat
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K/C. 908. Anna egy egységsugar( korongot tett az asztalra, Boglarka pedig
Anna korongja koré lerakott hdrom egyforma korongot. Minden kuils6 korong érinti
Anna korongjat és pontosan két masik kulsé korongot. Mekkora a sugara Boglarka

korongjainak? .
Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyo6r)

%

Bekiildési hatarid6: 2026. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

A C pontversenyben kitiizott gyakorlatok
(907-908., 1903-1907.)

Feladatok 10. évfolyamig

K/C. 907. A szovegét lasd a K feladatoknél.
K/C. 908. A szovegét lasd a K feladatoknal.

Feladatok mindenkinek

C. 1903. Egy matekszakkor 17 lelkes tagja szeretne a nyari szlinetben egy kozos
matekozasra 0sszejonni, ezért 6sszegy(ijtik, ki mikor ér r&: mindenkitél egy, legaldbb
két napbdl allo intervallumot kapnak. (Példaul jalius 3-atol 6-aig.)

Az 0sszegy(ilt adatok alapjan megallapithatd, hogy barmely harom diak kézott
van kettd, akik megjeldltek kézoés napot.

Lesz-e biztosan olyan nap, amelyen mindenki raér?

Lesz-e biztosan két olyan nap, hogy mindenki raér legalabb az egyiken?

Javasolta: Paulovics Zoltdn (Budapest)

C. 1904. Az ABC derékszogl haromszdg AB atfogdja egységnyi hosszusagu.
A C-bdl induld6 magassidganak talppontja legyen D, a D-b6l az AC-re éallitott
merd6leges talppontja E, az E-b6l az AB-re allitott mer6leges talppontja pedig F.
Tudjuk, hogy F éppen az atfogo felez6pontja. Mekkorak a haromszdg befog6i?

Javasolta: Ujhdzy Mdrton (Budapest)
C. 1905. Legyenek a, b, ¢, d killénb6z6 pozitiv egészek. A kovetkez6 negy allitas
kozul kettd igaz, ketté hamis:
(i) a<b<c<d, (ii) a+b=c+d,
(iii) a%+b? =c?+d?, (iv) a3 —b3=c®—d>.
Adjuk meg d legkisebb lehetséges értékét.
Skot versenyfeladat
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Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1906. Egy érint6trapéz minden oldala-
nak hozzairt korét megrajzoltuk. Igazoljuk,
hogy az alapokhoz irt korok Osszteriilete leg-
alabb akkora, mint a szarakhoz irt korok 6ssz-
teriilete.

Javasolta: Ujhdzy Méarton (Budapest)

C. 1907. Leirtuk nagysag szerint névekvo
sorrendben a 0 és 1 kozotti, legfeljebb 99 neve-
z8jll (nem egyszertisithetd) torteket. Melyik

széam all kozvetleniil a 2—1 utan?
Javasolta: Birkas Gyorgy (Si6fok)
ok

Bekiildési hatarid6: 2026. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5534-5541.)

B. 5534. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az

{1

egyenletet, ahol {z} az x szdm tortrészét jelenti.
(3 pont) Javasolta: Holl6 Gabor (Budapest)

B. 5535. Egy nem egyenld szard haromszog oldalai a, b, ¢, beirt korének sugara
r. Az a oldalhoz tartozé stulyvonal s,, tovabba jeldlje t, a beirt kor kozéppontjanak
tavolsagat az s, egyenesétdl. Mutassuk meg, hogy

2t,Sqa = |b—¢| -

(3 pont) Javasolta: Kiss Géza (Csomor)
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B. 5536. Egy szabdlyos hatszog csticsaiba hat természetes szamot irtunk, ame-
lyek Osszege 2027. Egy 1épésben a hat szam koziil egyet kicseréliink a két szomszédos
csucsban allé szam kiilonbségének abszolut értékével.

Elérheté-e ilyen 1épésekkel, hogy mindegyik csticsban 0 alljon?
(5 pont) Javasolta: Roka Sandor (Nyiregyhéza)
B. 5537. A k korben a CD hur felezi az AB hurt. A k-hoz C-ben, illetve

D-ben hiizott érinték az AB egyenest X-ben, illetve Y-ban metszik. Igazoljuk,
hogy XA=YB.

(4 pont) Crux Mathematicorum

B. 5538. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan a kévetkezd egyenletet:

1 1 1 1 1 1
x2—5x+9+y2—5y+9+22—52+9_ ¢6x—9+\/6y—9+\/6z—9'

(5 pont) Javasolta: Bencze Mihaly (Brasso)

B. 5539. Legyen n pozitiv egész szam. Mutassuk meg, hogy

- [2]!
(3]t (5]t [5]!
egész szam, és osztdja az 1, 2, ..., n szamok legkisebb k6z6s tobbszorosének.
(5 pont) Pafnutyij Lvovics Csebisev (1821-1894) (Szentpétervar)

B. 5540. Legalabb és legfeljebb mekkora lehet a K konvex sokszog teriilete,
ha merdéleges vetiilete az x- és y-tengelyeken, valamint az x =y egyenesen is egy
egységnyi hosszisagu szakasz?

(6 pont) Orosz feladat nyoman

B. 5541.A, B és C az F fékuszponti parabola harom pontja, ebben a sorrend-
ben. A paraboldhoz a B pontban huzott érinté az A pontban hizott érintét a P,
a C' pontban huzott érintét pedig a Q pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy az
FAP és FCQ korok F-t6l kiilonb6z6 metszéspontja rajta van az AC egyenesen.

(6 pont) Javasolta: Hollé Gabor (Budapest)
ok

Bekiildési hatarid6: 2026. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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A. 935. Egy bilin6z6 az origébdl indul, és a sik egész koordinatajui pontjain
mozogva menekiil. Egy 1épésben mindig egy szomszédos racspontra 1ép gy, hogy
kétszer egymas utdn nem halad ugyanabba az iranyba. Tudjuk, hogy az els6 1épését
felfele teszi meg, tovibba minden racspontot pontosan egyszer érint tutja soran.
Egy tigynok szintén az origébdl indul, viszont nem latja a blinéz6t. Szerencsére a
kozpontban tudjak kévetni a blinéz6 mozgasat, de csak a kdvetkez6 médon tudnak
kommunikalni az iigynokkel: adott egy elére meghatarozott S C N végtelen halmaz,
amelyre minden s € S esetén a blin6z6 s-edik 1épése utan kiildenek egy 1-est vagy
egy 2-est az ligynoknek. Az ligynok csak akkor mozog, amikor iizenetet kap, és
mindig pontosan annyit, amennyit a biinézé az utolsé tizenet 6ta lépett.

I:igf("m |Sm{1,z,3,...,n}|)

n— 00 n

Az A pontversenyben kit(izott nehezebb feladatok
(935-937.)

Mennyi

értéke az olyan S halmazok felett, amelyekre az ligynok egyértelmiien kévetni tudja
a blin6zé mozgdsat?

A bilin6z6 mozgdsat korldatozé szabdlyokrol az tigyndk és a kozpont is tud.
Javasolta: Németh Mdrton (Budapest)

A. 936. Adott egy nem egyenld szart, hegyesszogli ABC haromszog a sikon,
amelynek szimmedidn pontjat jeloljik K -val, Feuerbach-korének koézéppontjat pe-
dig N-nel. Szerkessziink korzével és vonalzdval olyan kilonbozé X, X*) Y, Y™
pontokat, amelyekre

e az XY, X*Y"* egyenesek metszéspontja K;
e az XX* YY" egyenesek metszéspontja IN;
= az X, X* pontok, valamint az Y, Y* pontok izogonalis konjugaltak a harom-

szogben. .
Javasolta: Bdn-Szabd Aron (Palaiseau)

A. 937. Legyen P € C[zy,...,x,] legalabb mésodfok, irreducibilis komplex po-
linom. Tegyiik fel, hogy létezik egy M > 1 egész szam, amelyre

P(z1,...,2,) | P(m{‘/[,...,xﬁ/f .
Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan nem nulla ¢ komplex szam, ¢ komplex egység-
gyok, valamint olyan nemnegativ egész aq, ..., an, b1, ..., b, szdmok, amelyekre
P(zy,...,z,)=c (w‘l“ cegln — (b --~mf{1> .

Javasolta: Navid Safaei (Teheran)
e

Bekildési hataridd: 2026. junius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www._komal .hu/munkafuzet

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/5 291



-‘ Informatikabdl kitlizott feladatok

(699-672.)

I. 699. Taborozaskor a gyerekek egy csoportja ké-papir-oll6 jatékot jatszik. Egy-
szerre ketten jatszanak, és a gy6ztes 4+1 pontot, a vesztes —1 pontot kap az eddigi
eredményéhez. Kezdetben mindenki 0 pontrél indul.

Készitsiink programot 1699 néven, amely minden jaték utdn megadja az Osszes
maximalis ponttal rendelkezd gyerek szamat és sorszamait emelkedd sorrendben.

A program standard bemenetének elsé sora-

Példa bemenet | Kimenet ban a jatékosok szdma N (1 <N < 100) és a le-

57 14 jatszott partik szdma M (1 <M < 1000) taldlhato.

41 224 A kovetkezd M sor mindegyike egy parti eredmé-

23 994 nyét tartalmazza (1 < Gj # Vi <N), ami Gj nye-

13 3945 rését és Vi vesztését jelenti.

5 3 192 A programmal a standard kimenetre irjuk ki
M sorba az egyes partik utani legtobb ponttal

24 12 N PP [
rendelkez6 gyerekek létszamat és a sorszamukat

21 12 sz6kozzel elvalasztva.

35 Bekiildendd egy tomoritett 1699.zip dllomany-

ban a program forraskodja és rovid dokumenta-
cija, amely megadja, hogy a forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordit-
haté.

(10 pont)

I. 700. Ez a feladat az el6z6 tanévben elkezdett és az ebben a tanévben folytatott
primekkel kapcsolatos sorozat (I. 633.; 1. 641. és 1. 661., illetve 1. 673.; 1. 693.) ha-
todik része. Most az alabbi specialis primeket keressiik az 1 000 000 alatti primsza-
mok kozott: Bolcsfoldi-primek, Fibonacci-primek, Kynea-primek, Mersenne-primek

Bolcsfoldi-prim: Egy primszdm (tizes szdmrendszerben) Bolesfoldi-prim, ha:
minden szdmjegye 2 vagy 3, a szamjegyeinek szdma prim, a szdmjegyek Osszege
prim. Példaul a 223, ami prim, csak kettes és harmas szamjegyekbdl 4ll, szamje-
gyeinek szama 3, ami szintén prim, ahogy az Gsszegiik, a 7 is.

Fibonacci-primek: a Fibonacci-sorozat prim tagjai. Péld4dul 89.

Kynea-primek: A (2" +1)% — 2 alakt primek. Péld4ul a 79, hiszen (23 +1)2 —2=
=(8+1)2-2=92-2=81-2=79, és 79 prim.

Mersenne-primek: A 2™ —1 alakd primszdmok. Példaul a 127, hiszen prim és
127 =128 ~1=2"—1.
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Smarandache—Wellin-primek: Az elsé n primszam decimalis alakjanak egymas

utan fiizésével keletkezé prim. Példaul az elsé két prim egymds utan flizésével
keletkez6 23 ilyen, de az els6 harombdl ad6dd 235 nem ilyen, mert nem prim.

1.

7.
8.

Készitsiink egy tabldzatkezel6 munkafiizetben primek néven munkalapot, és
munkankat mentsiik prim_ 6 néven a tablazatkezel6 program alapértelmezett
formatumaban.

. A primek1000000ig.txt £ajlbol illessziik be az A3-as cellatél az 1000 000 alatti

primek listajat. Az els6 két sorba oszlopfeliratokat készithetiink a szamitasok
értelmezéséhez.

Valogassuk ki az 6t primcsoport tagjait az 1 000 000 alatti primszamok koziil.
A szdmitdsokat ezen a munkalapon végezziik.

Hozzunk létre egy eredmények nevii munkalapot, amelyen az A oszlop cellait
toltsiik fel 1-t6] egész szamokkal addig, amennyi a specialis primszamok darab-
szdmanak maximuma. A kovetkezd oszlopokban hatdrozzuk meg cellik kiha-
gyasa nélkiil, névekvd sorrendben:

a. a B oszlopban a Bolcstoldi-primeket;

b. a C oszlopban a Fibonacci-primeket;

c. a D oszlopban a Kynea-primeket;

d. az E oszlopban a Mersenne-primeket;

e. az F oszlopban a Smarandache-Wellin-primeket.

A munkalap adattartomanyat formézzuk a minta szerint.

A B C D E F ¢
1 1 23 2 7 3 2 ¢
2 2 223 3 23 7 23 5;
EN W WD T

Készitsiik el az eredmények munkalapon az adott helyre a mintan lathat6 tab-
lazatot.

1 H 1 ) K
Az egymillional kisebb primek kozott
tipus darab | alegkisebb | alegnagyobb

< |Bélcsfoldi-primek
¢ |Fibonacci-primek
¢ |Kynea-primek

Mersenne-primek

s

Smarandache-Wellin-primek
. |Tobb tipusban is el6fordul

i
gl T, ettt i el et B s it N o

¥
T

..h\]/*.w«n_,,.. e e

oo =k |Gl b e N o=
T A AT AR i o T

L
b,
¥

3

Szamitsuk ki és jelenitsiik meg a hidnyzé adatokat.

A primek munkalapon cseréljiik le oszloponként az els6 99 sor utani képleteket
az értékiikre.
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Segédszamitasokat a primek munkalapon végezhetiink. A megoldasban sajat
fuggveény vagy makro nem hasznélhato.

Bekuldend6 az :700.zip tomortett allomanyban a munkaflizet az eredeti nevén
xlsb formatumban (binaris munkafizetként) és egy rovid dokumentécio, amelyben
szerepel a kivalogatasok mddszere, a tablazatkezel§ neve és verziészama.

Letolthetd fajl: primek1000000ig.txt
(10 pont)

I. 701. Egy négyzethalds terileten Utvonalakat kell 1étrehozni. Az Utvonalak a
tertilet valamely oldalan indulnak, és a teriilet egy masik oldalan végz6dnek. Az
Utvonalak az egymassal oldalaikkal szomszédos cellakbol alinak. Minden Gtvonalat
egy primszam jelél azokban a cellakban, ahol csak egy Gtvonal halad at. Két
Utvonal mer6legesen keresztezheti egymast. Ekkor a keresztezddésben 1évd cella
a két Gtvonal szdmanak szorzatat kapja. Az Utvonalak nem haladnak a teriilet
szélén, azt csak az Utvonal két végén érintik.

Az 1. dbrdn néhany Utvonal lathat6 egy 11 x 11-es négyzethéloban.

13 5 13 2|5
313(39]|3 2|5 717113 7
13 5
5165(15| 5 10| 5 21
13/3(3]2(3 7 3 3
5113|13|13(26]13(13|91|13|13 13
T35 7|7 2 7 111(11 7 11
5 T\7 (1417|7711
17(185(17(17 2 11(11)11 17
5 17(17|34(17|187|17 (17|17 17
5 2 11 5 2 11
1. bra 2. abra

A feladat az Gtvonalak megfelel6 létrehozasa az Utvonalak kezdd helyzete alap-
jan. Ekkor az 1 abrdn lathat6 négyzethald esetében a kiindulas a 2. dbrdn lathatd
negyzethalo lenne.

Készitsiink programot 701 néven, amely elkésziti az Utvonalakat a kiinduld
negyzethdalé alapjan.

A program standard bemenetének elsé sordban a terllet méretét megadd N
szam (10 < N < 20) szerepel. A kdvetkezd négy sor a terlilet egyes oldalainak cellait
adja meg az 6ramutat6 jarasaval megegyez8 iranyban haladva, a bal felsé sarokbdl
indulva. Mind a négy sorban N szam talalhato szokozzel elvalasztva: ha a szam nulla,
akkor a tertlet adott pontja Ures, egyébként egy primszam. A bemenet minden
esetben olyan, hogy abbdl az Gtvonalak a fenti szabalyok alapjan létrehozhatdk.
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A program standard kimenetére irjuk ki a létrehozott Utvonalakat tartalmazd
teljes terlletet. A kimenet egy N x N méret(i HTML tdbl&zat legyen. A nulla értéket
tartalmazo cellak maradjanak Uresen.

Példa:
Bemenet Kimenet
11 <table>
001300250000 <tr><td>&nbsp;</td><td>&nbsp;</td><td>13</td>. . .</tr>
0700313 11 0 0 17 0 | <tr><td>3</td><td>3</td><td>39</td>...</tr>
000110200050 ;£|:><td>&nbs ;</td><td>5</td><td>&nbsp;</td>...</tr>
001707000030 |, Preit--

Bekuldend6 egy tomoritett i701. zip &llomanyban a program forraskédja és révid
dokumentécidja, amely tartalmazza a megoldés révid leirdsat, és megadja, hogy a
forrasallomany melyik fejleszti kdrnyezetben fordithatd.

(10 pont)

I. 702. Ez a feladat unokatestvére az el6z6 tanévben elkezdett és az ebben a
tanévben folytatott primekkel kapcsolatos sorozatnak. Most néhany fajta speciélis
szamot keresiink az 1 000 000 alatti pozitiv természetes szdmok kozott. Név szerint:
automorfikus szamok, Cullen-szamok, Harshad-szdmok, interprimek, Szdbit-szdmok
és a Zuckerman-szamok. Lassuk ezek definicidit!

Az automorfikus szamok olyan szamok, amelynek négyzete ugyanarra a szdmra
végz6dik, mint maga a szam. Példaul: 52 = 25, 62 = 36, 76% = 5776, és 890 6252 =
=793 212890 625, igy az 5, 6, 76 és 890 625 mind automorfikus szamok.

Cullen-szamnak azokat a természetes szdmokat nevezziik, amelyek felirhatok
n-2" + 1 alakban, ahol n természetes szam. Példaul n =4 esetén 4-2% +1=4-16 +
+1 =065 ilyen sz&m.

Harshad-szam vagy mas néven Niven-szam minden szam, amely az adott szam-
rendszerben oszthaté sajat szamjegyeinek dsszegével. Példaul a 42-es szam ilyen,
hiszen a szamjegyei 6sszege 6, és 42 oszthatd 6-tal.

Az interprimek két egymast kovetd, paratlan primszam szamtani kodzepei. Pél-
daul a 9 interprim, mert 7 és 11 atlaga.

A Szabit-szamok, mas néven Thabit-szamok, Sz&bit ibn Kurra-szamok vagy
321-szamok olyan pozitiv egész szamok, amelyek felirhatdk 3 -2™ — 1 alakban, ahol
n természetes szam. Példaul n =10 esetén 3-21° —1=3.1024 —1=3072 - 1= 3071
Szébit-szam.

A Zuckerman-szamok olyan természetes szamok, amelyek oszthaték szamije-
gyeik szorzataval. Példaul a tizes szdmrendszerben a 212 Zuckerman-szam, mivel
2-1-2=4, és a 212 oszthat6 4-gyel.

1. Készitslink egy tablazatkezel§6 munkaflizetben specegesz néven munkalapot, és
munkénkat mentsuk specialis _egeszek néven a tdblazatkezel6 program alapér-
telmezett formatumaban.
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2. Toltsuk fel az A2:A1000000 tartoméanyt névekvd sorrendben a pozitiv egészekkel
1-t61 999 999-ig

3. A primek1000000ig.txt fajlbol illesszik be a B2-es cellatél az 1 000 000 alatti
primek listajat. Az els6 sorba oszlopfeliratokat készithetlink a szamitasok értel-
mezéséhez.

4. Vélogassuk ki a hat szdmcsoport 1 000 000 alatti elemeit. A szamitasokat ezen
a munkalapon végezziik.

5. Hozzunk létre egy eredmények nev(i munkalapot, amelyen az A oszlop cellait
toltsuk fel 1-t6l egész szdmokkal addig, amennyi a specialis szdmcsoportok
darabszamanak maximuma. A kovetkez6 oszlopokban hatdrozzuk meg cellak
kihagyasa nélkul, névekvé sorrendben:

a B oszlopban az automorfikus szamokat;

a C oszlopban a Cullen-szamokat;

a D oszlopban a Harshad-szdmokat;

az E oszlopban az interprimeket;

az F oszlopban a Szabit-szamokat;

a G oszlopban a Zuckerman-szamokat.

6. A munkalap adattartomanyat formazzuk a minta szerint.

-~ ® Q0 0o

A B C D E F G #
1 1) 5 1 1 4 2 1 ;*
2 2 6 3 2 6 5 i
3 3 76 9 3 9 11 3 i

7. A specegeszek munkalapon cseréljik le oszloponként az elsé 99 sor utani képle-
teket az értékukre.

Segédszamitasokat a primek munkalapon végezhetiink. A megoldasban sajat
flggvény vagy makré nem hasznalhaté.

Bekildend6 az i702.zip tomdrtett allomanyban a munkafiizet az eredeti nevén
zlsb formatumban (binaris munkafiizetként) és egy révid dokumentacio, amelyben
szerepel a kivalogatasok mddszere, a tablazatkezel§ neve és verziészama.

Letdlthetd fajl: primek1000000ig.txt
(10 pont)
1

Bekiildési hatarid6: 2026. junius 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1
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Ismerkedés a variaciészamitassal

Bevezetés

A fizikdban (és sok més tudomanyteriileten) gyakran sziikségiink lehet egy fiigg-
vény széls6értékének (minimumdénak vagy maximumdnak) meghatdrozdsira. Ez
torténhet differencidlszamitas segitségével, grafikus dbrazolassal, esetenként algeb-
rai egyenl6tlenségek felhasznalasdval, vagy erre alkalmas, az interneten szabadon
hozzétérhetd szamitégépes programok (pl. GeoGebra, WolframAlpha) futtatdséval.

Ha egy egyvaltozds, sima (differencidlhatd) f(x) fliggvénynek valamely zo pont-
ban (lokélis) szélsdértéke van, akkor ott a derivéltja nulla kell hogy legyen. Ezzel
egyenértéki megfogalmazds (ami nem igényli a differencidlszémitdas formalis sza-
bélyainak ismeretét) a kovetkezd. Ha a fiiggvény értékei az xo ponthoz kozel, attdl
kicsiny € tavolsagra

f(zo+e€) = f(wo) +m(zo) e+ d(wo,€)

alakban irhatok fel (ahol §(xg,€) ,nagyon kicsi” mennyiség), akkor m(xg)-at a
figgvény xg pontbeli ,,meredekségének” nevezziik. A ,nagyon kicsi” pongyola meg-
fogalmazds itt azt jelenti, hogy § még e-nal is sokkal kisebb, mert a d/¢ hédnyados
€ csokkentésével tetszélegesen kicsivé tehetd. A § mennyiséget gyakran ,mésodren-
diien kicsinek” is nevezziik, és a kozelité szamitasokban ¢ mellett elhanyagoljuk.

Azokat a pontokat, ahol a fiiggvény meredeksége nulla, stacionarius pontoknak
nevezzik. Ezen pontok kozelében a fiiggvény elsé kozelitésben allandénak tekint-
hetd. Ha egy sima fiiggvénynek valahol szélséértéke van, ott a meredeksége nulla.!
Ha m(xg) # 0, akkor az zp pontbdl kicsit elmozdulva f(x) novekedne (vagy csok-
kenne), ellentétes irdnyban pedig csokkenne (vagy névekedne), az xo pontban tehét
f(x)-nek sem maximuma, sem pedig minimuma nem lehetne. (Forditva ez nem fel-
tétleniil igaz, a kérdéses hely lehet inflexiés pont is; ldsd pl. az f(z) = 22 fiiggvényt
az x =0 pontban.)

A szélséérték-probléma konnyen altalanosithaté tobbvaltozés fliggvényekre is.
Ha példdul h(z,y) a tengerszint feletti magasségot jeloli az x és y GPS-koordinatak-
kal megadott helyen, akkor h széls6értékénél (pl. egy fokozatosan emelkedé domb
tetején) mind az x irdnyd, mind pedig az y irdnyd meredekség nulla kell legyen,
tehét a kérdéses helyen h(z,y) staciondrius. Ha tetszoleges n valtozds fuggvényeket
vizsgalunk, ott n kiillénb6z6 ,,irdnyd” meredekség eltiinése a széls6érték sziikséges
(de nem elégséges) feltétele.

1Bz a megéllapitds nem feltétleniil helyes, ha a kérdéses pont a fiiggvény értelmezési tartoma-
nydnak hatérdra esik. Példdul az f(X) = /X minimuma az X9 =0 pontnél van, de ott a fiiggvény
meredeksége nem nulla, hanem formalisan ,végtelen nagy”.
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Variaciészamitasi problémak
Az olyan feladatokat, amelyekben valamilyen mennyiség szélséértékét (maxi-
mumét, minimumat, esetleg csak a staciondrius helyét) keressiik, de nem egyetlen
valtozé fiiggvényében, hanem egy gorbe vagy egy sikbeli (esetleg térbeli) tartomdny
Osszes lehetséges alakzata koziil szeretnénk kivalasztani a szamunkra legmegfelelob-
bet, varidcidszdmitdsi problémdknak nevezziik.?

L1

A fizika (és sok més természettudomdnyi szakteriilet) szinte valamennyi kérdése
variacioszamitési feladatként is megfogalmazhat6. Az aldbbiakban felsorolunk né-
hény jellegzetes varidciészamitasi problémét a geometria, a klasszikus mechanika
és az optika korébdl.

1. A gomb feliiletén két adott pont kozott melyik az a gorbe, amelynek ivhossza
a legrovidebb? Az ilyen tulajdonsdgi gorbét az adott feliilet (jelen esetben a gémb)
geodetikus vonaldnak nevezik. Megoldas: a két ponton dtmend fékor révidebb ive.

2. Egy fluggéleges sik két pontjat valamilyen alaku rogzitett, merev, vékony
drétszal koti Gssze. A szélon egy pontszeriinek tekinthetd test (példdul egy kicsiny,
atfart gyongyszem) csiszhat le stirléddsmentesen. Melyik az a gorbe, amely mentén
a legrévidebb ido alatt ér le a kezddsebesség nélkiil elinditott kis test a drdtszal
aljaig? Ez a brachistochron (legrévidebb id6) probléma. Megoldds: ciklois.

3. Milyen az alakja annak a sfkgérbének, amelynek két adott pont kozétti darab-
jat adott tengely koriil megforgatva a kapott feliilet felszine minimalis? Megoldas:
y(z) = ach *=*° alakban megadhaté tn. ldncgorbe.

4. Egy tomegpont egydimenziés mozgasat vizsgdljuk valamilyen erétérben, de
nem hasznaljuk fel a Newton-féle mozgésegyenleteket. Tudjuk, hogy a test ¢; pilla-
natban egy ismert x1 helyen volt, és egy késobbi t, pillanatban az ismert x5 helyhez
érkezik. Kiszdmitjuk minden elképzelt x(t) ut-id6 figgvényhez tartozé mozgéasra
a test Ep, mozgdsi energidjanak és az Fy helyzeti energidjanak kiilonbségét, majd
ezt a kiillonbséget a t; <t < t id6tartamra dtlagoljuk. Vajon melyik az az x(t) fiigg-
vény, amelyre ez az atlagérték — amelynek (to — t1)-szeresét ,hatdsnak” nevezték
el — a lehetd legkisebb? Meglep6 mddon a hatds anndl az x(t) fliggvénynél a leg-
kisebb, amelyik az F' = ma Newton-egyenletnek tesz eleget, tehat a ténylegesen
megval6sulé mozgést irja le [1].

5. A geometriai optika alapjelenségei: a fény visszaver6dése, illetve a fénytorés.
Ezt a két jelenséget egyetlen varidcios elv, a Fermat-elv segitségével igy lehet
megfogalmazni: A fény egy adott pontbdl egy mdsik (adott helyen 1év8) pontba
ugy jut el, hogy az ehhez sziikséges id6 a lehetd legrovidebb legyen [2].

A variacios problémak kiilon csoportjat képezik azok, amelyeknél a szélséértéket csak
valamilyen mellékfeltételnek eleget tevd fliggvények korében keressiik. Ilyen problémékra
is mutatunk néhany példat.

6. Két rogzitett pont kozott adott hosszisagi lanc (vagy stlyos, hajlékony kotél)
helyezkedik el. Milyen alaku lancnal lesz a gravitacios helyzeti energia minimalis?

2Formaélisan a variaciészamitasi feladatok végtelen sok valtozés fiiggvények, avagy ,.fliggvény-
valtozds fuggvények” széls6érték-problémaja.
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Itt a mellékfeltétel a lanc hossza. Megoldas: y(X) = ach *=*¢ +b alakban megadhaté
gorbe, amelyet — nem véletleniil — lancgdrbének is neveznek.

7. A legrégebben, tobb mint 2000 éve megfogalmazott varidcidés probléma ez
volt: Adott keriilet mellett melyik sikidom teriilete a legnagyobb? A véalasz: a kor.
Ezt — geometriai intuiciét felhasznalva — mar az ékori gorogok is tudtak, de szigora
matematikai bizonyitast csak a 19. szazad végén talaltak a problémara.

8. Az el6z6 kérdés egyik valtozata az in. Dido-féle probléma. A legenda szerint
Dido, Tiirosz hercegndje, miutdn menekiilni kényszeriilt haz4jabol, Eszak-Afrikiba
érkezett, ahol a helyi uralkodétol annyi foldet kért, amennyit egy 6korbérrel korbe
tud keriteni. Az uralkodé beleegyezett, mire Dido hosszi, keskeny csikra vagta
a bort, amibdl keritést készitett, majd a lehetd legnagyobb foldteriiletet valasztotta
le a tengerpart mentén, megalapitva Karthiagd varosat. Vajon milyen alakt volt
Dido keritése? A vélasz: félkor, amelyet a tengerpart zér le. (A tengerparton nyilvan
nem kellett keritést épitenie.)

9. Az utébbi hénapokban a Dido-féle probléma két ijabb véltozata is megjelent
a KoMalL kitlizott fizika feladatai kozott. Az egyik szerint Dido hajézésai soran egy
1 km sugart, kor alakd szigeten kotott ki, valahol a Foldkozi-tengeren. Legfeljebb
mekkora foldteriiletet tudott levdlasztani, ha a keritésének hossza 1 km volt? Dido
a kettéosztott sziget kisebb teriiletrészét tekinthette sajatjanak [3].

10. Dido legendajanak egy masik valtozata szerint a hercegnoé hajojaval Eszak-
Afrika egyik egyenesnek tekinthetd partvonaldn kotott ki. A helyi uralkod6tol
annyi foldet kért, amennyit a 4 km hosszisagu keritésével le tudott valasztani.
A kerités kialakitdsanal azt is figyelembe vette, hogy a parthoz 1 km-nél kézelebb
az egységnyi nagysagu foldteriilet ara kétszer akkora, mint ennél tavolabb. Mekkora
és milyen alaku teriiletet kiilonitett el maganak Dido, ha célja a lehetd legértékesebb
teriilet megszerzése volt [4]?

A variaciészamitas matematikaja

A fentebb felsorolt néhdny (és még sok mds) probléma fizikai megfontoldsok-
kal, analog fizikai jelenségekkel vald 6sszekapcsolassal is megoldhatd, de tisztan
matematikai megfontoldsokat alkalmazva is célhoz érhetiink. A témakor altaldnos
matematikai elméletét a svijci Leonhard Euler (1707-1783) és az olasz sziileté-
sii francia Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) alkotta meg a 18. szdzad kozepén.
Moédszeriik alapja a szélséértéket ado fliggvény Kicsiny megvaltoztatasa, a fliggvény
yvaridlasa” volt; innen szarmazik a matematika ezen dgédnak elnevezése is, és réluk
nevezték el a varidciészamitds alapegyenletét Euler—Lagrange-egyenletnek.

A tovabbiakban nem fogunk foglalkozni a variaciészamitds altalanos probléma-
ival (mert azok matematikai appardtusa lényegesen meghaladnd a KoMal fizika
rovataban elvarhaté ismereteket), helyette csak egy egyszeriibb eseten, a Dido-féle
problémakor fentebb megfogalmazott 10. feladatéan keresztiil mutatjuk be a mod-
szer lényegét. Megfontoldasaink soran intuitiv, szemléletes érveket is alkalmazunk,
ezek tehat nem tekinthetdk szigorit matematikai bizonyitasnak, de tovabbi mun-
kéval azza teheték lennének. A kisebb pongyolasagokért cserébe azt kapjuk, hogy
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elemi matematikat alkalmazva is bepillantast nyerhetiink ebbe az érdekes és nagyon
hasznos tudomanyteruletbe.

Az aldbbiakban megfogalmazzuk a variacios feladatok megoldasahoz vezet6 Ié-
péseket, és alkalmazzuk azokat a Dido-féle problémakér utoljara emlitett 10. fel-
adatara. Megfontolasaink alkalmazhatok a Dido-féle problémakér tobbi (8. és 9.)
feladatara, s6t az alapkérdésre, az adott keriilet mellett a legnagyobb tertlet( sik-
idom meghatéarozasara is.

(i) Tegyuk fel, hogy Dido foldmér6i (mert a hercegnd népes kisérettel mene-
kult el Turoszbdl) azt allitjdk, hogy megtalaltdk az adott keritéshosszhoz tartozé
legnagyobb teriiletd, illetve legnagyobb (Emax) értéki félddarab hatarolé gorbéjét.
Dido kételkedett ebben, és igy gondolkodott: Mi lenne, ha a keritést az egyik he-
lyen kicsit emerre, mashol pedig kicsit amarra tolnank el, vagyis a gérbét egy kicsit
,varialnank”? Hatha igy értékesebb foldteriilethez juthatnank!

Mivel azonban Dido nemcsak gyanakvo, de dvatos is volt, elészér csak nagyon
kicsi hatarmddositast képzelt el. Udvari matematikusa azt javasolta, hogy préba-
ként a kerités egyes pontjait a gorbe ottani érintdjére mer6leges irdnyban e n(s)
mértékben toljéak el, ahol 7(s) egy Ugyesen valasztott fliggvény (s a gorbe valame-
lyik pontjatél a gérbe mentén mért ivhossz), € pedig egy olyan kicsi, dimenzidtlan
szam, amelynek 1-nél magasabb kitevGjii hatvanyait e mellett elhanyagolhatjuk.?
Ebben a kozelitésben a moédositott foldterlilet értéke a korabbihoz képest e-nal
aranyos mértékben véltozik meg:

E:Emax+C'6,

ahol C valamilyen (nyilvan a gorbe eredeti alakjatol és n(s)-tél fuggd) allandé.
Vajon milyen el6jeld lehet a C' szam? Ha C pozitiv, akkor pozitiv e mellett
E > Emax, tehat Dido gyanuja jogos volt: a foldmér6k nem a legjobb megoldast
javasoltak. Ha C negativ, akkor negativ ¢ mellett lesz E > Enax, tehat a foldmérék
megint bajba keriilnek. Dido csak akkor lehet elégedett a munkajukkal, ha tetszés
szerinti (de a mellékfeltételt , tiszteletben tartd”) n(s) fliggvény mellett C' = 0.

(ii) Tekintsik a keritésnek egy kicsiny
darabjat, ami j6l kdzelithet6 egy R sugaru
kor valamekkora ivével. (Ez a kor a gor-
bének a kérdéses helyhez tartoz6 ,,simulé-
kére”, R neve gorblleti sugar, 1/R pe-
dig a gorbilet.) Mi torténik, ha ezen koriv
o szoggel jellemezhet6 pontjahoz tartozé
sugarat en(p) értékkel megnéveljik, ahol
e T8 n(p) valamilyen folytonos és to-
résmentes fuggvény (1. dbra)?*

3A ,hatarmodositas” soran vigyaznunk kell arra, hogy az el6irt mellékfeltétel érvényes ma-
radjon (esetlinkben a kerités hossza ne valtozzon meg).

4Az abra nem méretaranyos; a nagyon kicsiny en(p) sugarnévekményeket a jobb lathatosag
kedvéért nagyra rajzoltuk.
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Vajon mennyit valtozik ezen hatarmddositas miatt a koriilfogott teriilet eredeti
T nagysaga és a kerités Ky hossza? A teriiletet — a korcikket kicsiny Ay nyilasszogi
darabkékra osztva és az e>-tel ardnyos tagot elhagyva — igy szdmithatjuk ki:

(R+en)? R?
T=) " Bem 5 ) DoteR) mbp=Ty+AT

A Kkerités hosszat gy kaphatjuk meg, hogy a gorbe vonalat sokszoggel kozelit-
jiik, és az élek hosszat a Pitagorasz-tétel segitségével szamitjuk ki:

2
Ni+1 — i
K%Z\/(R+6m)2+ (62@) AV

ami a masodrendfien kicsi (e2-tel ardnyos) tagok elhagydsa utan igy frhaté (felhasz-
naltuk, hogy v1+z~1+ %, ha z < 1):

K=RY Np+e) nilp=EKy+AK.

Leolvashatjuk, hogy a keritésnek egy kis darabon torténé és kicsiny mértéki mo-
dositasa a koriilolelt teriilet nagysdganak

1) AT =cRY 0y

névekedéséhez vezet, a kerités hossza pedig

@ INEDY TS
értékkel lesz nagyobb. (Az n; mennyiségek lehetnek negativ szdmok is, igy akér
AK, akir AT lehet nullanél kisebb.)

Megjegyzés. A fenti képletekben szerepld Osszeg a felosztas AK,
finomitasdval egyre jobban egy hatarozott integralhoz kozelit: Agp '

o €M1 €

> e~ / n(¢) do.
i 0

Ezt a kapcsolatot azonban a tovabbiakban sehol nem hasznal-
juk ki, hiszen sem az Osszeget, sem az integralt nem fogjuk
(nem is tudndnk) konkrétan kiszdmitani.

Osszevetve (1)-et és (2)-t megallapithatjuk, hogy
3) AT = R-AK.

Ezt — a tovabbiak szempontjabol fontos — Gsszefiiggést a
2. abrardl is leolvashatjuk.> Az R gorbiileti sugart gorbét 2. dbra

5 Az 4dbra méretardnyai ismét erésen torzitottak.
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egy kis helyen korrel kozelitjiik, és sok kicsiny, A} nyildsszogii részre osztjuk fel.
A felosztas i-edik darabkajara igaz, hogy

AKj =~ MjAd, valamint AT;~RA¢ [Hj.
Ezek szerint (az adott kozelitésben) AT = RAK;, és ez az ardnyossig a kicsiny

jarulékok Osszegzése utan is fennmarad.

(iii) Ha Dido a kerités két kiilonbozd (A-val és B-vel jelzett) részén tigy hajt
végre kicsiny modositast, hogy ekézben a kerités teljes hossza nem valtozik, akkor
fennall, hogy

I 1 I 1
AKW L AK® =0 nV 40O pi® =o.

1
1 1
Ha mind a két médositds helyszinén ugyanakkora az egységnyi foldteriilet dra
(vagyis mindkett6 a tengerparthoz 1 km-nél kozelebb, vagy mindketté ennél té-
volabb taldlhatd), akkor a legkedvez&bb megoldds teriilete nem valtozhat meg;:
1 1
ATW LATB) —RWAK®W L RBIAKB) = AKA) RA _RB) —,

Mivel AK®) lehet nullétél killonboézé mennyiség, szitkségszerti, hogy R = R(B)
teljestljon, vagyis a kerités gorbiileti sugara az azonos foldarakhoz tartozo teriile-
teken mindenhol ugyanakkora kell hogy legyen. Ilyen tulajdonsiga a kornek és a
korifveknek van, tehat megéllapithatjuk: Dido (tengerparttdl tengerpartig hizodo)
keritése optimadlis esetben a tengerparti (dragdbb) és a tdvolabbi (olcs6bb) tertileten
is koriv.

(iv) Ha Dido két kiilonboz6 drfekvésii teriileten hajt végre kicsiny moédositést
a keritésen, és az egész elkiilonitett teriilet értékét akarja maximalizalni, akkor
barmilyen (kicsiny) hatdrmddositasra az elkeritett foldrész értékvaltozdsa, vagyis
a tertletvaltozasoknak a foldegységarakkal sulyozott dsszege kell, hogy nulla legyen.
Ebben az esetben is fennéll, hogy

AK® 4 AK®B) =,

tovabba
2ATA 4 AT®) = 2RWAK W L RBIAK (B) =,

(Az A jelzés a tengerparti sivra, B pedig a tobbi teriiletre utal.) A fenti két
egyenletbdl kapjuk, hogy

1
4 RA) — ,R(B),

vagyis Dido problémajanak megoldasaban a dragabb tengerparti savban htz6dé
koriv sugara fele az olcsébb teriileten taldlhaté korivének.

(v) A kerités pontos alakjanak megaddsihoz tisztdznunk kell még a koriveknek
egymashoz, illetve a tengerparthoz vald csatlakozdsdnak szabalyait is. Belatjuk,
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hogy a kiilénbdzd gorbiletd korivek térésmentesen csatlakoznak egymashoz, a ten-
gerpartnal pedig a koriv érintéje meréleges a partvonalra.

Tekintsuk el6szor azt a keritésmdédositast, amely soran a tengerpartnal a kerités
érintéje valamekkora 9 szdget zar be a partvonalra meréleges egyenessel, tovab-
ba a hatarvonal megvaltozasa soran a kerités vége a tengerparton egy kicsiny d
tavolsaggal mozdul el (3. dbra).

tengerpart

3. abra

A T terllet megvaltozasa a széls6értéknél

AT =€¢R» nilp=0.

A teruletvaltozésba nem szamitottuk bele a tengerparton kialakulo kicsiny, jo ko-
zelitéssel derékszogli haromszégnek tekinthetd, $(en(0))?tgd nagysagu teriiletet,
mert az 2-tel aranyos. A kerités hosszanak megvaltozasanal azonban nem hagy-
hatjuk figyelmen kiviil az abran piros vonallal jelélt, dsind névekményt:

AK =€) nibp+en(0)tgd) =0.

Az itt szerepl6 6sszeg AT =0 miatt eltlnik, és marad n(0)tg?¥ = 0. Mivel Didot
semmi nem akadalyozza meg abban, hogy a tengerparton Kicsit odébb inditsa
a keritést, n(0) lehet nullatdl kilénbdzé, emiatt ¥ =0, tehat a gorbe érint6je valéban
merdleges a tengerpart vonaléra.

Hasonl6 meggondolasokbol kaphatjuk
meg, hogy a kulonboz6 gorbiletld kor-
ivek torésmentesen kapcsolédnak egymas-
hoz. A 4. dbrdn lathaté hatarmddositasnal
még meghagytuk a lehetdségét, hogy a keri- -
tésnek téréspontja legyen. A foldterllet ér-
tékének valtozatlansidgabdl

ZRAeanA)Agp+ RBeZnEB)A@ =0

dsinvy

. . Az L 4. dbra
kovetkezik, ami (4) felhasznélasaval igy is
irhato:
(5) S+ nPag=o.
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A kerités hosszanak valtozatlansdgabdl

|;)_| |_(_—B)_| 1
Ap+e Ap+d smﬂ( —siny® =0

)

vagyis az (5) Osszefiiggés felhasznélasival
1 1
d sind®™ —siny® =0

kovetkezik. Mivel &ltaldban d # 0, a keritésgorbe torésmentességének 9 = 9(B)
feltételét kapjuk.

(vi) Az eddigi eredmények ismeretében mar pontosan meg tudjuk hatérozni a
kerités alakjat és jellemzd adatait, valamint a legnagyobb értékii elkeritett teriilet
nagysagat.

Foglaljuk 6ssze, hogy mit tudunk.

1. A hatargorbe érintGje a gérbe végpontjainal merdleges a tengerpartra.

2. A gorbe harom, torésmentesen csatlakoz6 korivbol &ll.

3. Ha a két széls6 koriv sugara r, a kozépséé 2r.

4. A korivek csatlakozéasi pontjai 1 km tédvol vannak a tengerparttél.

5. A kerités teljes hossza 4 km egység.

2r(m—2¢p)

olcso olcso
draga draga
re re
tenger
T T
us
DR
5. &bra

Az 5. &brardl leolvashatjuk, hogy (a tévolsigokat km egységekben szamolva)
rsingp =1 és 2ro+2r(m —2p) =4,

vagyis
2sinp=m — .

Ennek a trigonometrikus egyenletnek a numerikus megoldésa:

pr1,246 =~ 714° és r=1,055 km.

Az r és ¢ ismeretében mar kiszamithatjuk a Dido altal kortilkeritett legértéke-
sebb teriilet nagysagat:

2 2r)%(m —2
7"2(,0 W—TQSingocosgo:72(277—3go—singocos<p)%2,5 km?.
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Gnidig Péter
Véacduka

Mérési feladatok megoldasa Q ‘

Qa0

M. 447. Mérjiik meg egy laza csavarrugo rugddllandojdt kilonbézd, a rugdval
osszemérhetd tomegi nehezékek segitségével

a) statikus maodszerrel,
b) dinamikus mddszerrel (rezgések tanulmdnyozdsdval).

Vessiik dssze a kétféle modszerrel kapott eredményeket, és probdljunk magyard-
zatot adni az esetleges eltérésre!

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Herceghalom

Megoldas. A méréshez egy M = (7,76 £0,01) g tomegli csavarrugdt és 5 darab
m = (10,00+0,01) g tomeg(i nehezéket hasznaltunk. A tomegeket Am ==+0,01 g
pontossdgi mérleggel mértiik, a megnyilds mérésére vonalzét (Ay = =£0,1 cm), a
rezgésid mérésére stopperdrat (At ==0,2 s) hasznéltunk.

a) A statikus médszernél a rugd teljes hosszat mérjik a ra- N | y (cm)
akasztott nehezékek szdménak (N) fliggvényében. A rugd teljes 0 15.0
hossza mg ) 18’4

Y=y + 7N7 ’
k 2 21,9
ahol yg a felfiiggesztett, de terheletlen rugd hossza és k a keresett 3 95.4
rugoéallando. 4 9 8, 9
Az 1. tdbldzat a mért adatokat mutatja. :
1. tablazat

Az 1. dbrdn lathaté grafikonon y-t N fliggvényében dbrazoltuk, és a mérési
pontokra y = a1 N + by alakt egyenest illesztettiink. Az illesztés eredménye:

a1 = (3,48+0,03) cm, by = (14,96 +0,08) cm.

A statikus médszerrel mért rugdallands ebbél:
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y (cm)
30
25+
20+
N

15 T T T T

0 1 2 3 4

1. dbra
ks = 9 = (2,82+0,03) N/m.

ai

A hibét a meredekség hibdja adja: Aag/a; =~ 1% (mig az m tomeg és a g nehézségi
gyorsulds relativ hibdja csak 0,1%).

b) A dinamikus mddszernél a terhelt rugd rezgésének periddusidejét mérjiik a
terhelés fiiggvényében. Ebben az esetben azonban a rugd témegét is figyelembe kell
venniink. (A statikus esetben az csak a terheletlen hosszt médositotta, a fiiggvény
meredekségét nem valtoztatta meg.) A rugé kiillonbo6zé részei azonban nem azonos
sebességgel mozognak: az egyik vége all, mig a masik a rdakasztott testekkel egyiitt
v sebességgel mozog.

Legyen a rugd hossza L, tomege M. A rogzitett végétdl x tavolsagra a rugd
kicsiny, Az hosszisagu és

tomegi darabja
v(z)=—v

sebességgel fog mozogni. (Feltételezziik, hogy a rugé megnyildsa Nm > M miatt
kozel egyenletes.) A kicsiny darab mozgasi energidja

AEm = %AM(U(J;))Z ;]‘f ( L) NG

Ezt Osszegezve (integrdlva) a rugd teljes hosszdra a rugd mozgdsi energidja:

L
Mv? 1M
Em= Y /Jc dz = = —2.
0

213 23
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Tehat a rugd gy viselkedik, mint egy Mg = M/3 témegl pontszer( test a rugo
végén. Ebb6l az Nm tdmeggel terhelt rug6 rezgésének periédusideje:

T o /Nth/S'

4m’m 42
N + —Meq,
kTR Vet

Négyzetre emelve:
T?=

azaz T2 N linearis flggvénye.

Minden esetben 50 periédus idejét mértik, a mért és szamitott adatokat a
2. tabldzat mutatja.

N | 50T (s) | T (5) T2 (s2)
1 21,2 0,424 0,180
2 28,2 0,564 0,318
3 34,1 0,682 0,465
4 38,8 0,766 0,587
5 43,1 0,862 0,743
2. tablazat
T2(s%)
0,75 -
0,55 -
0,35
y N
0,15 T T T T
1 2 3 4 5
2. dbra

A 2. dbrdn lathatd grafikonon T2-et abrazoljuk N flggvényében, és a mérési
pontokra T2 = a;N + b, alaku egyenest illesztettiink. Az illesztés eredménye:

ap = (0,141 £0,002) s?, by = (0,039 4 0,004) s2.

A hibaszamitasnal AT = At/50, és T2 relativ hibaja pedig T relativ hibajanak
kétszerese. Ebb6l a dinamikus moédszerrel mért rugéallandéra
_4Am*m

ka = ——— = (2.80%0,03) N/m,
2
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a rugb effektiv tomegére pedig
b
Mg = 2z = (2a7i053) g
as

adédik. A hibaszdmitdsnal m hibaja ismét elhanyagolhatd az illesztési paraméterek
hibaja mellett, igy kq relativ hibdja megegyezik as relativ hibajaval, M.g relativ
hibaja pedig as és by relativ hibdjanak Gsszege.
Osszehasonlitds és diszkusszi.
A két kilonb6z6 modszerrel kapott rugéallandé hibahataron beliil megegyezik:
ks = (2,82%0,03) N/m, kqa = (2,80+0,03) N/m.
A rugd mért effektiv témege hibahatdaron beliil megegyezik a szamitott értékkel:
b M
Mug=""2—-(27£03) g, = =(259%0,01) g.
as 3
A két eredmény mutatja, hogy a rugé effektiv tomegét helyesen vettiik figyelembe.
Erdélyi Dominik (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

13 dolgozat érkezett. Helyes 3 megoldés. Kicsit hidnyos (5 pont) 5, hidnyos (2-4 pont)
5 dolgozat.

[+ -]

Fizika gyakorlatok megoldasa

L lll

G. 915. Egy a, b és c oldaléli hdromszdg alaki, vékony lemez homogén tomeg-
eloszlasi, sulya G. A lemezt vizszintes helyzetben, a hdromszdg csicsaindl aldtd-
masztjuk. Mekkora erdvel terheli a lemez az aldtamasztdsi pontokat?

(4 pont)

I. megoldas. Az 1. dbrdn berajzoltuk a haromszog stlyvonalait és a hdromszogre
haté eréket. A lemezre hatd G nehézségi erét egyetlen, a stlypontban haté eréként
vettiik figyelembe.

G

1. dbra
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A lemez egyensulyban van, igy a ra hato er6k forgatényomatékanak ereddje
barmely tengelyre vonatkoztatva nulla. Vizsgaljuk elészér a BC' tengelyre vonat-
koztatott forgatonyomatékokat. Ekkor Fz és F forgatonyomatéka nulla, tehat az
egyensulyhoz az sziikséges, hogy

FAmA = Gms.

A sulypont a sulyvonal csucstél tavolabbi harmadolépontjaban van, igy a parhu-
zamos szel6k tétele alapjan

ma_y

mg
amibél .

FA == §

Ugyanigy jarhatunk el a haromszég tébbi oldalara illeszkedd tengellyel is, tehat
a haromszog alakjatol fuggetlenil mindharom alatamasztasi pontot azonos erd
terheli: G

Fo=Fp=Fc=<.

Csikés Attila (Budapest, Varosmajori Gimn., 9. évf.)

I1. megoldas.Az el6z6 megoldashoz hasonloan felrajzoltuk a hdromszoget (2. db-
ra), de most az AS tengelyre vizsgaljuk a forgatonyomatékok egyensulyat. Ekkor
G és F4 forgatobnyomatéka nulla, tehat az egyensuly feltétele:

FBmB = chc.

A BMpgS, és CMcS, haromszogek egybevagésaga miatt mp = mg, és igy
Fp = Fc. Ugyanigy jarhatunk el egy masik sulyvonal esetében is, tehat a harom
alatamasztasi pontra haté er6 megegyezik. A harom er6 ereddjének egyensulyt kell
tartania a G nehézségi erdvel, igy az el6z6 megoldassal 6sszhangban:

G
Fo=Fp=Fo=.

G
2. abra

Blaskovics Bdlint (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 9. évf.)

40 dolgozat érkezett. Helyes 20 megoldés. Kicsit hidnyos (3 pont) 3, hidnyos (1-2 pont)
7, hibas 10 dolgozat.
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I

P. 5706. Homogén témegeloszldasi vékony vasridbdl a, b és ¢ hossziusdgi dara-
bokat vagunk le, és azokbol haromszdg alaki merev keretet hozunk létre. A vaskeret
teljes sulya G. A keretet vizszintes helyzetben a csticsaindl aldtamasztjuk. Mekkora
erdvel terheli a vaskeret az aldtdmasztasi pontokat?

(4 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

Fizika feladatok megoldasa

Megoldas. A rudak homogén tomegeloszlasa miatt az egyes rudakra haté ne-
hézségi ero:
a b c
=2 6 G=_—""6 G=_—""0
a+b+c at+b+c a+b+c
A homogenitds miatt ezek az er6k az egyes riddarabok felez6pontjaiban hatnak,
igy az egyes ruddarabok stlya egyforman oszlik el a két végpont kozott. Ez alapjan
az egyes csucsokban az alatamasztasra hato erdk:
b+c a-+c a+b
Fy=—"—-G, Fp=—"+—-G, =
A7 2(a+b+c) R TCE ) “ 7 2(@+b+o)
Mezei Marcell (Debreceni Fazekas Mihdly Gimnazium, 10. évf.)

a

24 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos (1-2 pont)
5, hibas 2 dolgozat.

P. 5707. Edudrd egy hosszu, dllandé hajlisszogi lejton gurul lefelé a kerékpdrid-
val egyenletes sebességgel. Hogyan fligg a sebesséqgtdl a fékeken disszipdlodo teljesit-
mény?

Edudrd tomege biciklivel egyiitt m, a lejtd hajldsszdge A, és fékezés nélkil Edudrd
Vmax sebességre gyorsulna fel.

(4 pont) Kozli: Bodor Andrds, Budapest

Megoldas. A gordiilési ellendllas elhanyagolhaté a légellenédllashoz képest, ezért
azt nem vesszik figyelembe. A Vmax maximalis sebességet akkor éri el a biciklis,
ha egyaltalan nem fékez, ilyenkor a kozegellenallasi er6 egyensilyt tart a nehézségi
er6 lejtéiranyi komponensével:

1
mgsino = iclﬂlrznax = erznaX,
ahol k a ¢ alaktényez6tol, a levegd Csliriségétdl és a biciklis A keresztmetszetétdl
fligg6, de a sebességtol fliggetlen allandd. Az egyenletbdl:
mgsina

= mosing:
Vmax
Ha a biciklis V < Vmax alland6 sebességgel gurul, akkor a kozegellenéllasi er6 és a
fékezberd Osszege tart egyensilyt a nehézségi erd lejtSiranyu komponensével:

mgsind = kv + Fs,
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amibél a fékez6erd:

1, 1
Fy =mgsina — kv? =mgsinae 1 — ;}—
max

A fékezberd teljesitménye —F; v, tehat a féken disszipalddé hételjesitmény:
I R
Pr(v) = Ffv=mgsina 1— 72)— v.

max

Molndr Lili (Szolnok, Verseghy Ferenc Gimn., 12. évf.)

Megjegyzés. A Ps(v) fuggvényt az dbrdn lathatoé grafikonon abrézoltuk.

I B
mg SIN A Ymax
044
02 - |
} v
1 v
0 T T : T T | max
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Lathaté, hogy a grafikonnak valahol a 0 < v < v,,.x tartomanyon maximuma van. Ez
érthet6, hiszen nagyon kis v sebességnél ugyan nagy erdvel kell fékezni, de a Ps = F¢v miatt
minimalis a fékteljesitmény, a hatarsebességhez kozeledve pedig az F; fékerd csokken.
A maximumbhelyet és a maximum értékét le lehet olvasni a grafikonrol, vagy derivalassal

lehet meghatéarozni:
= 5 =

ey
]
dAg%—E:mgsinowmax 1-3 =0,

P¢ = mgsin 0 Vimax

v Vmax
Vmax T[]
v _ L ~os77
I:I Vmax ]@ ' '
1 1 2\/3
Pfmax = MgSinOViyaxy —= — ——= = ——= MQ@SinAVmax ~ 0,385 - Mg sin A Vimax.
! g V3 33 3/ g

25 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldas. Kicsit hianyos (3 pont) 4, hianyos (1-2 pont)
5, hibas 1 dolgozat.

P. 5717. Dido legenddjinak egy mdsik vdltozata szerint a hercegnd hajojdval
Eszak-Afrika eqyik egyenesnek tekinthetd partvonaldn kotott ki. A helyi uralkoddtdl
annyi foldet kért, amennyit a 4 km hosszusdgu keritésével le tudott vdlasztani.
A kerités kialakitdsdndl azt is figyelembe vette, hogy a parthoz 1 km-nél kézelebb az
eqységnyi nagysagu foldterilet dra kétszer akkora, mint ennél tavolabb. Mekkora és
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milyen alaki teriletet kilonitett el magdnak Dido, ha célja a lehetd legértékesebb
tertilet megszerzése volt?

(Lésd a P. 5700. feladatot lapunk 2026. janudri szdimaban.)
(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Herceghalom

Megoldas. Végezziik el a kivetkezd gondolatkisérletet: 4 egység hosszusagu fo-
nalat helyeziink egy olyan folyadékhartyaba, amelynek feliileti fesziiltsége egy h
hatdrvonal két oldaldn kilonb6z6 (0 és 20, ldsd az dbrdt). A fonal A és D vé-
gei szabadon elmozdulhatnak a p peremen, amely 1 egység tavolsdgra van a h
hatarvonaltél. Ezutan kilyukasztjuk a fonal és a p egyenes altal korbevett részt.
A megmaradé folyadékhartya Osszenergidja minimalis lesz, amely épp azt jelenti,
hogy a korbehatdrolt teriilet értéke (drral stilyozott Osszteriilete) maximélis.

4 km

1 km 20

A gondolatkisérlet alapjan a kovetkez6 megallapitdsokat tehetjiik.

— Egyensulyban az A és D pontokban a fonal meréleges a p egyenesre, mert
kiilénben elmozdulna.

— A fondl egyes darabjai korivek, mert a feliileti fesziiltségh6l szarmazd erd
mindenhol mer8leges a fondlra (a fondlban hat6 erd nagysdga allando), és az egyes
tartomanyokon beliil az egységnyi hosszra haté er6 allandé.

— A BC koriv sugara kétszer akkora, mint az AB és a CD korivek sugara, hiszen
ott fele akkora a feliileti fesziiltség (az egységnyi hosszra haté erd).

— A B és C pontokban a fonalnak térésmentesnek kell lennie, mert nincsen olyan
er6, amely ki tudné egyenliteni a két megtort fonaldarabban ébredd erdk eredéjét.

Ezeket figyelembe véve az dbra alapjan:

2-Ra+2R(nm—2a) =4 km,
Rsina =1 km.

Rendezve O-ra a kovetkezo transzcendens egyenletet kapjuk:

2sino=mn—aq,
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amelyet numerikusan megoldva:
a=x~1,246~71,4".
Ebbdl
R~ 1,055 km
és a keresett terulet nagysaga:

A—9. R;a N (2R)2(;r—2a) Y Rsin (3 —a) éRcos(gfa) _

= (27 — 3o — sinacosa) R? ~ 2,5 km?.

Kossdr Benedek Baldzs (Pécsi Lebwey Klara Gimn., 10. évf.)
4 dolgozat érkezett. Helyes 1 megoldéas. Hianyos (1-3 pont) 3 dolgozat.

Felhivas a Forraspont Fizikataborra

Az el6z8 két sikeres tabor utén ezen a nyéron
2026. julius 26. és julius 31. kozott
harmadszor is megrendezésre keril a Forraspont Fizikatabor.

A tabor a Fagypont Fizikatabor folytatasa, egy hatnapos balatoni vakaci6zas
forméajaban. Célunk a fizikus kéztsség 6sszehozésa és a fizikaversenyek feladatainak
népszer(sitése. A taborban lesz sok eladéas, elmaradhatatlanok a triikkds és kilon-
leges fizikafeladatok, és tervben van sok-sok sport, fiird6zés, zenélés és tarsasozas.
Lesznek még meghivott el6adok és meglepetésvendégek is. Helyszin, koltségek, to-
vabbi informacio és jelentkezés:

https://sites.google.com/view/forraspontfizika/
A szervez6k

Fizikabadl kit(zott feladatok

M. 450. Az okostelefonok rendelkeznek méagneses indukcié mérésére alkalmas
szenzorral. Keresstink az iskolai szertarban, vagy készitsiink sajat magunk akkora
tekercset, amelybe belehelyezhetd a telefon. Vessiik dssze az aramjarta tekercs
kdzepén mért magneses indukcid nagysagat az elméleti varakozassal! Térképezzik
fel a magneses mez6t a tekercs tengelye mentén!

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest
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G. 925. Kerékparral hosszu lejtén gurulunk le, amelynek végén meg szeretnénk
allni. Mikor és miért kopik kevésbé a kerékpar fékbetétje, ha j6 nagy sebességre
gyorsulunk, és a lejtd végén er6sen fékeziink, vagy ha végig fékeziink, és nem
engedjik szaguldani a jarm(ivet? (Tételezzik fel, hogy blokkolas nélkil fekezink,
és a fék kopasa a sebességtdl fliggetleniil egyenesen aranyos a surlédasi munkaval.)

(4 pont)
G. 926. Két egyforma radmagnes mindegyike 0,5 N suly(. Ha az egymassal érint-

kez6 magneseket vizszintes, sirlédasmentes asztalra tessziik, akkor 1,5 N nagysagu,
vizszintes erével tudjuk azokat szétvalasztani (1. abra).

1,56 N 1,5 N

1. dbra 2. dbra

A magneseket a 2. abran lathat6 médon felfliggesztjuk.

a) Mekkora a feszit6erd a fonalban, és mekkora a feltileti nyomoerd a magnesek
kozott?

b) Oldjuk meg a feladatot Ugy is, hogy az egyik magnes 0,5 N, a masik pedig
1 N sulyq, és a kdzottik kialakulé vonzéerd valtozatlanul 1,5 N!
(3 pont)

G. 927. Ha egy szemiiveges ember télen a szabadbdl egy meleg helyiségbe Iép,
akkor legtdbbszor beparasodik a szemiivege. Ha viszont azonnal megtorli a szem-

Uvegét, akkor az méar altaldban nem péarésodik be Gjra. Magyarazzuk meg a jelen-
séget!

(4 pont)
G. 928. Siktikorbe nézve a tukorképlnket latjuk, ami nem ugyanolyan, ahogy

mas emberek latnak minket. Két siktikor segitségével hogyan tudjuk elérni, hogy
olyannak lassuk az arcunkat, ahogy masok latjak?

(3 pont)
P. 5733. Egy fil kos&rlabdapélyan gyakorolja a bintetédobésokat. A kosar az

eldobéas helyét6l vizszintesen d =4 m tavolsagban, flgg6legesen H =1 méterrel
magasabban van. Az eldobott labda kezd@sebessége vo =10 m/s.

a) Milyen szogben dobja el a fit a labdéat, hogy az csont nélkil jusson a kosarba?

b) Legaldbb és legfeljebb mekkora vg mellett sikertilhet a dobas, ha figyelembe
vesszUk, hogy a terem mennyezete a labda eldobéasi magassagatol 6 m-re talalhaté?
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A labdat és a kosarat (a labda és a gyfiri kozepét) pontszerlinek tekinthetjik,
tovabba a légellenallast elhanyagolhatjuk.

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5734. Egy pontszerii, m témegl goly6 surléddsmentesen mozoghat egy hosz-
sz, vizszintes radon. A golybhoz rogzitett fonalat egy, a rid alatt h mélységben 1év§
apro karikan vezettilk at, majd egy ugyancsak m tomegii nehezéket erdsitettiink
ra. Amikor a ferde fonalszar o = 60°-o0s szoget zar be a fiiggblegessel, akkor a golydt
lokésmentesen elengedjiik.

I |

a) Hényszor nagyobb a fondlban fellépd kotélerd a karika
f6lott torténd athaladaskor, mint az elengedés utani pillanatban?
b) Mekkora a goly6 egyensilyi pontja koriili kis rezgésének a
periédusideje?
(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
P. 5735. A Fo6ldrol nézve legaldbb mennyi id6 telik el akozott, hogy a Mars
oppoziciéban, majd kvadrataraban van?

A Fo6ldrol nézve a Mars oppozicioban a Nappal atellenes irdnyban, kvadratira-
ban pedig a Naptol 90° szogtavolsdgban helyezkedik el. Hasznéljuk azt a kozelitést,
hogy a Fold 1 CSE, a Mars pedig 1,5 CSE sugart korpalyan, azonos irdnyban kering
az ekliptika sikjaban a Nap koril.

(4 pont) Kozli: Varga Vizsony, Genf (Svéjc)
P. 5736. A titanfalé kicsi z0ld emberkék egyik kutatéiirhajéja rataldlt egy gémb
alaku kisbolygora, mely a kovetkezo tulajdonsiagokkal rendelkezik:
— nincs légkore,
— mindig ugyanazon oldalat forditja napja felé,
— a bolygén a napéllandé a foldivel megegyezd, 1360 W/m?,
— felszinének abszorpcids egyiitthatéja 0,5.

a) Hatdrozzuk meg a bolygd hémérsékletét, feltételezve, hogy az (a titdn jo
hévezetési képessége miatt) mindenhol egyforma.

b) A titanfal6 kicsi zold emberkék a bolygd anyagénak kiilszini kitermelésébe
kezdtek a bolygd felszinének negyedrészén. A ,mivelt” teriilet abszolut fekete
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testnek tekinthetd. Hogyan valtozik a bolygd hémérséklete, ha a banya a bolygé
arnyékos, illetve ha a napos oldalan talalhat4?

(Feltételezhetjiik, hogy a napos oldal esetén a merdéleges vetilet tekintetében is
a napos oldal fele a mdvelt terilet.)

(5 pont) Kozli: Szentivdnszki Soma, Budapest

P. 5737. Egy jo vezet6 sik fémlap folott d tavolsagban 1év6 m témegd és @ nagy-
sagu pontszerd toltést a fémlap sikjaval parhuzamos iranyban vy kezd@sebességgel
meglokink. Mennyi id6 mulva és hol csapodik be a toltés a fémlapba? (A nehézségi
erd az elektromos erék mellett elhanyagolhaté.)

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

P. 5738. VVékony huzalbdl hajlitott d sugar( kérvezetd kdzeppontjaban egy joval
kisebb, r [_dsligard, R ellenallasu vezet6 gy(ir(it helyeziink el Ggy, hogy tengelyeik
egybe esnek. A korvezetSben I nagysagu stacionarius aram folyik. Mekkora toltés

halad at a gy(rd egy adott keresztmetszetén, mikdzben azt a korvezet6tdl nagyon
messzire mozgatjuk el? (Az dnindukcids e [eltusoktol tekintsiink el.)

(4 pont) Kozli: Németh Robert, Budapest
P. 5739. Régebben a szlirkehalyogm(itét soran a beteg szembdl eltavolitott szem-
lencse helyett nem Ultettek be milencsét. Az igy megoperéalt beteg +12 dioptrias

szemiiveggel élesen latta a messze 1évg targyakat. Hany dioptrias szemiveggel tu-
dott 30 cm tavolsagra levé kényveket olvasni?

(4 pont) Példatari feladat nyoman

P. 5740. Szobah6mersekletd és 1égkdri nyomésu levegbben a nitrogénmolekulak

atlagosan milyen messzire jut egy nitrogénmolekula 1 6ra alatt!
(5 pont) Koézli: Széchenyi Gdbor, Budapest

P. 5741. Egy izz6ldmpa I(U) karakterisztikaja az dbrdn lathato.

1(A)

0,3

0,2 /

U (V)

316 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/5



a) Abrézoljuk az izzészal hémérsékletét a felvett teljesitmény fiiggvényében!

Tegyiik fel, hogy az izzbszél ellenédllasa ardanyos az abszolit homérséklettel, és
a kornyezet hémérséklete 27 °C.

b) Az izz6szal kétféle médon ad le hot: egyrészt hévezetéssel, masrészt hésugar-
zassal. Hatdrozzuk meg az izz6sz4l effektiv sugarzé feliiletének nagysigat!

Feltehetjiik, hogy az izz6szal abszolut fekete test.
(6 pont) Kozli: Vankd Péter, Budapest
1

Bekiildési hatarid6: 2026. junius 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL ' '
FOR SECONDARY SCHOOLS

(Volume 76. No. 5. May 2026) . '

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 287): K. 904. There are three
streets in a village: street 7', V and P. People in T street always tell the truth, people
in V street always lie, and people P street tell the truth and lie alternately. One day the
watchman on duty in the fire tower of the village saw a column of smoke rising from one
of the streets. A few seconds later the telephone rang. The caller said only this: ‘There is
fire in the street!” The watchman on duty asked: ‘Which street?’ The caller answered: ‘On
P street” Which street did the firefighters have to go to? (Estonian Competition Problem)
K. 905. Anna is really looking forward to the summer vacation, so she decided to write
down in her notebook all the letter sequences that can be formed from the letters of the
word VAKACIO. At what position does the word VAKACIO appear on this list, if Anna
proceeds in alphabetical order? (Proposed by Katalin Abigél Kozma, Gy6r) K. 906. One
of the diagonals of a rectangle is three times as long as one of the sides, and it is one unit
longer than the other side. How long are the sides of the rectangle measured in the given
unit? (Proposed by Madtyds Czett, Zalaegerszeg) K/C. 907. During a house renovation,
our next task is to tile a rectangular pantry. We have 1 < 1 square tiles. The side lengths
of the pantry are integers (measured in these units). How many tiles are needed if the
number of edge tiles (those along the walls or door) is half of the total number of tiles?
(Scottish Competition Problem) K/C. 908. Anna has placed a unit disk on the table, and
Boglarka has arranged three identical disks around Anna’s disk. Every disk on the outside
is tangent to Anna’s disk and exactly two other disks. Find the radius of Boglarka’s disks.
(Proposed by Katalin Abigél Kozma, Gydr)

New exercises for practice — competition C (See page 288): Exercises up to grade 10:
K/C. 908. See the text at Exercises K. K/C. 909. See the text at Exercises K. Exercises
for everyone: C. 1903. The 17 enthusiastic members of a math club would like to get
together for a group math session during the summer break, so they collect everyone’s
availability: from each person, they receive a time interval consisting of at least two days.
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(For example, from July 3 to July 6.) After collecting the data, it turned out that among
any three students there are two who have marked a common day. Is it guaranteed that
there will be a day such that every student will be available? Is it guaranteed that there
will be two days such that every student will be available on at least one of the two days?
(Proposed by Zoltdin Paulovics, Budapest) C. 1904. AB is the hypotenuse of right triangle
ABC'. Let D be the foot of the altitude from C. Let E be the foot of the perpendicular
from D to AC, and let F' be the foot of the perpendicular from F to AB. Given that F' is
the midpoint of the hypotenuse, find the lengths of the legs of the triangle. (Proposed by
Marton Ujhdzy, Budapest) C. 1905. Let a, b, ¢ and d be distinct positive integers. Among
the four statement below two are true and two are fale: (i) a <b<c<d, (ii) a+b=c+d,
(iii) a® + b* = 2 +d?, (iv) a® — b® = ¢® — d°. Find the smallest possible value of d. (Scottish
Competition Problem) Exercises upwards of grade 11: C. 1906. We draw all the excircles
tangent to the sides of a circumscribed trapezoid. Prove that the sum of the areas of
the circles tangent to the bases is at least as big as the sum of the areas of the circles
tangent to the legs. (Proposed by Mdrton Ujhdzy, Budapest) C. 1907. We wrote down all
the fractions between 0 and 1 that have a denonimator of at most 99 in increasing order.

LI

New exercises — competition B (see page 289): B. 5534. Solve the equation {z}+ - =

Find the fraction right after % (Proposed by Gyorgy Birkds, Si6fok)

=1 on the set of real numbers, where {z} denotes the fractional part of z. (3 points)
(Proposed by Gdbor Holls, Budapest) B. 5535. a, b and ¢ are the sides and r is the inradius
of a scalene triangle. Let s, be the length of the median corresponding to side a, and let ¢,
denote the distance of the incenter from the line of median s,. Prove that 2t,s, =|b—¢]| 7.
(3 points) (Proposed by Géza Kiss, Csomor) B. 5536. We have written six non-negative
integers with a sum of 2027 at the vertices of a regular hexagon. In a step we replace one
of the six numbers with the absolute value of the difference of the numbers at the adjacent
vertices. Is it possible that after a sequence of such steps there will be 0 at every vertex?
(5 points) (Proposed by Sdndor Réka, Nyiregyhdza) B. 5537. In circle k chord C'D bisects
chord AB. The tangents of k at C' and D, respectively intersect line AB at X and Y,
respectively. Prove that X A =Y B. (4 points) (Crux Mathematicorum) B. 5538. Solve the
following equation on the set of real numbers: 12—éz+9 + yz—éy+9 + 22_é2+9 = \/691779 +
+ ﬁ + \/ﬁ. (5 points) Sr@osed by Mihdly Bence, Brass6) B. 5539. For any positive

|,
integer n prove that %@%@Q@b an integer, and divides the least common multiple
g bgl

of integers 1, 2, ..., n. (5 points) (Proposed by Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894),
Saint Petersburg) B. 5540. Find the smallest and the largest possible area of the convex
polygon K if its orthogonal projections on the z-axis, the y-axis and the line x =y is a
line segment of unit length. (6 points) (Based on a Russian problem) B. 5541. Let A, B
and C' be three points of a parabola with focus F', in this order. Let the tangent of the
parabola at B intersect the tangent at P in point A, and the tangent at C at point Q.
Prove that the point of intersection of circles FAP and FCQ different from F' is on line
AC. (6 points) (Proposed by Gdbor Holld, Budapest)

New problems — competition A (see page 291): A. 935. A criminal starts at the origin
and escapes by moving on the integer lattice points of the plane. At each step, they move
to a neighboring lattice point, with the restriction that they never move in the same
direction twice consecutively. It is known that their first move is upward, and that their

a3

318 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2026/5



path visits every lattice point exactly once. An agent also starts at the origin but cannot
see the criminal. Fortunately, the headquarters can track the criminal’s movement, but
they can communicate with the agent only in the following way: a predetermined infinite
set S [(Nlis given, and for each s [Sl after the s-th step of the criminal, a message
consisting of either 1 or 2 is sent to the agent. The agent moves only when a message

is received, and always makes exactly as many steps as the criminal has taken since the

1Sn{€1,2,3,...,n}|
n

S for which the agent can uniquely reconstruct the movement of the criminal? Both the

agent and the headquarters are aware of the rules restricting the criminal’s movement.
(Proposed by Mdrton Németh, Budapest) A. 936. Given an acute, scalene triangle ABC
in the plane. Denote its symmedian point by K and the center of its Feuerbach circle
by N. Construct, using a compass and straightedge, distinct points X, X 5V, ¥ =duch
that = the lines XY and X % “intersect at K; » the lines X X “4nd Y'Y Sntersect at N;
« the points X and X Slas well as Y and Y Hlare isogonal conjugates with respect to the
triangle. (Proposed by Aron Bdn-Szabd, Palaiseau) A. 937. Let P [Clz1,...,2,] be an
irreducible complex polynomial of degree at least 2. Assume that there exists an integer
M > 1 such that P(z1,...,2,) | P(z},...,2}). Prove that there exist a nonzero complex
number ¢, a complex root of unity ¢ and non-negative integers aa, ..., an, b1, ..., by such
that P(z1,...,2n) =c (xi” R §mil ---x?{‘). (Proposed by Navid Safaei, Tehran)

last message. What is the value of [ =infg (limnqoo ) taken over all sets

Problems in Physics
(see page 313)

M. 450. Smartphones are equipped with sensors capable of measuring magnetic induc-
tion. Find in the school laboratory, or construct yourself, a coil large enough to place the
phone inside. Compare the magnitude of the magnetic induction measured at the centre
of a current-carrying coil with the theoretical expectation. Measure and map the magnetic
field along the axis of the coil.

G. 925. We ride a bicycle down a long slope and intend to stop at the bottom.
Under which conditions, and why, does the brake pad wear less: if we accelerate to a
high speed and brake strongly at the end, or if we brake continuously and do not allow
the bicycle to accelerate? (Assume braking without wheel lock, and that brake wear is
directly proportional to the work done by friction and independent of speed.) G. 926. Two
identical bar magnets each have a weight of 0.5 N. If the magnets, placed in contact with
each other, are set on a horizontal frictionless table, they can be separated by a horizontal
force of 1.5 N (see figure 1). The magnets are suspended as shown in figure 2. a) Determine
the tension in the string and the contact force between the magnets. b) Solve the problem
also for the case in which one magnet has a weight of 0.5 N and the other 1 N, while
the attractive force between them remains 1.5 N. G. 927. When a person wearing glasses
enters a warm room from the cold in winter, the glasses usually fog up. However, if the
glasses are wiped immediately, they usually do not fog up again. Explain this phenomenon!
G. 928. When looking into a plane mirror, we see our mirror image, which is not the same
as how other people see us. How can we use two plane mirrors to see our face as others
would see it?

P. 5733. A boy practices free throws on a basketball court. The basket is located
horizontally at a distance of d =4 m and vertically H =1 m higher than the release
point. The initial velocity of the thrown ball is vg = 10 m/s. a) At what angle should the
boy throw the ball so that it goes cleanly into the basket? b) What are the minimum
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and maximum values of Vo for which the shot is possible, taking into account that the
ceiling is located 6 m above the release position of the ball? Assume that the ball and the
basket (i.e. the centres of the ball and the rim) are point-like, and neglect air resistance.
P. 5734. A point-like ball of mass m can move without friction along a long horizontal rod.
A string attached to the ball passes through a small ring situated at a depth h below the
rod, and a weight of mass also m is attached to its free end. When the inclined segment of
the string makes an angle a = 60° with the vertical, the ball is released from rest. a) By
what factor is the tension in the string greater as the ball passes above the ring than at the
instant immediately after release?” b) What is the period of small oscillations of the ball
about its equilibrium position? P. 5§735. What is the minimum time interval, as observed
from the Earth, between Mars being in opposition and subsequently in quadrature? As
seen from the Earth, Mars is in opposition when it lies in the direction opposite to the Sun,
and in quadrature when its angular separation from the Sun is 90°. Assume that the Earth
and Mars move in circular orbits of radii 1 AU and 1.5 AU, respectively, about the Sun,
in the same direction and in the plane of the ecliptic. P. 5736. A research spacecraft of the
small green Titan-eating creatures has discovered a spherical asteroid with the following
properties: — it has no atmosphere, — it always keeps the same face towards its star, —
the solar constant at the asteroid’s surface is equal to that on Earth, 1360 W/m?, — the
absorption coefficient of its surface is 0.5. @) Determine the temperature of the asteroid,
assuming that, due to the good thermal conductivity of titanium, the temperature is
uniform throughout the asteroid. b) The small green Titan-eating creatures began surface
mining the material of the asteroid over one quarter of its surface. The “worked” area may
be regarded as a perfectly black body. How does the temperature of the asteroid change
depending on whether the mine is located on the dark side or on the illuminated side of
the asteroid? (It may be assumed that, in the case of the illuminated side, the worked
area also covers one half of the illuminated hemisphere, when projected perpendicular to
the direction of the incoming radiation.) P. 5737. A point charge of mass m and charge
Q is situated at a distance d above a well-conducting plane metal sheet. It is given an
initial velocity Vo in a direction parallel to the plane of the sheet. After what time, and
at what point, does the charge strike the metal sheet? (Gravitational force is negligible
compared to electrical forces.) P. 5738. A circular wire loop of radius d is formed from a
thin wire. A small conducting ring of radius r (with r < d) and resistance R is placed at
its centre, with their axes coinciding. A steady current of magnitude | flows in the loop.
What total charge passes through a given cross-section of the small ring as it is moved
very far away from the loop? (Self-inductive effects may be neglected.) P. 5739. In the
past, during cataract surgery, the natural lens removed from the patient’s eye was not
replaced by an artificial lens. A patient operated on in this way could see distant objects
clearly with spectacles of power +12 dioptres. What power of spectacles would be required
for the patient to read a book at a distance of 30 cm? P. 5740. In air at room temperature
and atmospheric pressure, the mean free path of nitrogen molecules is approximately
65 nm. Estimate the average displacement of a nitrogen molecule from its initial position
in 1 hour. P. 5741. The 1 (U) characteristic of an incandescent lamp is shown in the figure.
a) Plot the temperature of the filament as a function of the power dissipated. Assume
that the resistance of the filament is proportional to the absolute temperature, and that
the ambient temperature is 27 °C. b) The filament loses heat by two mechanisms: thermal
conduction and thermal radiation. Determine the effective radiating surface area of the
filament. Assume that the filament behaves as a black body.

76. évfolyam 5. szam KoMaL Budapest, 2026. majus



Homokdiine az 6ceanparton

KOZLEMENYEK

- A 2025/2026. tanév KoMaL pontversenyek hivatalos végeredménye 2026. augusztus
elejétél lesz elérhetd a honlapunkon (www.komal.hu).

- A KoMalL Ifjisdgi Ankétot idén 2026. oktober 29-30-an rendezziik meg. Helyszine
Budapest, az ELTE TTK Lagymanyosi Campusa. 29-én délutan lesz az idei pontversenyek
dijataddja, amely hagyomanyosan az Ankét kiemelt eseménye.

| - AKoMal Nyari Fizika Tabort azidén nem rendezziik meg, de terveink szerint megujulva tér
| vissza2027-ben.

A KoMal ara a kovetkez6 tanévben:

<o iz ajandék a e ajandék a
Elosﬁzzée;;sek 2026-0s ar | megrendelteken EIOﬁz?tesek 2026-o0s ar | megrendelteken
feli sramd felii
1-7.db 15 000 Ft - 30-39db [ 13500 Ft 4 eldfizetés

8-14 db 14 500 Ft 1 el6fizetés 40-49 db 13 500 Ft 5 el6fizetés

15-19db [ 14 500 Ft 2 eléfizetés 50-59 db 12 500 Ft 6 el6fizetés

20-29db | 14000 Ft 3 eldfizetés 60 db-tol 12 500 Ft 7 elofizetés
1 lapszam dra: 1850 Ft

AIT-BUDAPEST
= - Morgan A niflylabs




FELHIVAS

Kedves KoMalL Olvasok!

AKoOMal levelezds versenyei azon kevesek kozé tartoznak, amelyek
ingyenesek. Ez igy van immar tobb mint 130 éve! Szeretnénk is, hogy
ingyenes maradjon, ezt nagyon fontosnak tartjuk ahhoz, hogy a lap be
tudja tolteni feladatat, kiildetését.

Sajnos az ingyenesség az Ujsag elballitdsara és a versenyek
lebonyolitasara nem vonatkozik, nyilvan senkit nem lep meg, hogy ezek
koltséggel jarnak, aminek a lap el6fizetéséhdl befolyd pénzek csak egy
kis részére elegend6ek. A fennmaradd részt évrél évre az 1%-0s
felajanlasok, maganszemélyek és cégek adomanyai, ezek mellett pedig
nagyrészt allami palyazatokon elnyert 0sszegek fedezik. A Nemzeti
Tehetség Program eddigi segitségét ezuton is koszonjik. (NTP-TMV-M-
25-A-002,17 millié Ft,2025. szeptember 1.-2026. augusztus 31.)

Azonban a KoMalL allami tamogatasanak rendszere az elmult évben
jelentésen atalakult, a kovetkezd években az el6re lathatd bevételeink
varhat6an nemtudjak fedezni a koltségeinket.

Ezért kériink mindenkit, aki szereti a KOMaL-t, étezését fontosnak
tartja, hogy lehetéségéhez mérten tamogassa a KoMal-t kiadd
MATFUND Alapitvanyt. Ha teheti, rendelkezzen addja 1%-ar6l az
Alapitvény javéara (adészam: 18157444-2-43)! Az 1%-okbdl befolyd
osszegek évrdl évre bar nem tul nagy, de fontos részét képezték az:anyagi
forrasainknak.

Ezen kiviil pedig, ha sajat vagy céges lehet6ségei megengedik,
tamogassaa KoMal kiadasat, a KoMaL tudaskincsének gondozasat!

Kérjiik, hogy ismerdsei korébenis terjessze felhivasunkat.

Kdszonettel:

A MATFUND Alapitvany kuratoriumaés a
KoMalL szerkesztGsége

| ‘@ \ELTE
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